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EIN NEUER SATZ AUS DER THEOEIE DER DETERMINANTEN. 

pan. j)B. ANTON PUCHTA, 
PRIVATDOCENT DER PRAGEK UNIVERSITAT UNI) D1UTSCHEN TECIINISCHEN HOCHSCHOLE. 

VOKGELEGT IN DER SITZUNG  DER MATITEMATISCH-NATIJRWISSENSCHAETL1CHEN OLASSE AM 1.  DECEMBER 1881. 

Im XXXVIII. Bande der Denkschriften der matliem. naturwissenschaftlichen Classe der kaiserl. Akademie 

der Wissenschaften findet sich von niir ein Determinantensatz, dcr, wie ich eben land, ein sehr specieller Fall 

des folgenden, viel allgemeinereu ist. Ich zeigte namlieh in dem erwalmten Aufsatze, dass gewjsse Determinanten 

vom Grade 2"' gleich sind einem Producte von 2m, in den Elemeuten der Determinante linearen Factoren und 

ich will nun zeigen, dass dieser Satz sich dahin vcrallgemeinern liisst, dass gcwisse Determinanten vom Grade 

m'T^nt. . . gleich sind einem ganz ahnliehcn Producte von rn* na nt. . . in den Elementen linearen Factoren. 

Dass dieser, wie ich glaube, none Satz eine ganz wosentliclie Verallgemeinerung des erwalmten ist, liegt zu 

Tage, da m, n,p... a, ft, 7... beliebige ganze Zahlen sind. Man gelangt zu diescm Satze auf folgende Weise, 

immer vom Einfacheren zum Zusammengesetzten aufsteigcnd. 

A) Ich notire fur das Nachstehende, behufs Erlauterung, die Gleichungen: 

a b 

b 
a b c 

b c a 

cab 
worm 

(a-t-S) (a—b) 

= —(a-h-b-i-c) (csH-iaH-c«z) (7n-5a*-t-ca) i) 

ist. 
Von der analogen Determinante 4ten Grades, namlieh 

abed 

l> c d a 

c d a b 

d a b 0 

wird spiiter die Rede sein. 

abode 

(a-hb-+-C-+-di) (a-\~b—c —-/) (a—ZH-C—d) {a—b—c-t-e?) 

b 0 d e a 

c d e a b 

d e a b c 

e a b c d 

= H~(a~+-b~hc-\-d-l-e) (a-~i-ba.-\~ca.'i-t-da3-l-ea!t) (a~t-&«*-f^Ga*H-*?«H-e«8) 

X (<7-4-6a:!-l-ca-+-rfa4-Heaz) ((r-hbcc^-i-ccc'-'-hda^-l-ea.) 
.2) 
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278 Anton Puchta. 

wobei 

jedoch von -f-1 verschieden ist. 

Allgemein erhalt man, wenn man die Elemcnte av at...am nimmt, wobei m cine Primzahl, undzwar die 

erste Potenz sein soil, und anf sie die cyklische Substitution 8= (av ag...am), sowie ihre (m—1) Potenzen an- 

wendet g\S*...Sm-1, dann die Resultate, immer mit jenem Elemente beginnend, das a, ersetzt, die erste, 

zweitc.wte Zeile einer Determinante sein lasst, folgende Determinante mten Grades 

...4) 

1           9         ^        * 
. 0/m—J   <xm 

Ctn        Wo        wfc              • •   ®m—i   &4 

az  a4  a&    . •   • «i     % 

fl'm     (<'t        '-*'o •   am—2   dm— 1 

Diese Determinante beliaupte ich, ist gleich (—1) mal dem Producte der m linearen Factoren, 

welche aus 8l+«1a+e,o!+'"+(I«a"•1 cntstehen, wenn man hicrin a, das eine beliebige von -+-1 

verschiedene Wurzel der Gleichung xm = 1 ist, durch a2, «:!,...« -», «>» = 1 ersetzt. 

Der Beweis hieftir kann in nachsteliender Weise gefiihrt werden. Multiplicirt man die erste, zweite... mte 

Colonne obiger Determinante mit 1, a, a'1,... a'"-1 resp. und addirt alle Colonnen zur ersten, wodurch bekanntlicli 

die Determinante hicht veriindert wird, so lautet das wte Element der ersten Colonne, wegen der friiher an- 

gegebenen Bildungsart der Determinante: 

an-ha„+i a.- *n+2 

oder 
«m—n-\-l 

-«-t-i_ 

a, H-a, a-f-a. a2-h ... -+-am a" 

-««-i a" 

so dass liiedurcli ersiclitlich die Existenz des obigen Factors in alien Elementen der ersten Colonne dargetlian 

ist. Ebenso erhalt man, da « eine beliebige von 1 verschiedene Wurzel der Gleichung zm = 1 ist, die iibrigen 

(m 2) Factoren, und die Existenz des Factors, wenn am — 1 genommen wird, folgt unmittelbar durch Addition 

aller Colonnen zur ersten. Nimmt man weiter aus dem Producte rechts das Glied a• heraus, so besitzt dieses 

z. B.  in 2)   den  Coefficienten -t-1,   da l.a.«e2.a:i.a* = -t-1 ist,  in  der Determinante dagegen den Factor 

( i)     «~   weil man ebenso viele Colonnenvertauschungen vornehmen muss, urn es zum Anfangsgliede zu 

machen, und hiemit ist der Beweis fur die obige Behauptung, wenn m eine erste Potenz einer Primzahl ist, 

erbracht. 

B) Erste Verallgemeinerung des gefimdenen Satzcs. 

Ich no tire zunachst wieder die Gleichung: 

abedefghi 

h c aef.dh ig 

cabfde ig h 

d efg hiab c 

efdh ig b c a 

fdeighoab 

g h i abed ef 

h ig b c a e.fd 

i gh c abfde 

(ffi-t-o+c+a+e 

(a-t-oa.-)-c(X~-+-a 

(a-+-b~hc~i~cla~h-ea-+-fa-\-gai- 

-b-i-c-i-d-he-hf-hg-i- 

-ba-hc^-hd-hex-hfa 
v2 

-Ox 
g-hhx-hia^X 

'«)X 
!)x ho?- ia 

= (a-t-i-l-c-H-c/a2:H-ea8'-+-fui'-hg•a-hha 

-co.* 

i«)X 
ia) X 

-^-Oa-{-ca.'-~hda*-i-e-hfa.~hga-i-Aa'i-hi) X 

i)X 

•3) 

ba- 

bec- 

(a 

(a 

(ri-hba 

(a,-hbex 

-ca- 

-ca- 

-da-i~eai-+~f-i~gai~^/i- 

-daz-i-e-i-fcc-hga-i-kc 

-hda-i-e-i-fcci-hga'i-+-h<x- 

-da*-hecc-\-f--\-ga.- -A-H-MC8). 
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Ein neuer Satz aus der Theorie der Determinanten. 279 

Was das Bildungsgesetz dieser Determinante anbelangt, so gelangt man hiezu auf die folgende Weise, 

wobei icli die Substitutionstheorie umgehe, obgleieli diese ebenfalls hier beniitzt werden konnte. 1st namlich 

die nach A) gebildete Determinante 3ten Grades gegeben 

«1  I3!  7l 

I3! 7l ai 

7i «, ft 

respective durch die drei nach dem in A) gegebenen Gesetze gebildeten und ersetzt man in ihr a 

Determinanten 
i> Pi> 71 

a b c def\ gh i 

boa 7 efd    , h ig 

cab fde ' •> 
ig h 

so entsteht die Determinante in 3). 

Allgemein erhalt man, wenn m eine Primzahl in der ersten Potenz ist, dadurch, dass man jedes Element 
in einer nach A) gebildeten Determinante wten Grades durch eine ganz analog gebildete Determinante desselben 

Grades  ersefzt,  eine Determinante vom Grade v>2,  gebildet aus den Elementen ctl Jede  derartig 

gebildete Determinante, behaupte ich, ist gieich einem Producte von H62, in den Elementen linearen Factoren 
welche zu Coefficienten die m Wurzel der Gleichung zm = 1 haben. Um das Gesetz fd die Coefficienten zu 

erhalten, bemerke ich, an die Gleichung 3) ankutipfend, dass in der Determinante at die Coefficienten nach 
A) durch folgendes System gegeben sind: 

1 1 1 

la a2 ...A) 

.1 a2 a. 

Man erhalt hieraus die Coefficienten der neun Factoren rechts in 3) in der Art, dass man den Elementen 

abc diese Coefficienten gibt, den Elementen def\ dieselben Coefficienten vorsetzt, wenn man sie noch, 
entsprechend der zweiten Colonne in X) einmal mit 1, dann a, schliesslich a2 multiplicirt. Endlich erhalten die 

Elemente ghi dieselben Coefficienten I, nur entsprechend der dritten Colonne in X) resp. mit 1,«*,« noch multi- 

dlicirt. Man kann also so audi die Coefficienten der neun Factoren in 3) zu folgendem System vereinigt denken: 

A A A 

A«X«2), . ...X') 

X a2X aX 

und damit diirfte das die Coefficienten in 3) beherrschende Gesetz klar sein. Allgemein also erhalt man, wenn 
das System der Coefficienten einer nach A) gebildeten Determinante mit ,a bezeichnet wird, bei seiner nach 

dem obigen Gesetze gebildeten Determinante, z. B. 52 = 25ten Grades das System der Coefficienten aus dem 

Schema: 

,a, ft, ft, ,u, ,u, 

ix, aa. , u.a. , }i.a, u.a" 

f/., \j.a}, ij.tx:i, p.?}, \xa 

..v) 

wobei a eine von -i-l verschiedene 5te Einheitswurzel ist, u. s. w. bis zu einer Determinante vom Grade m2. 
Was den Beweis dieser Behauptung anbelangt, so wird derselbe wortlich in derselben Weise geflihrt, wie 

in A), wenn man die Bildungsart dieser Determinanten, sowie das Gesetz der Coefficienten beachtet, so dass ich 

ihn, um nicht zu wiederholen, tibergehe, und nur bemerke, dass wegen »?2—1 = (m—1) (w-i-1) der Factor 
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280 Anton Vuchti 

mZ (W2_l) 

(—1) 2 stets -+-1 ist, weil m eine ungerade Primzahl ist. Genau in derselben Weise kann man von 

Determinanten m2ten Grades, die eben erlialten wurden, zu Determinanten vom Grade m3 u. s. w. allgemein 

von solchen des Grades rnn zu denen vom Grade mn+l iibergeben und findet diese letzteren stets gleich einem 

ganz ahnlichen Producte von Factoren, wobei die einzelnen Summanden dieser Factoren zu Coefficienten die 

Wurzeln der Gleichung zm = 1 baben. So hat man z. B. bei einer Determinante vom Grade 33 = 27 nach 

obigem Gesetze gebildet, flir die Coefficienten der 27 Factoren das Schema 

V A' A' 
I'l'ui'a* ...1") 
W A' a2 A' a     u. s. w. 

Hiemit ist auch klar, dass der von mir frtiher publicirte Fall, wo m = 2 ist, hier vollig ausser Acht zu 

lassen ist, da bisher immer m eine ungerade Primzahl in der ersten Potenz war. 

Allein mit dem Gesagten ist noch nicht die grosstmogliche Verallgemeinerung des neuen Satzes erreicht, 

sondern man gelangt zu derselben auf die folgende Weise. 

C) Weitere Verallgemeinerung. 

Ich nehme eine nach A) gebildete Determinante vom Grade 5, sie moge sein 

a fj'i d £ 

/3 7 § s a 

7 d e a. [i 

§ £ a. ft 7 

£ a ft 7 § 

und ersetze in ihr jedes Element durch eine nach A) gebildete Determinante dritten Grades, so gelange ich 

zur folgenden: 
ai  ai as % aa ae «T 

r's "9 «iDfln"nfln"i*ffli5 
a%  as at  a.  «g <l% ag a9 a7 au «12 a^ aM «15 au 

a3 <h  ch «6 a4 a.  «9 (,7  «8 ait a,„ ait,atian att 

a% as aB a7 as a„ ah &n aU:al3ati alh a,  a, a3 

a6 ae % % 'h "i «u•«« «10 
am aiz ais ai a:s a\ 

a&  a4 a5  a9  a7  «g  «u «,0 «M «15 «i3 «14 «3  - 

*7   a8   a9   aiOailai2r'l3a)4ai5al    a2   U3   %   >h   % 

%   «9   a7    «11 «12 ai0 «14 «15 ai3«2    rt3   °l    «5    »6   ffl4 

ffl9 a7 r/8 «u «,„ an alg a18 au ag a,  «2 ae «A «5 

"lOaUffnf'l3ai4(7l;,«l    "2   «3   "4   ff5   "fi   ff7   «8   S 

all°l!<1liSu'i15(!l3»!   ff3   "l    (H   'H   °%   "8    U9   "l 

nnaioau°i:,ai3aua:i "\  az ('e, % fflr,  "9  °i  % 
ai3 ait au at  at a% a% ab a6 a7 a8 «9 aiQ an an 

auaihaiSa% aa a}  a5  a% a% as a9 a7  an an ai0 

a.,a..,a.l,(u  a.   a,  a,  a,  a.   aa  a„  aa  a,, a., a. 

...D) 

'15 "13 "14 "3   "1 12     10 "11 

Diese Determinante vom Grade 15 ist gleich 15  in aicti,..ali linearen Factoren,  deren Summanden 

Coe'fficienten haben, die aus dem Schema n) zu entnehmen sind. 

1 1 1 

1 a a} 

1 az ex 

. . .xj 

iXs   IAJ   *AJ   *AS   tAs 

x xfi »/32 x[i:i xp" 

x x[i* x[ik xfi x[i:i 

x xfi3 X$ £C/3* xfi* 

x x[ik xfi3 x/32 xfi 

.n) 
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Ein newer Satz aus der Theorie der Determinanten. 281 

Dieses Product von 15 Factoren, welches gleich D) ist, hat aus dem frliher angegebenen Grande noch den 
18.(15—1) 

Factor (—1)      2       = —1 zu erbalten. 
Der Beweis fur diese Determinante D) soil bier wegen des Abschlusscs vollig gegeben werden. Jede 

Zeile in n gibt drei Factoren, weil x selbst drei Zeilen enthalt, da jedoch. die fiinf Zeilen in TT aus der zweiten 

hervorgehen, wenn man unter Beachtung, dass /35 = 1 ist, (3 durch /32, |33, j3* /3s ersetzt, so geniigt es offenbar 

fiir die Existenz aller 15 Factoren, den Nachweis fiir die drei der zweiten Zeile in n zu ftlhren. Diese drei 

Factoren der zweiten Zeile entsteheu aber aus dem zweiten von ihnen, namlich aus 

-a4/3-+-«a a/3-i-afl a
2j3-t-a7 /3*-+-ag a.$%-\-a% a

2/32~t-rt10/33- 

-+-a1B«*/3* 

-«n «P3 flg«^3n-o13^ -a14«/3* 

wenn man a durch a2, a? ersetzt unter Beachtung von a3 = 1, dcmnach ist der Nachweis aller 15 Factoren 

iiuf die Existenz dieses einzigen Factors reducirt. All ein auch fiir die Existenz dieses einen Factors kann die 

Beweisart noch reducirt werden. Multiplicirt man namlich die 15 Colonnen der Reilie nach mit 1, a, a2, [i, a/3, 

a2/3, /32, /32«, |3za2, /33, a|3
:!, a'1 fi'\ (S*, a/3", a2

l3" und addirt sie sammtlich zur ersten, so entsteht im ersten Gliede 

dieser Colonne der Factor, welchen ich /' beissen will, offenbar, und in dem zweiten Gliede derselben Colonne 

a2/', im dritten a I' u. s. w. es erscheint in den sammtlichen Gliedern nach dem Bildungsgesetze der 

Determinante /' nur resp. multiplicirt mit 

1, «2, a, |3*, /3*a2, (3* a, /3:!, ,33a2, |33 a, /32, /32a2, /32a, ,3, |3a2, /3a, 

und zwar mit zwingender Nothwendigkeit, womit der Beweis vollig erbracht ist. 

Es ist jedoch zu beachten, dass man dicselbe Determinante D), also auch dasselbe Product fiir sie erhalt, 

wenn man von der Determinante 

«» & y2 

Pi 7* «t 

72 «t h 

ausgeht, und in ihr a% $% yE durch die nachstehenden Determinanten 5ten Grades ersetzt: 

«5 % aii an a* 

;a3 at, «9 an an 

'79 SU ff15 «3 «6 

Oj, re15 a, a(. a9 

Der Grand hiefiir ist eben, dass ich aus der ersten Zeile 

ax ch a3 a4 a,t aa a7 as a9 ai0 an an an «]4 «18 

alle folgenden durch die Anwendung der Substitution 

8 = Oj a, a8)(at «r> a0)(a7 as rr9)(al() au «12)(a)3 an au), 

und ihrer Potenzen, mit daran schliessender Anwendung der Substitution 

2 = (a, o4 a7 ra10 alg)(a8 «5 reg au «u)(a8 a6 «9 ra18 «,5) 

herleitete, ich jedoch ebenso hatte von der Aufeinanderfolge der Elemente wie in 2 ausgehen konnen, und nach 

2 erst $ und die Potenzen hatte beniitzen konnen. 

Ich habe nur bisher in Determinanten von einem ungeraden Grade ganz analoge substituirt behufs Bildung 

von Determinanten hoheren Grades. Ebenso gut jedoch hatte ich Determinanten von geradem Grade beniitzen 

konnen, wie das folgende Beispiel, das ich schliesslich noch hinzufiige, zeigt 

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XLIV Bd. Abhandlungen vonNichtmitgliedern. )1 
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282 Ant07i Puckta.  Ein neuer Satz cms der Theorie der Determinanten. 

ttj a% a^ a4 a^ «6 

rh a3 °\ % ae, % (ax -Hae-f-a3H-a4-+-«5H-a6) (a4 -+-at a.-h-a.t a
%~\-ak-\-a^ «-\-ae a

2) X 
aa at a% as «4 a(> 

= (ffl, -H«2 cc2H-a;! a-4-a:4-(-«5 a
2-W-H a) («j •+-«2-t-«3—rt4—ar>—ag) X 

«4 «5 ff-6 at a% a3 
(a( -+-ff2«H-<23«*—a4—a, a—cc@ a

2) («!+a2 a
2-f-a3a— a4—ft5 a

2—ffl6 a 
f»      fi      h       9   '-^o   -*y* 

**'(•     '-*'f.     '-h*     f-frn    lJj,     \J/a 

welcbe Determinante durch Substitution von kubischen Determinanten in cine qnadratische gcbildct wurd 
dass die Coe'fficienten aus dem Schema a herzuleiten gind. 

1 1 1 
la a} •••?) 

1 a2 a 

P     P 

P^P 

e, so 

-•) 

Wie man so zu Determinanten vom Grade m" n$pi.. .u. s. w. fortschreiten kann durch Substitution von 
nach A) gebildeten Determinanten mien, -«ten, pten... Grades liegt auf der Hand und soil dessbalb, da audi 
das Herleitungsgesetz ftir die m'tfipi*-- Factoren, deren Producte die so enthaltenc Determinante gleich ist, 
ganz klar sein diirfte, nicht weiter ausgefiibrt werden, nm nicht wiederholen zu milssen. Eur die Bemerknng 
mag hinzugei'iigt werden, dass man durch diesen allgemeinen Satz, wenn die Elemente einer derartigen 
Determinante gegebene numerische Zahlen sind, die Berechnung derselben mit geringer Miihe durchfiibren 
kann, was sonst bei einigermassen hohem Grade unmoglieh sein diirfte. Alles Weitere, sowie die Umkehrung 
dieses Satzes in Analogie zu dem friiher von mir publicirten Satze, mag ilbergangen werden. 
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