FIN NEUER SATZ AUS DER THEORIE DER DETERMINANTEN.
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VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFIEICHEN CLASSE AM 1. DEOEMBER 1881,

[111 XXXVIIL Bande der Denkschriften der mathem. naturwisscuschaftliclien Classe der kaiserl. Akademic
der Wissenschaften findet sich von wir ein Determinantensat#, der, wie ich eben fand, ein sehr specieller Fall
des folgenden, viel allgemeineren ist. Ieh zeigte néimlich in déin erwilinten Anfratze, dass gewisse Determinanten
vom Grade 2™ gleich sind cinem Produete von 2™ in den lllementen der Determinante linearen Factoren nnd
ich will nun zeigen, dass dieser Satz sich dahin verallgemeinern Lisst, dass gewisse Determinanten vom Grade
m* nb . .. gleich sind cinem ganz dlmlichen Produgte von »##*27.. in den Elementen linearcu Factoren.
Dass dieser, wie ich glanbe, neue Satz cine ganz wesentliche Verallgemeinernng des erwiihnten ist, liegt zu
Tage, da m,n, p... & B,7... beliebige ganze Zahlen sind. Man gelangt zn diesem Satze auf folgende Weise,

immmer vom infacheren zimm Zusammengeseizten aufsteigend.

A) Ieh notire fitr das Nachstehende, behufs Erliuterung, die Gleichungen:
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Vou der analogen Determinante 4ten Grades, néimlich
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wobei
a= V1,

jedoeh von ~1 verschieden ist.

Allgemein erhilt man, wenn man dic Elemente a;, @, ..., nimmt, wobei = eine Primzahl, und zwar die
erste Potenz sein soll, und auf sie die eyklische Substitution 8 = (a,, a,...a,), sowie ihre (m—1) Potenzen an-

1 Q2 n—1 ; : o aon 8 . .

wendet St 8%...87~1 dann die Resultate, immer mit jencm Elemente beginnend, das o, ersetst, die erste,
sweite . ..mte Zeile einer Determinante sein lisst, folgende Determinante mten Grades
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Diese Determinante behaupte ich, ist gleich (—1) 2 gnal dem Producte der m linearen Factoren,

welehe aus a,—+a, a—ay a*~+ ... +a, a™' entstehen, wenn man lierin «, das eine beliebige von —-1
verschiedene Wurzel der Gleichung =™ =1 ist, durch «? &% ...a —! am =1 crsetzt.

Der Beweis hiefiir kann in nachstehender Weise gefiihrt werden. Multiplicirt man die erste, zweite...mte
Colonne obiger Determinante it 1, «, a?,...a™ ' resp.dind addirt alle Colounen zur ersten, wodurch bekanntlich
die Determinante nicht veriindert wird, so lautet da® ste Element der crsten Colonne, wegen der frither an-
gegebenen Bildungsart der Determinante:

=t EH=CQnges .. ay, 9B " -a, =l g, o= ti o, g am !
oder
am=*t1[a, La, Aty aP~ ... a1y, ™1
o (lass hiedurch ersichtlieh die Existenz des obigen Factors in allen lilementen der ersten Colonne dargethan
ist. ibenso erhiilt man, da o eine beliebige von 1 verschicdene Wurzel der Gleichung = = 1 ist, dic iibrigen
(m—2) Factoren, und die Existenz deg¥actors, wenn ¢ = 1 genommen wird, folgt unmittelbar durch Addition
aller Colonnen zur crsten. Nimmt man weiter aus dem Produete rechts das Glied @ heraus, so besitzt dieses

z B. in 2) den Cosfficienten +31, da l.a.a?. a.o* =— 1 ist, in der Determinante dagegen den Factor

m (m—1)

(—1) * weil man ebensoviele Colonnenvertauschungen vornelmen muss, um es zum Anfangsgliede zu
machen, und hicmit ist der Beweis fiir die obige Behauptung, wenn m eine crsté Potenz einer Primzahl ist,
erbracht.

B) Erste Verallgemeinerung des gefundencn Satzes.

Ich notire zunichst wicder dic Gleichung:

abedefghs  (@+bactdtetfitg+h—+i) X

beaefdhig | (a+batcaPd-teatfal-rg-+hatia?) X

cabfdeigh | (a-+baP~tcatd-teat—+fa—tg—+ha+ia)X

defghta bo | (a—l—b—i—c—i—da—i—ea—|—foa—|—ga2—|—kaz—|—z'az) X

efdhigbeca = (“"‘b"*C"‘d“z—l—eaz—i—faz—q—ga+7¢a—{—z’a)>< g 1t o3
fdeighcab (a,+Z)a—n—caz—n—da—|—ea2+f—l—9“2"—’l—'—f“) X

ghiabedef (}a+Z)a+ca2—|—da2_._e_,_fa_,_ga_,_/m2_,_l') X

higbcaefd (a+baP~4-catda—tetfal~gat+ha—+i) X

tghcabfde (a+baP~+co—+dat+ea—tf+ga-th-+ia?).
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Was das Bildungsgesetz dieser Determinante anbelangt, so gelaugt man hiezu auf die folgende Weise,
wobei ich die Substitutionstheorie umgehe, obgleich diese ebenfalls hier beniitzt werden konute. Ist ndmlich
die nach A) gebildete Determinante 3ten Grades gegeben :

a By N
By ey
71 % By

nnd ersetzt man in ihr «,, 3,, v, respective durch die drei nach dem in A) gegebenen Gesetze gebildeten

Determinanten l
able|-"|deF) gkt
beal,llefd|y'fhig
cab fde igh |

so entsteht die Determinante in 3).

Allgemein erhilt man, wenn m cine Primzall in der ersten Potenziist, dadurch, dass man jedes Element
in einer nach A) gebildeten Determinante mten Grades durch eine ganganalog gebildete Determinante desselben
Grades erse'zt, eine Determinante vom Grade =2 gebildet aus.len Elementen a, a,...a,: Jede derartig
gebildete Determinante, behanpte icl, ist gleich einem Producte Son ».?, in den Elenenten linearen Factoren
welche zn Coéfficienten die m Wurzel der Gleichnng 2 = 1 haben. Um das Gesetz fa die Coéfficienten zn
erhalten, bemerke ich, an die Gleichung 3) ankuiipfend, dass in der Determinante «, die Coéfficienten naeh
A) durch folgendes System gegeben sind:

bl
1ao? <)

1 a*a

Man erhilt hieraus die Coéfficienten der neun Factoren rechts in 3) in der Art, dass man der Elementen
abc diese Coéfficienten gibt, den Klementen A7 ¢ f, dieselben Coéfficienten vorsetzt, wenn man sie noch,
entsprechend der zweiten Colonne in 2) einmalanit 1, dann e, sehliesslich «? multiplicirt. Endlich erhalten die
Elemente g%+ dieselben Cotfficienten 2, nur efitsprechend der dritten Colonne in 2) resp. mit 1,a% « noch multi-
dlicirt. Man kaun also so aueh die Coéfficienten der neun Factoren in 3) zn folgendem System vereinigt denken:

AAA
Z OCX 0(2)\ s .. .)\/)
Ao ol

und damit diirfte das die Coéfficictiten in 3) beherrschende Gesetz klar sein. Allgemein also erhilt man, wenn
das System der Codfficienten einer nach A) gebildeten Determinante mit i bezeichnet wird, bei seiner nach
dem obigen Gesetze gebildeteir Determinante, z. B. 5% = 2bten Grades das System der Coéfficienten aus dem
Selema:
M5 e 1551 179)

1y ey pac®, po, pot

By pa?y pad, pa, pa )

iy ey paty pat, pe

y paty o’y pat, pa

2

wobei a eine von +1 versehiedene Hte Einheitswurzel ist, u. s. w. bis zn einer Determinante vom Grade 2

Was den Beweis dieser Behauptung anbelangt, so wird derselbe wortlich in derselben Weise gefiihrt, wie
in A), wenn man die Bildnngsart dieser Determinanten, sowic das Gesetz der Cosfficienten beachtet, so dass ich
ihn, um nicht zu wiederholen, ibergehie, und nur bemerke, dass wegen m?*—1 = (m—1) (m+1) der Faector
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i (m—)
(—1) * stets -1 ist, weil m eine ungerade Primzahl ist. Genau in derselben Weise kann man von
Determinanten m2ten Grades, die cben erhalten wurden, zu Determinanten vom Grade m® u. s. w. allgemein
von solchen des Grades m” zu denen vom Grade m~+! iibergehen und findet diese letzteren stets gleich einem
ganz ihnlichen Producte von Factoren, wobei die einzelnen Summanden dieser Factoren zn Coéfficienten die
Wurzeln der Gleichung 27 = 1 haben. So liat man z B. bei ciner Determinaite vom Grade 3% = 27 nach
obigem Gesetze gebildet, fiir die Coéfficienten der 27 Factoren das Schema
X ek
KN ol et

Wle N e W S

)

Hiemit ist auch klar, dass der von mir frither publicirte Fall, wo m = 2 ist, hier vollig ausser Acht zu
lassen ist, da bisher immer m cine ungerade Primzahl in der ersten Potenz war.
Allein mit dem Gesagten ist noch nicht dic grosstmogliche Yerallgemeinerung des neuen Satzes erreicht,

sondern man gelangt zu derselben anf die folgende Weise.

() Weitere Verallgemeinerung.
Ich nehme eine nach A) gebildete Determinante vom Grade b, sie moge sein

@By g

Bydea

v e af

Peafy

cafyo
und crsetze in ihr jedes Element durch eine ngeh A) gebildete Determinaute dritten Grades, so gelange ich
zur folgenden:
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Diese Detcrminante vom Grade 1D ist gleich 15 in o, a,...q,, linearen Factoren, deren Summanden
Coéfficienten haben, die aus dem Schema =) zu entnehmen sind.
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Dieses Product von 15 Factoren, welelies gleich D) ist, hat aus dem frither angegebenen Griude noch den
15.(15—1)
Factor (—1) * == —1 zu erhalten.

Der Beweis {tr diese Deferminante D) soll hier wegen des Abschlusses villig gegeben werden. Jede
Zeile in & gibt drei Factoren, weil « selbst drei Zeilen enthilt, da jedoeh die fiinf Zeilen in = ans der zweiten
hervorgehen, wenn man unter Beachtung, dass p° =1 ist, p durch (% B3, B% 55 ersetat,os0 geniigt es offenbar
fiir die Existenz aller 15 Factoren, den Nachweis fiir die drei der zweiten Zeile in & zu fithren. Diese drei

Factoren der zweiten Zeile entstchen aber ans demn zweiten von ilmen, néimlich aus

ty =1y -ty a?—+a, B+ag af—+a; of B+a, BP+ay afi? g o By B+ay, af+a,, o B4y, B0y, aft-—

) 204
=G ok B

wenn man « darch o o3 crsetzt nnter Beachtung von & = 1, demmach ist der Nachweis aller 15 Factoren
aut dic Existenz dieses cinzigen Factors reducirt. Allein anch fiie die Exigtenz dieses einen Factors kann die
Beweisart noch redueirt werden, Multiplicirt man niimlich die 15 Colonnén der Reihe naclh mit 1, «, o §, af,
«®B, B Ba, Bra?, B4 af?, «? B3, BY af, o?B* und addirt sic simmtlichgur crsten, so entsteht im ersten Gliede
dieser Colonne der Factor, welelien ieli 7 heissen will, offenbar, unddn dem zweiten Gliede derselben Colonne
a®P, im dritten « u. s. w. es crscheint in den siimmtlichent Gliedern nach dem Bildungsgesetze der

Determinante /2 unr resp. multiplicirt mit
1, ot &, % B*a, B, B7 BPa?, BPa, BY) BRa?, P2, B, o’ Bay

nnd zwar mit zwingender Nothwendigkeit, womit der Bewels villie erbracht ist.
s ist jedoch zu beachten, dass man dieselbe Determinante 1), also anch dasselbe Produet fir sie erhilt,
wenn man von der Deferminante ’
%Py T
‘ By e %
|72 %2 B,

ausgeht, nnd in ihv «, B, , dnrch die nachstehenden Determinanten Hten Grades ersetzt:
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Der Grund hiefiiv ist eben, (dass icli aus der ersten Zeile

a a, a, a

1 T Oy Oy Q5 T @y Tg Tg Ty Oy Qg Qyy Oy Oy

alle folgenden durch die Anwendung der Substitution
S = (a1 ay tg) (@, a5 ag)(a; ag ) ("lo Gy )3 ) (g Gy ),

und ihrer Potenzen, niit daran schliessender Auwendung der Substitution

Y

I = () 0, a; 0y ay5) (0 @5 a5 0y @,,) (0, ag ag @y a4
herleitete, ich jedoch cbenso hiitte von der Anfeinanderfolge der Elemente wie in ¥ ansgehen konnen, und nach
X erst S uud die Potenzen hiitte beniitzen konnen.

Ich habe nnr bisher in Determinanten von einem ungeraden Grade gauz analoge snbstituirt behnfs Bildung

von Determinanten hélieren Grades, Ebenso gut jedoeh hiitte icli Determinanten von geradem Grade bentitzen
konnen, wie das folgende Beispiel. das ich schliesslich noch hinzufiige, zeigt

Denkschrifien der mmathem.-naturw, Cl. XLIV Bd. Abhandlungen von Nichimitgliedern. )i}
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welehe Determinante durch Substitution von kubischen Determinanten in eine quadratische gebildet wnrde, so
dass die Coéfficienten aus dem Schema ¢ herzuteiten sind.

il
1 o «* e p) 'y 5 hmo)
P.

1ea?e

Wie man g0 zu Determinanten vom Grade m* 2P pv...u. & w. fortschreiten kann durelt Substitution von

nach A) gebildeten Determinanten mten, nten, pten... Grades licgt anf der Hand und soll desshalb, da auech
das Herleitungsgesetz fiir die m* »f pi... Factoren, deren Produete dic so enthaltenc Determinanie gleich ist,

ganz klar sein diirfte, nicht weiter ausgefiihrt werden, um nicht wiederholen zu miissen. Nur die Bemerkung
mag hinzugefiigt werden, dass man durch diesen allgcineinen Satz, wenn die Elemente einer derartigen
Determinante gegcbene numerische Zahlen sind, dig® Berechnung derselben mit gervinger Miihe durehfiiliren
kann, was soust bei einigermassen hoheni Grade unméglich scin diirfte. Alles Weitere, sowie die Umkchrung

dieses Satzes in Analogie zu dem frither von mir publicirten Satze, mag iibergangen werden.
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