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ÜBER

EINE CLASSE VON ABEL'SCHEN GLEICHUNGEN
VON

D« B. IGEL,
DOCENT AN DER K. K. TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN WIEN.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 16. MÄRZ 1S82.

JJeini Studium der Abel 'sehen Gleieliuugeu, welche durch die Eigenschaft charakterisirt sind, dass, wenn

•mau ihre Wurzeln mit .z^, z^...s^ bezeichnet und
ij.
= ii.m ist, unter diesen folgender Zusammenhang statt-

findet :

Sjj =0 (a,) ,23 =0 (sj) • • • s« =0 (s«_i )

Zn+2 =0(ä„+i) , 2„+3 :=0(s„+ v) ...«..„ = («.„_,)

vermisst man das Kriterium, vermittelst dessen man an einer gegebenen Gleichung beurtheilen könnte, ob sie

die genannte Eigenschaft hat oder nicht. Man ist daher geneigt anzunehmen, dass es ausser den von Abel

behandelten und den mit den binomischen Gleichungen zusaninienliängenden keine solchen Gleichungen mehr

gibt, und dies umsomchr, als mau solche Gleichungen nicht bilden kann und auf sie nirgends geführt wird.

In noch viel höherem Grade scheint dies der Fall zu sein bei einer anderen Classe von Gleichungen, deren

sämmtliche Wurzeln rational durch eine von ihnen ausgedrückt werden sollen, und zwar so, dass, wenn

{z) und 0, {z)

zwei Wurzeln derselben sind, die Beziehung bestehen solle

00,(^) = 0,0(.).

Es gewinnt daher an Interesse, wenn man auf einen Fall geführt wird, in welchem Gleichungen mit den

genannten Eigenschaften auftreten, und in welchem die wahre Natur der Gleichungen hervortritt. Die Beiiaud-

lung eines solchen Falles ist nun der Gegenstand des folgenden Aufsatzes.Di
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374 B. Igel.

ohne gemeiuschaftlicben Theiler gegeben. Wir setzen für die Folge fest, dass die Wurzeln der Gleichungen

bezüglich durch folgende Buchstaben bezeichnet werden

:

a, b , c,. . .^

n, 6, c,...i

«, (3, 7,.. .z.

Stellen wir uns nun die Aufgabe, diejenigen Werthe von Ä zu bestimmen, für welclie die beiden Glei-

chungen

zugleich bestehen, so finden wir, indem wir x aus diesen Gleichungen eliminiren, eine Gleichung in X

wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1) vorstellen. Da die Gleichung 2) oifeubar vom

wten Grade in Ä ist, so erhalten wir n Werthe von Ä und demgemäss die n Gleichungen

:

(/,(«;) + A,,/3(.r)==0,

A'on denen jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit /',^0 hat.

Da ferner die Wurzeln der Gleichung 2), resp. den folgenden Verhältnissen gleich sind

\

so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichung aufgefasst werden, deren Wurzeln rationale Functionen der

Wurzchi der Gleichung /', =" sind. Setzt mau in den Gleichungen 3) die X-Werthe aus 4) ein, so dass sie

die Form annehmen:

l./2H./3K)-/2i«)./3(-^-) = ^

5)

SO hat jede dieser Gleichungen nebst der mit ./', =0 gemeinschaftlichen Wurzel noch u— 1 Wurzeln, von

denen eine jede eine Function jener Wurzel ist. Es entsprechen demnach jeder Wurzel von f^ =
n— 1 Werthe, die mit ihr durch eine Gleichung verknüpft sind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der

mit ihr durch eine Gleichung verknüpften Wurzeln ausdrücken lassen müsse, ist klar, und ich werde nachher

zeigen, wie dies geschieht. Vorerst soll die Frage erörtert werden, welche algebraische Bedingungen erfüllt

werden müssen, wenn die Relation

/»(«) /3(*)

statt haben soll. Es ist offenbar die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass die Gleichung 2) zwei

zusammenfallende Wurzeln hat. Die Anzahl der Gleichungen 3) redueirt sicli in diesem Falle auf «—1, von

denen eine Gleichung ein rationales Ä enthält. Diese ist also eine rationale ganze Function und hat mit

y= zwei gemeinschaftliche Wurzeln. In diesem Falle muss f\ (x) nothwendig reducibel sein. Wenn man
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über eine Classe von Abel '^chen Gleichungen. 37 5

aber/j(x) als irreducibel voraussetzt, so muss man im Falle zweier zusaramenfalleuden Wurzeln der Glei

cliung 2) nothweudig schliessen, dass diese mindestens noch ein Paar zusammenfallender Wurzeln haben

müsse, dass also die Relationen stattfinden:

Jzip) fzV)-

7t

Ich will nun zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Gleichung 2) - Paare zusammenfallender Wur-

zeln habe, und zwar in folgender Weise. Es Lässt sich bekanntlich jede rationale Function einer Wurzel vnn

irgend einer Gleichung als ganze Function derselben Wurzel vom Grade n— 1 darstellen. Sei diese Function

mit <]> bezeichnet, so wird unter der erwähnten Voraussetzung die Gleicliung bestehen

<I» («) — <I> ih) = 0.

Setzt man in diese Gleichung x statt a, so erhält man eine Gleichung, die eine Wurzel mit der Gleichung

.A(^)_Q
X— h

gemeinschaftlich hat und durch Elimination von x aus diesen Gleicluingen eine Gleichung

rr = 0(S),

wo t) eine rationale Function ist. Da man ebenso x aus den Gleichungen

x— a

<D(a;) — (l)(rt) =
eliminiren kann, so erhält man auf dieselbe Weise

l = (-> (a).

Wir lernen demnach daraus, dass im Falle

./3(«) M')

oder, was dasselbe ist, im Falle zweier zusammenfallenden Wurzeln der Gleichung 2) die Wurzeln a und h

in der Beziehung zu einander stehen, dass die eine rational durch die andere ausdrUckbar ist. Wenn nun /j

als irreducibel vorausgesetzt wird, so schliesst man nach Abel, dass die Wurzeln von /,= sich so in Paare

gruppireu, dass eine Wurzel jedes Paares eine rationale Function der anderen Wurzel desselben Paares ist.

Die Auflösung der Gleichung /j = reducirt sich also auf die Lösung der Gleichung 2) vom Grade ^^
und auf

die der -^ quadratischen Gleichungen. Dieses Kesultat werden wir kurz so aussprechen:

Satz.

Wenn /, (a;) irreducibel ist und wenn es möglich ist, zwei ganze Functionen f\ undyj so zu bestimmen,

dass

ist, so ist die Gleichung /, = eine i^bersche, d. h. .sie hat die Form

i\ (ic) = {x— a){x — ()(«)) [x — b) (x — fc>(6j) . . .{x— <S){x — t)(c)) = 0.
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376 B. Igel.

Um nun die oben angedeutete Rechnung durelizufüln-en, evinneni wir daran, dass <i> folgende Form hat:

1 y, 'f^.
. .y„_i

1 y, • • • fn-2 fn~l

li(f\f\) ')x-a'-H liif.i'(A/s)' (• (/./3)

wobei man sich natürlich zu denken hat, dass man in dieser Form den Grad mit Hilfe der Gleichung /, =
auf 71 ~V herabgedrückt habe. Beachtet man, dass die y, folgende Bedeutung halien:

y, = ff -Ha,

^2 = «^ -H Oj rt -+- «2

?3
^«3

y„_i= ff"-' -f- ff, ff"— H- ff^ ff"— H

—

I—h a„,

so kann man, indem man in der Determinante die zweite Reihe mit a multiplicirt und von der ersten Reihe

abzieht, die dritte Reihe mit n multiplicirt und von der zweiten abzieht u. s. w., die Determinante auf fol-

gende Form bringen.

a^ ftj . . . ff,,

1 ff, . . .ff„_i ff,i

R ./;

X M =
-a'-^^\

Miütiplicirt man die (w— l)te Reihe dieser Determinante mit /j(ff), reducirt den Grad in « mit Hilfe der

Gleichung/, ^0 und ordnet dieselbe nach Potenzen von a, so erhält <1> folgende Form:

<\> (ff) :

1
{s.Jji\.fl"-' -H S5,Ä,.«."-- -H-H SA';/!',!

,

wo A', die Unterdeterminanten bedeuten. Die Resultante der Gleichungen

X—
<|)(a;)— a>(6) =

"ZA.R, , SA7A ,. . .{I.KB, — <i>{h))

2AA\ {^N^B^-^bib))

hat demnach die Form

B.
fn-l

<P„-l
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tJber eine Clause von Abel'scheu Gleichungen. 37 7

§. 2.

Die GleicLuugen 1), 2) und 3) im vovig-en Abschnitte lassen sieh geometiisoh iateipretiren. ' Bekanntlich

lässt sich jede Curve vom Geschleelite j> ^ 0, d. h. jede Cime mit ^^ ~ Doppcl- und Rückkehr-

punkten durch eindeutige Transformation auf die Form

bringen, wo f\, f-i, f-^
ganze homogene Functionen ?(ter Ordnung von X und /;. sind. Dass umgekehrt die

Curve 1) vom Geschlechte p= ist, kann man folgendermassen leicht einsehen. Sehen wir nämlich Ä, /j., v

als Coordinaten eines Punktes der trausformirten Curve an, so können wir die x als Functionen von 1, fx und

V betrachten, bei welchen v= ist; es ist also dieses die Gleichung der transformirten Curve, d. h. dieselbe

ist eine Gerade, bei welcher p^O ist. Da nun die eindeutige Transformation das Geschlecht der Curve nicht

ändert, so folgt daraus, dass die Curve 1) vom Geschlechte ^^= ist. Die Gleichung der Curve 1 ) erhält man

bekanntlich durcli Elimination von Ä, p. aus dem Systeme

«'i./'i
-^ ^'2/2 -f- ^if-i = *' •

Diese Kesultante culhält die Grössen «, v nur in den Verbindungen

und ist eine Form wten Grades der letztern. Ersetzt man dieselben durch /',
, /j, /!j, so entsteht die Gleichung

wten Grades

welche die Gleichung der Cur\e ist. — Die Resultante 2) in §. 1 wird offenbar auch aus den Gleichungen

erhalten, daraus folgt, dass sie auch aus der Resultante ^(/i./j/s) = erhalten \\ird, wenn man in ihr

/, =0 setzt.

Der Ausdruck, den man erhält, wenn man in der Gleichung einer Curve eine trimetrische Coordinate

gleich Null setzt, stellt bekanntlich die Verbindungslinien der dieser Coordinate gegenüberliegenden Ecke des

Fundamentaldreiecks mit den Punkten, in denen diese Coordinate die Curve schneidet, dar; und da die Resul-

tante 2) in §. 1 der restliche Ausdruck von Pifyf^f^ ist, wenn man in dieser /', = setzt, so stellt sie eben

die Verbindungslinien des Punktes yj^O,yjj= mit den Punkten, in welchen F(/\f^f^)=^0 die Seite /',^0

schneidet. Setzt mau in der Resultante 2) in §. 1 X ==/2 :f^, so besteht sie offenbar aus den Producten der

Gleichungen 3) in §. 1 , folglich stellt jede dieser Gleichungen eine solche Verbindungslinie dar. Nun ist

bekannt, dass für einen Doppelpunkt der Curve F(f\f^ f\) = die Gleichungen bestehen:

./;w = ¥.(>')

./; (Ä) = kf, (X')
,

' Man vergl. Salmou, Geoinvtiii' clor hölieren eliencn f'iuven, p. 3.5; ferner Clebsch, Über diejeuigcn ebenen (Kur-

ven, (leren Coordinaten nitionalo Fiiuetionen eines Taranicters sind. Crelle'.s .Journal, Bd. G3 und Tlieorie der Abel'sclien

Functionen von Cleliscii um) Gordau, p. 07.

Dcnksciu'iriuii der maüiutii.-iialurw. Cl. XLV.Ud. Al>h;uidUingeri von Niclitiiiilirlievlürn. vv
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378 B. Igel.

folglich bedeuteu die Glcicliungcn

dass ein Doppelpunkt der Curve auf der Seite ic, = liegt. Der Satz in §. 1 kann jetzt folgendermassen aus-

gesprochen werden

:

Satz.

Wenn /j (A) irreducibel ist und ein Doppelpunkt der Curve auf der Seite u^, = liegt, so sind alle

Durchsehnittspunkte dieser Seite mit der Curve Doppelpunkte.

Bildet man die Resultante

von den Gleichungen

f^{x) =U
,/i(^)-t-\/3(^-) = «',

SO kann man fragen, ob es möglich sei, dass sie ebenfalls ein vollständiges Quadrat ist, wenn -^^
!/i > /2 "•"

{/s

!

ein solches ist. Vom algebraischen Standpunkte betrachtet, könnte es möglich scheinen, während die geome-

trische Anschauung darauf führt, dass es wenigstens für n = 4 im Allgemeinen unmöglich ist, weil , da die

Curve vierter Ordnung nur drei Doppelpunkte haben kann, es nicht möglich ist, dass auf der Seite x^^O
noch zwei Doppelpunkte liegen. Wir wollen es nun auch algebraisch zeigen. Gesetzt, die beiden Resultanten

wären vollständige Quadrate, so würden folgende Gleichungen bestehen

:

A(«)/3(/)-/2(/),/3(«) =

/,(«)/3a')-/,(t)/3W==o

^.(c)/3(b)-/i(b)/3(c) =
/;(8)/3G))-/,Gi)/3(9) = o

oder, wenn man die Gleichungen nach den Coefficienten von /],
entwickelt, die iblgenden:

c« \A («) f>
" -Ai^ ) "1 -^ ^1 \A («)

6"-' —A (b) «"-
' I

-^ + '^'^ !,/2 («)—A ( * ) !
= ö

^0 \fi (0 ^"-A (d) c "\ + c, [f, {c)d"-' -f, {d)c>-'
S
+ + c„ {/, (c) -./, {d)

j
=

^oly;(0/"-/a(/)^1 + cj./, (e)/"-' -/•(/>"-'K + c„ j/^(,)_/;(/)S =0

^ol/,(Ob''-/,(b)c"S+cj/;(c)b«-'-/;(t))c''-'S-t--f-c„!/,(c)-/,(b)|=o,

d. h. man würde dann im Allgemeinen eine hinreichende Anzahl von Gleichungen haben, um die Cocfticientcn

von/, zu bestimmen, durch die Wurzeln von/j und/^, so dass /j eine ganz bestimmte, im Allgemeinen nicht

rationale Function sein wird.

§. 3.

Der soeben gegebene Beweis wird illusorisch, wenn das System von Gleichungen nicht von einander

unabhängig ist. In einem solchen Falle könnten möglicherweise alle drei Resultanten

^ {A , /« + Vs 1 '
i^ \A > A + '^A, \ , ülAs, A + ¥z

\
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über eine Classe ^,'o?^ AheVsehen Gleichungen. 37^

vollständige Quiidrate sein. In der That tritt ein soleher Fall ein, wenn verschiedenen Werthen von /:^

nicht verschiedene Punkte der Curve F{f\f^f^ = entsprechen, sondern zu jedem Punkte der Curve meh-

rere Werthe jenes Verhältnisses gehören. Dieser Fall ' wird bekanntlich dadurch charakterisirt, dass die

Gleichungen

/, (}p-)AQ'i^') -fx (^>')./3 Q'V) =
/, (X /x)./- (// ,a') —/• (X' /a')./3 (A ,<x) =

den grösstcn gemeinschaftlichen Divisor
^'C''!^;

'''\>^) haben. Das Gleichungssystem in §. 2 sagt in diesem

Falle nichts Neues und ist eine Folge dieser drei Gleichungen, welche für alle Xfjt, 'i' \i! bestehen, die durch

die Gleichung -f-IÄij., X'|ui.') = verknüpft sind. Xuii ist aber bekannt, dass sich stets eine rationale Function

von Ä : \x so herstellen lasse, dass deren Werthe und die Puukte der Curve sich gegenseitig eindeutig entspre-

chen. Nehmen wir nun au, dass diese Function der Quotient u:v sei, wo u und v zwei Functionen Trten

Grades von 'k:\). bedeuten, so lassen sich die Coordinaten des zum Werthpaare \:\). gehörigen Curvenpunktes

als Formen y, -^j y , etwa pten Grades von uv darstellen, und es wird

y {uv) = kf\

y{uv) = kf\

wo /. von Ä/x unabhängig ist. Durch Elimination von uv aus dem Systeme

erhält man eine Gleichung iten Grades

Von dieser Form G beweist Pasch ^, dass sie irreducibel ist und dass G(f\f^f.^)~ = F'(f^f,^f^) , wenn

,-T>l ist.

Da wir nun schon wissen, dass die drei Resultanten

aus der Form F^/j/^/jjl entstehen, wenn in derselben resp. /|, f^ ""d /'^ gleicii Null setzt, so fcilgt daraus,

dass, wenn r gleich zwei ist, alle drei Resultanten vollständige Quadrate sind. Es bestehen demnach fol-

gende Gleichungssysteme

Ai^) = KfAb)

\A(.<^) = KAiß)

\t\{h) = kj,{i)

\A{^) = KAQ>)

./; («) = KA {?>)

\fdi)=hA{'^)

fx ('•') = hA <>)

1 Verg-l. Lüiotli, Mathematische Aimalcii, Bd. IX, p. ic:i, und Pasch, ebendas. Bd. XVI, p. Ol.

2 L. e.
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380 B. Tgel.

Dies bedeutet nach §. 1 nidits Auderes, als dass die Wurzeln jeder der drei Gleicliungen f\ = 0, f\= 0,

n
/j^O in Paare sich so vertheilen lassen, dass die Wurzel eines jeden Paares sich rational durch die andere

desselben Paares ausdrücken lässt. Wir können demnach iblg-euden Satz aussprechen:

Satz.

Wenn die Functionen f^j\f-,^ in dem Zusammenhange stehen, dass die Gleichungen

/i Klv^.f\^>''A —./; (>''/^-')./2 Q^v-) ==

./; (>' [>).f-, (^' 1^') -./; Q' !^').fs (^ f^)
=

den grössten gemeinschaftlichen Divisor •P(aij.] ä',u.') vom zweiten Grade haben, so sind die Gleichungen

/, = 0, /2= 0, /!j= Abel'sche, d. h. es ist

/j (x) = (x- f, )
(x- (^, ))...{x- Q (x - iL))

f\ ix) = {x— ^^'){x-— (-) (t, '))... {x- Q {x— Q [Q)

i\ {x) = (x - t, ") (.r— (-) ( c, " . . . (.r— tr;:) (x - iO)

Bemerkenswerth ist dieser Fall noch dadurch, dass die rationale Function ()(£) i'ür alle drei Gleichungen

dieselbe ist. Erinnert mau sich an die Bildung von 0(^), so folgt leicht folgende Relation:

'"l/i-i-f'if" X k)

wo A eine unbestimmte Grösse bedeutet.

§4.

Es sollen jetzt folgende Sätze bewiesen werden

:

Satz 1.

Sind die drei Gleichungen

y; = o, /, = o, f, = Q

von der im Satze §. 3 auseinandergesetzten Beschaffenheit, so lassen sich die Wurzeln einer jeden von

ilinen rational durch die Wurzel einer jeden anderen ausdrücken.

Satz 2.

Unter derselben Voraussetzung lassen sich die Wurzeln jeder Gleichung durch irgend eine derselben

als rationale Functionen ausdrücken, und zwar in der Weise, dass, wenn mau irgend zwei solche ratio-

nale Functionen mit 9 und (-1, bezeichnet, die Relation besteht

:

(-J Hj = Wj y

.

Es bestehen nämlich in diesem Falle folgende Gleichungen:

= ^0 \A& ^"' -A (^0 4"
I
+ c, \f, i^t) r«-' -f, {t') ^«-'

I
-f- -H c,. \j\ (t) -f, (t')

1

=
''o lU («)

*
" -A i^ ) ""

1
-^

^'i \A (» * "-' -A ('' ) «"'"'K + ^" \A (") -A ^^>
) I

= ^-0 \A i/o
*

" —A (/ ) ^'1 ^ ^'i 1/2 (^^1
''"^' —A CO ^'""'

j ++ c„ {/, (Ä) -/, (Ol

= ^0 l/t ('1 )
^

" -A (.^ )
'^

" S
^- ^1 Ifi «,^1 )

^' ""' —A (.^' ) n "^'
I
-^ + ^« l/i (^' ) —A (n

) S
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C/6er eine Classe von AheVsche7i Gleichungen. 381

wclclic von ein.'uider abhängig sind und schon aus der ersten folgen. Es verschwindet also folgende Deter-

minante :

A («) ^" -A l*) «"
; A (") ^'"^' —/2 (M «"-'

•
• -./a c«)—A (*)

./; C'^)
'

" -A (0 /'"
, A (^0 * "^' -./2 1' )

^'"" ••/aW-./.CO
••/.(") -/IG')/, (n) t'" —

/; (&) <^"
, A i") t'"^' —/; (^) n"-'

I

/, (^) i " -/; (i ) 1)"
, ./; (t,)

i "-' -/, (i ) [)"-'
.

. ,/; (()) -,/; (i

)

Ist aber c l)eliebig, so ist es auch i', da diese beiden Grössen nur durch die Gleichung •]/(!; t')^(i

zusammenhängen; es müssen also die Coefficienten der Elemente der ersten Reihe für sich verschwinden, d. ii.

die ;;^-l Ilnterdetenninanten müssen verschwinden. Wenn wir nun statt der Grössen

resp. die Grössen

a , c . . .1 ; n , c . . . I

li
, d. . .h \ b , b . . . 1|

t
''

in 'fn i

Wfl,), f>{i,)..A-)(\n\ ;!..(=)(4-„)

cinfüliren und nach den t, entwickeln, so erhalten wir w-h1 Gleichungen zwischen w Unbekannten

T« (?| , tj. . .c„) =0
n:„4.i(t, , tj. . .t„) = 0.

Jeder Combinatiou von n Gleichungen aus diesem Systeme genügt das Werthsystem

a , b , c . . .t
\ a ,

li , c . . . i

.

Aus irgend einer solchen Combination eliminiren wir die «—1 Grössen t^ c.j. . .£„ und erhalten die Eud-

gleichung

./•(?.) = o.

Da nun dieser Gleichung die Grösse a genügt, so erhält man bekanntlich die übrigen Grössen in der

F(trm

^e = H, (fl) , e = 0^ (rt) . . . Ä = " (ö)

('l = W| + ,(«) , l) = w«(«).

Damit ist nun der erste Satz bewiesen, nach welchem jede Wurzel einer Gleichung durch diejenige einer

jeden anderen rational ausdrückbar ist.

Setzen wir aber in ^ = statt der Grössen

o , c . . .1
, a , c . . . i

h , d. . .h ,
ti

, b . . . l)

die Grössen

0(C,), 0(g...0(t„)

9| )
tj • • %/<

und eliminiren aus denselben die w— 1 Grössen

k ) ?;t
•
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382

so erhalten wir dieselbe Emlgleiclmng

welcher die Wurzel I> genügt. Wir erhalten jetzt

B. Ifjel.

oder

Vergleicht man die Gleichungen I) und II) mit einander, so erhält man leicht die Gleichungen

(e) =0 0j(a")

(e) = 0J0 (a)

00,(a,) = 0,0 (a)

und somit ist auch der zweite Satz bewiesen.

§. 5.

Wir haben schon oben angedeutet, dass die Resultante

in das Product

(./ä
-*- \A) U\ -+- ^2-/3) • • Lt\ -^ ''"'.Q

übergeht, wenn man in ihr X= f^ :_f\ setzt. Und da jeder der Factoren einen linearen Factor von /, (a) ent-

hält, so muss

die Form haben:

Es handelt jetzt darum, die Form -^ zu eruiren. Zu diesem Zwecke führe ich folgende Bezeichnungen ein:

fi(x) = b^-^b^ x-hb^

/i(i/) = «o-t-«iy-^«2 2/^

H \-a„x" = Ä^

+- -i-b„x«=B''

yj (it-) = c^^-^c^ a; -t- c^ x"^ -\—1—1- c„ x" = C"

i- H- a„ y" = Ay

+- -+- b„ y" = B«A (y) = K^^'i!/ .r

so dass die Gleichungen 3) §. 1 folgende Form haben:

I

B^ C'^ = B^

B'' C"
=

5* 0''

Wie man leicht einsieht, hat ^ die Form

:

= B^C^

B' C'

0.

^ = |5*0
X

5* C'
I

B" C"

oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt

:

B'^C

B' C
I

(x—a) (x—b) . . . (x—i)

•^ =
B-

a— X

a—X

B-
B^—B^
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tjber eine Classe von AbeVsehen Gleichungen. 383

Setzt man nun

B'

C-

y—x

y—x

und

folglich ist

t|f =

so sieht mau, dass -^i aus / entsteht, indem man in / für y succcssive alle Wurzeln von /' = setzt und die

Resultate mit einander multiplicirt, d. h., dass -^ die Eesultante von /', (y) und / ist. Nun ist, wenn man
y^

entwickelt,

X = (^00 C'i,,)+ (i^oi ^'^'0 y -^ (^02 C'3„) >/^^ {Bo, „_, t,„„) y"-'

,

wo

Bit = b,-hbi^i X-]- -h -i-bi:
*'-*

Cii = c, -1- f,+ 1 ir -t- -i- -I- Ci X'-''

(-OtiC„,„) = -Uli C„,„ — Bnm'^ik )

fl'o a, • • a„

Oi, o, . . . «„_i a„

%('i (',!

l-^oo ^'i«)- • (^0"-' > '-'»"')

i|; =: gibt nun die Werthe von x, die zusammen mit den Wurzeln von/, f7/)= die Werthepaare lie-

fern, für welche /=0 wird, und wir erhalten die Wurzeln von /, = als rationale Functionen der Wurzeln

der Gleichungen 3) in §. 1 ausgedrückt.

§.6.

Die in §. 1 behandelte Frage ist ein specieller Fall folgender allgemeinen Aufgabe

:

„Wenn eine Gleichung »wten Grades /', (a-) = gegeben ist, deren Wurzeln durch .c, , x^...x,„

bezeichnet werden, so soll man eine solche Gleichung F(ii)^=() bilden, dass jede Wurzel u derselben

durch eine gegebene rationale Fimction <f{x^, x^...x^,) von /./.Wurzeln der vorgelegten Gleichung aus-

gedrückt werde."

Diese Aufgabe wird bekanntlich einfach dadurch gelöst, dass man das Froduct

{'9—?\)i.f-ft)- -if-fN)

entwickelt, so dass man die Gleichung erhält:

WO y,, (f^...ijiy die A'^ Werthe, welche f durch die verschiedenen Vertauschungen der Wurzeln der gegebeneu

Gleichung annehmen kann, bedeuten und

Pi=?, -+-?t
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384 B. Igel.

gesetzt ist. In 'unserem Falle ist N='m, d. li. die rationale Function f häugt nur von einer Wurzel der vor-

gelegten Gleichung ab. Es handelt jetzt darum, die Relationen zu entwickeln, welche aus der Vcrglcichung

der Coefticienten der adäquaten Grieichungen

P =0
entspringen. Bezeichnen wir mit

die Eesultante B^J•^f.,, nachdem man in ihr resp. eine Reihe, zwei Reihen oder k Reihen der Coefficienten von

/j durch die Coefticienten von /^ ersetzt hat, so ist der zweite Coefficient von

wo die Summe sich auf alle Reihen der Resultante aus den Elementen v(tn /!, bezieht, so dass /', eine Summe

von »t Determinanten von je 2mter Ordnung ist. Derselbe Coefficient in der Gleichung y'= ist

P, = SA(«)

H/uQ

o„. . .«„_i a„

1 y, y^ . . . y„_i

• ^n— 1 ^«

oder, nachdem man diesen Ausdruck mit Hilfe von f\ = reducirt hat,

-" \J\Js)

wo die Summe sich auf alle Wurzeln von /', — erstrecken. Wir erhalten daher die Relation

= SS Ä, {.-!,««-' -H B,a"-- -t- -t- iV,} .—

Da nun ferner der letzte Coefficient in 7i!|y,,y.,+x/,) =

'^"~
iiU\.Q

und derselbe Coefficient in P=
«0 ffj . . . iln

1

A'V./a)
iiy,(«)

ist, so folgt

iKAQ _ n/,(«)

HA.Q RU\.Q"

Oq. . . a„_i an

1 y, -fn-
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über eine Classe von Abersclien Gleichungen.

Da nun 1
1 /!, (rt) = 7i'iy_ y.)

, so folgt

385

^Ifl) = ri

% «„-1 ein

ri <i) .

Betrachten wir <l>(',r) al.s eine Function (w— 1 iten Grades, so ist Il<^(«) die Resultante von <I> und /',,

und da dieselbe die (//— l)te l'otenz von ///(,/,) ist, so folgt, dass, wenn /' und f.^ eine gemeinschaftliche

Wurzel lial)cn, /, und <l> n— \ geraeiuschaftlitdie Wurzeln haben. «I> wird also in diesem Falle gleich

/i

X— (7

wo n eine Wurzel von /' =0 bedeutet, welche <I> = nicht genügt. Wir liaben also den Satz:

Satz.

Wenn /', = und /!, = eine gemeinschaftliche AVurzel haben, so stellt sich

/i

X— a

in Forin einer Determinante <1> dar.

T"-3 , fn-i

^ -gr3fc'g'-^

DBukbcliriltou der lualhom.-ualurw. Gl. XLV. Bil. Aljliiuuiluii(;eu vou Niclitiuilglicderu. yy
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