53

TAFELN

DER

FIRISCHEN FUSCIONE DER WUREALY N0 DER. CORFHTRNTEN-CONBISATIONEN
VOM GEWICHTE EILF UND ZWOLF.

BERECHNET VON

SN

W. REHOROVSKY

IN PRAG.

(:)]’u‘t i Cmﬂel’l’ew.}
VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 15, JUNI 1882,

Die von Mcier Hirseh im Jahre 1809 in seiners ,Sanmlung von Anfgaben aus der Theorie der algebraisehen
(leichungen® in Berlin veroffentlichten Tafeln sder symmetrischen Fnactionen der Wurzeln enthalten die Ans-
driieke fiir simmtliche Funetionen vom Gewiehte cins bis zehn; im Jahre 1857 publicirte H. Cayley in den
Philos. Transaetions, Vol. 147 eine weiteresSeric von Tafeln, in welehen nmgekehrt Combinationen der Cowt-
fieicuten ciner algebraischen Gleiehung dureh symmetrische Functionen der Wurzeln ausgedriickt werden, wieder
fitr simmtliehe Cotfficienten-Combinationen vom Gewichte eins bis zelm. Herr Faa de Bruno hat in seiner
,» Théorie des formes binaires 1876 eine weiterc Tafel verdttentlicht, niimlich fiir die symmetrischen Fuuetionen
der Wurzeln vom Gewielte cilf. !

Dic fortsehreitende Entwickhing der Theorie der bindren Formen hat mich veranlasst, diesen sclhion
bestchenden Tafeln weitere drei beizufiigen, und zwar eine, in weleher die Coéfficienten-Combinationen vom
Gewichte eilf dureh symmetrische Functionen der Wurzeln und zwei, in welehen die symmetrisehen Funetionen
der Wurzcln vom Gewichte zwolf als Functionen der Coefficicnten und umgekehrt Coéfficienten-Combinationen
vou demselben Gewichte’durch die symmetrischen Functionen der Wurzeln ansgedriickt werden. Die erste
dieser Tafeln nimmt die'rechts von der starken Diagonale stehende Hiilfte der mit XI bezeichneten, am Ende
beigefiigten Tafel einy dic itbrigen zwei sind auf der zweiten it XII beseichneten Tafel vereinigt. Die Eiu-
richtung der Tafeln ist ganz diesclbe wie die der Tafeln vom Gewiehte eins bis zeln in Herrn W. Fiedler's:
Elemente der neueren Geometrie ete. 1862, p. 73 u. ff. Zur Bezeielinung der symmetrischen Funetionen wurde
die bequeme von Mcier Hirsch eingetiihrte Symbolik beibehalten.

! Nebenbei sci bemerkt, dass ich diesc Tafel controlirt und dabei nur zwei Druckfehler gefunden habe. In der Zeile
“2(32424, Colonne aga,® soll —5 statt |-5 und in derselben Zeile, Colonne wyuy? @, —16 statt -+ 16 stehen.




54 w. ]?eko%oosky’.

1.

Die Berechnung der Zahlencoéfficienten in den Ansdriieken fiir dic symmetrischen
Funectionen der Wnrzeln vom Gewichte zwiolf wnrde auf folgende Weise dureligefiitirt:

Zuniichst ist aus der Theoric der symmetrischen Funetionen bekaunt, dass die Coéfficienten in der Diago-
nale von unten links nach oben reehts séinmtlieh +- 1 sind. Die Coéfficiesiten in den ersten vier Colonnen «,,,
gy @y 5 @ oy Wd @ a* wirden mit Hilfe der vom Herm Fad de Bruno in dem bereits erwiihnten Werke,
Scite 58 angegebenen Formeln bercehnet;! nach dem Cayley’schen Gesetze von der Symmetrie der Tafeln
sind hiedureh anch dic Coéfficienten in den Zeilen (12), (111), (102) und (10 1?) bestimmt.

Die Coéfficienten fiir die folgenden drei Functionen (93), (921) und (91%) konnen anf Gimnd der bekannten
Reeursionsformeln leicht berechnet werden; man erhiilt fiir diesélben die Ausdriicke

(93) = (3)(9) — (12)
(921) = (1)(92) — (102) — (93) ,

(91%) = 5 [(1) (919 (1019 — (921)].

Berechnet man ansserdem noeh dic Funetionen {84), (75), (6%) nach den Formeln
(84) =) (8) —(12),
(1) = G)(D —(12),

@ = 5 [(6)6)—(12)],

0 hat man im Ganzen zchn Zeilen, also auch zehn Colonnen bestimmt, und man kann nun auf Grund dieser in
jeder Zeile bekannten eilf Codffieientens(die in der Diagonale eingerechnet) zur Berechnung der iibrigen sechs-
undscehzig Functionen cinen anderen Vorgang wihlen, welclier systcmatiseh auf einmal ganze Gruppen von
symmetrisehen Functionen liefert, atdimlich solche Gruppen, in welchen der hoechste vorkominende Exponent
inmner derselbe ist. Eine solche Gruppe wiire z. B.

(3%, (3%21), (372%, (338%), (322817, (32'1), (3%21%), (32%1%), (3'1%), (32°19), (321%), (31Y).

Dieser Vorgang berubtsauf der Anwendung der bekannten Differentialgleichung

n

de [ dy de dy J
Z(]al = ——[n da g =i da. T T it il
1

“1 2
wobel ¢ cine symmetrische Funection der Wurzeln ist.

In dieser Form wiirde dic Gleichung zur Berechnnng der simntlichen Zahlencoéfficicnten ciner symmetri-
schen Funetionévom gegebenen Gewichte nicht geniigen, da sie zur Bestimmung der Cotfficienten lineare
Gleichungen in geringerer Anzahl liefert, als nothwendig ist. Mau kann aber dieser Gleichung eine aligemei-
uere Form geben, wenn man bei der Ableitung derselben das Gewieht v der Funetion ¢ vom Grade » der Glei-
chung, auf welehe die Funetion sich bezicht, untersebeidet; man gelangt so zu der Gleichung

n

dp dy dy dyp
ZUZ_ —[ndai- +(n—1)a, de ==+ D, o
i

1 Tn der deutsehen Ubersetzung dieses Werkes vom Herrn Th. Walter sind im Anhange noeh Formeln fiir die Berech-
nung der Zahlencodéfficienten in den weiteren Colonnen gegeben; die Anwendung dersclben erweist sich aber bei Berechnung
einer ganzen Tafel nicht mehr als praktisch, da man auf anderen Wegen sehneller zum Ziele gelangen kann.
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und wir werden sogleich zeigen, dass sie in dieser Form eigentlich zwei Gleichungen repriseptitt. Zu dem
. d .
Zwecke ist es nothwendig, das Gesetz anzugeben, nach welehem die Funetion ,,I(P aus der Function ¢ also-

(e,
gleich gebildet werden kann. ! Es sind dabei zwei Fiille zu unterseheiden:

1. Die Funection ¢ enthidlt keine Warzeln mit dem Exponenten eins; sie 8¢i z B. von der Form
o = (H*432%),
Die FunetiouZ ;l[z besteht dann aus vier neuen Functionen, welche man erhilt, indem man die unteren
Zahlen successive um Elius erniedrigt; iin angeftihrten Beispicle, also ans den Functionen
(B*4232%), (533%2%), (h342%), (5*4321).

Der Cotffieient ciner jeden solchen Funetion ist gleich dem Producte defunteren Zahl vor der Erniedrigung
und der oberen Zahl, wit welcher die crniedrigte in der ncuen Funetion hehaftet erscheint. So sind die Cosffi-
cicuten fiir dic vorangehenden Functionen respective

bx2, 4X2, 343, 2XF
und folglich
NP0 (5042397 4- 8(593%2%) 4 9 BI49%) - 2(574321).

Laide
2. Dic Function ¢ enthiilt Wurzeln mit dem Exponenten cins, sie sei also von der Form

(pipst. . . p¥Iw);
der Vorgang bleibt hier ganz derselbe wie in (1), nur der Zahlencoéfficient der letaten neuen Function

(pipaS piidet)
wird anders gebildet; derselbe ist ndmlich gleich

e (@ SRE s o=t 65 < wl = 19
enthilt also die Grosse #. So z. B. entstehen. @qus der Funetion
o =(H*3"21%)
die necuen Functionen
(5434213, (523%221%), (H*3"1%), (5*3*21%)

mit den Coéfficicuten

bx1l, 3x2, 2x4, n—9,

g0 dass

Z(’;‘P = 5(5434217) 14- 6 (523722 1%) 4- 8(H*3 1) 4 (n — 9) (P23 21%).
&, .
Wir kdnnen also allgemein setzen

N de

=+ n;
£ dey LA

wenn wir mit  die Summe aller Glieder, welche ohne den Coéfficienten » crscheinen, und mit 7 die einzige
I"unction, deren Coéfficient » ist, bezeichnen; im Falle (1) kommt diese Function gar nicht vor und es ist dann

Ya=v

1 Beziiglich der Begriindung des bereits Angefiilirten nnd des Nachfolgenden verweisen wir auf des Verfassers ,Theorie
der symmetrischen Functionen der Wurzeln von algebraischen Gleichungen¥, welche als crster Theil der im Vercin mit Herrn
Prof. Ed. Weyr verfassten ,Grundziige der hoheren Algebra® demniichst in bélmischer Sprache erscheinen wird.
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Auf Grund dieser Erwignugen ist dann

d ] | { {
Yty =— M(—(P—% @ — 1)y ((](P o=t — 0+ 1) a, ,1—(—(3- .

da, ity da,

Beachtet man nun, dass » nur auf die cinzige Bedingung gebunden ist, dags es niclit kleiner sein kann
als die Anzahl der in jedem Gliede der Function ¢ vorkommenden Wurzeln, sonst aber ganz willkiirlich ist,
so folgt darans, dass auf beiden Seiten dieser Gleichung die Glieder obne » fiir sich, sowic die Glieder mit »
cbenfalls fiiv sich einander gleich sein miissen, d. h. wir habeun dic Gleichungen

de dy do
it iy o (= D) S S
P= da, iy da, i Ui Vda, ’
. de dy dg J

L ul da, e da, Ahiia W dir, |

Diese beiden Gleichmngen liefern nun zur Bereehnung der Zahlencoéfficienten eine mehr als nothwendige
Anzahl von linearen Gleichungen, welehe also nicht nur zur Begtimmung, sondern auch zur Controle derselben
verwendet werden konnen.

~ Eine von diesen Gleichungen witrde zur Berechnung der Zallencoéfficicuten einer Funetion ¢ im All-
gemeinen nicht gentigen; hat man aber auf irgend eing Art eine gewisse Anzahl dieser Coéfficienten sehon
bestimmt, so ist zur Berechnung der iibrigen eine dieser Gleichungen hinrcichend, und zwar wird man jeden-
falls die bedeutend einfachere beniitzen, niimlich

d d do

(1) ?ﬁ-+a1%+...+av_1%;———z,
da die rechte Seite entweder gleich Null ist,oder ans ciner einzigen Function vom Gewichte v — 1 besteht.

Mit Hilfe dieser Gleichung und der schou frither berechneten zehn Coéfficicuten, sowie der bekaunten
Coéffieienten -1 in der Diagonale, habewwir die iibrigen Functionen oline verhiiltnissméissig grosseu Zeitaunf-
wand gruppenweise berechuet, wobei auf folgende Weise systematiseh vorgegangen werden kann:

Bezeiehnet man die Zahlencoéfficicnten der einzelnen Coéfficienten-Combinationen, wie sie in der Tafel
nach einander folgen, und welehe den achten Grad nicht ibersteigen, mit 4, 8,..., Z, 4., B,,..., Z,..., 80
ist fiir alle noch zn bestimmenden Funetionen

9 = Agg, + Bay a, + Caygty +. . .+ Ty + Uya,a,®.
Fiithrt man die durch die linke Seite der Gleichung (1) angezeigte Operation ein fiir allemal aus (v =12

vorausgesetzt) und ordnet mach den Coéfficientenverbindungen «,, , ¢y, -, a*a,%, «,*a,*, so tibergeht (1) in
@) (A& B)a, + (B + O+ 2D)a, 4, +. ..+ (@, + DTy + 4U,)a, o>+
+ (R, +4U) a5 =—y.

Die weiterc Rechnung gestaltet sich nun folgendermassen: Da die simmtlichen Funetionen, deren hieh-

ster Exponent zw:¢i ist, dureh die schou frither berechneten zehn Zeilen — also aueh Colonnen — berechnet

erscheinen, so kommt zundehst die Gruppe derjenigen Funetioneu in Betracht, deven hichster Exponent drei
ist. Man leite fiir diese Funetionen

(3, @3%21), (329, (319,...
die ilinen entsprechenden Funetionen y ab, némlich

0, (32, 0, (31Y,..

°2
deren Werthe in der schon bekannten Tafel fiir Functionen vom Gewichte eill gegeben sind, und vergleiche
dann die Coéfficienten der gleichen Coéfficienten-Combinationcn auf beiden Seiten der Gleichung (2). Dabei ist

es aber nielit nothwendig, alle Glieder zu vergleichen, denn der hochste vorkommende Exponent der
Funetionen der Gruppe sowie der y ist drei und sowmit enthalten die ihnen entsprechenden Ausdriicke — nach
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dem bekannten Satze vom Grade derselben — nur solche Combinationen, deren Grad drei nicht libersteigt; es
werden somit nur Coéfficienten bei denjenigen Combinationen in (2) verglichen, deren Grad hiehstens gleich
drei ist, und in den so erhaltenen Gleichungen werden zugleich auch alle Coéfficienten L, M, @,¢". . ausgelassen,
welche simmtlich gleich Null sind, da sie bei Coéfficienten-Combinationen stehen, deren Grad drei iibersteigt.
Auf diese Art erhiilt man Systeme von Gleichungen, swelche in folgendes Schema zusammengestellt werden

kénnen:

Fiir die Funetion

(3%) [(3321)((322%) | (3318)

1 L e el 0 | 422

et o it iyl b 0 | —12 .
agay; |C+E+ F=| 0 ~+ 6 Oop =09 o
COT o 0 \ . . . e . . . v e . . . . Y . . . .
a5 152 Y+ H, olls==t 0o | +15.
ay”a; H+3T1=! 0 |+ 1] o0 Q.

Einige von den Gleichungen enthalten nur bekannte Coéfficientew 4, B, C,. .., konuen also zur Controle
beniitzt oder auch beim Aufschreiben des Schema’s ganz ausgelassen®werden.

Dass die Auzahl der Gleichungen zur Bestimmung der Coéfficignten geniigend ist, ersicht man aus Folgen-
dem: Die grosste Anzahl von Gliedern hat die Funetion (3*), niiuflich so viel als es Zusammenstellungen erster,
zweiter und dritter Classe aus den Zahlen 12, 11,.. ., 2, 1 zwxdSumme 12 gibt; diese Auzahl ist gleich 19, es
sind somit im Ganzen 19 Coéfficienten zu bestimmen; die Apgahl der Bestimmungsgleichungen ist gleich seehs-
zehn, niimlich gleich der Anzall der Combinationen erster, zweiter und dritter ('lasse aus den Zahlen 11,
10,..., 2, 1 znor Summe 11; da aber 11 Coéfficienten gehon bekannt sind, so hat man 27 Gleichungen zur
Bestimmung von 19 Unbekannten, was mehr als geniigend ist.

Ahnliche Betrachtungen zeigen, dass die Angahl der Gleichungen auch fir die weiteren Gruppen
geniigend sel.

Nach Berechnung der Functionen, deren hgéhster Exponent drei ist, und ﬁbm"n'ﬂgung der gewonnenen
Resultate in die entsprechenden Colonnen werden auf dieselbe Weise die weiteren Gruppen mit dem hidehsten
Exponenten 4, 5,..., 8 successive behandelt,Svobei in Folge der sofortigen Ubertragung der Cosfficienten in
die respectiven Colonnen die Zalil der zu hestimmenden Coéfficienten, von der Gruppe mit dem hochsten Expo-
nenten 5 angefangen, immer kleiner wird; wie aus folgendem Schema ersiehtlich ist:

Gruppe niit | Die grosste | Anzahl der |Anzahl der noch
dem hoclisten]  Anzahl bekannten zu bestimmenden
Expongnten | der Glieder |Coéfficienten| Codffieienten

1

3 19 11 8
4 34 1 23
5 47 21 26
! 6 53 39 19
1 65 56 9
w8 | 70 68 2

Es ist nicht nothsvendig, ausdriicklich hervorzulhicben, dass dic Coéfficienten jeder berechneten Zeile
controlirt werden miigsen, bevor sie in die entsprechende Colonne cingetragen und zur weiteren Rechnung
bentitzt werden. Zu einer solechen Controle eignet sich am besten der bekannte Satz:

Die algebraische Summe ‘der Zahlencoéfficienten in dem Ansdrucke fiir eine symme-
trische Funection

(pipz...p¥)
ist gleich
(— Dk +1)
Ma, +~1) Mz, +1). . .7 + i<,

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. XLVI. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. h
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k= +m, 4+, .+
rh+1N=1.2...bh—1k, I'A)=1

II.

Bei Bereehnung der Zahlencoéfficienten in den andern Hidlften der Tafeln, in welehen
Coéffieienten-Combinationen durch symmetrische Funetionencansgedriiekt werden, wurde
merst die Tafel vom Gewichte eilf und dann die vom Gewichte zwolf berechnet, wobei zwei Methoden ange-
wendet wurden.

Die erste derselben war die von Herrn Cayley in den Phil. Teansactions 1857, Vol. 147, p. 4189 u. ff.
angegebene, nach welcher ans schon hekannten Coéfficienten-Consbinationen dureh Multiplication mit den
Coéfficienten der Gleichung nene Combinationen vom hoheren Gewighte berechnet werden konnen. Herv Cayley
begniigt sich an der angefiihrten Stelle mit der Audentung, wie eftic solche Multiplication mit dem Coéfficienten
«, mechanisch durchgefiihrt werden kann; wir wollen hier k% die Multiplication mit einemn beliebigen Codt-
ficienten «,, hinzufiigeu.

Bekanutlich fiilhrt eine solehe Multiplication auf die Adfgabe. cine gegebene symmetrisehe Funetion

, . T
(pr'prg i)
it einer audern von der Form (1) zu multiplicirenSEs entstehen dadurch Funetionen vom Gewichte
TPy T R

um alle diese Functionen zu erhaiten, verfalire man ant folgende Weise, wie wir anf einem Beispiele erkliren
wollen: Es sei (3221) zn wultipliciven mit (135 wman schreibe die Funetion vollstindig aus, und fiige noch drel
Nullen bei, also in der Form (3321000); lieranf addire man dic Funetion (111) zn der vorhergehenden auf
alle moglichen Arten so, dass nur von ein@ider verschicdene Summen sich ergeben, welche daun die einzelnen

dureh Multiplication entstandencu Fuuftionen angeben. Die ganze Rechuung kann sehematisch, wie folgt,
rusammengestellt werden :

i . Zahlen:

3 O3 | ol 1o Lo | 0 Ii‘esulttl.rende coéfﬁcignten
, | ‘. \ | Unchonen |- q.isalben
————

L st (4231) &Y =1

s by | (42292) B @) =2|

111 . 1 (42212) B D =2|

vl | e b=

IS grisisoyie @212 HP G (H=4|

\ SRAEE N %21y D=3
| A 1 (3313) H@ =9
Lol (322212) | (B B =2
iy 111 ey QG =1

Das Gesetz zur Bestimmung dev Zahlencocffieienten der einzelnen Functionen kann folgendermassen
allgemein ausgesprochen werden:

Wen#i dureh Multiplication der Funetionen
(pi'ps. - - pi)(17)

(rirr. . o%0)

die neue Funetion

entsteht, und wenn von den zuaddirten m Einheiten g, derselben in7r , 0, in 7,,...,05 10 7,

sieh befinden, wobei g, 40,4+ . .-+ g=m, 80 ist der Zahlencoéfficient der Funection

(7 ) gleioh E)(E). .. ().
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Im oberen Beispiele ist also

(8221)(1%) = (4231) + 2(422?) + 2(4221%) + 2(4322) -~ 4(4321?)
- 3(8%21) +- 9(3%1%) - 2(322212) - 4(3°21%).

Nach dieser Methode wurden zuerst alle Coéfficienten-Combinationen, welche wenigstens ein «, als Factor
enthalten, aus der bekannten Tafel vom Gewichte 10 und alle Combinationen, welehe Wenigstens ein a, als
Factor besitzen, aus jener vom Gewichte 9 bercchnet. Nur die letzte Colonne a, ' wurde nicht auf diese Art
berechnet, da die einzelnen Cedfficienten dieser C'olonne nichts Anderes sind als die Polynomialeoéfficienten
cines zur eilften Potenz erhobenen Polynoins von eilf Gliedern.

Im Verlanfe der Rechunng ergibt es sichr von selbst, wie dieselhe am vortheilhaftesten arrangirt
werden kann.

Die noeh iibrig bleibenden Combinationen konnten dhulich bereehnet werden, jedoeh stellt sich die Rech-
nuing nicht melr als vortheilhaft herans, weil die Mnltiplication mit den Fuanctionen «, = — (1%), o, = (1%
u. 5. w. immer complieirter wird, und weil ex nicht mehr nothwendig ist, ganze Colonnen zu berechnen, da
nach dem (fayley schen Symmetriegesetze in den noch zn berechnentlen (olonnen eine grosse Anzahl von
Coéffieienten schon bekannt ist. Znr Berechnnng der noeh nubekaunten Zahlencoéfficienten in diesen Colonuen
haben wir eine zweite Methode verwendet, welche anf folgendemndSatze hernht:

Der Zalilencoéfficient der symmetrischen IFunetion Sinder Colonune der Coéfficienten-
Combination 4 ist gleich der mit (—1) " mnltiplicirben algebraisclien Summe der Producte
der vorangehenden Zahlen derselben Zeile S mit den iiber ihnen stehenden Zahlen in der
Zeile derjenigen symmetrischen Funetion, weleche zur Combination A conjugirt ist.

Dabei bedeutet v wieder das Gewicht der Combinagion; die conjugirte symmetrisehe Funetion trifft mi
der zu berechnenden Colonne in der Diagonale znsamngn.

Wiiren z. B. die Combinationen «,, , a,, @, . aga, id ag«,* nach dem Fritheren schon bereehnet

11| 10 92 912 83
| Ll ART) G Bkl 4

(2815) | +77 |27 | + 7 O M8

(318) = Al iz
(2217) — 1 — 2 Yy
(219) — 1| —9 — 19 2
§ (119 [ &%) ~aq | a5 f=110 3 i |

so hiiite man fitr die Zahlencoéfficienten «, y, z, # der Combination g, «, dic Werthe

e=0.(— 1)=0,

cy=0.(— DHF(+0(— 1)=--17,
2=0.(— 19+ (+OH(— 9+ (—20)(— 1)=—36,
u=0.(— IK0) + (+ T) (—55) + (— 27) (— 1) + (4~ TT) (— 1) = — 16b.

Der erwihnte Satz folgt alsogleich, wenn man, nm bei dem Beispiele zu bleiben, in den Ausdruek
(231%) = TTa,, — 2Ta 0, + Taga, + 0.a90,* — aga,

die schon bekannten Werthe

4y = — (1Y,
400y = — (21%) —11(11),
dy 4y = — (2817) — 9(21%) — BB(1'Y),
Uyt = — (318) — 2(2817) — 19(21°%) — 110(11Y)




60 W. Eehotovsky. Tafeln der symmetrischen Functionen der Wurzeln elc.

und ausserdem
Oy 0 == — (2%1%) - £(31%) 4 y(2%17) + 2(21%) + u(1)

cinsetzt, und in der erhaltencn Ideniitit dic Coéfficienten der cinzelnen Functiomen (2°1°),..., (1'") mit Null

vergleicht; und ebenso allgemein.

Zur Controle der cinzelnen Colonnen cignet sich am besten der folgendegSata:

Wenn die einzelnen Coéfficienten einer Colonne mit den gleichliegenden (in derselben
Zeile liegenden) Coéfficienten in der ersten Colonne unterdw, multiplicirt werden, so ist

die algebraische Summe dieser Produete gleich Null,
Man crhiilt diesen Satz, wenn man statt der allgemeinen Form citier Gleichung »-ten Grades eine binoimni-

sche Gleichung von der Form
z +-1=0

voraussetzt. Ausnahme macht nur die erste Colonne.
Auf dieselbe Art wurden dann dic Zahlencoéfficienien ffir die Coefficienten-Combinationen vom Gewichte

zwolf aus den schon bekannten der Tafel vom Gewichte cilf berechnet.
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