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EIN PRINC1P ZUR ERZEUGUNG VON COVARIANTEN. 

I)'1  B. IGEL, 
riOCENT AN TIER K.   K.  TEOHNISCHEN IIOCHSCHIU.E IN WIEN. 

VORGE1.EQT  rN  DER SIT/UNO   DER MATHEMATTSCH-NATURWTSSENSCHAItTLKJHEN OLASSE AM 7. DECEMBER 1882. 

In der nacbstcbenden Arbeit bandelt es sich um die Aufstellung eines Princips zur Erzeugung von Covarianten 

eines Systems dreier binaren Formen von derselbeii Ordnung aus den Invarianten zweier Formen, von denen 

die eine eine Fundamentalform des Systems und die andere nach einen bestimmten Gesetze aus dem 

System e gebildet ist. 

§ 1- 

Es seieu, unter n eine gerade Zabl verstanden, drei ganze rationale Functionen 

h (x) = *" •+• bi x%~x •+-•••-+- K-i x -+- K 

fa (X) — X"'"+" C\ XH~~1 -+-•••"+- Cn-l x •+• c„ 

olme gemeinseliaftlicben Tbeilen gegeben. Wir setzen ftlr die Folge fest, dass die Wurzeln der Gleiebungen 

./. = o    /, = 0    /, = 0 

bezilglicb dureli folgende Buebstaben bezeichnet werden: 

a, b, c . • • i 

a, b, c . . i 

a., [i, 7 .   .   . i 

Stellen wir uns die Aufgabe, diejenigen Wcrtbe von A zu bestimmen, fiir welelie die beiden Gleichungen 

I1-) 
zugleieb besteben, so finden wir, indem wir x aus diesen Gleiebungen eliminireu, eine Gleicbung in A 

K(/1,/l-r-A/8) = 0 2.) 
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Tiber ein Princip zur Erzeugung von Covarianten. 351 

wo wir miter diesem Symbole die Eesultante der Gleichungen 1.) vorstellen. Da die Gleiclmng 2.) offenbar 

vom wten Grade in A ist, so erhalten wir n Werthc von A und demgemass die Gleichungen: 

•3.) 

von denen jede cine gemeinschaftliche Wurzel mit /', = 0 bat.  Da i'erner die Wurzeln der Gleichung 2.) resp. 

den folgenden Verhaltnisscn gleich sind: 

*i=--/t(«)'/•(«*) 

4-) 

so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichung aufgefasst werden, deren Wurzeln rationale Functionen del 

Wurzeln der Gleichung ft = 0 sind. Setzt man in den Gleichungen 3) die A-Werthe aus 4) ein, so dass sic 

die Form erhalten: 

A(^(C)"/2(*)./3U)=(>: 

5.) 

so bat jede dieser Gleichungen ncbst der mit/, =0 gemeinschaftlichen Wurzel noch n— 1 Wurzeln, von 

denen eine jede eine Function jener Wurzel ist. Es entsprechen dcnmach jeder Wurzel von j\ = 0 n— ] 

Werthe, die mit ihr durcli eine Gleichung verkniipft sind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der mit 

ihr durch eine Gleichung verkniipften Wurzeln ausdriicken lassen miisse, ist klar, und ich will nun zeigen, 

wie dieses geschieht. Es ist offenbar, dass die Eesultante 

in das Product: 

(A -+• \ /«) Cjfi •*-. A.Q • • • (A +- K *>#) 

iibergeht, wenn man in ihr A =fs :/3 setzt. Und da jedcr der Factorcn einen linearen Factor von/,(») ent- 

halt, so muss, 

*(/i f^ft) 
die Form haben: 

Es handelt sich jetzt darum, die Form ip zu eruiren.  Zu diesem Zweckc fiihrc ich folgcnde Bezeich- 

nungen ein: 
ft(x) = ff0-(-r/1x--+-ff2.c

2-4-. •-f-<V" =-4* 
ft (•'<') = bo H~ bix •+- &* -);2 •+" • • -H-&„.«:" = w 
.4 (*) =  C0 H~ Cl * •*" ^2 ** "+• • .-+- cM.c" = (>• 

/iGOsa,^-t-«iy-+-a»y,H-' •A-+-»«y" = J." 

/i (y) = Jo-+A y -+-&*y* -*-• • ••- K!/' = B" 

J-j('j) = ('o-^''ii/-*-^2/z^- •-!-'',//' = c*, 
so dass die Gleichungen 3.) folgende Form haben: 

B, G, 

Ba O 
= 0 

Bb Gb = 0 
Bx C* 

= 0. 
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352 B. I gel, 

Wie man leicht einsieht, hat tp die Form: 

* = 
Ba Ca 

B* (>' 

B" C 

B' C» 1 
(x—a) (x—b) . .  . (x—i) 

oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt, 

*"- 

B«—Bx 

Bx 

a—x 

r< 6a—c* 
O" - 

a—x 

B* 

C* 

B»- -B' 
b- -X 

<;<>- • & 

Setzt man nun 

X- 

I'y 

C* 

b—x 

B»—B* 
y—x 

y—x 

!','' 
B°—Bx 

•i—x 

Cx - . 
i—x 

6.) 

so sieht, man, dass -\> axis X entsteht, indem man in X fur y successive alle Wurzeln von J\ = 0 setzt und 

die Restiltate mit einander miiltiplicirt, d. h. dass ty die Resultante von yj und X ist. Nun ist, wenn man X 

entwickelt, 
X = (BQ0 CJ + (B01 CJy^(B()2 C'3„)/+ ... -h-CBo... C^jr-', 

wo 

und 

folglich ist 

B<j = b,:-^-bi+, x-+- ... -+- &U.05*-* 

C,-A = 0,-+- Ci+i 05.-4- ... H- 0**'-* 

(^00 (y'l J   (#01 C%n) • • • (^0«-i ^nw) 

7.) 

4> ===== 0 gibt nun die Werthc von x, die zusammcn mit den Wurzeln von /, = 0 die Wertliepaare liefern, fur 

welche X = 0 wird, und wir erhalten die Wurzeln von/', = 0 als rationale Functionen der Wurzeln der Grlei- 

ehungen 3) ausgedrtickt. Diesen Abschnitt habe ich fast wortlich nieiner Arbeit' „ liber eine Classe von Abel'- 

schen Gleichungen" entnommen. 

§• 2. 

Die Form ifi ist eine Covariante der drei fundamentalen binaren Formen, was man auf z/weierlei Weise 

einsehen kann. 

Frstens vermiige ihrer Eigenschaft, ein Factor in der Form 

zu sein. Da sich namlich diese, wie wir wissen, folgendermassen schreiben lasst 

1 Siehe Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLV. 

aaBBwawiiiiiiiiiiinni 
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JJber ein Prindp zur Erzeutjuinj von Covarianten. 353 

und also vermoge ihrer Zusammensetzung aus den fundamentalen Formen eine Covariante ist, so muss sic es 

auch bleiben, wenn man von ihr den invarianten Factor/, ablost. Nach Ausscheidung dieses Factors gelit 

aber B (/j, /gH-AjQ in die Form f liber, folglicli muss dieselbe eine Covariante des Systems sein. 

Zweitens vermoge ihrer Eigenschaft, eine Resultante der Invarianten Formen 1 und /, zu sein, indem 

X offenbar cbenfalls eine Covariante des Systems mit zwei Reihen von Veriinderlichen ist. Diese Doppeleigen- 

scliaft der Form ^, einerseits eine Covariante des Systems und anderseits eine Resultante zweier Formen zu 

sein, fiilirt nun auf ein bemerkenswertlies Princip zur Erzeugung von Covarianten eines Systems dreier For- 
men von derselben Ordnung. Es ist niimlich durch Clebsch bekannt, dass jede Resultante zwcier Formen 

sich auf niedere Invarianten zuriickfukren lassen muss; die Form tp muss sich daker auf solcbe niedere Formen 

zuruekfiihren lassen, welche in Bezug auf die Formen X und j\ Invarianten und in Bezug auf das System 

Covarianten sind. Wenn man im Stande ist, die Resultante zweier Formen, von denen die cine von der //ten 

und die zweite von der (ra—l)ten Ordnung ist, in ein Aggregat von niederen Invarianten zu zcrlegcn, so kann 

man Covarianten eines Systems von drei Formen rater Ordnung nach folgender Regel herstcllen: Man bilde 

die simultanen Covarianten mit zwei Reihen von Veriinderlichen 

X 

/>' 
J3*—B* 

y- 
c* 

C* — 
y—x 

X,= 

Ax 

0J 

A*—Ax 

0>—Cx 

y—x 

X, 

A 

1! 

A'J—AX 

f~—X 

B'J—B* 

y—x 

fcrncr die Resultanten 
B{XJ\), i>'(X./2)> B 1X3/3) 

und zerlege dieselben in niedere Invarianten, dann sind diesc Covarianten des Systems. Es ist aber bis jetzt, 

so vie! mir bekannt ist, die Zuruckfiihrang der Resultanten auf niedere Formen nur in scbr wenigen Fallen 

gelungen und deslialb muss icb fur jetzt die Untersuchung auf ein System dreier binaren cubischen Formen 

beschranken. Fiir dieses werde ich mittelst des entwickelten Princips eine Reihe von Covarianten geben. 

§. 3. 

Es sollen vorerst cinigc Bcispiele die Riclitigkeit der cben entwickelten Princips bestiitigen. Es seien 

drei quadratische Formen, von der Homogenitat absebend. 

/ = (&n cc H-a, x -+- at 

? = Kx% 4-6, x-hbz 

* c^x* ^cl x-+- c2. 

Die Form X3 hat hier folgende Gestalt 

X, f(x)?(y)—f(y)?(x) 
x—y 

— \(aibo—aobi)x^-Qhh—%\)\ v^- \(shK—%h)x-^(ai'\--aih)\ 
oder, wenn man zur Abkurzung die Indices statt den Bucbstaben einfiihrt, 

X3 = {(10) x •+• (20) j y -+- {(20) x + (21)}. 

Die Resultante der Formen X3 und ^ ist bekanntlich 

B (X,*) = c0{(20)x + (21)}*-~Cl |(10)J;+(20)}  {(20).^(21)S 

+ c,{(10)x-t-(20)S2 

= c0{(20)*a;'-t-2(20) (21).x-+-(21)2} 

— c,{(10) (20);c2-f-(10) (21)x-^(20yx^(20) (21)} 

c2{(10)2:r2-h2(10) (20)x+(20)2 

Dcnkschriftcn der mathem.-naturw. CI. XLVI. Bd.   Abhandlungen von Nichtmitgliederrj. uu 
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354 B. J gel. 

Wir crlialten also eine qnadratische Covariante der drei Fonnen. Nun wissen wir aber, dass drei binare 

quadratisclie Formen keine Covariante zweiter Ordnung ausser den Functionaldetermiuanten besitzen, wir 

miissen daher, wenn das obige Princip riehtig ist, schliessen, dass die eben hingeschriebene Covariante sich 
auf schon bekannte Formen5, namlich auf die urspriinglichcn Formen und ihre Functionaldeterminanten, 

zuruckfiihren lassen muss. In der That ist dies der Fall. Bezeichnen wir, wie tiblich, mit Rn3 und J 

l'olgende Formen 

H 123 
hohih CQ.(12)-C,.(02) + CS(01) 

J: 
2a0x- 

2b0x- bl, bl x -+- 2 62 

= 2 (01) x2 4- 4 (02) x -4-2(12), 

so ist, wenn wir die Zahl 2 vernachlassigen, 

Rta„ J = \c0(12)—e1(02)-hca(pi))  j(01)x2 + 2(02)x + (12)} 

= C(,K12) (01)x2-4-2(12) (02)x4-(12)2} 

-Cl{(02) (01)X
2
H-2(02)

2
X-4-(02) (12)} 

-4-c2{(01)2x2-f-2(01) (02)x-+-(01) (12)}. 

"its 

Wir konnen die oben erhaltene quadratische Covariante durch Umformung auf diese Form bringen, wobei 

noch ein Ausdruck Mnzutritt, der wieder cine schon bekannte Covariante ist. Der Ausdruck fur E (Xa^) lasst 

sich namlich folgendermassen schreiben 

Bffity = b9j'(l2) (01)^4-2(12) (02)x + (12)2}4-C()(20)2x-(;0(0l) (12)x2 

— ct{(02) (01)x2-4~2(02)2x+-(02) (12)} H-C, (02)^-6, (10) (21)x 

+ c2 {(10)^2 + 2 (10) (20) £-+-(01) (12)}-+-c2(02)2—r.2(01) (12) 

==.7. i2m+Co{(20)*-(01) (12)}x2 + Cl{(20)2-(10) (21)}a 

4-C2{(20)M01) (12)}. 

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist bekanntlich die Resultante von fund f, wir erhalten daher 

die Formel 
A'(X3fj = i«12;s. J^IKJ, y).*r 

i 4. 
Es seien fv f% und f3 drei binare cubische Formen 

j;     - W^ tV I  (ll   t£      H       Wo .X- ~i       Cv*y 

ft ^ ^0 ^8 "^ ^1 xZ ~+~ ^2 /! "+" ^3 

/   = ft, X3 4- ft, X2 -4- C, X -+- ft, . 

Die Formen Xt, X,, X3 sind entwickelt 

Xt = /»0*)/3(y)-7,(y)/3Q'0 
X—// 

= {(J, c()—&0 c,) x2 ^ (/;2 c0—b0 c2) x -4- (6,c0—60 c,)} // 

+ K6*co—&»«i) **-•-[(&• C<>-A cs) Mhzci—hi cz)]x^- (b3ct — bxc3)} y 
"+- K63c<>—60«3)a;*-f- (hcl~-btc3)x~+-(b.,c2-~bic.;)} 

= [(10)23X2 + (20)23xH-(30)2a};y2+K20)2;ix
2+|(:-K))o4--(21)23|x4-(31)2:!}y 

723" 

.'23;' {(80).,*»- •(31)23x •(38)»1, 
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Uber fin Pi incip zur Erze.ugung von Covarianten. 355 

wo die an den runden Klammern angefiigten Indices andeuten, dass die Determinanten aus den Coefficienten 

j\f3 gebildet sind, 

Y ' 1A (*)/• (y)—h (y)/» $> 

•+• {("2 co—«o ci) x% -+- Ka3 co—% cs) •+" («2 ci—«i <*) ] 'r "+• («3 ci —«i c:i)! y 
-+- {(a3 c0—a0 c3) x* -+- (a8 Cj — a, c3) x -t- (a3 c2—a2 c3)} 

= i(W)1:r^ + (20)i:!x + (30)13i^+K20)13^ + [(30)13 + (21)i;!l,' + (31)1.,j?y 

+ K30)13.r
2 + (31)13a: + (32)13i. 

:/\(:r)A(y)—A{y)Mx) 

= {(alb0—a()h1)x
z- 

^-K''A~-r'(A)'r2- 
-H{(«310—«0^3)«

2- 

X3 = * x—y 

- (flu &<r-ao h)x + (a3 h0-%
h

3)! 2/z 

-K«a h—a
0 &s) •* ("2 6i—ai &*)] * -+- C«s &i — «i &«) 1 y 

- («3 V- ai h) J' •+" («3 &2 — ff2 &3) } 

= K10)t2^+(20)12x + l30)12j2/
2 + !(20)ux2 + [(30)12 + (21)12];. + (31)1Jy 

+ j(30)t2x
2-f-(31)12x + (32\2}. 

Bildet man die JETesttltanVe von A", und /3, so lasst sich dieselbe bekanntlich auf folgende Form bringen 

wo D die Diseriminante von X3 ist, yl0 und J,   die simultanen Invarianten von X% und j\ sind. Die Diserimi- 
nante D ist in geschlossener Form 

I) = 
2(4»-BtI)   K,B23) 

wenn man 

(Ao^is) — al(T 

(Ai BZx) =  Kl 0 •+" fi 1 •* "+" ai2 »' 

setzt und aa.  die zweigliedrigen Determinanten bedeuten liisst.   Entwickeln wir die Determinante D,  so 

haben wir 

p = 4 {(10) x2 + (20) x -+- (30) J {(30) x2 •+- (31) x -+- (32) J 

— K20)X
2
~H[(30)^(21)JX + (31)}

2 

=4j(10) (30)-(20)} a*-1-{4(10) (31)-i-2(30) (20) —2(20) 21)}x3 

-H{4(10) (32) + 3(30)* -t-2(20) (31) — (21)2 — 2(30) (21)J x2 

-+•{4(20) (32)+ 2(31) (30) —2(21) (31)|x-i- {(30) (32) —(31)*}. 

Nach dem oben entwickelten Principe batten wir also eine simultane biquadratische Covariante fttr das 

System zweier cubisehen Formen, was bekanntlich nicht der Fall ist, da zwei cubisclie Formen nur eine 

biquadratische Covariante, namlich ihre Funetionaldeterminante, besitzen. Wir miissen daraus sehliessen, 

dass D sich durch schon bekannte Formen ausdriickcn lasst, dies ist aber in der That der Fall, wie man sich 
durch eine kleine Eechnung leicht tiberzeugt. Es ist namlich 

3 J =(()]) JA
 -+- 2(02)x3a •+• [3 (03) •+• (12)]x2if -+• 2 (13)x% •+• (23) f, 
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H56 11 I gel 

wo J die Funetionaldeterminante der Formen j\ und f2 ist, und die zweiten Ableitungen derselben siud 

6(01)X
2
 + 6(02)X;!/-+-[3(03)-H(12)]«/

2 

= 3 (02)xz -+- 2[3 (03) •+- (12)H -*-3 0 8) .'/' 

[3 (03) -4- (12)]** -f- 6 (13) a# -+- 6 (23) v,2. 

Bilden wir nun die Hesse'scbe Determinante von ,/ und bezeichnen dieselbe mit H(J), so ist 

3   8V 
2 8»* 

3 82J 
2 3x3«/ 

3 32./ 
2    »y« 

4                |6(01)x2 -+- 6 (02) xy -t- [3 (03) -+- (12),/y2, 3 (02) /;2-+-2 [3(03) 4- (12)] x*/ -+- 3 (13) f 
9     •' '        a /iw\ ,J  ,  ora/naN   ,  noM   an a\ „2    iQ/na\  ,   /IOM,„2  ,  AM sv,.,,   I   i\!W\„,t 3 (02) x2 -+- 2 [3 (03) -+- (12)] xy + 3(13) ,//2, 13 (03) -t- (12)] x2 +- 6 (13)xy -+- 6 (23) */2 

6(01)3(02) 

3(02) 3 (03) H- (12) 

_ (j 6(01)3(18) 

<| 3(02)6(23) 

6(02) 3(13) 

213 (03) -+-(12) 6(23) 

(16(01) 2 [3'£03)-+-(12)] 

*"\\ 3(02) 6(13) 

6(02) 2j3(03) + (12)| 

2[3(03) -Ml2)1 6(13) 

x3y 

x*y% 

[3(03) + (12)]2[3(03) + (12)l . 

3(13) 6(13) 

6(02) 3(02) 

213 (03) -+- (12)1 [3 (03) -h (12)] 

[3(03) -f-(12) | 3(02) | J 

3(13) |3(03)-H(12)]|
1
' 

[3 (03) 4-(12)j 3 (13) 

3(13) 6(23) 

= 9[2(02) (03)-f-|(01) (12)-(02)2]x* + 9[4(01) (13)-2(02) (0,3)—§(02) (12)]x:!
?/ 

H-9[4(01) (23)-+-2(02) (13)-3(03)2-2(03) (12)-^(12)2]./;2//2 

-+-9[4(02) (23) —1(12) (IS)-2(08) (13)]xv/:i4~9 12(03) (23)-H
2
(12) (23)-(13)2|,y\ 

4 
Setzt man y = 1, dividirl durch 9 und addirt zu      B(J) das Product 2PJ, wo P die einfachste simul- 

81 
tane Invariante zweier cubischen Formen ist 

P=(03)-4(12), 

so findet man den obigen Ausdruck ftlr D, so dass wir haben: 

Es stimmt also mit dem oben entwickelten Principe, nach welcbem D eine Covariante sein muss. 

§• 4. 

Die Invarianten A0 und At, welcbe nebst D in der Resultante von zwei Formen zweiter und dritter 

Ordnung vorkommen, liefern nach dem obigen Principe Covarianten des Systems dreier cubischen Formen. 

Was zunachst Au betrifi't, so ist bekanntlicb, wenn j\ uud m zwei Formen resp. von der dritten und zweiten 
Ordnung sind, 

A == ao xA ~*~ ^ atx* y ~*~ ^ azx y%"+" as ys = a*=='/'' 
<p = a0x

2 -+- 2 «j x y -I- «c2 #2 = a \ = (32 

A = iu,l))\aa) (ba) 

= %(<V f)—al (a0 %~at «z) -f- a2 (a0 «JJ—aj). 

Und wenn wir die Formen obne Binoinialcoefflcicnten sclireiben, wie wir cs fast iiberall in dieser Untcr- 
suchung thun, so ist 

9 A zo G"5wl «:\     «$)~ \ai (9 'V;;—*i "2) + as>0'rV'2— afy 
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fiber ein Princip zur Erzeugung von Covarianten. 

Setzt man an Stelle der a. resp. die Coefficienten der Formen 

. ft(*)ft<9)—ft (y)/> <» 

357 

X, 
y~x 

x _ M*)fM-fxW)fM 
2 y—% 

x, _ A 0*0/2 (y) —/1 (y)/» 0*0 
y- 

so erhiilt man simultane Covarianten der drei cubischen Formen, fiir die wir, da sie die zweiten Uberschie- 

bungen der X( iiber die Hesse'sche Determinante von/, sind, die Bezeiclmungen (XtHi)
i, (X27/,)2, (X31/,)2 

wiihlen. Entwickelt sind sie 

(X, J5Tt)* = {(3 a, a3 — ojj) (c, 60 — c0 6, j —|(9 «e o3 — a, a,) (c2 b0 — c0 &2) -+ 

•+- (3 a0 a2 — a\) (c3 &9 — c0 bt) \ Xs 

+ {(So, ff3 —<) (cA—C«A) — K9ao«s—«i a*)[(c3*o—C<A) + 

"+-(c2^i — c1bi)\-i-(?>a0a2 — a\) (c:ibt —c,i3)|a; 

-+- {(3 a, a& — a2) (c3 60 — c0 63) —| (9o0 a3 — a, «2) (c3 6, — c, 6S) •+- 

-i- I3 a0 «2 — a*) (c3 62 — c2 63)} 

(^s-Hi)8 = [(3a; a3—of) OwJ—tfaSi) — 2(9aoa3 — <*iiai) (c*ao—^S)"+- 

4- (3 a0 «2 — a2) (c3 a0—c0 o3) J xz 

-t- {(3 o, o3 — a|) (Cg o0 — c0 og)—I (9 o0 «3 — a, a2)[(c3 «0 — c0 a3) -+- 

-+- (c, o, — c, ft,)] -4- (3 a0 a8 — a*) (c3 a, — b, o,)} * 

•+• {('3 a, a3 — a|) (c3 60 — c0 a3) —1(9«0 a8 — a, a2) (c3 a, — c, o3) -+- 

-t-(3a0a2 — a\) (c3a2 — c2a3)| 

(X3H,)2 ={(3«, a3 — a2) (a, b0 — a0 &,.) — |(9a0o3 — a, %) (ft,#0— %h)~^ 

-h (3 a0 a2 — a2) (a3 &0 — a0 b3)} x* 

-+- {(3o, a3 — o|) (c/260 — a0b%) — \(9a0a3 — o, «2)|"(a3b0 — a0frs) -+- 

4- («2 fr, — a, b2)I -+- (3a0 a2 — a*) (a3 6, — a, &3)} a; 

-+- {(3 o, o3 — «l) (a3 b3 — o0 J3) — |(9 a0 a3 — a, a2) (a3 &, — ft, 63) -+- 

-+- (3 a„ »2 — af) (a3 62 — a2 63) |. 

liberscbiebt man die Hesse'sche Covariante der Form /2 iiber die Formen X,, X2 und X3, so erhiilt 

man folgende drei Covarianten: 

(X, 11%Y = {(3bt b,- bl) (c, b9 — rabt) — K9^0b3 — \ b,) (c, \ — c0b%)-+- 

-1- (3 60 ^2 —6») (c3 60—c0 63) | *2 

•+• \ (3 &i &3—&I) (''2 5o — 6o &
2) ~ K9 ^0 h — h S«)K^ /;o—co &

3) -+- 

•+• (pth—ciK)\•%(3W—bt) ^A—CibB)}x 
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358 B. hjel. 

(Xi H2f = {(3 \ b3 — ft*) (c, ae —: «0 %) -f r(9 ^ ^ ~ 6j Hi) (c* ao—co %) riri 

-+- (3 &0 6j—bf) (c3 a0—c0 «3) | a;2 

-+- {(3\ b3 — bf) (c2 a0 — c0«2) —| (9b0bz — b\ \)|(c3 <z0 — c0«3) •+- 

-+-(<*%—C
I «2')|-K

3^<A—&D (c3ai"c,a3)J.« 

-+• {(3 \ b3 — bf) (c8 a0 — c0 a3)—1{9 &0 53—6, &,) (c3 a, — c, a3) rt- 

-t-(3ft068—&*) (c3a^c2a3)} 

(X3Hiy = {(Sblb3--bl) (a[b0-~a0bi)-^^9b0b,-bibl)(atb0-a0bt) + 

-+- (3 60 &?—6J) (a3 &ft—% b3)} :r} 

-+\{(pbth3     bl) (^—%h) — %($hh—^M(%^-r*%y^T 
-+- (a2 &,—a, ft,)] -4- (3 b0 bt—bf) (o8 &,—a, 68)} .<; 

-+-{(36, &3 — &|) (a3 b0 — a0 &,)—±(9 60 &3 — 6, bt) (a3bt — a{ b3) -+- 

-+• (3 K K - b'i) (as \—a* &s)) • 

Ebenso liefern die Uberschiebungen der Hesse'schen Covariante von/3 liber die Forraen Xv X2 uud X3 

folgende Covarianten: 

(X, J33)« = {(3c1 c3—^) (c, 60—«o6i) — K9«oc:t— ci c2) (c* 6o —C
O
6

E)"+- 

-i- (3 co c* — CD (c3 K — co &i)}x* 

-i- {(3 c, c3 — «*) fo bn — c0 &-„) —1<9 c0 (r3 — c, c2)[(c3 &0 — r;0 &,) -+- 

•+- (c? &, — (i, bz)\ •+• (3 c0 c2 — c|) ^ 6, — c, &3) | ,r 

-+- {(3 c, c3 — <*) (<s, 60 — c0 63) —1(9 r:y c3 — c, c2) (c3 5, — c, &,) -+- 

-t-(3c0c2 — c») (c368 — c2yj 

(X* J/
3)

2 = I (3 c, c3— c|) (c, a0— c0 af)—1(9 c0 c3 — ft, c2) (c2 a0 — Cfl a2) -H 

•+• (3 c0 cx — ci) («•) % — co as) ix% 

-+- {(3 c, c3 — c|) (c2 a0 — c0 a2) — K9 co 6'8 - ci cz)[(c3 a0 — c0 a3) -+ 

-i- (c2 a, — d, a2)l -H (3 c0 c2 — cj) (c3 a, — c, a8)} x 

-t- {(3 r:, c3 — c|) (c3 a0 — c0 a3) —1<9 c0 c3 — c, t2) (c3 a, — c, a3) H- 

-H (3 c0 c2 — <) (c3 a2 — c2 a3)} 

(X3 J/
3)

2 = I (3 ':, c3 — c$ (a, 60 — a0 ^) — i(9 c0 c3 — c, c2) (a2 60 — a0 62) H- 

-+- (3 cQ c2 — c'O (a3 60 - a0 63)} :r2 

-+- {(3 c, c3 — c|) («2 &fl — «0 i2) — i-(9 c0 c3 — c, c2)[(a3 &0 — «0 63) -+- 

-+- (a2 6, — a, 62) | -+- (3 c0 c2 — cJ) (a8 />, — a, 63)} x 

-+- {(3 c, c3 — c|) (a, 60 — a0 63j —1(9 c0 c3 — c, c2) (o, &, — a, &8) -+- 

-f-(3r;0c2 — c'[) (a3&2 — a2b3)}. 

Wir stellen des Folgenden wegen die neun Covarianten in einem Schema zusammen 

.(XJ^f, (XXH,)\ (XtH^ 
(X,Hxf, (2,-fli)*   (X%H3f I-) 
(X3l/t)

2
; (X3ff2)

2
; (X37i3)

2- 

§• 5. 

Alle im Schema des vorigen Paragraphen enthaltenen Covarianten, mit AuKiiahme derjenigen, welche 
in der Diagonalreihe von links oben nach rechts unten sich befinden, sind Covarianten von zwei  cubischen 
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Uber ein Princip zur Exzeufiung von Covarianten. 359 

Formen und miissen sich, da zwei kubisclie Formeu kerne solchen Covarianten besitzen, in schon bekannte 
Formeu zerlegen lassen. Dies ist in der That der Fall. Erinnert man sich n&mlieh an die Ausdrilcke fur die 
zweiten Ableitnna'en der Jacobi'schen Covarianten. 

SV 
3,:2 

8 V 
8,r8y 

= 6 (Ol)2*-!- 6(02) xy -i- {3 (03) -t-( 12) } f 

== 3 (02)* an- 2 (3 (03) -i- (12)} % -+- 3(13 \f 

,  = |3(03)-)-(12)i„c2-t-6(13).^-f-6(23)y2 

so kann man dieselben vermoge der Relation 

woraus 

folgt, folgendermassen schreiben: 

9ZJ 
8,r2 

82J 

82J 
"V" 

= 6(01)x2- 

= 3(02).T
1
- 

3P=3(03)—(12) 

(12) = 3(03)—3P 

-6(02)^-t-6(03)«/2-3Py2 

-3{(03) + (12)};ry+3(13)j/2 'xy 

= fi(03).r*-3iV-4- 6(13)asy-h 6(23)y*. 

Bildet man nun die zweiten Uberschiebungen der Jacobi'schen Covarianten iiber die Hesse'schen 
Covarianten,  so ergeben sich folgende Formeln: 

(X,J2,)* = (J23//2>2-3/>//2, (xtii,y = (J„ //3)
2-3/'//:; 

(X,^,)* = (JuHx )2-3/J J/,, (X2 7/;!)
2 = (J13 H3y-3PH3 

(X.Erf = (j„//, .2-3/'//t, (X, /y2 = (,/12 /y
2 ;;/'//,. 

Die Determinante von je dreien diescr neun Covarianten bildet eine Invariante 12ten Grades, so dass wir 
84 solche simultaner Invarianten besitzen, von denen die folgenden drei sich in niedere Invarianten zerlegen 
lassen. Bezeichnen wir die Coefficienten von 1I1} i/2, Jl3 resp. mit 

At, Ax, A2 

B1} Bt, B3 

so lauten die Detcrminanten der in den Horizontalreihen stehenden Formen 

A= B»(10)M-|»,(^)23+#o(^ 
Ci(10)M-iC1(20)M+CU30\s,6;(20)M-iC'1[(30)M-f-(12)Ml-)-C0(31\3, C'2(30)M-iC\(31)MH-C0(32)M 

,l2(lO)l3-|Jl(20^3+J(/;30)l,,J2(20)l3-iJJ(30\3+(2l)l3j+A(3l\;;^,(30)13-|    $1)U+A0(32)i3 

D^Bt{10\t-lBx{20\M+B0(dO\t,Bt(20\,f^ (31),8H-2}0(32),3 

^(10)13-i C,(20)13+ CQ(30),3, C«,(20),3-i Ct|(30)13+(21)f ,]-+- C0(31 )13, O,(30),8-i 0,(31),.,-+-C0(32),3 

J2(10112-H1(20)18+A(30)122,A(20\--iJ1|(30)12+(2r,12-KJ0(31X (31)n-H^0(32)1 

&fr A(10)12-^1(2O\2+/V30)12,P2(2O)12-^/i1J(3O)12+(2r)l2l+7y;31)12,K2(3O)12- 

i(10)ll-I-Ci(20Xi-+-C|
0(80)1I, C,(26)„-^C1[(30)w-t-(21XJH-C/31)tt, 0,(80),,- 

(31)i2^JB0(32)1 

(51),,+0,(82), 
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360 ft /gel. 

Diese Determinanten lassen sich offenbar folgendermassen zerlegen: 

D, 

D. 

D3 = 

(«j a3 —a|), (a0 as — at a,), (a0 «2 — a,) 

(&,V—*D> (hbs~bih)> (Kh~bl) 
(Cl  C3 Cg) >    (C0 C3 Cl  Cz) J    (C0 C2 Cl) 

(«i «8—»*)> (a0a3—^a,), (ffl0ff2 — «;) 

(&1 63 &I)j   (Ms— M*)>   (606l— ft?) 

(Cl C3 — CD>    (C0 C3 — Cl C«) >    (C0 C2 — Cl) 

(a%a3—a|), («„», — «,%)> («0
a2— ai) 

(*i-*»— &!)> (Kh — biK)> (Mt—6?) 
(c, C.{ — f"j, (c0 c3 — c, c,), (c0 f, — c*) 

(10)*, -I- (20)23              , (30),3 

(20),, -L|(30),3+(21),3, (31),3 

(30)23 -i (3D,:1              , (32),3 

(10)M -i(20)13              , (30)13 

(20),., -H(pis-K
21)i3, (31),, 

(30)13 -A (31 )13               , (32),3 

(10)12 -l (20),,               , (30),2 

(20),, -1-1(30),,-H(21)„, (31),2 

(30),, -i(31)„               , (32),2 

wo der erste alien gemeinsohaftliclie Factor die aus den drei Hesse'schen Covariauten gebildete Determi- 

nante ist und die zweiten Factoren die Eesultanten Ii(f2f;>), B(ftfa) und B(fift) sind. 
Ob sich nicht einige von den ubrigen 81 Invarianten 12ten Grades in niedere Invarianten zerlegen lassen 

konnte ich bis jetzt nicht ermitteln. 

kSetzt man 
§• 6. 

xi = ?* (%2 •+• ?t 0*0 y •+• fs(x) 
x* = i>i (») f -+- i>% (x) y •+• •»(*) 
x» = Xi 0*0 9* •+• /2 0*0 2/ -+- /,(*) 

so ist die Determinant© 

j>,(»), ft(»), &(*) 

<kO), ^{»)> **(*) 
/,(.*), x»<*)) J*0») 

eine Form 6ter Ordnung und 6ten Grades. Es soil nun bewiesen werden, dass n eine Covariante des Systems 

der drei cubischen Formen ist. Wir bilden zu diesem Zwecke die Determinante der 6 quadratischen Cova- 
rianten 

C, 
(X^f, (X,I/,)*, (X^f 
{x.H.f, (xji,y, (xsH,y 
{xji3y, (x,H3y, (x3H3y 

welche offenbar eine Covariante ist. Nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten ist aber 

(X,iJ,)z, (XzHiy, (X3Hiy\ (a,«3 — a|), (a0a3—«,»,), («„«,—-«,) 

(X,tf2)*, (X^*, (I3^)! = (61(6,-6!), (hbz-b^, (&„&,-*}) 

(AU3y, (XJI3f, (X3H3y\     {(0,0,-01), (c0 c, -,,,,), (coC, -$ 

daraus folgt, dass n eine Covariante des Systems ist. 

Bildet man die Invarianten At fur die folgenden Systeme von je zwei Formen 

^2 • yi i •"* > Jit) •^•iJz 

*^3 J ./l 5  -^-3> /a 5  -^3/s » 

ft(*)f»-(^>¥*(*) 

\ 

so erhalt man neun Covarianten von der 6ten Ordnung und 8ten Grades, von denen wir eine ausgerechnet 

angebcn wollen: 
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Uber fin' 1'rhtcij) zur JSrzeugung von Covarianten. 361 

35« X 

^(30)3•6«0fl1(30)2(20)^(«J + 2a0«2)(30)2(10)^(r4H-2a1ff.!)(10)2(30) 

2(a0«3 -+-5a, a2)(10)(30) (20)-8a, «2 (21V 4-4(a, «3 H- 2a2)(10) (20)2— 

6 a% a3 (20)(10)*-+- 4 (a0 a% -+- 2 a2) (30)(20)2
-H a* (10)8 

1    2   ^ 

3a2(30)2(31)-6a0«, {(30)3 + (30)2(21) -+-2(30)(31)(20)} -+- 

(a* -+- 2a0 a% (j (30 )2 (20) -+H 2 (30) (31) (10)} -+- (a2 -*- 2 a, a3) {(10)2(31) -+- 2 (10) (20) (30) J — 

2(a0 a3 -i-5 a, a2) {(30)(20)2-+- (31)(40)(20)•+-(30)?(10) -+- (30)(10)(21)} — 

24a, aa 5(20)2(30) + ( 20)2
( 21)} +4(a, a3 -+- 2a*) ji 20)3 + 2(10)(20) (30) -j-2 (10) (20) (21)} — 

6a2a3 |(10)2(30) + (10)2(21 )-H2(20)*(10)} +4(a0a2+2«2) |(20)2(31)+2(30)2(20) -t- 2(30)(20)(21)] H- 

3 a* (10)* (20) 

1 2      ^ 

3ff2{(30)(31)2-F(30)2(32)}^6ffoff.J(31)2(20)-4-2(30)(32)(20) + 3(30)2(31) + 2(30)(31)(21)} + 

(a,2 + 2a0a2)J2(30)(32)(10)-H2(30)(3r)(20) + (30)3 + (31);,(10)}-h 

(a* -+- 2 a, a3) {(20)2 (30) •+- 2 (10) (30)* -+- 2 (10) (20) (31) + (10)2 (32)} 

-2(a0a3 -t-6a, ag) {(31)(20)*-f- 2(30)*(20) +(32) (10) (20) -4-2(31)(10)(30)-+-(31) (10) (21)-H(30) (20) (2.1) 

— 24a,a,{(20)(30)*-t-2(20)(3U)(21)-t-(20)(21)*-H(20*(31)} 

-i- 4(aj a3 H- 2 a2) {(10) (30)' •+- 2 (10) (30) (21) -+- (10) (21)2 -+- 2 (20)*(30) •+• 2 (20)2 (21) •+. (30) (20)2 

-+-2 (10) (20) (31)} — 6a2a3{(20)3-+-4(20)(10)(30) + 2(20)(10)(21) 

-^(31)(10)2} + 4(ff0«2-t-2ff2){(30)3-H2(30)2(21) + (30)(21)2-4- 

+ (31)(20)(21) + (32)(20)2 + 4X30)(20)(31)}-t-3a2{(10)(20)2 + (10)2(30)} 

/-y>« /yiO     \/ 
1 2     "^ 

a* {(31)3 -f- 6 (30) (31) (32)—6 a0 a, {2 (31) (32) (20) •+- 2 (30)3 (32) -+- (30) (31)2 -+- 2 (30) (32) (21) 

+(21)(31)2+2(30)(31)2}-i-(a2 + 2a0«2)J2(31)(32)(40) + (31)2(20) + 2(30)(32)(20) 

n-2(30)*(31)} -h (a* •+- 2a, a3) {2^20) (30)*-h 2(10)(20) (31) H- (20)2(31) -t- 2(1.0)(20) (32)} 

-2 (a0 a3 -+- 5 a, a8) {(32) (20)*-t- (30)3 -+- (30)* (21) + (32) (10) (30) + (32) (10) (21) 

-f-2 (31) (30) (20)+ (31)2 (10)+ (31) (20) (21)} 

-8 a, at {(30)3 -+- 3 (30)*(21) •+- 3 (30) (21)2 -i- (21)3 -+- 6 (20) (31) (30) -+- 6 (20) (31) (21)} 

-(-4 (a, a8 •+- 2a*) {2 (10) (31) (30) -t- 2~(10) (31) (21) + 4(20) (30) (21) -+- (20) (21)2 

+ 2(20)2(3l) + 2(20)2(31) + 3(20)(3o)2} —6«2«3{3(20)2(30) + (20)2(21) + 

2(10) (30)2 + 2(10)(30) (21) •+• 2 (31)(10) (20)} +4(a0 a2 + 2a2) {2(30)2(31) + 2(3,0) (31)(21) 

+ (32)(20)(30) + (32)(20)(21)-i-(31)(30)2H-2(31)(30)(21)-^(31)(2l)2 + 2(3r)2(20)2} 

a* {(20)3+6(10) (20) (30)} 

I L    ^ 

3a*0{(30)(32)* 

+ (31)3}+(a' 

-(31)2(32)^-6ff0«J(32)2(20) + 4(30)(31)(32) + 2(3J)(32)(21) 

- 2a0a2) {(32)*(10) + 2 (31) (32; (20) -f- 2(30)2(32) + (31)2(30)} - 

(a2 -+- 2 a, a3) { (30)3 + (20)2 (32) -t- 2 (20) (30) (31) -+- 2(10) (30) (32)} 

— 2(a0a3 -+-5a, a2) [2(32)(30) (20) -+-(32)(20) (21) + (31) (30)* +(31) (30) (21) + (32) (K))(31) 

(31)2(20)+(30)2(31)} — 21a1«8{(20)(31)*-H(31)(30)*-f-2(31)(30)(21)-t-(31)(21)*} 

Denkschrii'teii der muUiem.-naturw.Cl. XLVI.lid. Abhandlungen von NichUintgliedern. VV 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



362 B. I gel. 

+- 4(a, a8 +- 2a2
2) {(10)(31)*+- (30)3-+- 2(30)2(21) -+- (30)(21)2 +-4(20) (31)(30) -4- 2 (20) (31) (21)} 

— 6aEa3{(20)2(31)H-3(30)2(20)-+-2(;!O)(20)(21) + 2(31)(10)(3O)} 

+- 4(«0a2 -+-2 a2) {3(31)*(30) +- 2(31)2 (21) +• (32)(30)2 +- 2(32)(30) (21) +-(32)(21)* 

2(32)(20)(31)}+-3a2{(10)(30)2+-(20)2(30)} 

.AyM   JJn     y\ 

+ 3a2(31)(32)2-6«0a,K31)2(32) + (32)2(30) + (32)2(21)} 

(a2 + 2«ca2) j(32)2(20) +- 2(30)(31)(32)] -+- (a24- 2a, a3) {(30)2(31) +-2(20)(30)(32)} 

-2(a0a, +- 5a, a,) {(32) (30)*-+- (32) (30)(21)'-+- (32) (20) (81)+ (31)2(30)} 

24a, a2 {(31)2(30)+- (31)2(21)} +-4(«, aa+- 2a2) {(20)(31)*+- 2(30)*(31)+- 2(30) (81)({2I)} 

- 6«2a, {(30)3 +- (3())2(21) -+- (31) (30)(20)} +• 4 (a, «e +• 2a*) {(31 f +- 2 (32) (31) (30) +- 

2(32)(31)(21)}+-3a2(30)2(20) 

•rfi   V 

«2 (32f — 6 a0 a,, (32)2(31) +- (a2 +- 2«0 «2) (32)* (30) +- (a* +- 2^ «.,) (30)2 (32) 

— 2 (oe «3 +- 5 a, «2) (32) (30) (31) — 8 a, «2 (31)3 4- 4 (a, «3 +- 2 a$ (31 )2 ()'»()) 

— 6a2 a3 (30)2(31) +-4 (a0a2 +- 2a2) (31 )2(32) -+- a2(30)3. — 

Es ist evident, dass alio Covarianten dieser Art, mit Ausnahme derjenigen, welclie aus don Paaren von 
Formen, die in der Diogonale des Schemas I sieh bcfinden, gebildet sind, sicli auf niedere Covarianten 
zuriickzielien lassen, da bckanntlicli fiir zwei cubische Formen keine solclie Covarianten existiren. indess ist 
mir die wirkliche Zerlegung dieser Covarianten bis jetzt nicht gelungen. 

%. 7. 

Wenn/j, fv f3 drei cubische Formen in homogener Form sind, also 

/, = «0 x\ +- 3«t x\ x% +- 3 a% xx I +- a3:. 

A- •• b0 x\ 
J-3b1x\x^- 

CQXA +- O C* i 

• 3 b% xi g - 

• 3 c2 xt 2 - 

-&3x
3 

und man die drei Jacobi'schen Covarianten bildet: 

AA.Q = 
a0 x\ +- 2 a, x, x2 + a2 a;2, 

bax\ +-2 6,xt x% +- 62a;2, 

(&,   X.   ~~\      Ci   0/     Xi   Xn   ~f•   (tnCCg 

K %\ -4-2 b% xx xt -+- 68 x\ 

•AAA)- 
»0^+2 a, x, x2 +- a2 x2, 

C0 XJ +- £ fij x, x2 +- c2 xg, 

(X,    X.   —\       £i &n X,   Xn   ~T~ Cln Xq 

c, x2 +- 2 cs xt x2 +- c3 x2. 

'(/./•)- 
b0 x\ +- 2 6, ir, x2 +- 52 x

2, 

ft      1                    1      1      2               ?     9 ? 

&, x2 +- 2 62 x, x2 +- bzx\ 

(/J    &<       I      t-t    On X    X*       |        (sn JOa 

und von diesen wiederum die Jacobi'schen Covarianten 

*i = 

w<Jifi)*J(Af,) 
3x. 8x„ 

M(fiA)W(AA) 
3x. 8xa 

)    '^E 

3^(/./,)^(/t/»)|l 
8x, 8x„ 

8xt 8x2 

h 
8x, 8x2 

w(Afs)w(:m)' 
8x, 8x„ 
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fiber ein Princip zur Erzeugung von Covarianten. 

so ist nacb einem bekannten Satze 

wo M eine Combinante der drei cubiscben Formen ist und folgende Gestalt hat 

363 

M = 

^n '^1 ~^~ ®'\ '^2 ?    ^1      1  ~^     2     2 ?    ^2 *^1 ~*~ ^"t "^9 

60 a?, -+- bt x%, bi xx •+- bt xt, b% xx -f- b3 x% 

i\     1     '        1      9. ?        1      1 2   '2 ?        2     1 1     2 

Wendet man auf diese Form die bei der Canoniziante der Form 5ter Ordnung augewendete Metbode an, 

so erhalt man filr M die interessante Form 

M = 

2 J 2      1 ? 2       1 7 1 

u3   | 

Die Identitat dieser Form mit der vorigen ergibt sicb sebr leicbt durch das Multiplicationsgesetz der Deter- 

niinanteii. Man bat namlicb 

xt, Xg xx, xs x\' X\ 1 0 0 0 x\          0                      0                     0 

"o "l »3 
X 

xxxzO 0 

0 xx x% l > 

U 7   Cl,. X. —\— (l* Xa j   (&t X^ ~Jr~ (I^ ^2 ?   ^2 *^1 ~^~ ^3 ^2 

0, &0 ,r, -+- &, a?2, bx xx -+- \ xt, \ xi -+- b3 xt 

c0 
cl Ct H U U ./', ,r.. 6,  C^'-HC^S,  CJXJ-H^.'^,   ctxt-i-c3xs 

und, wenn man beiderseils durch x\ dividirt,  die fraglicbe Identitat. 

In Folge eines bekannten Satzesj nacb welcben die Jacobi'scben Covarianten, wenn /,, /„ und f3 fiir 

einen und denselben Werth verschwinden, diesen Werth zur Dbppelwurael haben, muss aucb M fiir diesen 

Werth verschwinden.   Es muss daher in diesem Falle die Determiuante 

B 

A0 Ax At A3 

«0 3 a, 3a2 a3 

b0 obx 3bi bs 

c0 3 cx 3 ct cz 

wo A0, Ax, yi2, A3 die Coelficienten der Form M sind, identiscli verschwinden. Icb will nun nachweisen, 

dass diese Determinante immer verscbwindet, d. h. dass zwischen der Form Mund den Formen /,, f%} /', die 

Identitat besteht: 

wo 

\> M-h^fa -KA^-'^fa^0' 

«lV'3 A A A J, yl2 yl:. Ax A2 A3 

\ = 9 bx bt b3 

Ci C2 CS 

,    *1  = 36,36^3 

3 q 3 c, c3 

, \ = 

3 Cj o c2 c3 

, h=- 3 a, 3 «2 a3 

3/;,;;^^ 

Es ist namlicb., wie cine kleine Kechnung zeigt, 

vv* 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



=•-• 13 A i I Ch c3 - h ct) ai — («2 h - % h)K•+• ("2 &3 - "a 3>i>o 1 - 3 A 2 I <A c3 - h ci K - (°i c3—«s ci )/;n-+-(«i &s~ »s &i >'o 1 

"+- 9 AI (h cz — h ci) % — («i ci —°t ci) /;o"+- («i /j2 — «2 &i) co J S xi 
-t- {9 At [{bt c3-~b3c2)o, -(a,c;j—«., c2) 6, •+- (a,63—a86,)e, |9~-y12[(^, c3—\c^ax—{axc%—a% c,)6, -t-(«, 63—a36,)c, ] 

"*• I9 AI(h H—\ cz) a%—(aic3—a»h)h -+- («i &8—««*»)c21—AI (&i cg—&3^K—(a, ^—Oj^ ~K«i &s—«s&,X] 
27 yi4 [ (6, c2 — Sj c,) at—(«4 c2 — a% c,) &x -+- (at b%—a% bi) c21} Xj a2 -+- 

{3 J, |(63fl3 —ft3 CgVa —(«*e3 —a3Cl)^-+-K V'  a3^)'':iHA [(*! «3 —^'iK-C"!^ —f*»''l^3H-(ff-|&3—«3&|V;3l 
-+- {9 yl:i I (/,, c2 - &3ct) a3—(a, c3—a, c,) 63 -+- (a, ^—a, 6t) c31} ^ 

= 9 A3 An x\ -+- 9Ai A3 x\ x2 -+- 9 A 2 A ;J ^ x2 - •H^.«{ 
4, if. 

§• 8. 

Es ist bckamit, dass, wenn/t-f-^ /2 cinen vollstandigen Cnbus eincs linearcn Ausdrucks darstellt, 
dieser in der Jacobi'schen Covariante quadratisch vorkommt. Die Bedingnng dafHr ist bekanntlich das Ver- 
schwinden der Invariante 

S, 
%aiK hbc<h ajajft, \ bt an 

at a% by \ h "2 — "1 "2 'h by \ a, 

<h(hhz 
6Affl3 "2 «3 63 \b3a% 

% ai CQ 

a, a2 Cj 

cociai 

4 C2 "2 

2      t      ^t 

— 

aga3c3 

K >'z "1 

'•2 C3 "2 

Wenn nun auch 

ein Cnbus sein soil, so muss auch die Invariante verschwindeh; 

sz = 

Stellen 

denselben Cubus dar, so stellt auch 

denselben Cubus dar, denn ist 

so folgt durch Subtraction 

ft-+-\fl=4(x—a)3 

Una die Bedingnng zu finden, inder welcher 

^2 f._ ( 4-B) 
^ 

/iH-^/i 
f%-*-\A 
A+U 

(*—a):!. 

den Cubus dcssclben linearcn Ausdruckcs darstellen, setzcn wir wiedcrum 

/i+y*=^(a;-«)8 
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tjber ein Princij) zur Erzeugung von Covarianien. 365 

Multiplicirt man die erste dieser Gleiclmngen mit B und die zweite mit A und subtrahirt, so folgt 

Setzt man 

B—A = A, B\=B, —A\ = V 

so folgt, dass in diesem Falle eine lineare Relation zwisehen den drei Formen bestelien muss, 

Aus dieser Relation folgen folgende Gleichungen: 

a0 A -h b0 B -+- c0 r = 0 

aiA-hl>i&-t-c1? = 0 

a%A -^bj>> + ctr = 0 

a3A -h-b3B -hc3T = 0 

d. h.,  in diesem Falle miisscn alle Determinanten des Rechteckes 

b0   bt    b2    bx 

verscliwindeu. 
Beachtet man, dass diese Determinanten die Coeffieienten der Combinante M sind, so folgt, dass die 

erhaltene Bedingung gleichbedentend damit ist, dass in diesem Falle die Covariante M identisch verschwindet. 

Dies ist ein speeieller Fall eines allgeineinen von Herrn Pasch bewieseneu Theorems.  Setzt man namlich: 

= HAAA-->A)> 

so lautet dasselbe: 

„Das identische Verschwinden der Determinante B(j\f%. . . j\) von A binaren Formen wten Grades ist 

die notliwendige und hinreicliende Bedingung dafiir, dass die sanimtlichen Determinanten aus dem Systenie 

dp- aW . . . a« 
U I m 

af> am . . . a® 
V 1 in 

<) «w. ;,w 

verschwinden; mit anderen Worten, die Bedingung fiir die, Existenz einer linearen homogenen Relation mit 

constanten Coeffieienten zwisehen den Formen /,, /'.,. . . f\,u 

Wir wissen, dass, wenn $, und St identisch verschwinden, nothwendig auch die Covariante M identisch 

verschwinden muss, damit die drei Formen 
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366 B. Igel 

denselben Cubus darstellen. Es geniigen aber umgekelirt die Bedingungeii 

M-. o  st = o, 
um zu wissen, dass jene Binome denselben Cnbus darstellen. Bestelien n&mlich die Gleiclmngen 

ftrh.\fs =A{x-*f, 

so erhalt man aus denselbeu dutch Subtraction 

oder 
r'/a -A(x—<z)s 

/.+ 
r 

F- -/» £'—X, 
(x-a):i; 

es ist somit aucb das zweite Binom und nach dem obigen aucli das dritte derselbe Cubus. 

§. 9. 

Bildet man die Determinante der Covariante M auf zweierlei Weise, einmal aus der urspriinglichen 

Gestalt derselben und einmal, indem man M als Aggregat der drei Formen darstellt, so erhiilt man cine inter- 

essante Identitat. Bedeuten 
II, Hl7H, 

die Hesse'schen Determinanten der drei cubischen Formen und setzt man 

«, = (./2./2)
2- 

wo (fpy die zweite Uberschiebung bedeutet, so ist 

-ifJ,)'1 

U'J'A, 

ft0 ft, b% \w WK K bi h MA Wh 

fi    1    9 tf/.      M/g   (//<> rt     1 ''Q «0a2a3 

\ \ h ft, 6a 68 — ft0 ft, 6a fy 62 63 

C„ C, e2 c, c2 c3 c0 Cj c3 c0 c2 c3 

1 
(«0ft2cs) 

-(4 ft, c3)* (A, a, c3)(A, a, b3) (II ©)* + (i, ft2 c3)* (A, «2c3)\SH^'+ (A[ b, c3f(A az b,y(IIII,Y 

-A h hf A H h) '(ti®Y+A &* ';;f)
2 K * '':.)2 (« ©i!)*-(4 &* c8)

2 (A «, c3) (J-, «2 ft3) (e <->, jk 

- (j, ft2 c3) (4, «2 Ck)»(efl1)*-H(^I ft2 c3) (^, «2 c,y (A, a% &,)(eet)*-(4 &* O (^«, s) (4 «2 &3) (« s*)8 

-, (A, 6,c3)«(^ a,ft3)(®, //)*-(.4, ft2 ?3)• (4, a,, 3) (J, «263)(66,)*H (^, ft,c3)*(^, a, 63)»(0, W4)
2 

+(A^:0(A^2(AV';J(VA)2--^A'^^ 
•+" (A &2 C

3)*(^i «i ^(^OMA hh) A <h K)\Hi 0)E •+• (J. 6* ca) (J. a*c:.)2 (A <»i'':.) (J/. (-).)2 

+ U,«;«,)*(//, /02-(A oi^(l, a, ft,)(7/, *,)* 4 (^ a,Cs)*(^ «2 J,)'^ 7/2)
2 

- (A \ c*)\A <h h) Ax <h h) (A ifY+(^i 6* O (^i <h hf Ax K K) A ®) - (^ ^ '•.-.) (A i «2 ^ 

-H (J, ft2 ^•(J, «2 ft:!)
2{EH.f-iA, ft2 C;!) (J., a, c3) (^ a2 b,y (11,0)2 + (. 11 \ c,) (A, a% ft:1)

:i (11, (-)()
2 

-t- (4, «2 C3)
2 (^ a, ft3)

2 (77, H,)2-^ «2 O A 4 &3)
3 (^ «2)

2 -+• (^, "2 &.)*(^i -Z4)2) • 
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Tiber ein Princip zur Erzeugunej von Covarianten. 367 

§. 10. 

Zum  Sch'usse wollen  wir einige  der oben  entwickelten Covarianten  geometriseli  interpretiren.   Die 

Gleichungen 

(X*JH,)* = 0    (XkH2)z = ()   (XiH3) = 0 

stellen offenbar die Bedingungen dar, unter denen die Nullpunkte von Xk ein Punktpaar darstellen, welches 

reap, zu dem Paare 

harmonisch ist.   Fiir jede Wurzel von (X/,I/i)=0 gibt also-X* = 0, wenn man in ihr diese Wurzel einsetzt, 

ein zum Punktpaare //; = () harmonisehes Paar. 

Die Bedingung, dass die Verschwindungselemente der Covarianten 

(xkH\y,  (xkn%y,  (xkH,Y 

in Involution stehen, is! offenbar das Verschwinden ihrer Determinantc. Diese ist nach dem obigen ein Pro- 

duel der Determinante der llesse'scben Covarianten mit der Resultante der betreffenden zwei Fundamental- 

formen. Da nun iin Falle des Verschwindens der Resultante sowohl Xk als auch II; kein Punktpaar darsteilt, 

Aveil sie identisch verschwinden, so reducirt sich die genannte Bedingung darauf, dass die Determinante der 

Hesse'sehen Covarianten verschwinden muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Wenn die Verschwindungselemente der Covarianten 

{xhHty,  (XICIQ\  (xkn,y 

in Involution stehen, so stehen auch die Nullpunkte von 

in Involution und umgekehrt; mit anderen Worten, wenn zwischen den Hesse'sehen Covarianten eine Rela- 

tion besteht 

<xH-+-^H1^yHi = 0 

so bestehen auch die Relationen 

«i(x1Hly-^^(xlHty 
a,(x2Hly^^(xiu,y 
a^x^y^^x.H.y 

-7,W*,)*=o 
-%(x2n3y = o 
-h(x3H3y = o. 

Die Gleichung 

ft(x) ?t(x) ?3(x) 

*,(») *,(*) ^(x) 

XtC*) &(») xs(
x) 

driickt die Bedingung aus, unter der die Nullpunkte von 

Xi,    Xz,    ZX 

in Involution stehen. tt = 0 gibt also sechs Werthe von x an, deren jeder in den Formen Xk eingesetzt die 

Nullpunkte dieser zu drei Punktpaaren in Involution machen. 
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368 B. I gel.   Uber ein Princip zur Erzeitgung von Covarianten. 

Bilden wir nun die drei Covarianten mit zwei Rjihen von veriinderliclien 

2 ,,,2 *, (xy) = (Xt Hi)*y\ + (X H,)% !h -.- (X, H3) 
<l>2 (4) = (X2Htyy* + (X2fl^y, y2 -+- (X2 fl^y" 

«D3 (xy) = (X3 fl^yj + (X, fl^y, ft + (*8 ff,)VJ, 

so ist die Determinante derselben 

D (//,!/, #3)*. 

<l>1==0 <J>2 0 <J>3 = 0 stellen also drei Punktpaare in Involution fur jede Wurzel von -. = 0 dar; wenn 
D(HXH%H^) nicht Null ist, und ftlr jedcn beliebigen Werth von x, wenn D(HlHzH^) Null ist. Wir erbalten 
also das Resultat: 

Wenn D(HlH%H;i) verschwindet, d. h. wenn die Nullpunktc 

1^ = 0,    tf2 = 0,    7^ = 0 

in Involution sind, so besteht die Relation 

A<\\ (xy) ^B%(xy) -+- F<l>3 (xy) = 0, 

wo A, B und r Function von x sind. 

-.-TrSferiy-- 
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