350

EIN PRINCIP ZUR ERZEUGUNG VON COVARIANTEN.

Dt B. IGEL,

DOCENT AN DER K. K. TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN WIEN.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 7, DECEMBER 1882,

In der nachstehenden Arbeit handelt es siech nm dig Aufstellung eines Prineips znr Erzengung von Covarianten
eines Systems dreier bindren Formen von derselben Ordnung aus den Invarianten zweier Formen, vou denen
die cine eine Fundamentalform des Systemssind die andere nach cinen bestiunnten Gesetze ans dem
Systeme gebildet ist.
SN
Es seien, nunter # cine gerade Zalt verstanden, drei ganze rationale Funetionen

(@) =2"4+0 2" ' +... 4ty T+0,
fo(@) =a"+by a4+ b -1,

fi@)=2"4¢ & 4. Coa ¢,
ohne gemeinschaftlichen Thetlen gegeben. Wir setzen fiie die Folge fest, dass die Wurzeln der Gleichungen
g0t =jpe GRsE ==

beziiglich durch folgende Buchstaben bezeichnet werden:

Wy Wy @ o oho
a, b, ¢. . i
Gy By Wo © ol

Stellenavir uns die Aufgabe, dicjenigen Werthe von A zu bestimmen, fiir welele die beiden Gieichungen

5 @) —0

Jo(@) 4\ fy (@) =0 1)

zugleich bestehen, so finden wir, indem wir . aus diesen Gleichungen eliminiren, cine Gleichnng in A

R(fys fot24Sy) =0 2.)
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wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1.) vorstellen. Da die Gleichung &) offenbar
vomn nten Grade in A ist, so erhalten wir » Werthe von A und demgemiiss die Gleichungen :

for iy =0 | _J

fo+h fo =10 5) i

fo 2, fy =0, K '

von denen jede eine gemeinschaftliche Wurzel wit £, = 0 hat. Da ferner die Wurzelw'der Gleichung 2.) resp. "-;
den folgenden Verhiltnissen gleich sind: it
A = —/3 (@) : f3(e) I .

by =—f, (0): f3(b) 45y |

]

N = ), (),

so kann dic Gleichung 2) als diejenige Gleichung aufgefasst werden, degen Wirzeln rationale Funetionen den
Wmzeln der Gleichung f, = 0 sind. Setzt man in den Gleichungen 33 die A-Werthe ans 4) cin, so dass sie

die Form erhalten: 1:’
£, (@) fo (0)—F, (@) f (%) =& ‘
So(@) fz )~ 0) fale) £ 0 | 5.) ‘?
/@)1, @) 1@ =0, '
o hat jede dieser Gleichungen nebst der mit £, = 0 gemcinschaftlichen Wurzel noch »—1 Wurzeln, von
denen eine jede eine Function jener Wuwrzel ist. Ex ghtsprechen demmach jeder Wnrzel von f;, =0 n—1 |
Werthe, die mit ihr durch eine Gleichung verkntipft gind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der mit |
ihr dureh eine Gleichung verkniipften Wurzeln ansdgiicken lassen miisse, ist klar, und ich will nmn zeigen, |
wie dieses geschieht, Es ist offenbar, dass die Resyltante l
LS fo+20) 1
in das Produet: I
(fo+hefa) (fo 20 f3) - (fo+4,0y) |
tibergeht, weun man in ihr 2 =/, : /; setzt. Und da jeder der Factoren cinen linearen Factor vou f, (») ent-
hélt, so muss,
R(fy fo+205)
die Form haben:
R(fi fo+2Ss) = [i@) (o).
13s handelt sich jetzt dargm, die Form ¢ zu erniven. Zu diesem Zwecke fithre ich folgende Bezeich-
nungen ein:
fi (@) = g+ a, x4y £t~ + 0" = A°
Jo(@) =by+b v by xP .. b 2 = B
So(@) = ¢y + ¢ x4 uat o g x = (¥
hy) =y +ay+ay+... +ay" = A )
Jo ) =by+b y+ by +...+by = B’ i
JaY) = G+ Y+ gyt 4. oy = (7
0 dass die Gleichungen 3.) folgende Form haben: "j

B ()x I Be (=

= (0)

‘Bsr Cp .

Bree|” o= B




352 B. Igel.

Wic man leicht cinsicht, hat ¢ die Form:

BT | B Be O | 1

Eipelpe T pe| @96 @R
oder auch, wic cine leichte Umformung zeigt,
a__ R (P e R
| B 1Be—/5 e B -B | e B ' B
‘ o—x b—ux i—
4} i ¥ v T = i
1’(‘rz_,_ckv 5 (//1 (= | C""(“L
(® (@ Coine \
a—x b—=x I—
Setzt nian nun
-
I Br—B |
y—x
X = 6.)
' = C__—g -
y—x

Y
so sieht man, dass ¢ ang X entsteht, indem man in X fiif y snceessive alle Wurzeln von f, = 0 setzt und
dic Resultate mit cinander multiplicirt, d. h. dass ¢ die Resultante von 7, und X ist. Non ist, wenn man X

entwickelt,
X = (By, Cp,) 4 (B Cp )y = (IR, Co )92+ .o +(Byu—t Cum)y™ =,
WO
By=b+f w4+ ... +bat
Cy == O Ci+1 Wi =D (e
und

(]3% Gnm) = Bi/ﬂ ('vnm "an ('z/c;
folglich ist
y 0/1 .. a
(to S / | (l‘
= doGy « - + Gy ’ )
(Bhs Cl)t (55 OF) "o (@8 30, Coon)

l |

(Boo (;1”) oL (Bon—'(jnm\
Y =0 gibt nun dic Werthesvon «, die zusammen mit den Wurzeln von /= 0 dic Werthepaare liefern, {iir
welehe X = 0 wird, undavir erhalten dic Wurzeln von f; = O als rationale Functionen der Wurzeln der Glei-
chungen 3) ausgedriickts” Diesen Abschnitt habe ieh fast wortlich meiner Arbeit ' , Uber cine Classe von Abel-

schen Gtleichungen“ egtnommen.
§ 2.
Die Form %ist eine Covariante der drei fundamentalen bindren Fornien, was man anf zweierlei Weise

einschen kann,
Irstens & ermoge ihrer Eigenschaft, ein Factor in der Form

B(f o+ 1Ss)
zu sein. Da sich nimlich diese, wie wir wissen, folgendermassen sehreiben lisst

R(fy, i+ = (fo+2Ss) (a+Xfs) . - (i+ASe)
=Af) B e+ 4 Nfp

1 Siche Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLV.
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und also vermige ihrer Zusammensetzung aus den fnndamentalen Iformen eine Covariante ist, so'muss sie es
auch bleiben, wenn man von ihr den invarianten Factor f, ablost. Naeh Ausscheidnng dieses Factors geht
aber R (f,, f,+Af,) in die Ferm ¢ tiber, folglich muss diesclbe eine Covariante des SystemsSsein.

Zweitens vermdge ihrer Eigenschaft, eine Resultante der Invarianten Formen XX unds, zu sein, indem
X offenbar ebenfalls cine Covariante des Systems mit zwei Reihen von Veriinderlichen ist.fDiese Doppeleigen-
schaft der Form ¢, cinerseits eine Covariante des Systems und anderseits eine Resultafite zweier Formen zn
sein, fithrt nun auf ein bemerkenswerthes Prineip zur Erzeugung von Covarianten ejiies Systems dreier For-
men von derselben Ordnung. Es ist niimlich durch Clebseh bekannt, dass jede Resnltante zweier Formen
sich auf niedere Invarianten znriiekfithren lassen muss; die Formn ¢ muss sich daher auf solehe nicdere Formen
zuriickfitbren lassen, welehe in Bezug auf dic Formen X und £, Invarianten wnd in Bezug auf das System
(lovarianten sind. Wenn man im Stande ist, die Resultante zweier Formen, won denen die cine vou der nten
und die zweite von der (r—1)ten Ordnung ist, in ein Aggregat von niedereninvarianten zu zerlegen, so kaun
man Covarianten eines Systems von drei Formen nter Orduung nach folgender Regel lerstellen: Man bilde
die simultanen Covarianten mit zwei Reihen von Veriinderlichen

y_B.cl = a3 | i xl
= el PP V= 18 T e
| CF O = -l e

yE g, z Y—x § ‘ y—= |,

ferner diec Resultanten

P e T X 1o 1 I (Xgf3)

und zerlege diesclben in niedere Invarianten, dann sind tiese Covarianten des Systeins. Es ist aber bis jeta,
so viel mir bekanut ist, die Zuriickfihrnng der Resultanten auf nicdere Formen nur in selir wenigen I"dllen
gelungen und deshalb muss ich fiir jetzt die Untersutlung auf cin System dreier biniiren cubiselien Foruen
beselriinken. Fiir dieses werde ich mittelst des entwickelten Prineips eine Reihe von Covarianten geben.

S
Is sollen vorevst cinige Beispicle die Riehtigkeit der eben entwickelten Prineips bestiitigen. Es seien
drel qnadratische Formen, von der Homogenitiit absehend.
f=a* o z+a
¢ == b,a* <+ b, x~-b,
P = ¢y @* + ¢ &+,
Dic Form X, hat hier folgende Gestalt
x S @B~ W)y @)
3 z—y
= {(tdo—0by) 2+ (ayho—a,b;)} 4+ (0 by—atgby) 0 + (2, b,—a, by)}
oder, wenn man zur Abkitrzung die Indiees statt den Buchstaben einfiilirt,

X, = {(10)z+(20)} y + {(20)z+(21)}.

Die Resultante <er Formen X, und ¢ ist bekanntlich
R(X;d) = ¢ {(20) x + (21)} 2—c, {(10)z—+ (20)} {(20)z~+(21)}
-+ ¢, {(10) 2+ (20)}?
= ¢,{(20)%2* 4+ 2(20) (21)z+ (21)%}
— ¢, {(10) (20)x*+(10) (21)z~+(20)*x—+(20) (21)}
~+ ¢, {(10)%r2+ 2(10) (20)z—+ (20)%.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XLVI. Bd. Abhandlungen von Nichimitgliedern. ny

it
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Wir erhalten also eine qnadratische Covariante der drei Formen. Nun wissen wir gber, dass drei bindre
quadratische Formen keine Covariante zweiter Ordnung ausser den Functionaldetepminanten besitzen, wir
miissen daher, weun das obige Princip richtig ist, schliessen, dass die eben hingegehricbene Covariante sich
auf sehon bekannte Formen, ni#mlich auf dic urspriinglichen Formen und ihre Funetionaldeterminanten,
zuriickfiihren lassen muss. In der That ist dies der Fall. Bezeichnen wir, svie iiblich, mit R,,, und J

folgende Formen
((0 “1 (I/z

Ry = 1 boby b, | = ¢,(12)—c,(02) + 5, (01)
ColCiiCs

| 2ayrayy aw+2ay,

| 2byr b,y by w 2b,g

= 2(01)x? +4(02) r+2(12),

J

so ist, wenn wir die Zahl 2 vernachliissigen,

Ryps J = {2,(12)—c¢, (02) +¢,(01)} {01)a? +2(02).0+(12)}
—¢,{(12) (01)#2+2(12) (€2)x+(12)?}
¢, {(02) (01)z*+2(02)% 2+ (02) (12)}
+ ¢, {(01)222+2(01) (62)z—+ (01) (12)}.

Wir kéunen die oben erhaltene quadratische Cévariante durch Umformung auf diese Form bringen, wobei
noeh cin Ausdruck hinzutritt, der wieder eine schon bekannte Covariante ist. Der Ausdruek fiir £2 (X, ) lisst
sieh ndmliel folgendermassen sehreiben

B(X, ) = ¢, §(12) (01)x*+£2(12) (02)wr—+ (12)%] + ¢, (20)2r—¢, (01) (12)x*
— ¢,{(02) (01)x%+2(02)% 2+ (02) (12)} +¢, (02)*x—¢, (10) (21)x
—+ ¢, {(10)%x? 442 (10) (20)2—+ (01) (12)} ¢, (02)2 —c,(01) (12)
= J. B3 +41(20)*—(01) (12)}x*~+c, {(20)* —(10) (21)}xr
+ ¢, {(20)%5°01) (12)}.

Der Ausdruck in den eckigén Klammern ist bekanntlich die Resultante von f nnd ¢, wir erhalten daher

die Formel
B (Xg) = {855 - J+=E(f, ) - by

§. 4.
Es seien f;, f, und f, drei biniire eubische Formen
L 8 =0l
Ji = 0y 240, T° - @, Tty

Sy = by + b, L+ b, x + by

— ¢ 3 2 ) »
Jo = G’ G T4 v+ ¢y

Die Formen X, X,, X, sind entwickelt
x, =2 @LW—h ) fE)

oy

Il

{(Dgeg—Dgey) w® =+ (byey—Dby o) w =+ (b3cy—bycy) }
—+ {(Dy cg—Dy6,) T2 +[(Dg €Dy €3) + By, —bye)] e+ (Byoy —bycy)ly
—+ {(byey—Dy )& + (byey—0463) L= (Dy 657, ¢5)}
{(10)yg8* +(20) gy 2 = (30),3} >+ {(20)y5 82 4{(30)y5 4+ (21)g5]x 4+ (B1),} y
+ {(80),32% 4+ (81)yw + (32),38
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wo die an den runden Klammern angefiigten Indices andeuten, dass die Determinanten aus den €oéfficienten
1, /5 gebildet sind,
v _ hOAG—AWAE
L =

z—y

I

{(@y cp—ayc,) T* + (@yC—1, &)@ +-(@zc, @ ¢ y* !

(g Cy—t4y) 2 4 (@5 0y—yC5) + (€ €01 Cy) &+ (agey—a, e}y

o4

{

{(gCo—ayCa) 2~ (a5 ¢,—, Cy) % —(ay¢,—ay c3)}

{(10),, 2 4 (20) 2 -+ (30) 1+ {(20) 3 2° +[(30),5 + (21),, |& + (81) 51y

{(80)y57® +-(B1) 3 +(32)y4 - |

I

—+

x, = HDAD—AGAE)

z—y

I

{(a, by—ay b)) a®+ (ay by—a, by)x 4+ (ay by—ayby)} y?

§ (g byt by ) & 4= (et by—01y by) =+ (ay by — ay b))} + oty by — @, by) by

{ (b, —aty by) 2® 4 (g by —at, by) = (03 by — ay 1)}

(10),, 7%+ (20),, 2 -+ (30);5 } y* + {(20), #* + [(80);, + (21)y, J& + (3L),p i

{
= {(30),52° 4 (81), # + (82),, } -

= 1e

1

Bildet man die Resnltante von X, und f;, so ldsst sich dieselbe bekanntlich auf folgende Form bringen
RX, fo) =—D4A, +4,,

wo [) die Diseriminante von X, ist, 4 und A, die simultanen Invarianten von X, und 7, sind. Die Diserimi-
nante D ist in gesehlossener [Porm
B 2(A00 Bl.‘i) (AOI BZI})

(AOI B23) 2 (‘AOZ 1333)

D

wenn man
R . 2
(A il ==y S o
e 2
(dy; Byg) = g+ oy T+oy, @

§dgy Byg) = tyg + oty T+ oy, 2

setzt und «; die zweigliedrigen Determinanten bedeuten lisst. Entwiekeln wir die Determinante D, so
haben wir
D = 4{(10)2* + (20) 2+ (30)} {(30) z* + (81)x + (32)}
< {(20)a? +[(80)+(21)]z +(31)} *
=4 {(10) (30)— (20)} x*+{4(10) (31)+2(30) (20)—2(20) 21)}*
+ {4(10) (32)+3(30)* +-2(20) (31)—(21)*—2(30) (21)}*
—+ {#(20) (32)+2(31) (30)—2(21) (B31)}x+ {(30) (32)—(31)*}.

Nach dem oben entwickelten Principe hiitten wir also eine simultane biquadratische Covariante fiir das if
System zweier cubisehen Formen, was bekanntlieh nicht der Fall ist, da zwei enbischie Formen nur cine
biquadratische Covariante, niimlich ihre IPunetionaldeterminante, besitzen. Wir miissen daraus schliessen,
dass D sich dureh schon bekannte Formen ausdriicken lisst, dies ist aber in der That der Fall, wie man sich
dnrel eine kleine Reehnung leieht iherzeugt. Is ist niimlich

BJ = (01)2* +2(02).y + [3(03) + (12)]ay® + 2 (13) a'x, + (23) 4,
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wo J die Punctionaldeterminante der Formen f, und f, ist, und dic zweiten Ableitungens derselben sind
92.] | Y
T 6(01)ax?+6(02) xy + [3(03) + (12)]y
02J
00y

2
gy{= [3(03) - (12)]2 -+ 6 (13) &y -+ 6.(23) 5%

e

[\

— 3(02)* + 2[3(03) -+ (12)]ay + B(13)?

[N

N W

Bilden wir nun dic Hesse’sche Determinante von J und bezeichnensdieselbe mit [(J), so ist
4” J) 1 6(01)x* + 6 (02) ay +-[3(03) 4+ (12)Jy%, 3(02) r*42[3(03) + (12)]ry +-3 (13) y*|
= {e — .
9 3(02) 2?4+ 2[3(03) 4+ (12)]y +3(13) y%, |3(03)s+ (12)]«? + 6 (18)ey -+ 6 (23)y*
_16(01)3(02) ‘x‘*+{ 6 (01) 2[3 (03)+ (12)] 1 6(’()2) 3(02) l} oy |

3(02) 3(03) +(12) 3(02)6(13) 2(3(03)-+(12)] [3(03) +(12)] |
§ 6(01)3(13) '+ 16(02) 2(3(03) +»(]2')]|+ [3(03) +(12)] 3(02) } 22
3002)6(23)| | 2|3(03) +(12)] 6(13) | 8@3) [3(03)+ (12)]
6(02) 3(13) +‘ [3(03) +(12)] 2[3¢03) + (12)] % L ‘[3 (03)-+(12)] 3 (13) | o

J
"1 2(3(08)+(12) 623)| | 3(13) 6{13) 3(13) 6(29)

= 9[2(02) (03)~+ 2(01) (12)—(02)%]x*F9[4(01) (13)—2(02) (03)—2(02) (12)]2*y
+ 9[4(01) (23)+2(02) (13)—3(03)2=-2(03) (12)— 1 (12)%]+2y?
+9[4(02) (23)— 2(12) (13)—2(08) (13)]xy® +9(2(03) (28)+2(12) (23)—(13)*]y™

Setzt man y = 1, dividirt dureh 9 und addivt zu z T1(J) das Product 2.°J, wo P’ die cinfachste simul-

81
tane Invariante zweier cubischen Formen ist

P=(03)~4(12),

g0 findet man den obigen Ausdruck ftiv D, so dass wir haben:
4 ;
D = o H(J)+2P.J.
81
Es stimmt also mit demdben entwickelten Prineipe, nach welehem D eine Covariante scin muss.

§ 4.

Dic Invarianten A, und A4,, welehe nebst D in der Resunltante von zwel Formen zweiter und dritter
(1] 1
Ordnung vorkommew, liefern nach dem obigen Principe Covarianten des Systems dreier cubisehen Formen.
D ? D i

Was zuniichst 4, betrifft, so ist bekanntlich, wenn f; und ¢ zwel Formeu resp. vou der dritten nud zweiten
Ordnnung siwd,

Ji = ay@®+Ba, 2Py +Ba,xy® + agyP = ol = b}
=, +2xq,x Y+ oyt =al=2p%
A, = (ab)¥(aa) (ba)
= o, (ty Oy —aF)—at, (U g — a, tg) + &, (g ty—a).

Und wenn wir die Formen oline Binomialeosfficienten sehirciben, wie wir es fast iiberall in dieser Unter-
suchung thuu, so ist

VA = ay(Bay wy— af)—La (Detyay—a, a,) + o, (g, — af).
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Setzt man an Stelle der « resp. die Coéfficienten der Formen

x, =2@AO—AGLE)

Y—x
¥ _hOLO—AGSE
2 y—x
x, =H@OAW S WHE)
y—x

so erhiilt man simultane Covarianten der drei enbischen Formen, fiir die wir, da sie dic zweiten {"berselie-
bungen der X, iber die Hesse’sche Determinante von f; sind, die Bezeichnungen (X, 11, %, (X, H,)*, (X, H,)*
withlen. Entwickelt sind sie
(X &) ={(%a % .———(1/;'\ (€, by— ¢y b)) —3 (Yt ay—ay a,) (¢, byc,by)—+
+(Ba,ay, —day) (c30y—-c,b3)} x?
+{(Bay ag—a3) (e by— cyb,) —3(9 e, tg—ay ag)[ec; by — ¢, by) +
A+ (e by — ¢, b)) |--(B agay— @) (30, —¢, by)} e
~+{(Bay a,— a?) (cgby—¢, by) —3(9ayay— a§ ay) (c3b, —c, by) +
- (Baya, —a?) (c30,~LFeyby)}
(X, H)? = {(Ba, ay—al) (c,a,—c,tq)— (9 a8y — @, ay) (¢ytg— £,0,) +
+ (Bayt,—a?) (@& a,—cya,)}x?
+ {(Bay ag—a3) (65— Coty)— N a, tg— a; ay)[(cq g — €4 t3) +
—+(cy @y — o)+ (Bayay —a?) (caa,—cya;)lx
+{(Ba 03 —a3) (c3by—¢ o — 5 (9@ oy —a, ay) (cydy —cy ay)+
+ (3, —a3) (638, —0, )}
(X, H))* ={(3a, 0,—a3) (a, bs—y by )3 atgay—a; ay) (@, by—ayb,)
(B aya,—a}) (ayby——a,by)}x?
+{(Ba, ag— a2) §a, by— a,by) — 2(Yayaz—a, a))(azby—a, by) -
~+ (4 by —ay by)| + (B aya, —at) (a3 —ayby)}x
+ (3 a, ay—="a}) (agby—a,b,)—3(9a,0,—a,a,) (a0, —a, by)—+
+(Baya,—a?) (azb,—a,by)}.
Uberschiebt man die Hesse’sche Covariante der Form £, iiber die Formen X, X, und X,, so erhiilt
man folgende drei Covarignten:
(X, Hy)* =48, 03— by) (¢ by— coby) — {9y by—0y by) (¢ by— ¢, by) +
~+ (30 by — 1) (c3by—coby)}o*
4+ {(By by —b5) (6 by— 6,0,) — (9D, b3 — by By)[(¢5 by—Co b3) +
~+ (¢ by—c; by)] =+ (3 by ,—17) (cgby—ey by)}

+ {30y by —13) (e3by—¢03)—5(byby—yby) (63 by — ¢, by) +
~+(Bby b, —b}) (c30,—¢,0y)}
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(X, F,)* ={(B8b,by—12) (¢, a4y —cyrg)—1(9byby —bb,) (¢ y—¢yty) +
+ (8o 0, — %) (czay—cyag)}a?
+§(Bby by —12) (g @y— cytty)— (9D by — b, b)) (c5 ag— cya3) £
= (Cptty—0; @)+ (804 by —17) (cga,—c, ad{x
+§(8Dy by —b2) (5 g— cyt)— 5(90y by — by b,) (¢5 ay—c,ty) +
(30, by—07) (305 —0, a5)}
(X, H)? = §(30,by—B2) (ayby— ayby) — H(9B, by — by by) (1, b-a, b,) ~+
~+(30,0,—b3) (azby—a, by)}x?
+§(B0, by 02 (g by— ,by) —3(9Dy by — Dy by )Nt by — 11, by) +
+ (ty by—, D)+ (3 by b,—B2) (a3 b,—at, by)b
= {(Bby by -—b3) (@30y— atgby)—5(9by by — by by) (by — a; by)
“+(30,0,—0%) (azb,—a5 b))} .
Ebenso liefern die Ubersehiebungen der Messe’sehen Covariante von f, tber die Formen X, X, und X,
folgende Covarianten:

(X, ) ={(B e, c;—3) (¢ byg— €y b)—E(F ¢y c3— ¢ &) (€ by—cyby) +
+(Beyey — P (e3by — o b)) 2®
1B ey eg— ) (e byg—€,0)8HV ey ey — ¢, &) (5 by— ¢y by)
+ (6 by ¢, by)] 4+ (Beyey— ) (630, —¢, by)lw
+{(B e, ey-—e2) (e3by—&0)—HVeges—c, 6) (cy by—¢, by)
+ (&g, —3) (630, — 0,040}
(X2 ={(3 e, e5—3) (e, — o) —5(Feyes—ey ¢) (e tty—eya,) +
S (Beye,—0c}) (cyay—cya,)}a?
+{(B ey eg— DSy tg— o ty) —5(V g g — ¢4 )65 @y — ¢y ) -+
= (Cy g — ¢y @)+ (Beye,—¢3) (ca,—c an)b
1By =) (e g o) — 5 (g c3— ¢y ¢) (65 4y — ¢ )+
+ (B ey —€}) (C3ay— ¢, ay)}
(X, H)? ={(3%, c— ) (0yby—a, b)) —5(Deyea— ¢, ¢,) (a3 0y— ay b))+
“+(Bey o —6Y) (a6, — ayby)} z?
4 (B ey cg—f) (ayby— b)) —H ¢,y ey — ¢, ¢,)(ag by— g by) +
~+ (ty by—aty b))+ (Bye,— ) (b, —a, b))}
+ (B ¢ c3— €}) (agby—tyby) —3(Fcyca— ¢, ) (A0, — @, b))+
= (8ecye,—=0}) (ab,—u,b,)}.
Wir stelfen des Folgenden wegen die nenn Covarianten in einem Sehema zusammen
HC. 0 -L M w . Bl
(X, 1), (X, 1), (X, I, 1)
(X L% (X I, (X Hg)*

(5).

Alle im Sehema des vorigen Paragraphen enthaltenen Covarianten, mit Ausnahme derjenigen, welehe
in der Diagonalreilie von links oben nach reehts unten sieh befinden, sind Covarianten von zwei cnbisehen
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Formen und miissen sieh, da zwei kubische Formeu keine solehen Covarianten besitzen, in sehgn bekanute
Formen zerlegen lassen. Dies ist in der That der Fall. Erinnert man sich niimlieh an dic Ausdaiicke fiiv die
zweiten Ableitungen der Jacobi’sehen Covarianten.

)
:x{ — 6(01)20—+ 6(02)ay - {3(03)-(12)} 42
Lt = 3(02)*r4-2{3(03) -+ (12)}ey + 3(13)*
3 dy ' J . '
EN Al : ] 9a
2 ={3(03) +(12)} x® 4+ 6(13)y + 6 (23 )y*

80 kann man dieselben vermige der Relation
3P = 3(03)—(12) {

woraus
(12) = 3(03)—3 P

folgt, folgendermassen sehreiben:

2
2'] = 6(01)r?+6(02)xy + 6(03)y>*—8Py*
x l}
i
9%/ (ON 11 8 19 o 2 >
— = 3(02)x!'+ 3{(03) + (12)} rys- 3 (13)y* + Pury
axay / \ . \
9%J i y : 2
T 6(03)r®—3Px*+ 6 (13 )y + 6(23)y*
Bildet wan nun die zweiten Uberschiebnngen der Jacobi’sehen Covarianten iiber die Hesse’sehen H

Covarianten, so ergeben sich folgende I'ormeln:

(X, H,))? = (Jpg H,)2—3PH,, (X, H,)* = (J,, H,)*—3P1,
(X, H,)2 = (] =3P, (X, )t = (J,, 1L —3 P,
(X, H)? = (J,, H)'=<SBPH,, (X, H,)* = (J;s Hy)*—3P 1.

Die Determinante von je dreien dieser peun Covarianten bildet eine Invariante 12ten Grades, so dass wir
84 solehe simultaner Tnvarianten besitzeny von denen die folgenden drei sieh in niedere Invarianten zerlegen
lassen. Bezeichnen wir die Coéfficientensvon /f,, H,, I, resp. mit

'AJ ) ‘Ai ’ ‘A‘2
Bl ? BZ ? B3
Cl ) 02 > 03

s0 lauten die Determinanten der in den Horizontalreilien stehenden Formen

TR . (20)2;'*"110(%0)2?? Ay(20)y; =5 4,[(30)y5+(12)] -+ Ag(31 )ss, Ay (30} —54, ()5 +-4,(32),,
D, = |B,(10),,— § B, (20);8+ B,(80),3, B,(20),, —1 B,[(30),3-+(12)y3]+B,(31)gs, ]32(30)23——;1}1k51\23—|~130132)23
l("z(]mzz 20, (2 0)21_'_(0(“0\ Cy(20)g— 1(1 1[(30),5-(12)55]-+ Co(81 gy G383 O 1IN OB,
,Az(l())m———gfil(20)13—!—‘40( 30,3, 4,(20),3—£4,[(30),,~+(21) 3]+ 4(31)y,, 4 2303 —F  (B1),,+4,(32),, '
Dy=|B,(10),;— £B,(20),3+1,(30),54, B,(20),; — £ B,[(30), 3=+ (21)4 ]+ Bo(31)y5, B 2(30),,—+ (\31i\13—|—B0(32)1?
;(72(10)13—%(’1(20)13_'_00(;30)13) Cy(20) 34 C;[(30),3+ 215l Cy(81)y3, C(30),3— 3C(31),,+Cy(32);3
|4,(10),, —1+.4,(20),,+4,(30),,5, 4,(20), -—1.4,[(30),,-+(21);,]+4y(31),,, 4,(30), »—y (81),,+A4,32), i
3 (BL)+By(32),,
(B, C(32),,

1

[
D= By(10),,—1B,(20),,-+B4(30),,, B,(20),,—LB,[(30)y+(21)p|--B,(81),,, By(30),, —
02(10)12—2(1(20‘12_'_(}0\? )127 2\20) 1 [ J

(30)12_'_(2] 12 _'_(Yo(\?’l)w; ‘2("() 1200 17

1
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Diese Determinanten lassen sich offenbar folzendermassen zerlegen:

(4, 03—a?), (agay—a,ay), (a,0,—a2)| | (10),; —1 (200, A
1)1 — (b1 b:s _/’;.)) (bo ,'B_bi bz)) (bobz_bf) (2())2:; "%[(30)23 +'(21)23) (31)23

(6 c3—63), (603 €1 65), (6 ¢g—¢}) | (80)y —3 (B1)y » (82)y,

| (0, az—a3), (aga,—a,a,), (aya,—a?)| | (10),, —4&(20),4 , (30),5
Dy = (by by—03), (D by—10,05), (boby—07)| | (20)3 —3{(BYa—+ (215 (Bl)ys

(6167 &)y (%= 6l Go%—2) | | BWye — Blhs y (82)43

(@Pay —a3), (ayay—ayay), (gya,—a)| | (10), —g(20), y (30)4,
Dy =1 (b b3 —03), (byby—Dyby), (ByDy—17) (20), =31(80), +(21),, (1)

(o 65 —03), (63— 1¢16), (66 —1)) (B0)p8"—5 (31)yy y (B2 |,

wo der erste allen gemcinschaftliehe Factor dic aus den drei Hesse’schen Covarianten gebildete Determi-
nante ist und die zweiten Factoren die Resultanten R(f, £,), B{f, f;) und R(f, f,) sind.

Ob sich nicht cinige von den tibrigen 81 Invarianten 12tén Grades in nicdere Invarianten zerlegen lassen
konute ich bis jetzt nicht crmitteln.

8. 6.
Setzt man

Xy = 9, ()8 + 9, () y = 95(7)

X, = 4 (D + 1, (x)g/—i— by()
X, = y{0)y* + 1, (@) y + 14() |

s0 1st dic Determinante
9, (@), 9,(%), 93(2)|

x =, (‘L); "xbz(x)i ’1”2(‘”)
A1 (@7 Xa (x), 72(@

eine Form 6ter Ordnung und 6ten Grades. Es soll nun bewiesen werden, dass = eine Covariante des Systems

der drei cubischen Formen ist. Wir bilden zn diesem Zwecke die Determinante der 6 quadratischen Cova-
rianten

(X, 1)}, (X, I0)%, (X IL)?

01276 = (X I, )z (X [{2)2} (X Ijz)z

(R A3 T )Ry (XplL)*

welche offenbar eine Clovariante ist. Nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten ist aber

(X H)E, &, H)z (X, 11,)* (0 ty—a3), (dgay~—a,dy), (aga,—07) 94 () 9o () 95() |

(X IL)* (X, )%, (X, A, 2)* =1 (by b3 —103), (b by—byDy), (b, b (0) 4 () 4 (2)
(X L)%, (X, 1y)*, (X, 1, )z‘ (e c— )y (e 63 —€16), (646 —0) | ! X (@) 22 (%) x5 (@)
|
daraus folgt,>dass = cine Covariante des Systems ist.

Bildetnian die Invarianten 4, fiir die folgenden Systeme von je zwei Formen
X Jvy X oy Xy I
KXo J13 Xy Jos Koy
Xy o 1 BRTS | X o

so crhiilt man neun Covarianten von der 6ten Ordnung und 8ten Grades, von dencn wir cine ausgercchnet
angeben wollen :




Uber cin Princip zur Eraeugung von Covarianten. 561

A
a3 (30)3—6aya, (30)*(20)+(a;] +-2 , @,) (30)*(10) - («2 -+ 2 a, u,) (10)2 (30) —
2(ay ay + D5 ay a,)(10)(30)(20)—8a a, (21)% +-4 (@, a, + 2:2)(10)(20)*— !
6 a, a,(20)(10)*+4 (a, @, + 2 a3) (30)(20)*+- a2 (10)3
23 IR
3a2(3012(31)— 6 a, a, {(30)+(30)%(21) - 2(30)(31)(20)} -
(0 20, a, ({(50), (20) 4= 2(30)(31) (10)} 4 (af + 2, ay) {( 1002(31) -2 (10)(20)(30)} —
2(ay a5 +5a, a,)§(30)(20)*+ (31)(10)(20)+ (30)*(10) =+ (30)(10) (21)} — 1
24 4, a, §(20)(30) +(20)%(21)} + 4 (a, a4y + 2a3) §(20)° +- 2(10)(20) (30) 4£2(10)(20) (21)} —
Batyct, Y(10)2(30)=(10)%(21) +2(20)3(10)} ~4{uyt,-+-202) {(20)2(31)+2(30)2 20) - 2(30) (20) (21)} +

3 a2 (10)%(20)
@y X

342 {(30) (31)2+(30)2(32)} —B a, a1, {(B1)%(20)-+2(30)(32) (20)& 3 (30)? (31) +-2(30) (31) (21)} ~+

(a2 42, a,) {2(30) (32) (10) 4 2(30) (31)(20) -+ (30)8 + (B1)E(10)} -+ |

(a2 +2 0, ;) {(20)*(50) -+ 2(10) (30)2 + 2(10) (20) (31) -+ (F0)*(32)}
— 2(ay ay+Day a,) {(31)(20)*+-2(30)%(20) -+ (32) (10) (203=+2(31)(10)(30)+(31) (10) (21)~+(530) (20)(21)
—24a,a,{(20)(30)*+ 2(20)(30) (21)+ (20)(21)* + (80*(31)}
! + 4(ay ay +2a3) {(10)(30)* 4+ 2(10)(30)(21) + (10)£21)* ~+ 2(20)*(30) -+ 2 (20)*(21) +- (30) (20)*
—+2(10) (20)(31)} — Gy ay {(20) +-4 (20)(10) (303+ 2(20) (10)(21)
~+(31) (10)*} -4 (a0, - 2a}) {(30)® + 2(30)*(2F) + (30) (21)* +
—+ (31)(20) (21) +(32)(20)* + 4(30) (20) (31)§+ 3 a2 {(10)(20)*+ (10)*(30)}
s 2
at{(31)3+-6(30)(31) (32)—6aya, {2(319(32)(20) + 2 (30)*(32) +-(30) (31)* + 2(30) (32)(21)
-+(21)(31)%+ 2(30)(31)%} + (et + 2 a4 ?12) {2(31)(32)(10) 4 (31)*(20) +2(30) (52)(20)
+2(30)*(31)} + (e} + 2, ay) {2(2Q9(30)% -+ 2 (10)(20) (81) + (20)*(31) + 2(10)(20) (32)}
— 9 (g ty -+ Bty a) §(32) (20)2+ (B0 4 (30)2(21) 4 (32) (10) (30) -+ (32) (10)(21)
+2(31)(30) (20) -+ (31)*(10) 4+s(31) (20) (21)}
— 8y a4, {(30)3 -3 (30)*(21) & 3 (30)(21)% + (21)3+- 6(20)(31) (30)+6(20)(31)(21)}
44 (a, ag-+2a2) §2(10) (319(30) + 2(10)(31)(21) + 4(20)(30) (21) 4+ (20)(21)*
+2(20)*(31) +- 2(20)*(31) + 3 (20)(30)*} — G a, «y {3 (20)*(30) =+ (20)*(21)+
2(10)(30)*+ 2(10) (30 (21) -2 (31) (10) (20)} + 4 (uy a, -+ 2a%) { 2(80)2(31) + 2(30)(31)(21)
+ (82) (20)(30) +(32)(20) (21) +(31)(30)* +- 2 (31)(30)(21) = (31) (21)? + 2 (31)*(20)?}
a2 {(20)* - 6{10) (20)(30)}

iy X !
3ap {(30)(32)* + (31)*(32)— 6 ay, {(32)*(20) +-4(30)(31)(82) + 2(31)(32) (21)
+ (L)% (a2 2ay ) {(32)*(10) + 2 (31) (32) (20) -+ 2(B0)*(32) 4 (31)2(30)} -+
(05 + 20, ¢,) {(30)° + (20)*(32) + 2 (20) (30) (31) - 2(10) (30) (32)} ;
—2(ay 0y +Bay ) {2(32)(30) (20) -+ (32) (20)(21) +(31) (30)% +(31) (30) (21) ~+ (32) (10)(31)
(31)%(20) +(30)*(31)} — 24 a, a, {(20) (31)% 4~ (31) (30)% + 2 (31)(30) (21) - (31)(21)%}

Denkschriften der mulhem.-naturw. Gl. XLVI.Bd. Abhandlungen von Nichlmitgliedern. vy
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+ 4 (a, ay-+2a2) {(10)(31)2+ (30)% +- 2(30)*(21) +(30)(21)% +4(20) (1) (30) +2(20) (31) (21)}

— 6a, a, {(20)*(31) -+ 3(30)*(20) +2(30)(20)(21) +2(31)(10)(30)}

~+ 4 (ay a, + 2 0%) {3 (31)?(30) + 2(31)2 (21) =+ (32)(30) 2+ 2(82) (30) (21) +-(32) (21)*

2(32)(20)(31)} + 3 a2 {(10)(30)2~+ (20)2 (30)}

By TR

+3a2(31)(32)2—6 4y a, {(31)2(32) + (82)%(30) 4+ (32)2(21)}

(@ +2 4, ay) {(32)2(20) 42 (30) (31) (32)} + (@ + 2, a;) {(30)* (31 )+2(20)(30)(32)}

—2(uyay+DBa, ay){(32)(30)2+ (52)(30)(21) 4 (32) (20) (B1) +£31)*(30)}

240, a, {(31)2(30) 4 (31)2(21)} -4 (e, uy + 2a2) {(20)(31)2+ 2(30)2(31)~+ 2(30)(31)((21)}

— Gaya, {(30)3 4 (30)2(21) + (31) (30)(20)} + 4 (a, @, + 25 (31)* + 2(32) (31) (30) +

2(32)(31) (21)} +34a%(30)%(20)

)
w2 (32)3—6a, a, (32)2(31) 4+ (0 + 20, a,) (32)? (30) = (a + 2“’1 a,) (30)2(32)
—2(ay ay =D ey a,) (32)(30)(31) — Bay a, (31)2 + £(u, a, +2a2) (31)%(30)
6 ay ity (30)2(31) + 4 (g, + 2 a)) (31)2(32) 402 (30)% —
Es ist evident, dass alle Covarianten dieser Art, mit Ausnalime derjenigen, welehe aus den Paaren von
Formen, die in der Diogonale des Schemas I<sich befinden, gebildet sind, sich auf niedere Covarianten ‘

zuriickzichen lassen, da bekanntlich fir zwei ¢ubische Formen keine solche Covarianten existiren. ITudess ist

mir dic wirkliche Zerleguug dicser Covarianten bis jetzt nieht gelungen.

§ 7.
Wenn f,, f,, f; drei cubisehe Formen in homogener Form sind, also

¥ NS 3 X - & 2 3
Sy = o T =0, X2, -3 0, T, & -0, T,

== 3 g 2 u 2 3
Jo =025+ 3b 2w, + 3 byx, } 4 by 1)

s V.53 2 ¢ 2 P
Ji= T3 xiw, +3 ¢ 5+ ¢, 7,

und man die drei Jacohbischen Covarianten bildet:

2 ;s 2 2 92 5

L) = Qo &y 20, 1w, + apl, @ 22 +-2 0P, 3, + agaf |

o ) 5 2 2

boXy +2b, o, x, + by a2, b, a2 +2 byx, 3, + by}

! 2 y 2 2 2

57, Ay 2% + 2 a, x, 1, 4 a, a2, @ $‘+2a2$1$2+(13.7)2|
AR —’

2 7 2 2 X : 2

6o T 2 ¢, By W 4= G 02, ¢ 2F 2 0y 7y -

2 : TN P v 2
@y +-2 b, @, + by %, by xd+2 by, xyw, + Z)3x2‘

'/(fzfa) =|b0 :

2 2 2 2
| Co®1+2 6,2, %, G2, ¢, B2+ 2 ¢, x 2y + 75

und von diesen wiederum dic Jacobi’sehen Covarianten

BTGAR) TGAY I MUY RIS S
| B, oz, oz, oz, | { o, ar, |
= | 9 o == 4 By T Y=g P
W lasg gl T s M 1 T st 1 1)

Wbt ox, | o, 9, i85 0, o,
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0 1st nach einem bekannten Satze

‘;’1 =-M'f1
%:Mfz
12 =Mf37

wo M eine Combinante der drei eubisehen Formen ist und folgende Gestalt hat

Qo) Oy Tgy Oy Ty 0y Ty y Gy Ty~ T, |
M= |byx,+ b2, bya;+ bz, b0, +b,x,

.

Coiy = Cq Ty Gy g~ Cyllyy Cyly ~ Cyy |

Wendet man anf diese Form die bei der Canoniziante der Form Hter Qrdnung angewendete Methode an,
so erhdlt man fiir A/ die intercssante Form

3 2, 29 g BN
x, —aiw,, vyxy, —
% @ ) @3 3
R e e
0 1 2 3 l
| G Co O3

Die [dentitiit dieser Form mit der vovigen ergibt sich selir leieht durch das Multiplicationsgesetz der Deter-
minanten. Man hat niimlich

3, e 2 Mg 3]
i =5l i el Sy

P00, Ol 1 Lo 0 0 0
Oy |y iy (ly £, 1, 0 0 e 0, @y, 0%y, 63T ~=0Ty, & ~dyT,
by b, b, by OR% 1,0 0, byx,~+=bymy; byw ~+bym,, byo, +bym,
(0 & @ Cq DA 2, )

O, ity €%y, €Ty CTy, CT ~- 3k,
wind, wenn man beiderseits durch »3 dividirt, die fragliche Identitit.

In Folge cines bekannten Satzes, naclyweleben die Jacobi’schen Covarianten, wenn f,, /, und f; fiir
einen und denselben Werth versehwindew; diesen Werth zur Doppelwurzel haben, muss aueh M fiir diesen
Werth verschwinden. Es muss daher injdiesem IFalle die Determinante

It 1)
ty 3a, 3a, a,
b, 3b1 302 b,

¢, 2A3%, a

I ==

wo A, A, A4,, A, die Cotificienten der Form M sind, identiseh verschwinden. Teh will nun nachweisen,

dass diese Determinante jmmer versebwindet, . . dass zwischen der Form M und den Formen f;, f,, f; dic
[dentitéit besteht:

N M= 3y fy 3y fy X fo L2 O)

WO [
i | ! ! |
th y (g A A A A4, A, 4,1 lAl NS
—3 | — —|3D. 3 R > S — _12a ®
7\0 - 9 Z)1 Z)2 b3 s )\1 = | ')bl & Z)2 Z)3 9 )\2 = | ‘)“1 «)(12 613 y AJ — -)((10(12a3'
’ il e 2 I s
| €16 C3 _561"0263| 501»562’;3|

| 80,3, by,

s ist nimlich, wic cine kleine Reehnung zeigt,

vy *
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- >‘1f1_7‘2f2—‘)‘3.f:";
ol

= {3 A, [ (b, cg— b, ¢3) g — (a1 ¢y —a30))by (it by — 15 b, )¢y | =3 A, [(D; e5— by ¢, Yty — (0 ;805 ¢, Yog—+(ay by— a3 b, ey}
+ 9.4, [ (by 6y — by 0y) ay—(ay ¢ —aty ) by~ (o by —ay by ) ¢y 1} o}
= {9 Ay [(Dg 03— b5 65) 0y — (g 03— 015 ¢) by~ (a by— 3 by ) ¢, |9 AR [(Dy c3— by ¢, Yoty —Elty cy— ety ¢, )by (0 by—a3 b,)ey |
+2T Ay [(by ¢y —by ¢,) ay— () cy—ttge) by + (@, by—at, b)) ¢, |} Xz,
{94, [(by 6a—D305) ty— (g 0ty ) by~ (atg by— 0t b)) €y }— Ay [ (b 03— ¢, ) — (e ¢y —atge Yo, +(t by—azD,)c,]

2T A, [(by 0y —by ¢) Ay — (g g — 1 ¢) by + (4, by— a1y by) Gy |} o, oy -

{34, [(Dy ey — by ) ay— (g cy— 0ty ¢) by == (g by~ g by) ] — Ay [(Dy 3—By ¢ Yty —(y cq— ety Yoy =4(t) by—aaz by )y
1= {9 Ay () ¢, — by o)ty — (0 6,—ty 6) by - (g by— g b)) ]}

=94, A i+ 94, Ak, + 9 A, Ay w i+ 9 A, A, .5

= A, M.

¥

Es ist bekannt, dass, wenn f, +2 f, cinen vollgtindigen Cubns eines linearen Ausdrucks darstellt,
dieser in der Jacobi’schen Covariante gnadratisech vorkommt. Die Bedingung dafiir ist bekanntlich das Ver-

schwinden der Invariante

| |
dott by | 10olg0, | | @ga b |0,0,
- | | 7
Sy =1 ayayby | | IR, ety |—| @y, by | | by Dy 00, |
ey &y Uy, || S0, U iy ! thy dhy by | ) B, by
Wenn nun auch
Si+2% 0,
ein Cubus sein soll, so muss auch die Inyariante verschwinden
T e :
|t @y ¢, | oty woty o | | oy ag
8, =2 gt ¢ |16 Gy [—| @ a1, (e i
Uy lyCy | | Cy Oy tly ity g | (R0l |

Stellen
A= 1 i geSeof

denselben Cubus dar, so stellt auch
Jo 21y
f1 +>‘1fz = A (- ,a):;
Ji+2 fy = B(a—a)?,

denselben Cubus dar, denn ist

50 folgt durch Subfraction
A A—DB
MSe—h = fr— f'f:; T ( 3 ) (w—a)?.
1 1

Un die Bedingung zu finden, unter welcher
Si+N1,
f2 i AZ]J
So+2315

den Cubus desselben linearen Ausdruckes darstellen, setzen wir wiederum

Ji+ASy= A(x—“)g
t Ao fy = B(r—a)™.
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Multiplicirt man dic erste dieser Gleichungen mit B und die zweite mit 4 und subtrahirt, so folgt
B(fi+Wfo) — Ay 2f5)
= (B—A)fi+ B f,—A)\f, =0.
Setzt man
B =8, ), — B S\l e=T
so folgt, dass in diesem Falle eine linearc Relation zwischen den drei Formen bestelien muss,

Af,+Bf,+TIf;=0.

' Ans dieser Relation folgen folgende Gleichungen:
@y A+byB—+c,I'=0
g A+b B+ 1'=0
a, A+b;B+c,I'=0
Gy A+ by BT =0,

d. h,, in diesem Falle miissen alle Determinanten des Reehteekes

‘([0 @y a, Qg

by by, by by

versehwinden.
Beachtet man, dass diese Determinanten die Coéfficienten der Combinante M sind, so folgt, dass die

erhaltene Bedingung gleichbedeutend damit ist, dass in diesem Falle die Covariante M identisch verschwindet,
Dies ist cin specieller Fall cines allgemeinen von Herrn Paseh bewiesenen Theorems. Setzt man niunlich :

k| |IrI 1 |IrI g I."'|

TR TR S T

gr =1 Iy Ai—d .n'; Ll fy

‘I:I|.'_" 18, re) 1E‘lr o ;.'.I'h J =1)(f1 fzfz' - 'fl))
| - *

| _"_.f'. gt g i1 ¢

O T /N e Y 7
} ary l?.l.t..l_r o] 4 |

so lautet dasselbe:
yDas identisehe Verschwindén der Determinante D(f, f,.-. /,) von ) biniren Formen mten Grades ist
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass dic siimmtlichen Determinanten aus dem Systeme

). it )
af e . . al I
(2) 4@ 2
af) a® ... al

b OOk b 0
LW i 1 "

verschwinden; mit anderen Worten, dic Bedingung fiir die Existenz ciner lincaren homogenen Relation mit

constanten Coéfficienten zwischen den Formen f,, f,... .4
Wir wissen, dass, wenn S, und S, identiseh versehwinden, nothwendig anel die Covariante M identiseh

versehwinden muss, damit die drei Formen

Si 2 Sy
Si %/,
So 215
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denselben Cubus darstellen. Es gentigen aber umgekehrt die Bedingungen
M=0 § =0,
um zn wissen, dass jene Binome denselben Cubus darstellen. Bestcheu nidmlich di¢” Gleichnngen
fi+DBf+1f,=0
Si+hfy = A(r—a)®,
so erhélt man aus denselben dureh Subtraction

(B/_)‘z)fz+1‘/f3 w _A<x_°‘)3
oder
l\/ = A b
f2'+ B'—7&1f3——_ g )1 (x_ 'a) ’

es ist somit auch das zweite Binom und nach dem obigen auch das dritte dersclbe Cubus.

G 10,
Bildet man die Determinante der Covariante M auf@zweierlei Weise, cinmal aus der wrspritnglichen

Gestalt derselben und einmal, indem man 3/ als Aggregat der drei Formen davstellt, so erhiilt man eine inter

essante Identitit. Bedeuten
H, H , H,

die He sse’schen Determinanten der drei enbischen®Formen und setzt man

0 ‘_—'(f1fz)2_"'(fzfi)2
9, & <f1fa>2_"'(f3f1)2 '
(")l T (.fz.fz)z_"'(fgfz)za

wo (p¢)? die zweite Uberschiebung bedeutét, so ist

2 i 2
@y g Uy Ay Ay Ay Gy Oy (1/3 %y (li Ag | 2% 25 Ay Uy (4%

40 10yby by | | Dy ls by |—|by 0y by X | gy by | [bghy by |—|bglg by

Go U1 Co | | Cply Cy ) Gl Co €y Cq| |CopCy Cp Co Cp €y
S @, dy | |Gy Gy 0y Ay, ag [ dpa, a5 1)2
= )18y b, by | by Byby |—| B, s | [Bg by 0|4 =
ColrCa| |GGGy Co g Ca| |GGl

§(Ay by o)t (T )P — (A, by 0) (A, g cq) (J1@)2 - (A, by ) (A ay by) (HO,)?

— (A by ) A ay ) (A, ay by (IO~ (A, by )2 (A age (T H)E (A, by )2 (A, a, b)) (ITH,)?
— (A by g7 (A agey) (HO)* (A by ¢)* (A g ¢)* (0 0,)* (A, bycy)* (A, aycy) (A, a4, b,) (08,

(A lgy) (Ay g 03)* (O P~ (A, Dy ) (A, @ 0) (A 0y 0)(00,)2— (A by 63) (A1 0y 6,) (A, 0, ;) (O1,)*
- (Afby ) (A, ay by) (04 ST (A, by ) * (A ayc5) (A, a5 05) (00, (A by c5) (A, a, by (0, 0,)
LAy by cy)(Ay iy c)* (A 1y b)(O H P ( A, by ) (Ay 0y c)(A 1y by)* (00,44 by c)( Aty bg) (O 1,)?
S (A by ¢)* (A g ) (TP — (A by o) (A, ay by) (T, )% - (A, by ) (4, ay.03)* (A ay y) (11, 0)F
v (Ayay e (M H)E—(A, a, ¢,)* (A ay ) (J0,)2 + (A, a,c)? (A4, a, b)* (I, 1T,)? '

— (A by eg)® (Ay ay ¢) (A 1y 3) (O, H )P+ (A by ¢) (A, 4y ¢5)* (A, 6, b5) (9, @)~ (A by ) (A 1y ¢5)
(A,a,0,)3(0,0,)*

(¢t by (,:;>u

— (A @y 05)3( Ay Ay bg) (O, I )* 4+ (A, 4y c)* (A, 0, 13)* (0, 8,)— (A, ay c3) (A a5 b,)(0, 1)
~ (A by ) (Ay @y by)? (TP — (A, by ) (A g c) (A, @y by)* (1 )%~ (A, by ) (A @y by)* (1, ©,)?
(A ayc3)* (Ay ay bg)* (H, T, 2 —( A, 0, ¢) (A at D) (1, ©,)2 (4, 4y by)* (I, 11,)"} .
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8. 10.

Zum Sch'usse wollen wir einige der oben entwickelten Covarianten geometriseli intérpretiren. Die
Gleichungen

(Xf-fHL)z =0 (XkHz)z =0 (VX':Hs) =0

stellen offenbar die Bedingnugen dar, nnter denen diec Nullpunkte von X cin Punktpgar darstellen, welches

resp. zn dem Paare
I,()=0, H(j)=0, H@)=0

harmoniseh ist. Fiir jede Wurzel von (X, 1) =0 gibt also X, =0, wenn man in ilr dicse Wurzel cinsetzt,
ein zumn Punktpaare J/; = O harmonisches Paar.
Die Bedinguug, dass die Verselwindungselemente der Covarianten

(Xedl)?t, (X dp)?, (X Hy)*

in Involution stehcu, ist offenbar das Versehwinden ihrer Determingnte. Diese ist nach dem obigen cin Pro-
duct der Determinante der Hesse’sehen Covarianten mit der Resittante der betreffenden zwei Fundamental-
formen. Da nun im Falle des Versehwindens der Resnltante sowohl X als auch /7; kein Punktpaar darstellt,
weil sic identiseh verschwinden, so redueirt sich dic genannt@Bedingung daranf, dass die Determinante der
Hesse’sehien Covarianten versehwinden muss. Wir erhalten@lso das Resnltat:

Wenn die Verschwindungselemente der Covarianten

(X H))?, (X 1), (X H,)?
in Involution stehen, so stehen aneh die Nullpunkte gon
}Yl ) 112 ) H3

in Invelution nnd mmeekehrt; mit anderen Worten, weni zwisehen den Hesse'sehen Covarianten eine Rela-
te} ? b

tion besteht
aH+BH +yH,=0
50 bestchen auch die Relationen
a, X, I+ B, (X, Hy)?+ v, (X JT,)? =0

& (X, H,)*+ B, (X )%~ (X, H )2 =0
oy (Xg I1))* + By (X Hy ) + 5 (X Hy)? = 0.

Die Gleichung

91 (2) 9, (x) 95(x)
7= () ¥, () by () [ =0
%1 (®) xp () X3 (%)

driickt dic Bedingung aus, unter der dic Nullpunkte von

SO

3

in Involution stehen. = = O gibt also scchs Werthe von « an, deren jeder in den Formen X, eingesetzt die
Nullpunkte diescr zu drei Punktpaaren in Involution machen.
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Bilden wir nun die drei Covarianten mit zwei Reihen von veriinderliehen
D, (vy) = (X, H) Py + (Xi )2y y, + (X, 1)ty
D, (2y) = (X B2y~ (X H) Py, + (X L)y,
Dy (xy) == (X5 H)Py + (X5 W)y, y, + (X5 )Py,
so ist die Determinante derselben
DI, 1, H,) =
G =0 d, =0 &, =0 stellen also drei Punktpaare in Involution fiicgede Wurzel von = = 0 dar, wenn
D(H, H,1I,) nieht Null ist, und fiir jeden belichigen Werth von ., wennsD (/1 H, H,) Null ist. Wir erhalten
also das Resultat:
Wenn D (11, H, II,) versehwindet, d. h. wenn die Nullpunkte
I e 8 B =105 =0

in Tnvolution sind, so besteht die Relation

AD, (xy) + B, (ry) + LD, (2y) = ()_,

wo A, B und I' Funetion von x sind.
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