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BEITRAG

ZUK

AUSMITTLUNG DES WERTHES BESTIMMTER INTEGRALE.

VON

REINHARD MILDNER,
RKALSCHL'LPROFESSOR.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 3. JANNER 1S84.

Es sollen in Folgendem die Werthe der nachstehenden Integrale ermittelt werden

:

J= I arc cotg x^ sin (lg x') dx

und:

J' = I arc cotg .f^ cos (lg x') dx

.

^

Durch Einführung einer neuen Veränderlichen lg./; = z gehen die zwei Integrale über in:

/"4-00

J =
j e' arc cotg e^-sin hzdz"b '

und:
/M-oo

J =
j e' arc cotg e^~ cos bzdz.

^ -oo

Das erste Integral J lässt sich in eine Summe von zwei Integralen zerlegen, nämlich

:

nimmt J^ die Form an

J=i (f arc cotg e^-sinhzdz-hj e' arc cotg e^' sin bzdz= J^-hJ^
^ —OO '

wenn man die aufeinanderfolgenden Integrale mit J^ und J^ bezeichnet. Wird in J, — .? statt z gesetzt, so

- I e-- arc cotge~'^-' sin bzdz = — I f— arctge"-- j . e—' sin bzdz
'

"^

/OO /^oo

e~- sin bzdz -hl e~' arc tge'-" sin bz dz
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318 Reinhard Mildner

und da:
/CO

' sin izdz =

so folgt für J, wenn man zuvor arccotge-- im Integrale J^ durcli avctge--' ersetzt, der Ausdruck:

, /-CO /^oo

J= '-—— -t- \ e'a,Yetge~-'' siabzdz-{- j e-'arctge—-' sinbzdz. B)
2(1+^') J„ J,

Wird hier in beiden Integralen arctge---" in eine Reihe entwickelt, so hat man:

e-arctge--'sinfo(70= I (e—' — e-^^= -h -^ e-^'— ..)smbz(h.
*^

Werden die einzelnen Glieder dieser Reihe nach der bekannten Formel

I e~"sinhxdx

berechnet, so ist das obige Integral durch die unendliche Reihe bestimmt:

r.--arctge-^'sin6^cZ. =i[3^-A._I_ + __l_^^ ...]

Auf demselben Wege gelangt man zu dem Resultate:

r°° 111 1 1

j e-^ ^r^iSe-^--'üubzdz = b[^-^-
3(.7^+/,^j ^ 5(lP+6^;

~
7(15^+6'0 ^ ••]•

Dies beachtend, folgt für J der Werth

:

J__^ 1 1 1 1 1

T~~2' l^b^ ^ 3«^-i^ •d[l''^b^)
'^'

5(ll^^-i^j 7(15^-4-«>^)
"^ '

'

'

^^1111
1^-t-i^ 3(5^-)-6^) 5(9»+6^) 7 (Ib^-i-i^j

Die Glieder dieser zwei Reihen haben die allgemeine Form:

1

x[{2x±lf'^b^\

und können also in Partialbrüche zerlegt werden:

1 2 r 1 2^+1 1
]

ßX

a-[(2a;-)-l)^-f-6^J 1+i' L2^ (2a;-Hl)^-t-6"'' (2x-Hlj^-)-iM
'^'^

1 2

a;[(2a;-l)^-^6^] 1+^*'
r

^ 2x—\ l_
1 .

Dies berücksichtigend geht die Gleichung a) durch Multiplication mit —-— über in
2

11 L__ 1 fl 1 1 1 5 1__ 1 9

9*-)-i'
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Beitrag zur Ausmittlung des Wertlies bestimmter Integrale. 319

oder, wenn man beachtet:

^_1_ J^ 1_ jr

2 6
"^

10 14
"^

8

so ist:

l-t-6' . r 1 1 1 1

26
.J
_r_l 1 1__ 1 1

1 ,

[- 1 3 5 7__ 9 11
1

Es handelt sich nun um die Auswerthung der Reihen in den eckigen Klammern, und diese kann auf nach-

stehende Weise bewerkstelligt werden. Es ist bekauutermassen

:

cos X cos 2x cos 3a; cos -ix 1 k e'^'-i-e"'^

? (^? °) = TTTTä" — 92—12" "^
V-^b'' 22-h6* S^'h-ö^ 4^-1-62 26^ 26 • e*'^—

e-«

Wird hier a; durch ;;

—

x ersetzt, so hat man für die Reihe mit lauter positiven Gliedern:

cos j: cos 2a; cos 3a; cos 4a;

l^-t-i« 2^-+-h^ 3^-1-62

Es ist ferner die Summe der geraden Glieder

:

cos 2x cos 4a; cos Ga; 1 cos 2x cos 4a; cos 6a;

2^-4-6^ 42-^6^ 6^+6^ 4/ , b^ ', h^ '. b^a^+_ 2^+^ 3^^--

= -^?(—2^,|-)-

Die zwei letzten Gleichungen durch Subtraction vereinigt
,
geben

:

cosa; cos 3a; cos 5a; 1 / c, 6 \ ,
,

..

12^_i2
^

32h-6« 5^h-62

?r
_ e - ' — e

^ 2 I /i 2

und durch Differentiation der letzten Gleichung nach x erhält man alsogleich

:

sina; 3 sin 3a; 5 sin 5a; tt ß - -<-ß

12_,_i2 3^-+-6'' ö^-t-ö^ '

•••
4 •

'JL -iü ^

e ^ -i-e ^

Aus den Gleichungen §) und s) gehen durch Substitution von -c = x die Wei'the der zwei eingeklam-

merten Reihen ohne Mühe hervor. Es ist nämlich:

1 1 1 1 1 __K__ ^-^
l2_t_J2 32_^J2 52_^J2 ^ 72^J2 --

92_j_J2
••

£6 V^
' ^ --
e^ -i-e ^

12_H62 32_^?,2 52_f_J2 72^J2
-<-•••

g^ ^g
ÄK 67:
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320 Reinhard Mildner.

Diese Werthe, in Gleichung A) eingesetzt, geben für das zu berechnende Integral den Ausdruck:

i^ r°° 1

I arc cotg x' sin {b\^x)dx ^ 1 arctg— . sin (b]g x)d:

n (l-b)e^-(l^b)e~'^

1/2 (1+6^)
irt Sil

T ~ T
e -he

Aus Gleichung B) findet mau noch den Werth des Integrals:

(e^'-t-e^-^jarc tge---'' sin bxdx = J-
bn

für i = 1 erhält man die einfachen Resultate:

2(l-t-6^)

b (l—by—(l^b)e~^

1/2
ölt ön

T 2"

e -i-e

arc ctga;* sin (Iga;) dx = j
arc tg -^ . sin (Iga;) dx

1)

2)

Tze

2[e--i-e V^2

{ ^-f-e--^) arc tg e-'^ sina; dx= ^ _
2 1/0

/
2e

f i-^e-^j

3)

4)

Das zweite Integral J' kann durch Einführung einer neuen Variablen Iga; = z ähnlich wie das erste auf

die Form gebracht werden:

=.rJ = I arccotga;^cos(ilgx)(7a; = ^ \ e-- cos bz dz
«'0 ^-'o

"-/"+ I e- arc tg e~''- cos bzdz—
j

e~= arc tg e~-- cos ted^. C)

Ersetzt mau arctge-=' durch eine unendliche Reihe und entwickelt die einzelnen Integrale nach der

Formel

:

80 folgt

:

• aosbzdz-
a'^+ b'-

J-
5 19 1 13

[1 1 I 1 i 1 n

2(l + ft2) LP+6' 3 • 5^-Hi'^ 5 9^+ //^ 7 IS'+ ft^

17 1 11
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Beifrag zw' Aunmitfliinr/ des Weiihcs bestimmter Integrale.

Die Glieder der eingeklammeiteu Reihen haben die Form:

2.C+1

und lassen sich, wie folgt, in Partialbrüche zerlegen:

321

2x-\ _ 1 r_ 1 2.(,-—

1

1

a;[(2a;— 1)

2.r+l

2. — - 1-2^2 -
1

(2.r— lj^-+-ft2
^ (2.v—lY+b^ J

1 rl_2.. 2--^!
-2b-'

x[C2x~hlf+ b^\ l+iM.i.' " i2.-r-hl)^H-ft2 '

""
(2:i-hlf+ b''\-

Nach ausgeführter Zerlegung der einzelneu Theile in Partialbrüche erhält man alsogieich:

r 1
1 ]__ 1 1

1

m)

")

2 Ll'-'^-ft^ 3"

[t

1

-\-b^ S'-i-b^ b^-^b^ V^V' ]

Es sind dies dieselben Reihen, deren Werthe bereits unter X] und y.) ermittelt wurden. Man findet daher

mit Berücksichtigung dieser zwei Gleichungen nach kurzer Rechnung für das Integral J' den Ausdruck:

J = I arc cotga?* cos {h lg.-r) dx= \ arc tg— cos {h lg x)dx

[bK br.-i

(I-i-/-)e*-(-(l— ?i)e *J

5)

bv. bK\

^2(l^-6*j(eVe V

Aus Gleichung C) erhält man noch das Resultat:

I
(e'

—

e~') arc tg e~'^' cos bz dz =
]/2{i^b')

br.

{l-hb)e*-^(l-b)e
"

_1_

-He
ö)

und für i := 1 folgt noch aus 5) und 6)

arc cotg .1-^ cos (Ig.r) d.r = I arc tg —^ . cos (lg x) dx

ne

jT«--e-'-) arc tg e~-' cos

lA2(l+e-")

... ^r ^e"' _l\
^~

2iA9 '-iH-e-^ 1/2
-*

2^2

r)

8)

Ahnlich wie die Integrale Jund J' lassen sich auch noch die folgenden Integrale behandeln:

j '" x'
COS(?<lg.l')rf.J-'

Delikscliiiftt-n ilt-r mathem.-naturw. i'.\. XI.VIII. Bd. Aliliiinrllimgi-u vou Niclitmitglicdcni. qq
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322 Briiihard Mildner.

mul:

r°° 1-4- .j-2
. „, , ,

J
„

•*

Durch Substitution von Ig.r = 2 nehmen die Integrale P und 4» die Form an:

,-4-00 ,''+00

r=:l e' ig(l-t-e---)cos&2fZs Q =j e'- lg(l-)-e'---) sin bzds.

— 00 —00

Das Integral P lässt sich in zwei Theile zerlegen:

P =
I
eMg (1^-e-^^) cos bz dz -i- e- lg(l-i-e---) cos bz dz.

Wird im ersten Integral —z durch z ersetzt, so hat man dafür:

f r°° C°° 1-t-e---
I p- lg ( l_t_e-2-) cos bzdz = I e—' lg (!-+-«+=") cos bzdz=\ e—" lg—35^ cos i^-rf^

=
I
e~- lg(l-f-e~--) cos bz dz-}-2 \ze-' cos bzdz

und es zerfällt demnach P in die drei Integrale:

roa reo /^oo

P=\ e^lg(l-he-") cos foi/^H-
I

e-'lg(l-he-'-')cosfef/2:-j-2l ze--'costerfÄ. D)

Wird der Logarithmus unterm Integralzeichen durch eine Reihe ersetzt, so hat man für das erste Integral

00 /"oo
^

,

e-" lg (1-t-e---) cosi2:c/^ = I (e—' — -j- e-^- -h — ß-"— . . . ) cos bz dz

1 13 15

Desgleichen ist auch das zweite Integral durch die Reihe bestimmt:

r°° 3 15 17
J
e-^\s{l+e-^-)coBbzdz=-^,^^~j.-^^-i-j.j^^j^-...

lind für das dritte Integral ergibt sich durch Anwendung der theilweisen Integration:

r°° - 7 1

1-^'
I £e~"- C0S02d^= -r; r^r^ •

J
„

(l-^-i^)"

Die einzelnen Glieder der zwei Reihen kiinnen nach m) und n) in Pnrtialbrüche zerlegt werden, und es

folgt dann für das ursprüngliche Integral P nach kurzer Rechnung:

r°° i-t-.i
,2

,„ ^,, cos (ilg.rj </.»• = -^ -^ 9)

{l-+-b^)\e-i-+-e 2/
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Bdtmg zur Aunii/iUliiiuj (ks WerfJiea bestimmter Inte(jrale.

ferner geht aus Gleichung D) das Kesultat hervor:

323

I (e^H-e-^) lg(l-l-e-^^) cos hxdx==P—2 I

oo

xe~^' cos hxdx

l-+-6^

10)

Durch dasselbe Verfahren wie bei P kann das Integral Q durch die nachstehenden drei Integrale dar-

gestellt werden, nämlich:

e-' lg(l-t-e---') smb::dz—
j

e-- lg(l-4-e-") siüb3dz—2
j
^e—" s'mbzdz.

Die zwei ersten Integrale, durch unendliche Reihen ausgedrückt, geben:1111
E;

e-' \g{l-^e---)8mbzdz= b

e-- lg ( 1 -^-6-'^=) sin bz dz = b

l^-^b'' 2(3'^-h6*) 3(5^-h6^j 4(7^-4-6^)1111
3«H-i« 2(5*^-6^) 3 (7^-+-fc^) 3(9^+6^)

u

und das dritte Integral hat bekanntlich den Werth:

r» 2b

-I-. . .

{i^by

Durch eine Partialbruchzerlegung der einzelnen Glieder der zwei Reihen nach den Formeln ß) und yj

erhält man nach kurzer Rechnung für Q:

<?-
U

l^-hb"-
^-1-

12-+-^,2 3i^h-i ö^-i-b2_i_7.«

oder, wenn die Reihe in der Klammer summirt wird:

Q =z
j \g —^ • sin(61g;c)rfj-':

2 OTT

5n ÄK\

^2^ I
«T_^„~ TJ(l-H6'')(,e^w-c

11)

und aus Gleichung E) folgt alsogleich:

r°° 2b
( (e^—e~-^) sin 6a.' lg ( 1 -t-

e~ -') (f.r=
:j

—-j-
l-+-i^ Öt: in 12)

Durch eine ähnliche Behandlung gelangt man noch zu den nachfolgenden Resultaten:

:>-+- e--') lg (1 — e---') cos bxdx =I (&

r°° 1

I {e'— e--^) sin 6^7 lg (1—e"^) (7.i- =
:j
—ry

6^-1 &,-! 1-e*

Ih-ö^

46

2-lH-e*-

e*^—1
-

l~hb^ e^'^-Hl

13)

14)

qq
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324 Reiithaiil MiUhicr.

Im Übrigen köuucu alle lutegrale mit Ausualime der zwei letzten ans allgemeineren Resnltaten ohne

Zuliilfeuabme von uueudliclien Reihen hergeleitet werden, wenn man von dem bekannten Integrale ansgelit:

r r siu -

l-t-a?'-"^ . IHK
'

r

Dnrch tbeilweisc Integration kann das folgende Integral auf nachstehende Form gebracht werden:

r~ aretg^ ^votgxP
|

°°
p f^

cv^-^-^

Der erste Tlieil verschwindet, sobald p> /i>0 vorausgesetzt wird , und das Integral rechter Hand kann

nach obiger Formel bestimmt werden. Es ist also:

'oo
arctg.f'' , 71

~
; A

2/.smi—

—

Tc 2/i.cosjT-
2p 2p

Setzt man hier im Integral k = a-i-hi, wobei der reelle Theil positiv und p^-a sein muss, so kann die

Potenz im Nenner auf die Form gebracht werden :

und:

__- = _—- . e-'"^e^= —-r-[cos(^*lg;r)—/sin(61g.f)],
^.t+I ;J,'a+l .1,'''"*"'

und es zerfällt das vorliegende Integral nach ausgführter .Substitution in die zwei Theilc:

J'°°arctg.7-''cos(lg.c'i(7,j,- . r°°arc tg.rPsiu(lg.t-'*~)

9

a—hiTV
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Beitniij zur Ait>s,nlttliin<j des Waihes besHmniter Integrale. 325

wobei l =
I-

gesetzt wurde, und nebstdem ,.>«>0 vorausgesetzt ist. Insbesondere ergeben siel) fUr^. = 2
und a = l aus den letzten zwei Gleichungen, da hier X= J ist, die einfacheren Resultate:

arctg.<''cos(lg.r^) _ ;r [a-^h)e'-^{l—b)e~^\

a — / _ _ '~^ 17)

18)

und:

r°°arctg.r^.in(61g,r)

^^^ ^ ;. [(6-l)eT^(^,-^-l)e"^1

Durch Einführung einer neuen Variablen ,. = i gehen die beiden Integrale über in

:

r ai-ctg.r' cos {b lg j) , _ r°°
jt

"•'-•-/ arccotgy^cos(61gy)(Z^

f°° arctg.i-'sin(6 lg o.-)
, ,. _ /^

J I^
~

/ '"'c cotgy«
. sin (6 Ig^) d,j

.

welch' letztere Resultate n^it denen der Gleichung 1) und 5) übereinstimmen, wenn man die Ergebnisse der
Gleichungen 17j und 18) beachtet.

Um noch weitere allgemeinere Integrale auszuwerthen, benützen wir das Integral

:

welches durch partielle Integration in die zwei Theile zerfällt:

j.p-i'-i

dx

.

--hXP^

Wird hier, wie vorher p:=.k>0 vorausgesetzt, so geht der erste Theil in Null über, und es ist dann,wenn das Integral rechter Hand nach der Formel vom vorigen Beispiel berechnet wird:

/
'\g(l-i-XP)

, n

" «sin

—

''

P

Setzt man in Formel 19) k = a-^bi, wobei wir^;>„>0 annehmen, so zerfällt das Integral in die zwei
Integrale:

'

Ig(l+.C^)C0S (lg.i:*)
.,,. ,r°° lg(l-^.r.)sin(lg..>)

J
^

x''+'

iiiul der Ausdruck rechter Hand geht dann über in:
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32G Reiiihdi-d Mildiivr.

(a --1-60 sin (rt-t-&0- {a^-^h^)ml{a-^^hi)-

wobei P den reellen und ()/ den imaginären Theil bedeutet.

Zur Ausrechnung soll die Formel benutzt werden

:

1 (gy-t-g-») sin.-f—i(e"— e~") cos .v

sin(*--Hii/)
^^'

e^y-t-e--;'— 2cos2ü;
'

alsdiiun ergeben sich für die zwei Integrale nachstehende Werthe:

p_pill±^.cos(lg.-')«/.-= 20)

2;r|flsinftX(e»- -ng-")— ?>cosffX(e"' —ß-"-)]

{a^-^}/) (e'^»-f-c-2'>-—2 cos :^ aA)

2.-r[&sinaÄ(e»-4-e-'^)+«cos«A(e^^—e-*')]
^

wenn man zur Abkürzung

setzt, iindnebstdem

7t

p>a>0

vorausgesetzt wird.

Für p = 2 und a= 1 folgen aus den letzten zwei Gleichungen die speciellen Resultate

,.^^
. .

2n\.e' -he I

2;r

-^i-^ . cos (6 lg *)'?•'• =
(•l_^^,2)^g6.^_g-6._^_^.)

(l-H6')Vc'+e

2671

« '*' (l-h6*)ie'-i-e V

Ersetzt man in 2i2) und 23) x durch die neue Veränderliche - ,
so ergibt sich sofort:

r<x> 1 i r'°°i2"ri-i-a7*')
/ igi:!^.cos(Mg^)rf^= AL^_ico8(Mg^)d*-

lg-L .sin(/>lg2/)f/// = "^
i'

. sin (Mg.f )'/.(.-,
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Beitrag zur Äusmittlung des Weithes bestimmter Integrale. 327

übereinstimmend mit den Ergebnissen in 9) nnd 11), wenn die Wertbe der Integrale rechter Hand aus den

Gleichungen 22) und 23) entnommen werden. Um noch zu Integralen zu gelangen, von denen 2) und 6) als

specielle Fälle erscheinen, setze man in die Gleichungen 15) und 16) p = 1 und führe gleicli/eitig die neue

Veränderliche z mittelst der Gleichung x = e~' ein, so nehmen die Integrale die Form an:

„ r°°arctg.,-eos(61gx)
, f+°° ,

und

:

ge-~ cos bz dz

,
'aretg.i-' sin(&lg.r)

, T °°
x -77

Q =
I

—
^:^
—5_Z chv = I e"-" arc tg e-= sin bz dz .

Das Integral P kann in die folgenden zwei Integrale zerlegt werden

:

e"- arc tg e-= cos bzdz-\- I e"' arc tg e~-' cos bz dz = .7, -hJ^ F)

J, geht durch Vertauschimg von [—z mit z über in:

roo />oo _

J^ = I e~''-arctge-cos&2:(7^ = I (^ arccotge-)e-''-cosi3d2:

n a

2-^MT«
'arctge--cos6^rf2;.

Der Werth von J, in Gleichung F) gesetzt, gibt:

(e""—e~"-')arctge~'cosZ»0(/^; =

Jlt fr.

a'^b'

a cos 1^(6 =+e ^)-^b(e^--e ^)sin|^ ^;

^6!t_, ^-i^_, 9 cos an

24)

Ganz auf dieselbe Weise erhält man:

'oo

(e''-'-he"''^)arctge-'sinfof/.2; =
/]

Si 6e,

a^-i-b^

OK OTT, /»- OTC ot:,

6cos-^le-H-e M

—

«sm^ö^lc-— c ")

e'^-+-e~'"+2cosa;r

25)

Selbstverständlich niuss hier l>ffl>.0 vorausgesetzt werden.
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328 Behiliard Mild »er.

Ersetzt mau iu 24) und 25) u diirt'li und h durch , und führt alsdann in den zwei letzten Integralen

eine neue Variable mittelst der Gleichung 2; = 2// ein, so stimmen die Resultate mit denen aus Gleichung 2)

und G) vollkommen üherein.

Ähnlich gelangt man durch Substitutien von ^ = 1 und gleichzeitiger Einführung der neuen Variablen

lga; = —
-^ in die Formeln 20) und 21) zu Resultaten, von denen wieder die Integrale in 10) und 12) als

specielle Fälle betrachtet werden können. Durch diese Umformung erhalten die beiden Integrale die Gestalt

:

P = I 2iV ^°^ (P ^S 'i') «^•^"=
I

«"' lg ( 1+ e~-") cos bz dz
,

Q
_r°°lg(l-^)

sin {h lg x) d.v= 1 e"-' lg (1 -f-e^-') sin hz dz
;

P lässt sich in die zwei Integrale zerlegen

:

C^'X^ {l-i-e-=)co&'bzdz-+- I e"'-'lg(l-i-e"~-')coste(^s=J,-i-Jj

— 00

Wird in J, . . . z durch —z ersetzt, so folgt:

e-'^=\g{\-\-e~)aos,}}zdz = \ e~'^\^ —-— .

\ ^
'~

e-''-lg(l-t-e--')eosfeffo-+- / ze~''~CQsbzi

cosbzdz

Der Werth von J, berücksichtigt gibt für P:

P= I (e'"-he-'")\g{l-\-e~=)cosbzdz-^
j

ze~"'- cos bz dz

Das letzte Integral ist bekanntermassen durch den Ausdruck gegeben:

'^'cosbzdz
{a^-i-by

und man bat schliesslich, wenn der Werth für P aus Gleichung 20) eingesetzt wird

/oo
(e^'-t-e""-) lg (1 H-ß--) cos bzdz=

1

«'^i*

«sinarc(e*''-He~'')— icosff;r (c*''— c-*") i^— «*

g<!«:i_j_(j-2i-— 2co82ct;r «^-+-i*.

Dessgleichen folgt noch für Q der Ausdruck:

J^oo
/"oo

(«-"-— e''-)lg(l-+-c-=)siu/;^c/2:-l- ( ze~'"s\nbzCiz

,

26)
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Beitrag zur AusmittUmg des Werthes bestimmter Integrale. 329

und daraus ergibt sich

:

roo
\g{l-\-e~~)a\ü.hzdz ^=

27)

«^-+-6^

hsmaKie'"' -\-e~'"') -\-a cos«rt(e*='— g-*^) ah

e^'^-t-e--'^ — 2 cos 2a7r a^^b'

In 26) und 27) muss a positiv und kleiner als 1 vorausgesetzt werden.

Das nachstehende Integral

:

=rJ= I e-'-"lg(l-i-e-^-'")rfa',

aus welchem eine Reihe anderer Integrale abgeleitet werden kann, lässt sich leicht ermitteln, wenn der Loga-

rithmus unter dem Integralzeichen durch eine unendliche Reihe ausgedrückt wird. Es ist dann:

lg(l-l-e--^+"'; = e-^+"— _ e-2.<:+2=.<_^

3 4 5

Werden hier die Exponentialfunctionen mit imaginären Exponenten durch trigonometrische Functionen

ersetzt, so geht J über in:

r°° 1 1J=
I

e-'-^(e--''cosa— - e^--^cos 2a-H ^^e-^-^cosS«

—

...')dx-+-
J

^
2, 6

r°° 1 1
ij e-'-'(e--^sina— ^j- e---^sin2aH- ^e-^-'sinS«

—

. . .)dx

coscc cos2a cos3« cos4c

Ll-Hi 2(2-f-Z/) 3(3-1-6) 4(4-4-6)

sina sin 2« sin 3« sin4cz

l-f-6 2(2+6) 3(3-h6) 4(4-j-6)

Der Logarithmus unter dem Integralzeichen lässt sich bekanntlich folgendermassen umgestalten:

lg(l-t-e--^+'") = lg(l-i-e--^cosa-t-/e-"'sina) =

1
1 /i c 9 N • . e--^sin«— lg ( 1 -1-2 e^-'' cos «-(- e^''-^) -+-i arc tg .

Daraus ergeben sich alsogleich die Werthe der zwei Integrale:

g-4x
Jg. (i -|-2e--''cos a-He---^)f/.r=

cos«

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



330 B e

i

II hard Mi Idne r.

Wild in diesen zwei Gleichungen — /* mit b vertauscht, so hat man für alle zwischen -f-1 und — oo

liegenden b:

2

I
e'^lg(l+ 2e~^cosa-i-e-^-")c/a; =

cos« cos2a cos3a cos4a

3)

IV-b 2(2—b) 3(3-6) 4(4-6)

/gjx arctg
sinx

dx
sin« sin/a sin 3s sin 4s

-h. .

(f-^cos et 1—6 2(2—6) 3(3—6) 4(4—6)

Die Gleichungen 1) und 3) durch Addition vereinigt geben für alle zwischen -i-l und — 1 liegenden 6;

(gSo;
-t-e-*-^) lg (l-)-2e--' cos a-i-e-'-'') djc =

*)

P
cos« cos 2 a cos 3« cos 4c

lü_i2 2«— 6* 3*— 6* 4^—6"

Nun ist aber für — tt^c^m-;: bekanntermassen die Keihe in der eckigen Klammer durch den Ausdruck

bestimmt:

cos« cos2a cos3a cos4« 1 /;rcos6a 1'

26 V sin6n12_^,2 2"—6^ 3^—6* 4^—62

ioa. ±\

daher folgt:

r°° . „ OS, 2/n:cos6a In

J
(e*-+e-»-)lg(lH-2e--cos«+e—)rfx= -^(^-^^--^j-

Für « ('!—«) gesetzt gibt:

/CO
2

(c*-^-i-c-''-^)lg(l— 2e-^cos K-He--'^) c/o; = j
:cos6(n-— a) 1

sin bn

Durch Subtraction der letzten zwei Gleichungen ergibt sich

:

/:

°°,
,N, e"-)-e-''-(-2cos« ,

(«''•-He-'-'^) lg

2;: sin 6 (——a
j

e-^-Hc"-''— 2 cos«
6 cos

6;r

5)

6)

7)

und für « = gibt die Formel 7):

/
, N. 1-t-e''' j TT 6;r

Verbindet man Gleichung 1) und 3) durch Subtraction, so ist für

—1<6<-h1

(e*^—e-'-') lg (1-1-2 e-^ cos a-t-e^^-'^) dx =

cos 2« cos 3a cos 4a

6^) 2(2^-6«) 3(3"— 6^) 4(4''—6")

8)

9)
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Beitrag zur Atisniiffhdif/ des Werthes bestimuttcr Integrale.

Werden die Gleicliuugeu 2) und 4) durch Subtraction vereinigt, so liat mau:

//gäx

—

g-tx\
a,rc tff dx

\ / o öX

2h
sm« siüi;«

e^-HCOSa

sin3« sin 4«

lü_j2 2 (2^— i*) 3 (3*—6") 4(4*—6*) '

"

Um den Werth der eingeklammerten Reihe zu finden, gelie man von der bekannten Gleicliung aus:

cos« cos2o cos 35 cos 4a
12_68 2^—6« 3"— 6^ 4^—6^

1 /-T COS?)a 1

2h\ sin OTT h

und integrire von bis a nach a., so folgt alsogleich für die zu berechnende Reihe der Ausdruck:

sma sin 2a sin3c sin 4«

1 (I2_ft2) 2 (2*—6*) 3 (3^—&*) 4(4^-6^)

lind das vorliegende Integral hat den einfachen Werth:

1 / IT sin Ja

1 / ;rsin6a

2h^\ smhK

l
(e*^—e-'^) arc tg

sina

e^-4-cosa
dx=

H- sin 6/T
-aj; — ;r < « < H-n:. 10)

Die letzte Gleichung geht durch Vertauschung von (,t— a) mit a über in:

/°°, . . , sina , 1 r;rsini(;r

—

a) i

^ ' *e^—cos« hV^mhK J'
11)

10) und 11) durch Addition verbunden geben:

/ r K IN ^ 2 Sin « , TZ
igbx— g-sx-^ arctg dx= r-

cos (!-")

6;r
COS-

1 12)

Ftir « = ö und für « = -r folgen beziehungsweise aus den Gleichungen 10) und 12) die einfaclien

Resultate

;

nnd:

{e'"'—e-'"') arc tg g-^ dx = ^ ("sec -^ 1\

r hn
cos—

-

(e*-^—e-''')arccotg(e^

—

e-'=)dx=--r -^ —

1

cos-

13)

14)

Durch Addition der Gleichungen 2) und 4) erscheint das nachfolgende Integral durch eine unendliche

Reihe ausgedrückt, welche sich ebensowenig wie die Reihen in 1)-, 2), 3), 4), und 9) durch einen geschlos-

senen Ausdruck darstellen lassen. Es ist also

:

r

J
AN Sina ,

(e'^-t-e-*-') arc tg -^^ dx =

sinar siua siii^

e^-+-cos«

sin 2a sin 3a sin4o

15)

-+-

32_i2 42_;,2 ]•

rr'
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332 Reinhard Mildner.

Subsfituirt man in den Gleichungen 5), 9), 10) und 15) hi statt h, so erhält man die Werthe der folgenden

Integrale, die den Ausgangspunkt für einige specielle Resultate bilden. Es ist also:

1 - (e*"-i-e-*')

J
cos6xlg(l-t-2e-cos«+e-^-)c/x = p- - \\^._^->,.^^ > ^6)

roo

sin &a; lg
(1 -(-2 e-^ cos «-f- e"'-') rfx

:

17)

r cosa cos 2a cos 3a

2-^6« 2(2^+6^) 3(3»-)-&^) J'

r~ ^ ^
sin« , 1 r e^^-e-"-

^
.

I
sm6a;arctg a^= sr «—^-"j: *;"

,
^°)

J ^e^-+-cosa 26 L e*-—e"*'' J

'

I
cosfcxarctg f/a;= 19)

J e^-t-cos«

sina sin 2a sin 3a sin 4a
-+-Ö-

l2_H^,z 2^-4-Z<^ 3^-t-6' 42-Hi'

In 16) und 18) muss « der Relation genügen:

' x:S^-^n

Die vier letzten Resultate können im Übrigen auch direct aus den zwei vorliegenden Integralen

:

cos &a;lg(l+e''-'+'")f'a;

u

und:
reo

I siuJa;lg(l-t-e~-'+°"')rf:!:;

hergeleitet werden, sobald der Logarithmus durch eine unendliche Reihe ersetzt wird.

Die Gleichung 16) nimmt durch Substitution von tt— a statt a die Form an:

j
cosi.£lg(l—2e-cos«-i-e--^-)rfa.' = p-— ^. -^TZpr. 2^)

Für a= und «= - erhält man aus der letzten Gleichung, nachdem man zuvor die neue Veränderliche

x^ \y einführt, und schliesslich statt h\. . .c setzt, die speciellen Resultate:

J
cos cxlg(l+e->-)f/a.= - j^- ^ ''_„

2ct

;
X>0

21)

~
1 \

~2ct

e"^—

1

lcosca;lg(l

—

e-'*-')dx= ^\ ^ -^, i
'^>'^- ^^

<
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Beitrag zur AusmiUlnng des Werthes bestimmter Integrale.

Durch Subtraction der zwei letzten Gleichungen folgt:

/:
cos ex lg

e^^'-^l

^ ;e^^^r^^-2c
K e

23)

^+1

Lässt man in den Gleichungen 16), 20) und 21), 22) h und c in Null übergehen, so folgen noch die ein-

fachen in einer anderen Form bekannten Formeln:

f^
g(l-i-2e^'' C(iäa.-k-e''^')dx =

6

I

lg(l— 2e-'C0S«-He-'-')rf;(;=— (^ ;ra-|-^U

'v
—n-^ «<;r.

lg(l+e->-^)rfa; =

\2X>

lg(l—e->'^)<Zx= —
6i

24)

25)

26)

27)

Verbindet man 21) und 26) sowohl durch Addition als auch durch Subtraction, so erhält man, nachdem

zuvor c durch 2c ersetzt worden :

und;

cos*cj;lg( 1 -)-e~'"^)dx= -

1 1

sin ^ ca; ]g ( 1 -H e~^* ) dx -

Ac^
"^

6X

jz_ i_

61"" 4?

c\e —e 1

( X
~

X ]

c\e —e '.

28)

29)

Durch Vertauschung von k—« mit « geht die Gleichung 18) über in:

g«(z—a) g—i(it—a)

/sm DX arc tg dx= tzt
&"—cosa 26

30)

Wird das letzte Resultat mit Gleichung 1«) durch Addition verbunden, so ist:

1-
/ smoxarctg dx= -

e'—e- 2b e'^+ l
31)

für «=7r gibt Gleichung 31):

I sinJj; arccotg(e^

—

e~'')dx=—
liz
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Setzt man iu Gleicliimg 30) a=:^, so gibt diese Substitution die eint:iclie Formel:

I sin bx arc tg e--" dx =
ib

1- i- tu

e H-e

Für « = und a^r. folgen aus den Gleicbungen 17) und 10) die Resultate:

1 1 1

sin6a;lg(l-He~") dx = h

reo

I
sin6a;lg(l— e~')dx = — b

V-^b^ 2 {2''-i-b'')'^ 3 {6^-hb'')

1

l^^b^ 2(2^^b^) 3(i

cos bx arc tge— dx =12^-^-— p^ip" -+" 52:^^ - ^r:^

33)

34)

35)

36)

'vXLjiaeiii^-
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