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ÜBER

DETERMINANTEN HÖHEREN RANGES.

TON

LEOPOLD GEGENBAUER.

VOKGIOI.EGT IN DEli SITZUNG AM 10. JULI 18S1.

Die symmetrische Determinante zweiten Ranges:

in welcher;

^t, X
I

fl, X := 0, 1, 2, . . , «1 ;j.j . . . Ilr— 1) ;

C
—

ff-

ist, wenn die IndicösJ) und /.-^ nnch dem Modul n-^ genommen und die Zalilen i, /. ans den Cougruenzen:

-—— ^,, ^mod «,)

-

X.
— Xj — /..,«j— Kj^nyHo" • —

y-x i«^M.) . ..»)^_2—^ =>cx (med ,ly)

bestimmt werden, liis.st sieli, wie von Herrn ^I. Not her und mir gezeigt wurde, unter Adjunetion von Kinheits-

wurzeln als ein Product von Immogeuen linearen Functionen der Elemente darstellen. Die schon von Bcssel

bemerkte Determinante:

|"c-x| •i,x=l,2,...,n-l),

in welcher sämmtliclic Indiees nach dem Modul « zu nehmen sind, und die von Herrn A. Puchta in seiner

Arbeit: „Ein Determinantensatz und seine Umkelirung" (Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften,

niathem.-natnrw. Classe, XXXVIII. Bd., II. Abth., p. 215 ff.) betrachtete Deteiminante der Ordnung 2" sind

bekanntlich specielle Fälk^ der ehen angefülnten allgemeinen Determinante.

Es Ijisst sich nun, wie in den folgenden Zeilen gezeigt werden soll, ein dem erwähnten Satze analoges

Theorem für Determinanten höheren Ranges aufstellen.

Die Elemente der Determinante Q)+2)ten Ranges und (n^ n^ «,.)ter Ordnung:

I

'-(,,/.,,. .., /;,, t, x| (ii.L,- ..,//., i, x = 0, 1, •2,...,iiin., »r— 1)

Denkschriften der mathem.-nalurw. Cl. XLIX.Bd, Al)h;mdlun|jen von Nichlmitjjliedern. (Jd
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22(3 Leopold Gegenbauer.

mögeu durch die Gleichungen:

'^/jj/o,. .., ij; t, X — "/],/.2i- • •j'i'iii—xiij-j— "a.-- -'i'—", O'i, ''-j,- • M '/', i, !( = 0, 1, 2,. . .,«1»»., n,— 1 ; O^ji, x\ < ni)

bestimmt sein, wo die Indices (, /. mit den Indices jjj^y'oj • •;^»-) j^u J'o; •••;'*; '^"^'^^ "^^^^ Congrueuzen 1) ver-

bunden sind und

'l, '21 • • •iVlj'l—"l.j^— "l'.- --Jr— Xr — */i, (.,,. . ., '>,ii—Xj.jj—«2 ,>— X,- (j >,Xj,i2^X^, . . ., jr^Xr)

, _ ßl, ßl, ßl^

''ii,i.,,...,ij,,jl— X^,j.j—X2,...,jr—Xr —"^1, ^X, ••"\^ ^/j, (3,. ..,!>, Ji— Xi,jo—X2,. ..,./,.— Xr O'l ^"llja ^"2'

sein soll.

Setzt man nun

:

jj= «j_lj2=«.,— 1,. . .,jV=«,.— I

"^^
'(!,«.,..., V; Xi,Xo,..., X,.,; [i,,(i2,...,(/,- /_^"ii,ii,---,>p,Ji—'^i>Ji—'''Z,---,Jr—x,.fi f"2 f^r

SO erhält man

:

-x,(a](i,+|S,) —XjCaoH^+ßa) —x,-(arlJ.r+ß,-)
K

'i! Hf • }^p\ Kl, X3,. ..,)(,•; (/.i, Ha,..., (^,. Pj Pg • • • P,.

ii=»i—i,iä=»2— I
. • • !,/'•="'— 1

— V /,. . . . . . r,Ol— Xl)(ai(-tl+ j5i) 5(J2—X2)(a2 (^2+1^2) . rU'—^-r)i<^--l'-r+ßr)

.h=0,i3=0,...,ir=0

,/i=;(i—X,— i,J2="2—x^— i,...,.yV=»)

—

X,— 1

— V /, JlKt'l+iSl) J2(«2,"-2+132) o>(a,.(i,.+^,.).~
/_, 'l.'2)---;'/',^l!.?2.--;J'.- "l "2 '(

Jj^ — Xj,Jj^— X,,, . . . ,jr^— X,.

Berücksichtigt mau, dass die ludices /) nach dem Modul n^ zu nehmen sind, tJO erhält mau:

-Xi(«i(ii+|3i) — x._,(a2t^2+P2) —x,.(a,.n,-+/3,.) _
Oj ij^,i.2,.. ,i.p;Xj, X.^,. . .,Xr; l).i,lJ..2,. ..,i).,- fi P.2 • l\.

—

Jl=»l— 1,j.,=«2— I , . . .
,
>=/6 1

— V /,: . ... . öJifaiM-i+|5|) J2(a2f-2+/52) J>-(oe,.(i.,.+,3,.),

./i=o,io=o,...,>=o

wo:

"l\,H,---,'l',.)uH,---,J'-
>.i

X., \^ ^h \ ^T "'l,''i.-'j',Jl,)2,-,Jr

0'i<''i--xi,,y2<»2—X2,...,_;\__,<«x,_,-xx,_|..y\,^''i,-x>.,,./x,+i<''i,+i-xx,+i,.--

A,-i<'\-i—'<x,-i'ix,^'V—''x.:'A,-)-i<">.,,+i-'<x.,+i'---,ix.,-i<%_i—'<x,-i,

ist.
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über Deferminanfni höheren Raiirjei^.

Aus der Gleichimg 3) folgt die Relation

;

227

4)

./i=o,./-.=o,...,jV=o

(»1, i,,..., V,t', X = 0, l,2,...,«iH2. ..Hr—\).

WO dielndices t', x sich aus den Congruenzen 1) ergeben, wenn in denselben ;\ durch ;j.j ersetzt wird und das

durch den Index i' angegebene Indexsysteni das System der festen Indices sein soll.

Nun habe ich folgenden Satz bewiesen: („Über Determinanten höheren Ranges". Üenkschriften der kais.

Akademie der Wissenschaften, mathem.naturw. Classe, XLIII. B.d, 11. Abth., p. 17 ff.).

Sind in einer Determinante «ter Ordnung und wten Ranges

die einzelnen Elemente Producte von r Grössen (r< m) in der Weise, dass:

_ (1) (2) (»•)

ist, wo die Zahlen

deren Anzahl gleich m— 1 ist, verschiedene Zahlen aus der Reihe 2, 3, ..., m und so beschaffen sind, dass

Px, a ^ P(i, a

für X ^ IX ist, so zerfällt die erwähnte Determinante in ein Product von r Determinanten derselljen Ordnung,
deren Rangzahleu durch die Anzahlen der Indices der verschiedenen Grössen e(') angegeben werden, so dass

also:

Xj, A2,..., A» e?x X >''II ''P]m'-1>2!--m'-Pij I,

ist.

5)

"''-1
> ^Pt-m» ^Pr,2!---I ^PnCr

(Xj, X2,..., Xm = 1, 2,..., >l).

Die Gleichung 4) verwandelt sich daher in die folgende:

'1 . '2v; Vi ''l; '<2>---) "»•; (^1, H2)---

il= «X— 1 , i2="2— 1; • > • , ir= »r— 1

/ ,
H,>2,---,>p,JiJi>-- -Jr ri

il=0,j2= 0,...,ir=0

Xi(a, /ij+|Si) X2(a2 ;i2-l-|2„) y.r(arlJr-hßr)

j,(aj/J.j+|3i) J4'^.2lJ-i+?'2) ^jrictrßr-i-ßr)

•P,

(fj, i.i,...,ip, t', x = 0, 1, 2,.. ., «j H,. ..nr—l).

Für die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Determinante ergibt sich aber aus der Gleichung

2) auch folgender Werth

:

il=«l— l;i2="2— 1;-;>="' 1

V/, iiCai/'l+i^i) i2(«2M2H-i52) >(a'7''-+i5r)

^ (], (2,..., V,ii—Xijjg— !t2)-,i'—XrPi P2 P»-

ii=o, .;2=0i--->>=0

(»1, »2,. . .,ip, l', X = 0, 1, 2,. . ., »Ji «2- • -"r— 1).

dd*

'l! '2>- ! Vi "l; *2>---t "»-i f^l; t*«; • > C-r
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•228 Leopold Gegci^ha ucr.

Nach dem von mir a. a. 0. niitgetlieilten Multiplicationsthenieme der Detenninauteii liölieren Ranges

ist aber die anf der rechten Seite der letzten Relation stehende Determinante (2;+ 2)ten Hanges das Froduct

einer Determinante zweiten und einer Determinante (jj+ 2)teu Ranges, so dass man hat:

6) ll, 'i!---! 'P'l *l>''2f-! ''^''l ßl> f-i! ! 1^ r

jliaißi+ßl) .hj«-2fh+ß2) jr{arßr-i-ßr)
C;

(l'l, 12,- ..,!>, l, l', X = 0, I, 2,. . ., «1 «2. .",—!).

Aus den Gleichungen 5) und 6) folgt:

7)
(j, l2,. .,tp, Vb.-

1— 1 ,./j=»'2— 1> • • • ,jr=>h 1

Jl=0,j..=0,...,jr=0

jr{(X,!X,+ßr)

('l; h,-- , 'P, '. ''. X = 0, 1, 2,. . ., »1 »2- -nr—l).

Die Gleichung 1) zeigt zunäclist, dass die Determinante (p+ 2)ten Ranges:

' ih, H.---,ip, i, x = 0,1,2,..., », »ä nr—l)
,

in welcher die Elemente den früher angegebenen Bedingungen geniigen, unter Adjuuction der / Grössen

p, , p,, . . ., p,, sich auf eine Determinante derselben Ordnung vom Range p+ \ reduciren lässt, deren Elemente

lineare homogene Functionen der Elemente der ursprünglichen Determinante sind.

Man sieht ferner sofort, dass die Determinante (j;+l)teu Ranges:

S^i JMlIH+ßl) j-'i'^-il'-i+ ß-i) Jr{a-rf-r-{-ßr)

/ 'i,i-i,---,'pJlJ2,---J'- Pl ^2 K

{>i,h,-- •;'>) ''>" =0, 1,2,..., »inj. .>h—\)

von den Grössen pj , p.,, . . • , p,. unabhängig ist.

Ist speciell:

so verwandelt sich die Relation 7) in

8)
h) Hr > 'P! '>

j^=nl—\,J2=tlo—l,...,Jr=nr—l

H,'2,---, 'p,JvJ2>-'->J<-Pl ^2 Pr

{il,ii,..-,ip, t, i', x = 0, 1,2,. ..,»in2.. .«r— 1).

Von den speciellen Fällen dieser Formel mögen die folgenden zwei Relationen besonders hervorgehoben

werden.

Es sei:

«X = l^ h = % «X = l;
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Ühtr Deterniinanien höheren Banges.

iilsdauu ist p) eine primitive «) te Einheitswurzel und mau hat daher die Relation:

229

9)
'l> '•>>••} 'j>>Jl "l; Ja '^2> • t Jr !<<

j'i=ni—l,j'-i=i>>—l,---,j'r=>i,— l

i'i=0,j',=0,...,j„-=0

dl, 12, ...,!;, l, l', X = 0, 1, 2, ... , «1 «2 . . . «,— 1 )

Man hat also den Satz:

Die Determinante ('jj+ 2)ten Ranges und («j «.> w,-)ter Ordnung:

'l> '2>- •! 'Pl'- !
'•

(('i
, i'ä, . .

.
, (>, t, X = 0, 1 , 2, . .

.
, «1 »2 "'—

'

)

in welcher;

C;
'l> '2j- • •> 'P' '> " 'l; '3i- y'Pr.H— "l >

J2—"S)' -jj» "r

ist, wenn die Indices t, y. durch die Congruenzen 1) bestimmt und die Grössen j\ und x-^ nach dem Modul ii-,

genommen werden, lä^st sich unter Adjunction der Gattung der («^ «., «,.) ten Einheitswurzeln auf eine

Determii.ante vom Range ^>+ l und der Ordnung n^H.^ w,,. redueiren, deren Elemente lineare homogene

Functionen der Elemente der ur.sprünglichen Determinante sind.

Beachtet mau, dass eine Determinante ersten Ranges von « Elementen das Pioduct dieser Elemente ist,

so erhält man aus der Gleichung Ü) lür^^O sofort den im Anfange erwähnten Satz über symmetrische

Determinanten zweiten Ranges.

Ist ferner:

also

;

so verwandelt sich die Relation 8) in:

10)
'l! 'if-r'Prh—*1>J2— ''2)-- -tJr

— X,- »u '2,,h, Ji,h, >J'- ^1 ^2 ^r

j't=Oj'i=Q,...,j'r=0

{iv >2>- • , 'P, 'l
'') X = 0, 1, 2,. . ., »1 »2- • nr—l).

wo die Marke an den Elementen der Determinante auf der linken Seite der Gleichung anzeigt, dass das

betreffende Element mit dem Vorzeichen (—1)' zu versehen ist, wenn t der Grössen jj,/.^,...,^,. kleiner als

die entsprechenden Zahlen x sind.

Man hat also das Theorem:

Die Determinante (p+2)ten Ranges:

c'.-

in welcher

'd '2i- ••! *P>

'li »2) •••!*/'>

(('l,
8",,...,/^, t, X = 0, l,2,...,»ino «r— 1),

^ ^ "h , '2> • • 1 ip,Ji—*i, k—*2> • • 1>- *'

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



230 Leopohl Gegen/jduer. Über Determinanten höheren Eanges.

ist, wenn die Indices^^ und X)^ nach dem Modul «^ genommen , die Zahlen (, x aus den Congnienzen 1)

bestimmt werden, und die Grösse t angibt, wie viele der Indices Ji,]^,- •>// kleiner als die zugehörigen

Zahlen x sind, lässt sich unter Adjunction der Wurzeln der Gleichungen:

p"> + 1 =

als eine Determinante vom Range ^)+ l und der Ordnung n^>i2.-- . «,. darstellen, deren Elemente lineare,

homogene Functionen der Grössen

sind.

Den speciellen Fall ^j = 0, r = 1 dieses Satzes hat unlängst Herr Scott mitgetheilt.

Die Relationen 9) und 10) zeigen, dass die auf der linken Seite der Gleichung 9) stehende Determinante,

wenn eine der Zahlen n^ gerade ist, sich in ein Product von zwei Determinanten zerlegen lässt. Für quadra-

tische Determinanten hat auf diesen Umstand zuerst Herr Glaisher aufmerksam gemacht.
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