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VON

D" B. IGEL,
DOCKNT AN llUK K. K. TECHNISCHEN UOCUSCIIULE [N WIEN.

Vom.KI.lilJT IN DEli tiiTZUNü AM ]!. LJlCUlOMÜläK IWl.

riilgende AliliMndliinj;- kt die Fortsetzunj;- meiner Arbeit' „Über ein Priiieip zur Erzeugung von Covarianteir'.

Daselbst iiabe ich für ein System dreier binärer eubischer Formen zwei Systeme simultaner Covarianten

aufgestellt, von denen das eine neun von der zweiten Ordnung und vom vierten Grade, das andere neun von

der sechsten Ordnung und vom achten Grade enthält. Von dem Ersteren zeigte ich schon dort, dass sie sich

aus bereits bekannten Formen zusammensetzen. Was das Letztere betrifft, so führte mich der Umstand, dass

einerseits sechs derselben nur die Coefficienten je zweier Grundformen enthalten, dieselben also nur simultane

Covarianten eines Systems von zwei cubisclien Formen sind, und dass andererseits zwei cubische Formen keine

Covarianten von dieser Ordnung und diesem Grade besitzen, darauf, dass die Covarianten desselben ebenfalls

zerlegbar sein müssen. Wie aber die Zerlegung durchzuführen ist und ob auch die übrigen drei, welche

simultane Covarianten eines Systems dreier eubischer Formen sind, sich auf niedere Covarianten zurückführen

lassen, konnte ich dort nicht ermitteln. Ebenso habe ich dort für dasselbe System von Formen vieruudachtzig

Invarianten vom zwölften Grade aufgestellt und auch von diesen konnte ich nur drei auf niedere Invarianten

zurückführen. Erst in der letzten Zeit ist es mir durch eine andere Auffassung der dort zu Grunde gelegten

Formen gelungen, eine Lösung eines Theiles der erwähnten Fragen zu erlangen.

Betreffs der Covarianten gibt die Lösung die vollständige Durchführung der Zerlegung der sechs Covarian-

ten, welche, wie schon erwähnt, einem System von nur zwei Grundformen angehören. Von den übrigen drei,

welche simultane Covarianten eines Systems von drei Grundformen sind, konnte ich bis jetzt keine Gewissheit

erlangen, ob dieselben in niedere Covarianten zerlegbar sind oder nicht. Die Art der erwähnten Lösung scheint

darauf zu führen, dass dieselben fundamentale Covarianten sind. In Bezug der erwähnten vierundachtzig

Invarianten gibt die Lösung von sechs derselben ihre Zurnckführnng auf niedere Invarianten und von den

übrigen die Zerlegung gewisser Summen je dreier derselben. Diese letzteren Beziehungen sind keineswegs als

1 Denkscliiit'teu der matheiu.-uatunv. Cl. XLVI. Ud.
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27S y;. hjvi.

crscböpi't zu lictrachtcii, aber icli glaube, da.s.s die Mctliode, welclie zu ilincii getiiliil lial, liinicic-lit, um ilie nocli

etwa vorhandenen Bezieliungcn zu ermitteln. Damit habe icii in Kürze das Ziel folgender Arbeit gezeichnet.

Schon an dieser Stelle will ich darauf aufmerksam machen, dass in Folge der in dieser Arbeit erlangten

Resultate sich die geometrische Interpretation in §. lU der citirten Arbeit als unrichtig erweist. Ich werde

darauf, wie sie in Wirklichkeit zu lauten hat, an anderer Stelle zurlickkommen.

ä. 1.

Sind

:

II. . . it{n— 1) _., ,

/, (''i '2
)
= "u -""i+ J "1 ''T '''z + 12 "^ ''' ' '^'^+ • • • + ".- '2

,, . II
,

n{n— 1")
, „

Ik^vh) = V''l+ Y '•../;'-'.rj+
-Y72— ^'i'^'i '•'''i+ ' • • + '-""4'

n binäre Formen der «ten Ordnung und bildet man die Combinante:

</"-</-, >?"-'/, d"~^f\

1)
M =

d'-'f, d''->f, d"-'f.

dx'l~' dx^"'' dx^' '
'

dx'^-^

dx'l-' dx'l-^dx^'
'

' dxl~^

so lässt sich M, wenn n ungerade ist, linear durch die /' ausdrücken, so dass es etwa folgende Form hat:

2) J»/ = «, /, + «,/, + . . . + «,/„

Für ein gerades 11 ist diese Darslcllung nicht möglich.

Beweis.

Die Form M lässt sich auch auf folgende Weise darstellen

:

3) M =

''h
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Zii)' Theorie eines simidtanen Systems dreier binärer cubisi-her Formen.

Es ist Dämlich:

xl,—xl-^x^ . . . (—l)"x'l 1 Ü . . .

279

i„ /; b„ X, X.,

xl ()

f/y :r, + rt, .Tg a^x^ + a^x^ . . .«„-i.r, + ffl„.r,

b^|X^ + b^x^ b^x^ + b^x^ . . ./;„_iJ'| + />„./'„

Dividirt mau auf beiden Seiten durch x'^, so folgt die Identität von 1) und 3).

Die Quadrate des Rechteckes:

«„ rt, »2 • • • "„

bo by b^. . . i„

wi'lfhc die Coefficieuten von 71/ sind, l)e/.eiclinen wir der Kürze wegen diircli die folgenden Buchstaben:

•^o; ^D ^2- • -^„j

SO dass:

i„ l>^ /',- • /'„-.

/, /, . . '„-I

. Ä. /v, /;,. , . /;,

Wenn wir nun setzen

;
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280 B. Ljrl.

ist, so dass der Coefficieut vou x

>'l«^i,

ist. Was die übrigen Coefficienten von M betrifft, so sieht man sehr leicbt, dass das Aggregat der Producte

der Adjungirteu irgend eines J, in die eutsprecliendcn Coefficienten der Formen immer verschwindet, wenn

der Index dieser Coefficienten mit demjenigen des Ä nicht iibereinstininit. Es bleibt daher in jedem Coeffi-

cienten nnr ein A zurück, welches mit der Summe der Producte seiner Adjnngirton in die Coi'lticienten der

Formen nniltiplicirt ist und denselben Index, wie diese, hat.

Es ist also z. B. der Coefficient vou

^Yl \ , ^,1
•> ,2

A^A„ A^A„

Somit ist der erste Theil des Satzes bewiesen.

Der Grund, warum bei geradem n eine solche Darstellung nicht möglich ist, liegt darin, dass der Coeffi-

cient vou .r'i' in diesem Falle ausser A,^ A„ ein Product A^ A„ enthält, welches nicht verschwindet.

Für den spcciellen Fall von drei binären cubischen Formen habe ich den obigen Satz in der schon oft

citirten Arbeit bewiesen. Ist nändich:

5) M-

c.^, .r.^.rj , .i\^x,\, x\

"n

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zur Theorie eines nimidtanen Systems dreier binarer cnhischer Formen. 281
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282 B- Ji/'l-

so ist, wie ich 1. c. uacligewicscu liahe,

y|(.'/i.'/2> Val^i.'/zl ?:)t//i.'/2)

^iCjilk) "^i^lIx'J-i^ -h^l/ith^

XlO/i.ya') 7.2 (//ly«) X:i(//i//2>

eine sinniltane Covariaiitc der drei eubisclien Formen. Icli will nun zeigen, dass dieselbe identisch verschwin-

det. Es ist niimlich

:

9)

10)

11)

' V3t.'/i.V = <30)23//;+<31)2.-i.'/i.'Ai + <-^2),,.j//^

l ^1 ( //i y^ > = U'-' )ai Ui+ (20).,, y, //, + ( 30 ).„ //.^

\ Myi'A^ = <20)3,y;+ |(30).„ + (21),,; y, //, + (31).,, //•

( 'Psi^ii/ä' = (30)„//|+(31)3,//,^2+(32)3,//|

y.i l,//i //ü > = lK-*i,2yi+i,2U),2y((/^+ (30),jy^

7.2(i/,y2) = (20),2y;+ {(30),g+ (21),2!//, //2+ C^>l),,y;^

( /.3<i/iy2'
= i30),2//;+(31),2//,//2 + (;!2),2//|,

folglich ist der Coefficient von //',' in ;: folgende Determinante:

{bi f„- ((-(, c^ ) (b^ C(,- 6„ c^ ) (63 r„- b^ fg )

Cci «0— Cfl «1
)

( c« w,,- '"o «8 ) ( ^-'3 "u— '0 "3

>

lOl^'u— "o^'l' («2^0-«0^«) (,«3''0-"0^3'

Mi'ltiplicirt man die erste Reihe dieser Determinante mit a^, die zweite und dritte resp. mit /;„ und r„ und

addirt die letzteren zur ersten, so erhält man als Elemente derselben folgende Determinanten:

^'o '>o '0

"1 ''1
''l

«„ l'o <'o

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Zur Theorie eines sinuiJlinieii Si/sfems dreier fiim'irer ei'hlselier Foniteii.

Die /weite Determinante irelit ebenso in:

283

('2 h^ 1;^

t"i^-«o^' ('•;! ''0 -- '0 ''3

)

über. Da aber bekauntlicli

;
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284 />'. I(jeJ

13) JU{J^,.J,.,), J{J,^J,:,)) —

n (/V.,

f/x'{ r/j-, (/Xj (/.?

,/'^/„ ,/^y„

2 1 2

1

fte'f f?.r, f/xj f/j'.^

• -Jn-

Wir cihalteii daher die Identität:

14)

,/»,/,, ,/^/„d^J,.

il.i-'^ il.i\ il.v^ dx\

d\l. d''J,.

<l.r: d,r, d.i\ (/./"j

if'.L

(/.(• (/.(, (/.(

I

I

.,.-2

'21 2t

<l.rl

'i'f\ <r^U 'i\l\

d,\
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Zur Theorie eines simidhinen Systems dreier binärer athischer Formen. 285

17)

-2''.j

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



286 B. lud.

Aus dieser Formel folgt, dass

entweder aiieli ein vollständiges Quadrat von M ist oder aber identiscii verselivvindet. Dass Erstercs nicht der

Fall sein kann, zeigt der Umstand, dass der erste Coölticient in n ideutiseli verschwindet, es niuss letzteres

der Fall sein. Q. e. d.

Wenn man betrachtet, dass die drei Jak obi 'sehen Determinanten sich auf folgende Weise darstellen

lassen

:

iJ\-i — U ('''i ^^ -A^ Xs 0^1 '2) '^1 '2+ Xs (^t ^2) ^i

22)
j

J3, = 4/, (.t, xg) x\+ 1^2 (j;j x^ X, X,+ % (x, x^) xj

'
J-ii — fi ('i •'^2) *'i+ 'fz (-'»i

'2) *'l *2+ ?3 (*"i ^2) 4
so bemerkt man sofort, dass ;: die zweite Überschiebung von:.

J,„ über J(J,.,J^„)
oder

i.i "

J,3 über hJ^^Jis)
oder

Jg.; iil)cr JiJiiJn),

wenn man dieselben als quadratische Formen betrachtet. Wir können daher das obige Resnltat folgender-

massen aussprechen:

Satz.

Bildet man von einem System dreier cubischer Formen die ersten l berschiebungen, von dieser wie-

derum die ersten Überschiebungen, stellt erstere in der Form 22) und letztere in der Form 10) 20) dar

und betrachtet beide Systeme als quadratische' Formen, so ist die zweite Überschiebung je einer der

ersteren über je eine der letzteren identisch Null.

§. 4.

Es sollen nun noch zwei Formeln abgeleitet werden, welche in Verbindung mit den bisherigen Resultaten

uns in den Stand setzen werden, die in der Einleitung erwähnten Covarianten auf niedere Formen zurückzu-

führen. Diese Formeln betreifen die zweiten Überschiebungen irgend einer Form oder deren Quadrat über die

Jakobi'sche Covariante zweier Formen. Was die erste Formel angeht , so werden wir sie, um Weitläufig-

keiten zu vermeiden, aus der symbolischen Gestalt der Formen ableiten, wobei wir auf etwaige Zahlenfac-

torcn keine Rücksicht nehmen werden.

Setzen wir:

/, (x, x^) =r av /; {x^ ,Cj) = h":

und bilden die zweite Polare von J,^, so erhalten wir:

A\J) = («-])(«-2)(a6)«r'a;ir ' +2{,i-lY{ab)ar'a„b:rH„

+ in - 1 ) («.— 2 )

(

a h) rt'r ' h'l--' l},

.

Setzt man y, = g^, ij^ — —
(J^

und multiplicirt mit der entsprechenden Potenz von _r/,., so erhält man:

23) (Jy )2 = («_1 )(„_2) \{ah){a<jya'rHr'g'r^ + {a/i){bgYa/r'b'r-'!/'r']

+ 2{n—\f{ab){ag){bg)aT^b'r^<jT''

= {n-l){n—2'){ab)arHr''gr^ \{ag)Hl + (bg^a},]

+ 2{n—l)^(ab'](ag)(bg)a'r''bT^g"~'-.

Es besteht aber bekanntlich die Identität:

(agfbl + {bgfäi - {abfgl + 2{ga){gb)a,b,,
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Zur Theorie eines simultanen Sijsfems dreier binärer cubischer Formen. 287

folglich ist:

24)

+ 2[H—l)\ab){ag){b(j)a'r''b'--^(j'r'

— (n—V) {n—2') fi . in bf aT^ Vr""

+ 2 {('«— 1 )(,i—2) + {n—rf\ (ab){a<j){h(j)aT"b'r'' (fr"^

.

f'lir n =: 3 seht diese Formel iu folgende über:

25) {JgY -2[a bY . ffi + 12 (ab) [ag) {bg) a,. b^g,

.

Diese Formel besagt, dass die zweite Überschiebung dieser Form gl über die Jakobi'sche Covariante

zweier Formen di, bl sich als Summe darstellt, deren erster Summand aus der einfachsten Invariante der

Formen al, hi midtiplicirt iu gl besteht und deren zweiter Summand die Combiuante M der drei Formen dl bl

und gl ist. Fällt gl mit «'J oder mit bl zusammen, so isl

:

26)
{Jaf = 2{aby.al

{JbY=2[aby.bl.

Die zweite Überschiebung des Quadrates von gl über die Jakobi'sche Covariante von a'l, bl ermitteln

wir auf folgende Weise. Es ist:

27) (Ja^Y = —h,,'^ +2(^]\ -9_!?!lL f9a
'^'>

+^?JI1L !hL^^'
dx'l \ '' dxl \dx^l ) " dx^dx^V•' dx^dx^ dx^ dx^

d^Ja~ j 1^ irg

dx'i \ ' dx'i

^"9 +2/ ^'^a'

~-'\dx-\ dxl i

I

d-^g dU dh/

^2 dx^ dx^ dx^ dx^ dx\ dx;\ )

"
\ dx] \dx^ J ~ dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ \dXf ) )

' J 1 dg d^g dg dg d^J .'dg \^
2g:.(JnY+ 2 f

-" ("9] 2
"^ ^ li!LlS!L^'£d_ -dgy.

' dx^ '\dx^ I dx, dx^ dx, dx.^ dxl ^'^'^i ' '

'

Den Ausdruck in der Klammer wollen wir nun umformen. Er lässt sich folgendermassen schreiben:

,,/V dg

\dx\ dx^
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288 B. Igel.

fFJ d^(/

(Ix

il\J '1/

dx^ (Ix^ dx^ dx^

r/2,7 d'^IJ

dx\ rfx, dx^ ' '

d^Jf dhj

r/.r, dx,^ dx'^

d^g

'ilL
d.i:,

dx.

d\J d-'(j

f/.<;^ dx^ dx^

d\J d^y

dXf dx^ dx\

d\J (P_g

dx\ dxl

d^J d^g

/.f, dx^ f/j', dx^

d^j /f/^ (/2,(/

dx.,

dx^

(Ihj d^g
2 J

! » 7 ' I "i ~ ~ "^o
rfxf '.</./•, r/.r,

""'
f/.f ^

"^^
J " r/.r, f/.r, Ir/j-'^

''' "^
dx^ dx,

''^
) \dx^ dx^ '' f/^

(£J^d^^ dhj

Dieser Ausdruck lässt sich wie folgt scLreiben

:

l^J, d'^a <'
., d^J, d^g ."

c/x, dx^ ^

)

d^J
i

d^g

c/a;] \dx^ dx^J '
' dx^ vlx^ dx,) * dx^ dx, \dx^ dx,) ' '

rf"./ ü;^(/ d''g

' dx, de, \dx, dx. ^
'

cfo, c/a;^ dx'\ dx^

d-^^J d\j d^g , d^J d'g d,^g
_

_^
_ _ 'p*

f/j;J (fx^ f/a;| ' dx^, dx\ dx\ ^

2,
9

c/a;^ dx\ \ dx\ ' ^ dx^ dx, ' *^ dx\ ^ f

, d^J d^q id^q , ^ t^^« d'c/
-1 ± ) i x^ _f- 2 - .c x H

c^a?^ <^Xj WaJj' ' </.(•, dx, ' ^ o(^jdxfA

d^J d'^g ^d^g , d-'g d\,

' dx^ dx, f/x, dx, > dx] '
' dxl' '^

'^^i '^"'t
' *

'

Die erste und dritte Reihe zusammen geben :

-J.H(g),

wo H(g') die Hesse 'sehe Determinante von g bedeutet, alle übrigen Glieder zusammengefasst liefern den

Ausdruck:

'/PJd^g
,^

r/^/ d^g
^

d\Jd^g^

I c/.r^ rfa;^ dx^ d.c, dx^ dx, dx'f^ dx] (

= 9-iJ(jY-

Wir erhalten daher folgende Formel für die zweite Überschiebung von Jüber das Quadrat einer Form g.

28) {Jg-'f =zag. (Jg)-' + h .1 . llig)

.

Wenn wir jetzt für:

(Jil)''

seinen Ausdruck aus 25) einsetzen, so kommt endlich:

29) (Jg^f - a P^ .g^ + hg.M+ c J. IK g),

wo a, h, c bestimmte Zahlen sind.
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Zur Theorie eines siinidtanen Systems dreier binärer aihischer Formen. 289

Bevor wir zu unserem eigentlieheu Gegeusfaiide übergehen, wollen wir noch einen Rückblick auf die Art

wie die Covarianten, deren Keduciruiig wir anstreben, entstanden sind, werfen. Aus einer Form A'i in § ?>,

welche von zwei Reiiien von Variabein abhängt, und einer Grundform
f,

haben wir y/ eliminirt, es entstand

eine Form -^ von der sechsten Ordnung in ./. Von dieser haben wir 1. c. bewiesen, dass sie die Invarianten-

eigenschaft besitzt und aus ihr, da sie als Resultante zweier Formen von der dritten, resp. zweiten Ordnung

sich in niedere Formen zerlegen lässt, die in Frage stehenden Covarianten hergestellt. Es ist nämlich:

•^ = i?(X,/-,) = -2DÄ, + A,,

wo D die Discriminante von A', ist und A«, J, die simultanen Invarianten von A', und /', sind. Wie sich D
und J„ in bereits bekannte Covarianten zerlegen, habe ich 1. c. gezeigt. Um auch die Covarianten, die ans

^4, entstehen, ans niederen Covarianten abzuleiten, gehe ich von einer anderen Auffassung von -l aus. Ich

lasse nämlich in den A', die zwei Reihen von Variabelu zusammenfallen, in Folge dessen sie nach 22) die

Jakobi'schen Covarianten darstellen. Fasst man diese als quadratische Formen der explicite auftretenden

Variabein anf, und eliminirt aus einer derselben und irgend einer Grundform die expliciten Variabein, so ist

diese Resultante nach einem bekannten Principe eine Covariante. Nach dieser Auffassung wird es mit Hilfe

unserer früheren Betrachtung leicht sein, die Covarianten auf niedere Formen zurückzuführen, wenn wir nur

auf die Entstehung von J, Rücksieht nehmen. Nun entsteht J, dadurch, dass man die lineare Covariante,

welche die zweite Überschiebung der Form dritter Ordnung über die Form zweiter Ordnung ist, aufs Quadrat

erhebt und dieses Quadrat noch zweimal über die Form zweiter Ordnung- schiebt. In unserem Falle, wo die

Form zweiter Ordnung die Jakobi'sche Covariante in der GestaU 22) ist, kommt es also darauf an, in der

zweiten Überschiebung der Jakobi'schen Form über eine Grundform die zweiten Ditferentialquotienten der

Jakobi'schen Covariante als constant zu betrachten, und diese zweite Überschiebung, welche also wie eine

lineare Covariante zu betrachten ist. nachdem man sie aufs Quadrat erhoben hat, wiederum zweimal Über die

Jakobi'sche Covariante zu schieben. Bevor wir dieses durchführen, wollen wir sehen, wie sich die Sache

verhält, wenn wir die zweite Überschiebung von / über eine der Grundformen als cubische Covariante

betrachten, weil sich in den Resultaten eine merkwürdige Ähnlichkeit zeigt.

Es ist nach dem Früheren

:

(J/;)« = aP,f, + ßiW.

Eriiebt man diesen Ausdruck aufs Quadrat und berücksichtigt die oben angeführte Formel für M, so

erhalt mau:

-^PJ.iPtf^+PJ. + P.m-

Schiebt mau jetzt wiederum J über diesen Ausdruck zweimal, so erhält man

:

30) cc' p, iJfiY + 2 « 13 { p,. p, (J, /; /; )^ + i', p, , t\ ff + P3 P'^ iJJ^ /<>'
\

+ 2P,P,{J,f\f,f + '>P,P,(J,f,f,y\.

Ist fi eine der zwei Formen, aus denen die Jakobi'sche Covari:inte gebildet ist, so verschwindet in

diesem Falle ,1/ und bleibt:

31) a'P?/:'+ ß' Pf. J.if(/,).-

Donksrhlifton clor m;\lli.Mii.-na(uivv. CI. XLIX. B.l. Miliaiullimg.Mi vom Nichlraitglifaern. lU .
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290 B. Igel:

Um mm auch deu Fall, wo die zweite Überschiebung der Jakobi'sclien Covariaiite über eine der Grund-

formen als lineare Covariante betraelitet wird, zu erledig-en , iiihre icii folgende Bezeichnungen ein. Ich

bezeichne mit a die Jakobi'sche Covariante als Form zweiter Ordnung betrachtet, so dass:

a ^ al

ist, ferner die lineare Covariante mit /;, so dass:

Das Quadrat derselben ist nun:

ji'- = {naYa,_..(n'ci'Y<i'r — !> = !^l-

Bilde ich die zweite f bcrschiebung von /j. über J, also:

so ist nun die Aufgabe, die Symbole von ,a und a durch die Symbole der Grmnlformen ausziuliiicUen. Nun

entsteht (/jl ,7)^75 aus:

;4= (aci)^a,,.(a'y-Ya!,,

wenn man //, = ./.,, //j
— —•/, setzt und mit J; multiplicirt, folglich erhalle ich :

(ij.JY.n = iaccfiaJ) {a'<x)\a'J ).,}].

32) ~ (," «) (.'«' «')
•
(a a) (« -J) ("' «'

)

(<''J )
• ^i

^ I. (« «) (,/'«)
i (« ccY(a'Jy+ ia'a)\aJ)' - (au'Y[c,.J r^j •/?

•

\\\\ nun auch die Symbole von ./ herauszuschatfen, gehe ich von der Idenlität aus:

,75 J? = ia h) al bl + 2 (ab) a, a„ . b, b„ + {,i b) al . bl

.

Setzt man //, =: n'.^, //, = — «', , so erhält man:

33) („' .P)'' J^ = (r/ b) (b a'fa^, + {a b ) (a a' i' //f

,

setzt man ferner:

so erhält mau:

34) (nJfJl—{fib){ba)h,:',,

und setzt man endlich

:

so erhält man schliesslich :

3;-,) (a.ry^J'i — [ab] (ba.)^al+ 2{ab) {aa) (bcc).n,b,.

+ (ab){a«Ybl.

Dies in 32) eingesetzt ergibt:

36) L(nbY.\(aA)h,,]^+—(aa'Y(ac<.){a'cc).{ab) {aafbl

+ ^((ibfliaccfa^Y

(rt a'Yia «) (
«' «')

. (a b) {h aYa^,. — (a fi'y(a a ] (a' a) . (a b) (a a)((i' a) ii, b,

— (abY -Y'i 'X.)'- a,Y — \an'Y-{aoL\ (a' <x) .(ab)(ifa){ba) a, b,

— ^(ad'Yiii a) {
a' a] . {« b) (b ol )'^/f

.
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Zur Theorie eineti >iiimdtanen Systema dreier binärer cubisdier Foniien.

Benützt mau die Identität:

201

1

(ayMb^)aX = - |(a«)''62 + (ft«)"««— («öj^^aj

so bekommt man:

37) (ixJfJl = iah)\[{accYa,Y+-iao^>)^(ao:)(a'od.(abY-ocl

— (afl')'(aa)(a'a) \{ab){bafai + -^ {ab){aa.fbl\.

Drückt man endlich die Symbole der a durch die Symbole der J aii.s nnd transformirt in der mehrfach

erwähnten Weise, so erhält man schliesslich:

38) (i^yJl = /
. F' f? + *

. J. (JITf . F.

Aus dieser Formel ersieht man also, wie die 1. c. gefundenen Covarianten, sofern bei ihrer Bilduns;' nur

zwei der Grundformen in Betracht kommen, sich durch die Formen selbst, ihren Jak ob i'schen Covarianten

und den einfachsten Invarianten ausdrücken. Kommen bei der Bildung der Covarianten alle drei Grundformen

in Verwendung-, so kann man dieselben auf die angegebene Weise nicht zerlegen, und ich vermuthe, dass sie

überhaupt fundamentale Covarianten sind. Ich will nur noch aufmerksam machen auf die Ähnlichkeit der

Formeln 31) und 38) und bemerken, dass ich bei denselben auf die bestimmten Zahlen keine lUicksicht

genommen habe.

§.6.

Zwischen den drei Formen:

hz = 2 Ix, (ri^r,^)xl + •/., (^., •'--;».', X., +
/.;,(;'; iv;.;).qi

muss, da:

ist, die Identität

:

bestehen, wo:

ist, Es ist demnach:

'ft{-''i\) ?A'^i\) fs^J^'^'i^

y.i^''i-''2'l y.2{-''i-''i^ 7.3(.^'l'52')

X.Ij., + >,,/„ + /j/,^ =

= ()

\ = ?
•t':.7.:i

oder

:

y.z?2

7.3 ?:i

^'1 r \,T
• 'a:! ^ -'S!

/..

/„ -^i-^^.w.

X,

-ii.^)=^-^AiM

o'J)

Ersetzt man ij durch x, so gehen:

?2V.-l
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292 B. Igel.

über, die Kelalioiicu in ."J'.t) al.so in:

40)

Daraus folgt, (la,ss die drei Untcrdctcrniiiuinten in folg:endcr Form diir.sfcllbar sein niiis.sci

wo iV eine lineare Function ist.

Die wirkliche Ausrccbnuug ergibt folgende Ausdrücke für die Unterdetermiuanle von ?::

41) [f^%)=f.

«0^0 ^'o
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Zur Tltriirii' chh's shnaUaiwn Sysfr/iis fJrricr hiitiinr t-itliisrlier Fonneii. 293

Mulliplieirt man in r die ci'.stc Kolouue mit ,»*, die zweite und dritte resp. mit t\.i\ und x^ nud addirt die

letzteren zur ersten, so bekommt mau die bekannte Relation

:

f\J,,+f,J,,+f,J^, = 0.

An Stelle dieser Relation kann mau aber drei andere viel durchsichtigere setzen, denn aus der Entwick-

lung von K folgt unmittelbar:

42)

('w/.-/,A +/.,/;, =

§•7.

Jlit Ililt'e der vorigen Auseinandersetzungen können wir folgende Covariaute leicht in niedere Formen

zerlegen

:

Es ist nämlicli

:

43) N =

N= ^J,,H,Y, {J,,lf,Y, {J,,H,)

{J^^ H.^Y, {Jj, i/3 f, (^23 ij,

a,H,f-F,II„ yX,H^f-F^H„ (X,H,f-l\H,

{X.,H^)'—P^H„ {X^H^f— P^H^, {X,H^Y—P^H^

i,X,H,f-P,H„ (X,H,y-P,H„ {X,U,f-P,H,

{X,H,)\ {X,H,y, iX,H,Y

iX,H,Y, {X,H,Y, {X,H,Y

iX,H,y, {X,H,Y, {X,H,Y

H, (X,B,Y {.X,H^)

H^ (X^H^f (X^H^)

H, iX,H,f {X\H,)

-P,

{X^H^y H, {X,H,Y

iX,H,Y H, [X,H,Y

{X,H,Y H, {X,H,Y

[X^H^Y (X^H,Y H^

{X.,H^Y (X^H^Y H^

,X,H,Y (X,H,Y H,

Die erste Determinante verschwindet identisch, da sie in zwei Factoren zerlegbar ist, von denen einer

die Form r, ist, folglicli bleibt, indem man zugleich die übrig bleibenden Determinanten nach den //, ent-

wickelt:

44) N - — H,

H,

\

H.,

]'.

(X,H,Y(X\H,)'

{X,H,)'{X\H,f

{X,H,Y(X^Ky

{X,H,Y(X,H,Y

(X,HJ\X,H,Y

(^X^H^YiXtH^Y

+ P

+ l\

+ l';

[X,JI.,\\X.,lL,f

a,H,Y{x,ii,)^

iX^H^)\XJI^?

(X^H,Y{X,H,Y

{X,H,Y{X,H^Y

iX^H^YiX^H.,)'

+ I\

(X^H,)^{X,H,\'

{X,H,y{X^HsY

iX^H^Y{X^H,Y

{X,H,Y(.X^H^Y

{X^H^Y(X,H,)'

iX.,H,)^{Ä\H^Y
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294 li. If/rl.

Nun ist •/,. B.

45)
•li ^2- 4- '^2 i;, + •^, B„, f,B^--{nB,+ f, B,

h ^; h ^'i + '^3 <^'ü) ?i ^z — -Tfi ^i + ?:t ^0

('i'lfi^ <'l'l?:!^ <,4'2?3)

B.. -iB, B,

—
r ^2(.'„ ;r Co C,

7^,-4-2^, 0'

^2— 4"^'l ^0

iblglich findet man, wenn man an die Ausdrücke, die wir oben tiir die zweigliedrigen Deterniinanten des

ersten Rechteckes gegeben haben, denkt;

46)
{X,H,Y (X,H,Y

{X\H,f (XJI,f

i//, B,B„
+

<PM

,irl

B^B,

z ^
1

*-

injcrlegt man ferner, dass der Ausdruck in der Klammer die zweite Überschiebung der Form .1/ über die

.lakobi'schc Determinante der zwei Hesse'.scheu Covarianten H^ und IL ist, so erhält man scldicsslicii,

wenn wir dieselbe mit L^ bezeichnen:

47)
{X,H,Y {XJ-I,Y = -L,.f,

zerlegt man auf diese Weise alle zweigliedrigen Determinanten in 44), so gelangt man schliesslich zu folgen-

dem licsullat:

48 1

+ H,\l\t\ + l',f,^l>,f,\.L,

- \lI^L^+li,L., + H.,L.,\.M.

§.8.

Bildet man aus je drei quadratischen Covarianten des folgenden Systems:

(x,7/,)^ ^xji,Y, (Xji.Y

{X,H,Y, iXJ-I,Y, a\H,Y

iX.,H,Y, {X,H,Y, (X,H,Y

die Combinantcn, so ergeben sich deren vierundachtzig. Es sollen jetzt die Beziehungen zwisciicn denselben

anfgesuchl werden. Zu diesem Behiife fülirc ich der besseren Übersicht wegen für die Condjinanten kurze

Bezeichnungen ein, von deren Ivichtigkeit man sich sofort überzeugt. Icli sciireibe z. B. die Combinante,

welche aus den drei in der ersten Horizontalrcihe stehenden Formen gebildet ist, folgeudermassen:

(^,//,)^ (y,H,Y, [v.lAf

i>,= (y,//,)^ ('^,H,Y, ^,H^f

{r.JI,Y, (f,H,)\ (>3//,y

Es bestehen nun, wie 1. c. gezeigt habe, die folgenden Beziehungen:
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Zur Thcdi'ic viiics siniiiltiuii'ii Si/sfniis dreirr hhiäfcr citlHsrlicr Funiicii. 295

(y,iy.)^ (y,i/,)^ (^3//.)^

Z).z= (?,ff^)^ i'f^H^f, df^H^? =U[f.J.,).ll\n,iLu}

{<p,H,Y, (f,H,f, {<p,H,f

49)
< D,=

Th

(i>,H,Y, {p.H.Y, (^,H,y

(P,H,Y (^,H,)\ {^,H,f

{^,H,f, {^,H,y, {i,,H,Y

(•/.,//,)^ (x,H,Y, (x,H,Y

(y_JI,Y, {y,,H,Y, (/.JT.Y

(y,H,Y (X.H,Y, (X,//,)^

= K(t\f.,):H\,i,ii._ji\

— ^if\f'i^-l'\lf,Il,II.}

wo Ii{f;fk) ilie Resultante der Formen /, und//, und B\jr^i[.ii} die Coinbinante der drei Hesse'.sclicn Deter-

minanten bedeutet.

Die Formeln 49) besagen, dass die Combinanten aus je drei in einer Reihe stehenden Formen des

Systems sieb in Producte aus den Resultaten je zweier der drei Grundformen in die Combinante der drei H esse-

schen Determinanten zerlegen. Bildet man die Combinanten aus je drei in einer Kolonne befindlichen Formen

des Systems, entwickelt dieselben nacii den Coefficienten von //, , //^, //,. und transformirt sie mit Hülfe der

ans der Identität:

folgenden Identitäten, so überzeugt man sieb leicht von der Richtigkeit folgender Beziehungen:

50) />;=

c^,//,)^ [f,H,Y ifJi,y

rp,H,Y i-hH.Y (^,11,^'

^/.^lI^)' iV.Jl^y C/a^A'^

A.> hAh Ki>xK hJ'Jh

'd'i ':{

h„h^h.^

"1"/':!

hji.h; KK''.

+ A,

{
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D'.-

{f,H,f, (f,H,f, {<p,H,r

(^,H,Y, (^,H,)\ {^,H,Y

(X,//:)^ {y,,H,Y, (y_,H,)'

'(, ''2
«:i

Ki'A h^,b,b..

\-'l
<^\, <-i <\
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so ist:
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