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UBER
WINDSCHIEFE DETERMINANTEN HOHEREN RANGES
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LEOPOLD GEGENBAUER;,

C. M. K. AKAD.

VORGELEGT IN DER SI1TZUNG AM-22. NOVEMBER 1888,

Das Elementensystem @; ..., .,i (1 e« ) &= 1,2,...,n) heisst windschief, wenn fiir je zwei benach-

barte Indiees /7, {, von denen bei ungeraden s keiner der festen Indexreihe angehort,
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ist, und die Determinante desselben wird ‘eine windsehiefe Determinante nter Ordnung und mten Ranges
genannt,

Die Determinante eines windsehiefen quadratiselien Flementensystemes nter Ordnung ist, wie Ierr
Cayley im 32. Bande des Crelle’selien Journales bewiesen hat, fiir ein gerades » das Quadrat einer ganzen
ganzzahligen Funetion der Elemente; wihrend dieselbe fiir ein ungerades » den Werth O hat.

Ieh werde in den folgenden Zéilen eine Relation aus der Theorie der windschiefen Determinanten hgheren
Ranges ableiten, deren weitaus;interessantcste Speeialisirung das Analogon des Cayley’sehen Theorems im
Gehiete der allgemeinen Deterininanten liefert.

7Zu dem Behufe soll znnitehst ein aueh sonst reeht brauchbarer nener Summenansdruek fiir Determinanten
mten Ranges aufgestellt wérden.

Die Determinante mter Ordnung und (2r+1)ten Ranges “’z‘,,z‘z,---,"zr+|l ) der

(€45 195- - .,127‘_“:—_1,2,. Ll

n*+1 Elemente & ist, wenn die erste Indexreihe die Reihe der festen Indiees vorstellt, dureh die

2rn-fachie Snmme

PO

(1 7 (27

Bl peasn o = @ (1) ( ¢ ( (
(1 (1N ,:(2) 8 dCA) 1 G L)
\1 F;l (2x i ) (" — 5 )UA T ) o
g X @, (1 . L2 (1) (2 2 (1) 2 (2
\ H\ (;(_X)?" l”i P2 a---;’ir a?,tkz)lé’,.. ,zkr)-..dn,z’ll,,;‘r,_.",(n")
"i1'7'-""n~,. i ] (X>))

definirt.




40 Leopold Gegenbauer,

Beachtet man, dass, falls 4, 4,,. . ., ¢, irgend welche Zahlen der Reihe 1, 2,...,% sind, dic Relationen
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n
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bestehen, wo mit dem Symbole (7 iy .. -,7,) diejenige Determinante bezeiehnet wird, welche aus der Deter-
"N 2
minante nter Ordnung
1, g O T
¢
0, 1, O,. , 0, O
0, 0 48 : , 1,e 0
W SON SOE 0, 1
dadurch entsteht, dass an die Stelle der ersten, zweiter, . . .,nten Verticalreilie, beziehungsweise die te,
iste,. . ., g,te tritt, so erhiilt man die Gleichung
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Beriicksichtigt man, dass, wic ichgezeigt habe, ! eine Determinante nter Ordnung und (2, +1)ten Ranges,
in welcher alle festen Indices einander gleich sind, der mit »! multiplicirten Determinante nter Ordnung

und (2»)ten Ranges der »* versehiedenen Elemente gleich ist, so erhiilt man aus dieser Gleichung dic

Relation
la - =T
2) Ia'“iz a2 i fyye ooy fgy=1,2,...,0) ==
&, i =n y,
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Fiir » =1 aitstelit aus dieser Gleiclung die clegante Darstellung der quadratischen Determinanten,
welche unkingst Herr . Mertens?® mitgetheilt hat.

Nach dew aufgestellten Gleichungen liefert jede Darstellung des Prodnetes von zwei quadratisehen Deter-
minanten darch cine Summe von Determinantenproducten cinen Summenansdruck fiir Determinanten mten

t _Uber Determinanten lioheren Ranges.* Denkseliriften der mathem.-naturwissenschaftlichen Classe der kais, Akademic
der Wissenschaften, Bd. XTIIL.

2 Uber windschiefe Determinanten.* Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. CL d. kais. Akad. d. Wissensch. Bd. XCVI,
1. Abth., 8. 1245—1255.
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Ranges. Eine bemerkenswerthe derartige Darstellung ergibt sich ans einem von Herrn Sylvester im Jahre
1851 in , The London, Edinburgh and Dublin philosophical magasine and journal of scien€e“ aufgestellten
Satze, der, wie Herr J. F. v. Sperling ! hervorgehoben hat, aus den zwei Identititen
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folgt. Dieses Sylvester'sche Theorem lautet:

o o o ol of Y / § - Or
Bezeiclmet [a; | 1b; ,[; #'7oy. 8 ¥ g3 Niy29,. .-, 0] dicjenige Determinaute nter Ordnung, welche
a8 |4y | (5e—1,2,...,n) ontsteht, wenn die zte, «te,. . ., « te Verticalreihe dersclben, bezichungsweise durch
b Sl gl ) OFS) ‘

die )\'lte, 1{2 te,.. .2 te Verticalreile der Determinante | 0, | (i,,=12,...,n) ©rsctst wird, so ist
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Unter Bentitzung dieses Satzes kann man die Gleichungen 1) und 2) in die folgenden verwandeln:

1, Note sur un théoréme de M. Sylvester relatif & la transformation du produit de déterminants du méme ordre.“ Liou-
ville, Journal de mathématiques pures et appliquées. 1le série, tom. V, p. 121—126.
Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. LV. Bd. 6
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wo die Grossen x(:), Ay .,xi_f/ irgend eine Combination o_ter Classe der Zahlen 1, 2,...,%, die Grossen
T

7 / / . . o
gy Bhore v oy By o1y Fose o o [ gms Vis Yoy Vor 8y aber eine Permutation der Zahlen 1, 2,. . .,2r sind.
Ertheilt man in der Determinante

')
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der Reihe nach alle ilmenszukommenden Werthe, so sind sclbstverstiindlieh alle auf diese Weise entstehenden

Ausdriicke, in denen zyei der Grossen A7) denselben Werth haben, gleieh Null und es treten fir «=0,1,2,..., 7

n—G .\ /6 . . : '
( T) ( T> beziehutigsweise n—a_ auf, in denen genan « unter den Zahlen A®) von den Zahlen »(*) ver-
24 24

0 . (Gr A ! n—0y o d
schieden sind, da’es L a) Combinationen (6:—«) ter Classe der Zallen (%) und ( . ) Combinationen «ter

Classe der vonsden Zahlen ) versehiedenen Zahlen der Reibe 1, 2,. . .,% gibt und jede Verbindung von zwei
solehen Combinationen, ein System von Zahlen X(%) liefert, in welchen genau « Zahlen A) von den Zahlen )
versehieden sind. Da nun offenbar dureh Vertauschung aller Indices /9 mit gewissen unteren Indices mit
ebenso vielen anderen, deren untere Indices andere Werthe besitzen, in Verbindung mit einer geraden Anzahl
von Vertausehungen der Verticalreihen in dem das Zeichen darstellenden Determinantenproduete jeder einem
bestimmten « entsprechende Ausdruck in jeden anderen von ihnen iibergeftirt werden kann, so kann man die

Gleichungen 3) nnd 4) auch in folgender Weise schreiben:
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der Determinante (zll T>, z;‘“, s 1(1 T)) ¢érsetzf wird, wo genaun o unter den Grossen i ) von den Zahlen
"

verschieden sind und beziiglich «_ von'0 bis zur kleineren von den zwei Zahlen ¢, n—«_summirt wird.
Aus dieser Formel ldsst sich nun die erwiibnte allgemeine Relation mit grosser Leiclitigkeit ableiten.

Ist ndmlich das Elementensystem «; ; . 4 (845 a5+« o2 iy =1,2,. .., m) windsehief, so sind je zwei
e, iy 2

Ausdriicke
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in denen « densclben Werth hat, dem absoluten Betrage nach gleieh, dem Zeichen naeh aber gleich oder ver-
sehieden, je nachdem | ¢—r | gerade oder ungerade ist, weil sic dureh blosse Vertauschung von |s—r | Indiecs
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i) mit den eorrespondirenden Indices i) in Verbindung niit einer geraden Anzahl vonsTranspositonen der
Vertiealreihe in dem das Vorzeiehen angebende Determinantenproduete in einander tibergefiihrt werden kénnen
Aus dieser Bemerkung ersicht man sofort, dass derjenige Theil der in den Gleichungend) und 6) auftretenden
Summen, in denen eine der Grossen den Werth O hat, wihrend die iibrigen Grossen «, alle ihnen zukommen-

| . . 1
den Werthe durehlaufen, den Werth == ‘ail, E - 1'2”'_’_“(1_ . beziehungsweise —- .

1,12,...,1'27‘_“:1,:2,...,71 !

‘ besitzt. ")

i =="10,105, . .7%)

g .
N, A O 8
i S R a0 R SRl

Bezeiehnet man nun den Theil der auf der reeliten Seite der Gleiehung ) stehenden Summe, in welehem
a, den Werth ay, «, den Werth ay,. .., den Werth e, besitzt, withread die ubrigen Grossen «, alle ihnen

zustehenden ganzen Zahlen durelilaufen mit {ay, ay,. .., 0 o, (, %%, ., @, } und setzt der Reihe nach
0;=1,2,8,4,..., so ergeben sieh fiir die Determinante A eines wihdseliefen Elementensystems ungeraden

Ranges die Relationen:
28 = (n—1) 15 ey tgy. . .y apf

0=— {?) (”—1—2){1; bt am}—*- (g) gin;2> {25 i Cgypo 0 o “m}_

/ 9

2A = (‘?) (’ZTL’) {15 agy &gy o oy Gy }— (g) (n;?)) {25 ag, agy. .oy oty }—
(ol (g) <HE3> {33 “ap Egpom 9g am}

0 =— (4 (”_'4> {15 oy 03y v vy Bl } + <4> (72—4> o CERI et 5

e

\1/ L 1 2 2
el (g) <n§4> {35 &y, dgy oy Ay }+ (i) (7lz4> {45 oy, 03,0 .-, %y, }
=
7 0=y (—1)X(2f> (”728) 5 o gy %)
A=
=5
8) 2828 3 (1P ("—Q)f—1>gz; ag, tgirssinhs
A=1

wo (3 die kleinere der zyei Zahlen 2s, n—2s, beziehungsweise 2s4-1, n—2 s—1 ist.

Ist » eine ungerade Zahl, so verwandelt sieh die Relation 7) fiir szng—] in

0= (n—1) {1; a9, ag,. .., 2,}

und daher erhitt man unter Beriieksiehtigung des oben erwiithnten Zusammenhanges zwisehen Determinanten

(2r+1)ten wnd (2r)ten Ranges das Theorem:
Eine windsehiefe Determinante s ten Ranges von ungerader Ordnung ist gleieh Null.
Ist die Ordnungszahl # gerade, so ergibt sieh aus den Gleiehnngen 7) und 8), wie man leieht zeigen kann,

die Formel:

9) 201 pl A =(n—1) (n—3) (n—b)...(n~2p;+1) {o1; @y, &35+ -+, &y} (pl = g)
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Besteht dieselbe niimlich bis 2s, bezichungsweise 2s—1, so hat man die Relationen

h=2s—1
25 (2s—1)...(2s—A+1) (n—2s) (n—25-—1). ..(n—2s—A+1)
= o\ \! —o) = 5 ! S - |
. = (=2 M (n—1) (n—3). .. (m—22+1) E
Re=1l
- <7l;s28> {23; gy Egpe vy Uyl
- h=2s
1= » 2s4+1) 2s. .. (25—242) (n—25—1) (n—25—2). . . (n—255-2)
286= 24 Z & — A (n—1) (n—3). . .(n—22+1) u
=1

n=2s—1 ,
+(Sea1 )Pt liay o m

oder

: n—2sy 2% (2s)!

- . ﬂ: \ | o = ol
0_<If<_2s’_n+2°’_' i o ( 28 J(n—1) (n—=3)...(n—Bs+1)

i
iE S

e ‘5) {23; o, Ggye + -y Ay}

\ 2s
) . n—1 n—32s—1 223+1(2s+1-)!
2A——‘(F(-—2s——1, L 1)__27 ? 1) i ( 2541 >'(n—1) (n—3)...(n—4s—1) )A i
—Da—il
e <n 2s—|s—1 ) {23—*-17 %9y Agye o .,am},

wo F (e, B, v, «) die hypergeometrische Reihe ist. Bekanntlich ist

; v 1) N G=DH(G—a—p—1)
Fe 8m 1) =y (y—a—1) Il (y—p—1)

und daher

F(——?s,—n+2s,—n:2_1-, 1):1
) n—1
: (—2s—1,_n+2s+1,— — 1):—_1.

Die zwei letzten Gleichungen yverwandeln sich daher in
2% (21 A =(n—1) (n—38). . .(n—4s+1) {2s; cg, a3,. . ., %)}
9% +1(264-1)! A = (n—1) (n—3). . . (n—4s—1) {25+ 1; 2, a3, . ., %1,

und demnach besteht die Relation 9) allgemein, da sie fiir p=1, 2, besteht.
Auf dem eben anseinandergesetzten Wege ergeben sich ferner, wie man sofort siebt, die folgenden

Relationen :
22 Ba! {15 %2 @y oy 2} = (0—1) (n—38)...(n—2pa+1) {p, pa; a3y 2y . -, Ay}

208 o, {P1 P2j %y Aar- -y &y} =(2—1) (n—3) .- (n—2p3+1) {py,09, 3} %y %5 - +,2m}

2P"Px!{P17 GEweapLITS e e il =n—1)(n—=38)...(n—20,+1) {p1,09) -+ Pu—1) P} Rt 1) %27+ » %}
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Es ergibt sich demnach fiir cine windschiefe Determinante A ungeraden Ranges vonsgerader Ordnung »
die Relation

e e
10) AZ( 2 )( 2 )( 2 >{K01_J 921“'; Px—l’px; ax—i—l.‘ ax—|—2)"'1am}
P1 P2

Px
aus welcher nach den fritheren Bemerkungen sofort fiir cine windschicfe Determinante A; geraden Ranges von

gerader Ordnung » die Gleichung

n—1, n—1 n—I1
11) n! A < 2 >< 2 \( BN Pty NOTTEE e TS,
Pl pe / Px /

folgt, wenn oy, po,. ) Puts P45 %ugotr %uto9se - oy %y}  denjenigen Ausdruck bezeichnet, welcher aus o1,
Pore s Pu11Pn) Fnteis Fup0s- - s %yt entsteht, falls alle festen Hdices der Elemente glcich gemaceht werden.
Aus den allgemeinen Relationen 10) und 11), deren Ablcifung der Zweck dieser Mittheilung war, ergibt
sich nun leicht durch geceignete Specialisirung die Verallgemeinerung des Cayley’schen Theorems.
Setzt man

r=me=r al:{;:v A=125 .., m;p,=2r—1, p/ =2
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Vertauscht man in irgend einem Gliede der auf den rechten Seifen der letzten Gleielungen stehenden
Summen zwei der Grossen 4271 4(27) mit demselben unteren Index mit einander, so indert sieh dasselbe nieht.
Es haben also alle Glieder, welehe dureh eine Reihe von solehen Trafispositionen in einander tibergefithrt werden

v
konnen, denselben Werth, und demnach ist jede solehe Summesgleich dem Produete aus 22 und demjenigen
Ausdrucke, welcher aus ihr entsteht, wenn jedes Indexpaar i{** 1, i(>*) durel die Ungleiehung ia2’_1)<éa2’)
besehridnkt wird. Vertauseht man ferner in ciner der eben grwihnten Summen alle correspondirenden Grissen
#(*=1) mit zwei verschiedenen unteren Indices mit cinander, so bleibt dieselbe ungeéindert und daher ist jede

. . _ n — [ :
von ihnen gleich dem Produete aus II/--) und demjenigen Ausdrucke, weleher aus ihr hervorgeht, wenn die

Indiees #2*—1 der besehrinkenden Relation 1({'“1) < D’_‘(A < 1) unterworfen Werden.
Man hat daher sehliesslich die Gleichungen
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Fiir » — 1 liefert die letzte Gleichung die von Herrn F. Mertens a. a. O. abgeleitete Formel fiir wind-
sehiefe quadratische Determinanten.
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Diese Gleichungen liefern die folgenden Theoreme:

Eine windschiefe Determinante ungeraden Ranges von gerader Ordnung ist das Product von zwei ganzen
ganzzahligen Funetionen der Elemente.

Eine windschiefe Determinante gerader Ordnung, deren Rang einfach gerade ist, ist das Quadrat einer
ganzen ganzzahligen Funection der Elemente, ist aber der Rang derselben mehrfach gerade, so ist sie das

nl-fache eines solehen Quadrates.
m—1
Eine windschiefe Determinante von gerader Ordnung # und vom Range m ist dureh {n!} I 2 7] theilbar.
Will man nur die lefzten zwei Relationen ableiten, so gelangt manSbedeutend rascher zum Ziele, wenn
man sieh eines anderen Summenausdruckes fiir Determinanten mtensRanges von gerader Ordnung bedient,
weleher aus der von Herrn . Mertens a. a. O. anfgestellten Formel:fiir das Produet von zwei quadratisehen

Determinanten leieht erschlossen werden kann,

o
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