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UBER 

WINDSCH1EFE DETERMINANTEN HOHEREN RANGES 

VON 

LEOPOLD GEGENBAUER, 
C. M.  R. AKAD. 

VOKGELEGT IN DER   SITZUNG AM 22. NOVEMBER  1888. 

Das Elementensystem aii,iv.. .,im ('i> Li-- • •> h>i — 1,2, . . .,«) heisst windschief, wenn fur je zwei benach- 

bavtc Indices is j'g+1, von denen bei ungeraden m kciner der festen Indexreilie angehort, 

ist, und die Determinante desselben wird eine windscbiefe Determinante reter Ordnung and mten Ranges 

genannt. 
Die Determinante eines windscbiefcn qnadratischen Elementensystemes »ter Ordnung ist, wie Herr 

Cayley im 32. Bande des Crelle'sehen Journales bewiesen bat, flir ein gerades n das Quadrat einer ganzen 

ganzzabligen Function der Elemente, w&hrend dieselbe fur ein ungerades n den Werth 0 hat. 
Ich werde in den folgenden Zeilen eine Relation aus der Thcorie der windscbiefcn Determinantcn hoberen 

Ranges ableiten, deren weitaus interessantcsto Specialisirung das Analogon des Cayley'scben Theorems im 

Gebiete der allgemeinen Determinanten liefeit. 
Zu dem Behufe soil znnachst ein aucb sonst recbt brauchbarer neuer Summenausdruck fur Determinantcn 

m ten Ranges aufgestellt werden. 
Die  Determinante  »ter  Ordnung  und (2r+l)ten  Ranges \ai   ,,,.. .,i2, . [,.   .        . (jer 

I - -I-    \ {t„ >.,,. . •,'2,.+i = 1, <*, • • ., n) 

«2r+1 Elemente azi>ii,...,iir+i ist, wenn die crste Indexreilie die Reihe der festen Indices vorstellt, durch die 

2r«-facbe Summe 

.(1) , (2r). 
' 1     I '   •   • >       H ' /,(1)       4-(l)w,(2)        A*\      (pr)      Mr\ 

Kh    — h  ) W    ~ 'A   )••• Kh    — *X   ) 

(*-*) 2r 

definirt. 
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40 Leopold Gegenbauer, 

Beachtet man, dass, falls i1} i2,. .., in irgend welche Zahlen der Eeihe 1, 2,.. .,« sind, die Relationen 

  | ;<j—1 R&-*0 = l*' <7,r = 1,8,...,ft) (*>X) 

;s—1 I _ (tj, e2, • . ., «M) <?—l 

(<7,r = l,2, ...,») 

bestehen, wo mit dem Symbole (it i» . . »,in\ diejenige Determinante bezeichnet wird, welche aus der Deter- 

minante wter Ordnung 

1, 0,    0, .   .   .,0,    0 

0, 1,    0, .   .   . , 0,    0 

0,    0,    0, .       . , 1,    0 
0,    0,    0, .   .   . , 0,    1 

dadurch  entsteht, dass an die Stelle der ersten, zweiten,. . . ,wten Verticalreihe, beziebungsweise die i{te, 

z'2te,. . ., inte tritt, so erhalt man die Gleichung 

-v       *i)*j)- ••)«': *r+t\(i1,is,...,itr+l = l,i,...tn) — 

i   i- • •itn   —n 2r 

RO^V'«V • ->^) «i ,••(*) *<2)        2-'»«2  «<« ,<2>        ,-M • • • «>, ,-£') ;(2'        ,<2'') 

Beriicksichtigt man, dass, wie ich gezeigt babe,1 eine Determinante rater Ordnung und (2r+l)ten Ranges, 
in welcber alle festen Indices einander gleich sind, der mit n\ multiplicirten Determinante rater Ordnung 

und (2r)ten Ranges der nir verschiedciien Elemente gleich ist, so erhalt man aus dieser Gleichung die 
Relation 

2) 

•lr, 

"2r|(i1;,-2,...,;2r=l,2,...,«)- 

2r 

— —j j I I v 1 2 7  M  7     e i   >»l   > • • • i »i        *2   > h   '   • • i !2 *»   » 'n, >' ', * >  » 

!1 

Fiir r = l entsteht aus dieser Gleichung die elegante Darstellung der quadratisehen Determinanten, 
welche unlangst Heir F. Mertens2mitgetheilt hat. 

Naeh den aufgestellten Gleichungen liefert jede Darstellung des Productes von zwei quadratisehen Deter- 
minanten durch  eine Summe von Determinantenproducten  eincn Summenausdruck fiir Determinanten mten 

1 „Uber Determinanten hoheron Ranges." Denksehriften der mathem.-naturwissenschaftlichen Classe dor kais. Akademie 

der Wissenschaften, Bd. XLIII. 
2 „Uber windschiefe Determinanten."   Sitzungsberichtc d. mathem.-naturw. CI. d. kais. Akad. d. Wissensch.  Bd. XCVI, 

II. Abth., S. 1245—1255. 
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Uber loindschiefe Determinanten hoheren Ranges. 41 

Ranges. Eine bemerkenswerthe derartige Darstellung ergibt sich aus eincm von Herrn Sylvester im Jahre 

1851 in „The London, Edinburgh and Dublin philosophical magasine and journal of science" aufgestellten 

Satze, der, wie Herr J. F. v. Sperling ' hervorgehoben hat, aus den zwei Identitaten 

al, 1) ai, 2> 

"•_>, [i a2, 2> 

an, V °n, 2' 

0,     0, 

0,     0, 

0,     0, 

ai, V al,2> 

a"2, V a2, 2' 

(hi, 1' an, 2> 

0,     0, 

0,     0, 

0,     0, 

7 •*!, n—m » 

'"2, n—m i 

i   n, n—m ' 

o, 

">      al,n—m-\-1 >al,n~m + 2 • 

0,     »« n—m-hl )"'2, «-—m+2 > 

,     0,     «1; n, b1) 1,0^%, 

?       0,       «2, »> ^2, V "% 2' 

>       "j       an, w "n, V "n, 2t 

y('l./n—Val,JV ^1, D ^1,27 

>a2,n-Ha2,n> ^2, 17 ^2,2> 

' ^'       an,n—m+l'an, n—»M-2 ' 

>al,v—1 7al,v 7al,v+l > 

>a2, v — 1  >a2, v 7a2, v + 1 7 

i ff'«, v—l ; an, v > an, v-t-1 

J °7 «1, V 

,       0,     a„ ,, 

0, 

0, 

"», 1) "n, 27 

> ") "l,  17 "1, 27 

' ^7 "2,17^2,27 

7 "2, » 

7&«, 

>b2. 

>an,n— Van,w "n, 1) "n,2'   '    -    ' »*«,n 

?ai,M        7 ^1,17^1,27 >*1, n 

'x2, 17^2, 27   •    •       '^2, n 

>^2,n 

n,n 

7%, n 

= 0 

0,      a n, v 7 0, 7 0, "»,  17^1, 27 '       -7^)1 

folgt. Dieses Sylvester'sche Theorem lautet: 

Bezeichnet   [|«txj \h x\''/-'v'/-''»-• •> y-'a'i ~J'v~K2>• • • i^'a\   diejenige Determinante rater Ordnung, welche 

aus  la,- .. | /,-.._ -, 0       „N   entsteht, wenn die •/' te. x'te,.. ., x' te Verticalreihc derselben, bcziehungsweise (.lurch 
I   h '• I \'i *• — ' i -> • • • t Il) ' 1     '     2 0 

die X'te, A'te,. . ..A' te Verticalreihe der Determinante I &,-„ j /,• „ _i o        „\   ersetzt wird, so ist 

«-• J.   &.• ',x («,x = l,2,. . .,«) ~ 

X„...,-»a=« 

2   dv|'K«|jxi'V---»vx'i'x2'---'x«:,-[K«|' KJ;Ai'x2'---'Vv^'---%j- 
A,,. . .,A.= 1 

Unter Bentitzung dieses Satzes kann man die Gleichungen 1) und 2) in die folgenden verwandeln: 

1 „Note sur un theoreme deM. Sylvester relatif & la transformation du produit de determinants du meme ordre." Liou- 
ville. Journal de mathematiques pures et appliquees.  lie serie, torn. X, p. 121 — 126. 

Denkschriften der mathem.-naturw. CI.  LV. Bd. g 
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42 Leopold Gegenbauer, 

3) H,'v;hr+i  j(V2,...,,-2!.+ i = l,2,...,«)   - 

1   ' am    '   '       '  n m 

v rW^ t^    /^i f/^> /*    .^vx(T)x(T)    x(r)- )(r) >(r)    A(T)I 

A    ,...,kam,t\   ,...,.„    —! 

2r—2»» 

°l   (*.     >*'a!>' • •>*       )al i{i)   i(2) ,<2'-)«9 ,-(l)   ,-P) ,•(*•). . .a     .(l)   .(2) .(8r) 

41 *vy•-!**• |(,y3,...,«2r = i,2,...,«)  - 

"J ? ^  1       '2       '•••'«       ^1       '2      ''•''«       -''     1    '2   7-  •   •7/ff   ! Al    7 A2 V"7Aj   J 

(1) S?r) 
Al >• • •) A<»m 141 I-' •' \       A 

. r(^VK),- • .,*'W), (W<^,.. .7*W), *?>, AW,. . .,X«;x« *«,. .,#] L\ i 2 w 1 2 w L        2 'o'i7i>' '    ^„J 

2r—2 m 
R,.(v )    .(v ) .(v )s (t)  "  , *;« ,. . .,t' "')«,-(!)    .•(*) v!2r)ffl.(l)     .(2) {*•). ..«.(!)   <*) .(*•) v 1     '2 »    7   M    > * i   '• • •' ll       *2   ' * 2   '• • -i li ln »*n '• • •   H 

wo die Grossen xW, xM,.. .,x(r) irgend eine  Combination  erTter Classe der Zablen l/2,...,n,  die Grossen 

JM1; ft2,..., (JtOT, j*x, f«.2,.. ., (f-myV1,v2,v^r_^m aber eine Permutation der Zahlen 1, 2,. . .,2r sind. 

Ertbeilt man in der Determinante 

[<^,«jft. • J:^,^,.;.,^)., „«„«.. .;x^> £> . . ., X«] den ^Zahlen ^,£> . . .,>« 

der Reibe nacb alle ihnen zukommenden Werthe, so sind selbstverstandlich alle auf diese Weise entstehenden 

Ausdrticke, in denen zwei der Grossen Xw denselben Werth haben, gleicb Null und es treten filr a — 0, 1,2,.,V<JT 

T) beziehungsweise n—a7 auf,  in  denen genau  a unter den Zahlen AW von den Zahlen x1-^ ver- 

schiedeii sind, da es ( z) Combinationen (ar—a) ter Classe der Zahlen yW und  (        J Combinationen ater 

Classe der von den Zahlen xy] verscbiedenen Zahlen der Reibe 1, 2,. . .,n gibt und jede Verbindung von zwei 

solchen Combinationen, ein System von Zahlen 1^ liefert, in welclien genau a Zahlen /M von den Zahlen x(r) 

verschiedeii sind. Da nun offenbar durch Vertaiischung aller ludices i^ mit gewissen unteren Indices mit 

ebenso vielen anderen, deren untere Indices andere Werthe besitzen, in Verbindung mit einer geraden Anzahl 

von Vertauschungen der Verticalreihen in dem das Zeichen darstellenden Determinantenproducte jeder einem 

bestimmten a. entsprechende Ausdruck in jeden anderen von ihnen ubergefuhrt werden kann, so kann man die 

Gleichungen 3) und 4) audi in folgender Weise scbreiben: 
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Vber windsehiefe Determinanten hoheren Ranges. 43 

5)       \aivi2,...,i2r+l I (»„«,,...,tgr+| = 1,2...,n) — 

1    J        '   am >   1   '        >   n m 

>£K.XMX«       x(r)- >(r) X(r)       )(r)-ai   rrM) JMQ       ,(K)W,-W >T)        >X)VAW)M 
•••>*„     J'  *l >*2 >' ' ')\ » Al > A2 >• • ->A* j«rJ • Ll^    ;*2    ;•••>„     J > V1!     ; '2    >•'•>*„    )iAl>A2>--- 

2r—Zm 

,^«iv»v-A>j H(?^^'---ClVi,^42v..,42'')a24i^),.-.,r)---^^€)'.--,e) 

6) *1> *2'" • "»**r I  *1> 22>- • •! !2r — 1,2,. . ., » 

X«i )(»')   ,-(') ,-(2'')_ „ 

*•!   >• • •> Ai ,'4l   >•••!*«    — 1) «|>a2>- • 'i". 
i 

'„    /> *1 ;*2 >• ••>xffT' 
Al >A2 J" -»Aff )arJ • lA^   ,\    >''->\     >> *> 1     '2    »* ' M »    "   1  »   2 > * • • 

2r—2/» 

. ., /(;}; H\ 4^ • • • J •"•?; «J     R   (»<V'), i^, • • •, /Vo))   «e« *<2)        ef) «w»> <m        tw C*»0 . . .CtAl) .-(2) ,W 

WO 

[ft <?«>,.. .ft, ft ,*«>,.. .ft;X?,x
(T),.. .,41.;r),x«.. .,£>;«,j 

eine von den Determinanten wter Ordnung ist, welche aus (*, , ifT,...,ir*') dadurch entstehen, dass die 

xj te,xg te, . . ., Xgte Verticalreihe derselben, beziehungsweise durcli die A^te, Ayte,. . .,X^ te Verticalreihe 

der Determinante (i     , i['''z ,.. ,,i r) ersetzt wird, wo genau a. unter den Grossen   ' ^ von den Zahlen x ' 

verschieden sind und beziiglich a. von 0 bis zur kleineren von den zwei Zahlen xr, n—«r summirt wird. 

Aus dieser Formel lasst sich nun die erwabnte allgemeine Relation mit grosser Leichtigkeit ableiten. 

Ist namlich das Elementensystem a{   8-     _ it      (iv /.,,. . ., 'or+1 r=l,2,..., n) windschief, so sindje zwei 
Ausdriicke 

...,iy);A1,X2,...,Xff;x1,x2,...,xff;«]a1)4*))^)>;..)^))...!^)...i^)^ 

•••^>,e...,e),--.,e/),-..,ei 

A'\ A
2
) &•) ,<y-'\.   . i<?r) «a. iW i(8), &)); A,   AT,. . ., A- •/.,, •/..>,. . .,-/. : a1«i &i] i?]        W        &°        i(2r)a2 i<^ i(2' W> • >     „    / 1     1;     2' '     "'     1'     2?     '•)     r)  ^J     ', 'l    ; 'i    ,• • • ! '1    ;• • • > 'I      ;•••)'! -) '2   1 ''2   I • • • ) '2    > • • • 1 H     >•••}*» 

in denen a denselben Werth hat, dem absoluten Betrage nacli gleich, dem Zeichen nacli aber gleich oder ver- 
schieden, jo nachdem j a — r \ gerade oder ungerade ist, weil sie durch blosse Vertauschung von \a—r | Indices 

6* 
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44 Leopold Gegenbauer, 

»M mit den correspondirenden Indices W> in Verbindung mit einer geraden Anzabl von Transpositonen der 
Verticalreibe in dem das Vorzeicben angebende Determinantenproducte in einandcr iibergefubrt werden konnen 
Aus dieser Bemerkung ersieht man sofort, dass derjenige Theil der in den Gleiehuugen 5) und 6) anftretcnden 
Summen, in denen eine der Grossen den Werth 0 bat, wahrend die librigen Grossen «z alle ihnen zukommen- 

den Werthe   durcblaufen ,   den   Werth  ± \ai„L,.. .,*"„ , J,.   . . , „ beziehungsweise H—f. 1      1>   2> '   *r+l| (,„,,„...,, a.t==  1,2,...,*) —   n\ 

\ai, i        i   \, . N besitzt. 

Bezeichnet man nun den Theil der auf der recbten Seite der Gleichung 5) stehenden Summe, in welchem 
«1 den Werth av «2 den Werth a2,. . . «4 den Werth a4 besitzt, wahrend die ilbrigen Grossen ccx alle ihnen 

zustehenden ganzen Zahlen durcblaufen mit {a{, a2,. . ., as; «s+1 , <xs+2,.. ., am\ und setzt der Reihe nach 

<r1 = l) 2,3, 4,..., so ergehen sich fur die Determinante A eines windschiefen Elementensystems ungeraden 

Ranges die Relationen: 

2A = (n— 1) fl; «2, «3, • •., 

2\ /«—2' 
1 "Y'j'Ui «2>«3>---; «»,}+(: 

2\ /»—2\ 
2/ v   2   ' *' 

(*} (n~3) {1; «a, «3r., M-ffi (W73) I2; a* «3" • •> «m}- 2/ v 2 
3\ /»—3^ 
3A   3 

3; «2, «3,. .., u 

0 = - (*) (M74) {1! «* «»..., «**} + (J) (Wi4) {2; «2, «„. • •, ,m \ - 

- (!) (V) ^3! «* «»•••> a~)+(1) C74) 14; <* «»..., «m ] 

7) 

8) 

°=zWi8)C7>->** •$> • • • J "mi 

> -----1 

X=3 
2A= ^ (-l)^2s+lj m-28-l^x. 

X=l 

a2; a3>' 

wo /3 die kleinere der zwei Zahlen 2s, n—2s, beziehungsweise 2s 4-1, M—2 s—1 ist. 

Ist n eine angerade Zahl; so verwandelt sich die Relation 7) fttr g=        • in 
Li 

0=(»—1)  [1;  «2;«8). • ., «J 

und daher erhalt man unter Beriicksiclitigung des oben erwahnteu Zusammenbanges zwischen Detcrmiuanten 
(2r+1)ten und (2r)ten Ranges das Theorem: 

Eine windschiefe Determinante mten Ranges von ungerader Ordnung ist gleich Null. 
Ist die Ordnungszahl n gcrade, so ergibt sich aus den Gleichungen 7) und 8), wie man leicht zeigen kann, 

die Form el: 

9) 2Pip! A =(«-!) («-3) («-5). . .(M-2Pl + l) {Pi; «2, a,,, . ., *m]      (f>i S|). 
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Uber windschiefe Determinanten. 

Bestebt dieselbe namlicb bis 2s, beziehungsweise 2s—1, so bat man die Relationen 

0 - A "v~V_« V 2s ^-^•••Q-X+l) (n-2s) (n—2s—l) „ .(»—2s-A+_l_) 
L    l    "J A! («—!)(«_3)...(»—2A+1) + 

45 

A=l 

X = 2s 

2A = — A V (—2)'A 

X = l 

(%,2*){2«; «*«»•••,«»} 

, (2»+l) 2s. . .(2s—X+2) (»—2s—1) (n—2s—2). . .(n—2s—X) 
X! (w_i) („_3). . .(«—2X+1) 

+ (n2«+l1)i2,"+1; "»"•»•••'• 
oder 

M—1 0= i^-2s,-«+2s, 1J_1_^   2s 
ii—2s 22s (2s)! 

(M —1) (w—3). . . (w—4«+l) )A + 

•2s-i,~w+2s+i,-^,i)-i+(w
2/+i1)(w_1)(rw_3):;,(wi4g_1))< 

/«.—2s 

228+1(2s+l)l 
•3)...(»~ 

<«—2s—1\ (9 

(" 2s ^ ^2S;  a2'a3)-- •/«•»} 

+ ( 2s+i ){8»+1;«*« 8> • • •; ami ? 

wo F (a, (3, 7, a;) die bypergeometrisebe Reibe ist. Bekanntlicb ist 

F(o a ., 1s_n(7-i)n(7-«-p-i) 

und daher 

_2s,—»+2s, ———; 1 

—2s—1,—»+2s+l,~^i  1 

Die zwei letzten Gleicbungen vervvandeln sich daber in 

22s(2s)! A = («—!) (»—3).. ,(n~4s+l) (2s; a..2, *&•-> xm\ 

228+i (2s +1) | A = («—1) (n—3). . . (»—4s—1) |2s+1; a2, «3,. . ., «w], 

und demnacli bestebt die Relation 9) aUgemein, da sie fiir p=l, 2, bestebt. 
Auf dem eben auseinandergesetzten Wege ergeben sich ferner,  wie man sofort siebt,   die folgenden 

Relationen : 

2p2p,! {fl; a,, «A>. . ., «,„} = (»-l) («-3). . .(»-2p8 + l) [Pl, p2; «B, «4,. . .,«„,} 

2P3P3! {Pn P-»; K3> «4" • •>*«.] =(n-mn—3)...(w--2p3+l) (fl,/32, p3; «4, «.,. . .,«,„} 

2PxpJ{Pi» P-2»- • • »Px—ii"xiax+-l» • • w«,»} = 0*— 0 C»—3) • • • C»—2Px + l){?i. P-2;- ••Px_i,Px;
ax+i>«x+a> •••;«,»}• 
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46 Leopold Gegenbauer, 

Es ergibt sicli demnacb fiir eine windschiefe Determinante A ungeradcn Ranges von gerader Ordnung n 

die Relation 

10) 
n—1,  ,n—1,        ,n—1 

2 2 
Pi A  H Px 

2       {Pv H> • • •/ Px—V Py- i "x+1.' ax+2; • • •; 

aus welcher nach den frliheren Bemerkungen sofort fiir eine windschiefe Determinante At geraden Ranges von 

gerader Ordnung n die Gleichung 

11) 

n—1,  ,n—1, n—1, 
nlAt =      2 2 

Pi  A  p2 

2     ){PvP-2>- • •> ftc—l>fts»ax-MJ«x+2>' • •> Km)' 
Px 

folgt,  wenn   |p1; p2v • •; IV—1> Pxi ax+i) ax-f-2>- • •> am}' denjenigen Ausdruck bezeicb.net, welcher aus {oj 

P2;- • •; Px—tiPx'i <VM> 
ax+2; • ' •' xm] entsteht, falls alle festen Indices der Elemente gleich gemacbt werden. 

Aus den allgemeinen Relationcn 10) und 11), deren Ableitung der Zweck dieser Mittheilung war, ergibt 

sich nun leicht durch geeignete Specialisirung die Verallgemeinerung des Cay] ey'scben Theorems. 
Setzt man 

n 
2 

~m — r\ px = -i=v (A = l, 2,. . ., m); [xT = 2z— 1, //_:=2T 

und bedenkt, dass 

n n n) 
2>2>'- -'2   - 

,<0 ,<1)   ,{2) v(2) ,(2r) jW_M 

M   !•••>%   ;M   >•••>%   )--'!*l      ;•••;'•,     —l 

. a2 «W s(2) /2r) • • • av i^ i"~) t<2r>  • 

• J > • " • > %   J «i   ) • • • > %   ; • • • > zi    ) • • •> l,    — n    r 

•av+2;^^-..,^---v^e-..,e) 

(WW re 

2'2;""'2 

,•(')        iWJ?) ... .<*).  ...<W iC»') *i   ;•••!%   ) '1 '(V-•>*;>•• •)*!  ••••i«;  —« 

2 
; W ,-(1) -<2) j(2) y(2r) <2r) _ , 

ist, so erhalt man aus 10) und 11) die speciellen Formeln 

II 

tR'j ?'2 ;•••;% ) *j     ; ''2    >     . > y     >     *l   ' 'i >• ' •' eJ     " 

.«.•(*)   ,<2) ,(2,).  .  .fl.(i)     (2) .(2r) 

A = 
L    l2^J      /    ,f) v(l)  j(2) ,(2) .(Jr) .(S,)_        , 

• al  i{i'>  1<V i''2r>a<> ^  ,<2) i<2'')- • -fflv i(1)  »<2) «<2r) 
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Uber ivindschiefe Deter minanten hoheren Ranges. 47 

< 

'I 
,<•)       ,<*)       /2i       .<*)       Air)       ;(2,'> = i 

2 ^(?r-^fr-,v.-!r~^fr)^f)--^f))(?v+v^^..,r 

ft'v4-2   »<*) #) /2r> •'••«* i(l) »<2) i(2r)- 

II («) 
1=«)T 2 p](?"f u'*a* ^••••v*r %*rv'*a • (2r-r,l)   ;(2r-1> /2r-l)   ?-(2r)    <2r) 

pj -i >*2 >•-•>% '.1     >*2    ' 
,-(') ,<»)   ,'(2) ,-(2) Mr) Mr)       j      j 

i^hOffl) ,<»)        AWaAi) A*)        fir) . . .«.(t)  <») <*•)}   /vrr-V 

Vertauscht man in irgend einem Gliede der auf den rechten Seiten der letzten Gleichungen stehenden 

Summen zwei der Grossen Pv~ 1\ /2r) mit demselben unteren Index mit einander, so andert sich dasselbe nicht. 

Es haben also alle Glieder, welche durch eineReihe von solchen Transpositionenin einander iibergeflihrt werden 
rn 

k6nnen; denselben Wertk, und demnach ist jede solche Summe gleich dem Producte aus 2 2 und demjenigen 

Ausdrucke, welcher aus ihr entsteht, wenn jedes Indexpaar i^x~~^ , «t2r-) durch die Ungleichung ft2r—J) < t^ 

beschrankt wird. Vertauscht man ferner in einer der eben erwahnten Summen alle correspondirenden Grosscn 

j(2r—l) mjj- zwej yerschiedenen unteren Indices mit einander, so bleibt dieselbe ungeandert und daher ist jede 

von ihnen gleich dem Producte aus n/'-'] und dcmjenigen Ausdrucke, welcher aus ihr hervorgelit, wenn die 

Indices «'(2r—x) der beschrankenden Relation A2""""1) < i^T~1Ck < p.) unterworfen werden. 

Man hat daher schliesslich die Gleichungen 

,f) At)   f) -(2) J%r) J*r)-.n 

, „    „ V nf/2'"-1) )'(2r—*) »(2r—1) ,/(2r)   -(2r) ,-(2T)\ . 
A=[U(M)]

J 2J 'I1 2       '"'   * *      2 * 
(.').. ...W i?)     . «!«       # * I    > • ' *> *v     ' *1    !•••>'.,     >• 

(2»\L .,»^,...)^'^1       1 

• ai    i(i'> i'Z> '*<*'•) a2  |<*) *<2) i(2r) • • • ftv  <W j(2> /2'') • 

^),...,<i)^;...,^!...)4
2")l...;e

)=« r 

• Z R (ft*-1*' t~^ •••> f r-1)> f ^ fr)' • • -'?r)) • 
•(i) Ai) A*) fi) AM <(*•)==, i   1 

• av . j x») ,<2)       »f'-)«v+2 il1' i(2)       /2r'- • •«» iW ,-(2)       ,<2'-) 

Aj= [II («)J 
PJC^I),^-!),...,^-!),^,^, V 

Fttrr = l liefert die letzte Gleichung die von Herrn F. Mortens a. a. 0.  abgeleitete Forme! ftir wind- 
schiefe quadratische Determinanten. 
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48 Leopold Gegenbauer,  TJber windschiefe Determinanten holier en Bang es. 

Diese Gleichungen liefern die folgcnden Theoreme: 
Eine windschiefe Determinante ungeraden Ranges von gerader Ordnung ist das Product von zwei ganzeu 

ganzzahligen Functionen der Elemente. 
Eine windschiefe Determinante gerader Ordnung, deren Rang einfach gerade ist, ist das Quadrat einer 

ganzen ganzzahligen Function der Elemente, ist aber  der Rang derselben mehrfaeh gerade,   so ist sie das 
w'.-fache eines solchen Quadrates. 

pn—11 

Eine  windschiefe Determinante von gerader Ordnung n und vom Range m ist durch [«!}t   2   J   theilbav. 
Will man nur die letzten zwei Relationen ableiten, so gelangt man bedeutend rascher zum Ziele, wenn 

man sich eines anderen Summenausdruckes flir Dcterminanten mten Ranges von gerader Ordnung bedient, 
welcher aus der von Herrn F. Mertens a. a. 0. aufgestellten Formel fiir das Product von zwei quadratischen 
Determinanten leicht erschlossen werden kann. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Denkschriften der Akademie der Wissenschaften.Math.Natw.Kl. Frueher:
Denkschr.der Kaiserlichen Akad. der Wissenschaften. Fortgesetzt:
Denkschr.oest.Akad.Wiss.Mathem.Naturw.Klasse.

Jahr/Year: 1889

Band/Volume: 55_1

Autor(en)/Author(s): Gegenbauer Leopold

Artikel/Article: Über windschiefe Determinanten höheren Ranges. 39-48

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=383
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=30463
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=114968

