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ZUR
THEORIE DER REGULAREN KETTENBRUCHE

LEOPTOLD GEGENBAUER,

C. M. K. AKAD.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 18~ DECEMBER 1890.

Im ersten Hefte des 107. Bandes des Journalessfiir die reine und angewandte Mathematik liat Herr
Charles Hermite ! gezeigt, dass die vte Ableitungder nten Kugelfunetion erster Art P, (z) sich von dem
. ; 14z
(v—n)ten Niiherungsuenner der reguliiren Kettenbruchentwicklung der Function (x"—])“log—l —— nur dureh
-
einen constanten Factor untersehcidet, aus welefien Umstande sieli unmittelbar die Richtigkeit der bekannten
von Jacobi? in seiner sehinen Abhandlung ,,Uber cine besondere Gattung algebraischer Funetionen, die aus
der Entwicklung der Function 1—2zz+2% : entstehen“ angegebenen bemerkenswertlicn Relation
(z*—1) 1
P (a (g2 —1)"] (=
@I = o (=11
ergibt, und sodann als cine Fortsefzung des ihm von Herrn Beltrami brieflich mitgetheilten, znerst wohl

Von Herrn I*. Neumann in seinens, Beitrigen zur Theorie der Kugelfunetionen“ (1878) bewiesenen Gleichung

2n+1

n(n+1)< 2t —1)P)(x) = Putr1(%) —Lrt()

die Formel

2n — |
&= 3 O By (6= 11 Pl(e) = (1) Payae) =20+ D) +(2n+3) Pus)

aufgestellt, Herr F Caspary?® hat bierauf in dem am 2. October d. J. ausgegebenen zweiten Hefte des-
selben Bandes der angefiilrten Zeitsehrift die zwei zuletzt erwithnten Relationen in einfacher Weise abgeleitet,

»Sur les polyndmes de Legendre. Extrait d'unc lettre adressée & Mr. F. Caspary par Mr. Charles Hermite

anlllS A 2. 0. 8. 80—883,
2 Journal fiiv Qie reine und angewandte Mathematik von Crelle. 2. Bd., 8. 223 fI.
3 »Sur quelques formules relatives anx fonctions sphériques. Extrait d’ unc lettre adressée 4 Mr. Charles Hermite

HI
WS par Mr. 1, (s aspary. A.a. 0. 8. 137—140.
Denkschriften dey mathem.-naturw. Gl. LVIIL. Bd. 23
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die Giltigkeit desselben flir die Kngelfunctionen zweiter Art erwicsen, was ftir dic erste von ilmen schon
Herr F. Necumann in dem eben citivten Werke und Herr E. Beltrami in dem Briefe an Herrn Hermite
gethan, und aus seinen Formeln cinerseits die Christoffel’sehe Reihe
r—1
)‘=[ 2 ]
Pz = y‘ Cr—4a—1) P, _n_1(2)
o g
==l

anderseits die F. Nenmann’sehe Relation

»v.’:[r";:;] o .
po- {5+ [+ Gl e =00 S 4 iy ot

A=0
crsehlossen.
Die Neumann-Beltrami’sche und die Ilermite’sehe Relation fiir die Kugelfinetionen erster Art sind

cine unmittelbare Folge der von Herrn Hermite aufgedeckt€éh Beziehung der Zugeordneten der Kugel-

" . ; 142 3
funetionen erster Art zur reguliiren Kettenbruehentwicklung der Funetion (2*—1)"log li.'z}' Diese und

manehe andere Relationen im Gebicte der Kugelfunetionen erster mnd zweiter Art, von denen ieh hier nur
die von Herrn F. Nenmann im & 8 der zweiten Abtheilung des friither erwiihnien Buelhes aufgestellten

interessanten Integrale

+1
[ BORO p—one =0

i

oy e\ PP/
(1—2%) I (=3P () de = a*) Q. (c) Pi(o) (p=9q)

G2
—1
+’Pp(z\n Pi2)dz )
-—-—————G_z;_. - = QP(U) PQ<O') (I)Zq)
—1
e (p+q ungerade)
+1P'(2U’ (zldz . Sl__az p+q ung | ‘
= Q5(0) P, (o) — 5 o
¥ (1 e (p+q gerade)

hervorheben will, aus deren exSterem von Herrn C. Neumaun ! die hiehst bemerkenswerthe Entwicklung

P 145* 14\ g +1A<:° 4 o 1 o 1 _
! By ) O 2 st L BT ((_]’) : (q*) S
A=0
abgelcitet wurde, sind demnach als ganz specielle Fiille in allgemeinen, anf gewisse reguliire Kettenbruch-
entwieklungen beziiglichen Formeln enthalten, und treten nameuntlich in der Theorie der Functionen C(z)
und D’ (z) cbenfalls anf. Dics zu zeigen, ist der Hauptzweek der vorliegenden Mittheilung, in deren erstem
Paragraphe die oben erwithuten allgemeinen Relationen {tir die Nithernngsziihler, Niiherungsnenner nnd Rest-
funetionen regilirer Kettenbriiehe anfeestelit werden, welche sodann im zweiten anf specielle Fiille, ins-
besondere agf die Functionen C!(x) und DY (x) angewendet werden und dadureh zu einigen interessanten
Relationen®fiir die Bessel’schen Funetionen erster und zweiter Art flihren. Zum Schlusse werden sodamm
cinige Relationen fir die Funetionen D:(x) ermittelt, welche zeigen, dass dic von den Herren F. Nenmann,
E. Beltrami und F. Caspary hervorgehobenen Relationen fiir die Kugelfunetionen zweiter Art dem

1 Hydrodynamische Untersnchungen, nebst cinem Anhange iiber die Probleme der Elektrostatik und der magnetischen
Induction. Leipzig 1883, S. 311.
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Umstande ilire Entstehnng verdanken, dass einerseits zwischen drei anfeinanderfolgenden Kiigelfunetionen
zweiter Art dieselbe lineare Relation besteht, wie zwischen den entsprechenden Kuogelfunctfonen erster Art,
und dass anderseits beide Arten von Kngelfuuciionen particuliire Integrale derselben limsaren Differential-
gleichung zweiter Ordnung sind.

§ L

Dic nach ganzen negativen Potenzen der Verinderliechen 2 fortsclireitende Fanetion f(x) mige sich in
einen reguliren Ketteubruch entwickeln lassen, dessen k-fer Niherungszihlery Niherungsnenner und %-te
Restfunction beziehungsweise mit ¢, (), ;(x) wund fi(x) bezeichnet werden goll. Da nach einer bekannfen
Sok(x)

bestimmeuden Eigenschaft der Nihernngsbriiche die Entwicklung der ratiowalen Funetion
/:kx

-nach steigen-

den Potenzen von L mit der in derselben Weise fortschreitenden Lntwigklung von f(x) bis zn den Gliedern
&

von der Ordnung 2k+-1 exlusive iibercinstimmt, so ist

A/(ﬂ.i Ai(ﬂz Al(c]j—s
Yu(2) ) = gu(x) + Ty + A + e

a) Die Functiou ¢(x), welche innerhalb eines bestimnmited Bereiches in eine nach den Nitherungsnenner

{ (@) fortschreitende Reihe
k=00
@) =) Fhi@)
end
A=6:
entwickelbar sein moge, soll so beschaffen scin,cdass in der Entwicklung des Produetes ¢(x)f(z) naeh

: : L 11 1 c ol .
steigenden Potenzen von i die Glieder mit $ ..., fehlen, withrend das Glied mit . ; vorhanden ist.
x & xm

|-
Da nun P
A =00
s(@f@) = Y B f(2)
£
A=0
(9) A® 4. B AWM B, A® B, AY + B, A®
=P@)+ 304" o = ;‘;"l_ LR S 1;;3-"-—-*:2__3 == .

1 2 i—1 0 1 2
o Bod - BAD By AP 45 4+ B, A, >+ BoAS) i+ BiA A+ Ba A .+ Bty
T - xm+l

xm
. I8
xm—{-'.!

Cq

+—xm+...

b

15t, 50 muss nach der chen gemaechten Voraussetzung
BO: Ifi.—: 50 ::Bm_i::()
Bs=0
e, und demuackhat man den Satz:
Ist die innerhall eines gewissen Bereichies nach den Niherungsnennern Y, (x) der reguliren Kettenbruch-
entwicklung der nach ganzen negativen Potenzeu der veriunderlichen x fortschireitenden Iunction f(x) ent-
Wickelbare Fnnetion ¢(2) so beschaffen, dass in der Entwicklnng des Productes ¢(x)f(x) die Glieder mit

Itk
z _%Tz’ ey fehlen, wihrend das Glied mit S, vorhanden ist, so beginnt die Entwieklung von ¢(z) nach

den Néiherungsnennern Yi(ee) mit P, ().

23 *
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Es sei nun §y(«), Uu(x), fu®) bezichungsweise der k-tc Niherungsziihler, Niherangsnenner, die k-te
Restfunetion der reguléren Kettenbruehentwicklung des Productes (ix—a ) (z—a,)% .. fo—w,.)r f(®) (v, +vy+
o d v, = m).
Als dann ist
(=) (=) - (@) @) (@) = )+ o)

4, A
= i (2)5# — xk+1 & xk-:T 5&75:3 +

und daher hat man die Relation
A=lk¥m
(B—z ) (—1y)" o o (—0) V7 ’\p,,(x) E= \1 Or i ()
e
A=k

aus welcher sofort diec zwei weiteren

)\7 le4-m
p@=) Ggila)

f—|

A=k

A=lk-+m
fe@=Y £Cfi()

—

folgen. Setzt man in der ersten von diesen Gleichungen und den suceessiven v,—1 Ableitungen derselben nach
x, x=u, fir k=1,2 3, ...,r, so erhiilt man dic g» Beziehungen

A= lfm
o:Z O (@) #.=01,2,...,v—1;0p=1,23,...,7

A=k
deren Verbindung mit der urspriinglichew Relation die folgende Formel liefert:

‘1’,-,("”) s ‘1’/,.,.1('”) ) 4’/,4_2('”) 9 © © 9 7‘1’/;+m(x>
"Pk(xﬂ ’ ‘P/,gi(xﬂ ’ ‘P/,{..g(lxl) ) <. 74’/,4_,,, xl)

V@) ‘P;H—ikxl) ’ ‘Mc-}‘z(xl) p oo c k+m(x1>
‘xb(v‘ B (x) ‘Mciii)(wﬂ: 4’/9#2 )(”1)7 o0 s (v‘ w (”1)

‘Pk(xl ? lp/,+1(x2> ) ‘Pk.{_ (.’L‘, P ] ‘Pk+7,,(x2)

(—1Y" Gty LACH I ‘1’/,4.1(562) ’ ‘Pk+2(xz> PR ;"P;_‘_m(wz)

1) () (@—xd" ... (e—2)r () =
oL l y ’ ‘ 4’ . (@) ‘

e “(xz) ‘1’/‘4—1 (x2> ‘Pm» )(J"z>7 eiole 7‘1’/(:4”'-1}.‘) ()

‘Pk(xr) ) 4’1;41(9"7‘ 2 ‘P/;.;.g(x" > o }"Pk_}_m(x")
%(xr') : xb,’,J,.(xr s V@) 5 - e (@) |

— - 1
|¢‘”f “m ,4),52. ”(m xb‘” e e ,4)22:m)<xr>l

(A=k, k+1, ..., k+m—1;k,=0,1,2,...,v,— 1;8=1,2,8, ..., 7}
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Bezeichnet man mit «, beziehnngsweise &, den Coéflicienten von = im s-ten Partialnenncy der Ketten-
bruchentwicklung von f{x) beziehungsweise ¢(x)f(x), so ist offenbar

A

e
fe-tm —— - .
% 0{2 o Ko

Mit Hilfe der bekannten Formel

1 5 p=k—1 |
ot 4):14 ‘(sv) %(/) Z o o @ b0 )
p=0

kann man die letzte Gleichung in die folgende verwandeln:

=k
(2) 4 (o) = 5t N o) @)
p=0

(A=1,238,...,m—1,p5p =123, ...,1k=8,1,2, ... v, —15r = 1,2, ...,m—1,k).
Den speciellen Fall

vy =v, ... =v=1; flx) fx(y)dy

dieser Entwicklung habe ich vor 12 Jahren in meiner Arbeit ! ,Zur Theoric der mechanischen Quadraturen

mitgetheilt.
Aus der Gleichung (1.) folgen sofort die zwei weitgten Relationen

‘Pk(‘z) ? ‘Pk.+l(w) ? Sochr.z(x) 2 CEEEER L D) ‘P/:-}-m(x)

Yo(@) ‘Pk“(xt) » Wiy @) 5 - Y ®,)
Yo(@y) 5 %4.1 () %4_2 @), - ‘Mﬂ-m (@)
P ‘)(‘”x) k!)k“i)(x‘) ‘P/;H‘)(xi) y oo e ;,1;‘)(”1

/,(:”z) ) ¢];+1(x2) b ¢k+2(x2) p w00 p kp/,_i_m(xz)

(—1)" Ciym Y (@) Yerr (@) 5 ‘M‘Jrg(xg) ’oe e e ,‘Jr_m(x)

(. Pu(x) = “P(kﬂ) @, >|

/¥ U(‘”z) ‘Pk-e-ti)(xz) ‘Pkk'”(xi)’ ot ,(“3_”“)(.2:)
ku(xr) 9 KP,‘ —H(xﬂ ) ‘P/t.*.e(xr) ) ey ‘PH-m (xr)
RCAR 4»,’,+.(wr> : sb;,+z @), -, %’,+m (@)

va;”(x,) W) U @, -+ - K

(A=kk+1, .. k+m—13k, =0,1,2, ... v, —15 p=1,2,3,....%)

o ! Sitzungsberichte der kais. Akadomic dor Wissonsehaften, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, LXXVIIL Bd,
Abth.




(4.)

(5)

)
‘Pkl JA/‘ J
‘P;: (x

b

H

Y (),

ku(xz) ) 4’1,..*_1 (xz)?

/
'\‘k(mz'

(=1)"Ciim|

ful) = 2 ()

g (9,—1)
k2% ’\xz\

4,01
Yx

";' % (x""

z,'»; (®.)

()

5

J
) ',J}.._*_‘(‘-Tr) )

/
b 1AL/,~+1 er) )

’ ‘r'I.+1

fri®) 5 f(®)
] !
Vil @) 5 Y \®)
L £
'f, +.1“xl b 'f,;.f_z‘xi) b
(vi—1 1,(n—1)
".b;,.:_i )(x\ ) ‘r‘ i_z ‘TL) 5
3
7’k+2‘$2) P

1/
Vet

(v _1)(‘”2 . PSS

o X

(x,)

o
2) ‘r‘;,-_l_g'.xz) )

# Y (z,) ,

‘r'k+2‘ )

"r'k+2 (x,‘, ’

) v, —1)/
er\ 4 4’}:.’*._2 \.T,-\ 2

A=Fk,k41,

oEk+m—1;k,=0,1,2,...,v,

A
» Ve (&
o
? & ¢m'xl
BO—1) (e )
) ‘;’,(,.v.;_‘ "z,
s ‘Pk+1 &-Tzr‘ |

I/
? Vk+m

y (vy—1)
k-:—m (x

J R

7 Y &

? .\f'k.i_m ‘\xr
1, (r—

) V]._*.m (xf|

Mit Hilfe der Gleichung (2.) leitet man leicht die folgende Entwicklung der Functionen Y;(») nach den Néherungsnennern g,(x) ab:

%
i (&
s T 2
0

e (xp)\ (@) =

wiihrend aus der Formel (1.) die Bezichung

3
s

]
o I JOROLI T (k) (ko) (%) (&) (k
L% 3 ® . o |
R NE N i@ !pkﬁk_’(%) y B @) - @), @)
[ 3N SR 73 N : Ay .
I 172 y(kr) y( o
I&‘ AN “‘r'k—t-HL () W) ’ AL—l—f-;L @D P), » o B, @) 4 1+)\,(x9
|08y &g o e &1 j— - 7 v (R %
I e il ) J ( .1 (kg) 1,(%p) ( )
&1 522 .. &k—z Vk—z-{-)\k_?(x(-') Yk_zkx) ’ 0 H 'rlk_.2+)\k Z(fvp\ p ° 2 9y V],_g.f_) (.T ) Y ‘. k— 2_*_;0(‘%
s B AT T2 0 0 1) 3 1,5 \
= r’l.H \x( L4} @ ’ ’ ) v P n,\ Tl o Y, (Zp
1
TAATNA y(")
% 'Ab)\., (x.")é‘;’o (x\ 2 0 ’ 0 ) ’ 0 ’ (x\
(*x=123,...,m—1,t;k=0,1,2,...,v—1;p=1,2,3,

—1;p=12,3,

¢8I

‘wanvquaboy prodoarg




(k1) (+2m,

.
©) (=1 * [[JRE.@, @=
o

m

%), ' 2y _
(_l)mi‘r"g"‘:)(xp)l ’ 0 ) 0 yeuey 0 ’ “1“2-"%'\buﬂf (mpz"“‘"o‘\m.\
Sl ;. %,) . k [+ 4 ...am+1 (k) ¢ 7
(=D ¢y qu_i (20)|, (—1)’"‘[\1&:.}.)5 (mp)l ’ 0 ey 0 = z, I\bi_‘}_cm(mp)l v1(%)
e e, bl g % % Gmirl k) (N T ()
= (D" (@=wy ) (5-,) " (x-a7)"r DL, @) (e, @) ¢ Dftte, @) o . Toag Hae, @7 @
w3, ) —2 |y o) 1% Fy Xge- Fmets y(" | 3. ()] N
~ e, (@) (O, @) s (=D |4,3 0 ey 0 S o @2)| 5(@), i
3.
(k o (% ) %) &y - +k = o\
( l)m—k ¢ +"m k( )l (— ) k+1hk—f-)um k+1(xp)"(_1)m—k+2 4)7(57ii-am_k+2(m9)b'"’(_l)ml‘Pk—‘}-un(x”)l’ &1 &2 = ij-}-a \xp)l 4'kkx) %
| I ~
A=m—1 Qg
. ‘ . | S
(—1. "P: Z,) ] 0 ) 0 ) 0 [ARY) S—‘(—_l)}““#ip)(m,)'\bl(m) =
n P ~
1=0 g
A=m—2
. . =
1| : - %, N : %,) N ( N
(=D, @) (=Dt (@) ) 0 ) 0 20y S—‘ (=1 Vilo @, &) S
= J
=m—3 | <
m—2 .1, (ko) m—1 |, o) y v (o) (%,) s
_(—1) 3 T’J'-’-i-?,, 2(:6,\ ; —1) 1 ’f)+‘ |~x,1 , (=01} Yol \CDP ’ 0 yuly Z (—1\)‘ ,b,,_}_q 1!J+)‘kx)l %
r=0
A=m—4
Nm—3|.1, s \m—2 |.1,(E5) m— (£5) ‘7‘
(=Dl @), (—umf, @), O @) 0 - Z (1P e, @, @
1=0
A=m—
(—1)'"~" )], (—1ym—ttpl) 1yt () (—1) | ) (k D Jple) (z)
k+7 2\F)| s (=1 S EMPCD EAN Vit on_ppe 0| —L “‘JL+° (2 e, =1 *"’7‘+°x(m ”bk+)\

(6 =0,1,2, .. A— 1,241, ..ym;p=1,2,3,...,75k, = 0,1,2, ..., v,—1)

folgt, wo alle jene Determinanten, in denen der IndeX von ¢ negativ wiirde und alle Summen, in denen A einen negativen Werth erhielte, durch .

. o0
Null zu ersetzen sind. o




B) Die ganze Function F(z) vom Grade p sei so beschaffen, dass
A=k
7)) Foyw@ =Y D@
—
A=v

ist. Multiplicirt’'man diese Gleichung mit f{x), so ergibt sich die Beziehung

=k
F(x) {ou(x) +fr(2)} = ¥ D for(@) + (o)}
—
A=pt-k A=p4-%
aus welcher unter Berticksichtigung des Umstandes, dass F(x) ¢(z) und o 7 ox(x) kein® negativen, S‘ D, f(x) aber nur negative Potenzen
e Ll
A=y A=v
von z enthilt, die Beziehungen
rA=up+-k
(8. Fx)ow(2)+ G {F (@) fulx) = oy Dy )
=
A=u-+k
Ch Fo)fiz) =Y SDA@+GIF@)fu=)
e

A=x

folgen, wo G{y(x)} das Aggregat der Glieder mit nicht negativen Potenzen ¥on x in der Entwicklang der Funection y x) nach Potenzen von z ist
Enthdlt die Entwicklung des Productes F(x)fi(x) nur negative Potenzen v¢n x, was namentlich der stets Fall ist, wenn der Grad vom F(x) nicht
grosser als k ist, so ergeben sich demnach die speciellen Relationen

A=p4-k

F(z) op(a) & AN Dy o)(x)

A

A=y

A=p4+-k

Fadf(x) = VL A=)
=
Verbindet man diese Resultate mit den obigen Entwicklungen, so erkennt man, dass aus der Relation
A=ktmop
(10) (T—z 1 g—x,)"...,(z—=a.) " Flz) Tlz) = \_‘ Eyh(x)
—_—
A=z

sich die Relationen
A=k+m+-p
(11) F@)ox)= Y Eo@)—A

A=3Z

%@/

P31

“wanvquaboy prodoarT
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h=lk+m-{-p.
(12) Fx)fiu(w) = S‘ Lfi(r)+A
|
ergeben, wo
@ { I \/‘ (x ;} , G {I«'( J')f/;_,,.](..,(' >} 9 G {lf'kx)ﬁ;-[-':‘ .’I‘)} 9 .S, G {F(x)fk_,_m(‘x)}
Hb/:( xl) ’ 4’/»'%4(5”1) 2 "P/ﬂ*‘z(xl) 2 ) LP]"E‘”"(xl)
He) o @) o Ha@) S, Y
"lb](:' ”-.‘L'J "P‘(\' 1‘\'51) El "1b(vl /k‘[1) P R} IPI(:V;-mI)(‘Tl
Wi(y) 5 Vet 1(®y) ’ Yy 2(,) 9 20 o g 4’k+m(xi)
| KW R K@ e
A 71 (k l h-m
14))‘ [ (T .)
\;A/ 1)\1‘2) 5 -F )(.7/ ) ) ,,+g (‘l ) >t ‘Pk-[-m‘)(xZ)
W) ) £ @) )
Ylr) Ve@) &, ‘Mc+°("”r) vt ()
v, \Vr ) n o
R UARC I www w--’¢m 2
=k, k+1; ...,7i2+-771—1 =N, ey Pyl = 0,1,2, ooy vp—1)
18t,
Aus den Gleichungen (7.) und (10.) entstehew’dic Relationen
h=pdek h=p-}-4, p 1.L+k
\'ﬁ 1) Yu(o) — () Yul) bo(a)) , =y Huled) — (@) foea) (s<p+F)
4 x— Db a(@R) Pgt (1) . 0H—a ‘xbp (@) Yrg s (1)
= = ullhe=

Sf“"”\_w. i, ) (af — i, “‘.--(@5’—:‘" )*r I} \y/( 2 —(x—x, " (x-w) (x—x Y I (x)t{ak(x)
.l‘)\ —x

R=m-+-pt-k, p=mtptk
bu(af! S\ i @) — 4@ o (] . .
Ym0 Y1 () T ] —r  Vpraim@) Yptatm (@) E

1 G

]

Wo dic Grisse xf, af die Wairzeln der Gleichung $,4,.(x) = 0, bezichungsweise $imy, (z) = 0 sind.

Nun ist aber, wieich gezeigt habe, !

W) —h@ _ N1 [ J) 2O
y—a L2 o), 90)

5 5( '\"1 ;(z) 6,}:
1 32(2 ;;r 1(&n) -ar ”1(7>0a‘1’1"0—0 o =0, k= i50n. = 1)
1

I t Uber Kettenbriiche.“ Sitzungsberichte d. kais. Akad. d. Wissensch. Mathem.-naturwissenseh. Cl. LXXX. Band,
Abth,

Denkschrifton der mathem.-naturw, Gl. LVIIL Bd. 24
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und demnach verwandecln sich die letzten Gleichungen in die folgenden:

*\{‘*" F () $u(@)—F (@) ba(@) bo(h) T p, [@ ¥
ya zh—x Yha (@) pga(®) L ‘Po(”) » ¢o(2)
A=mptbk, % v L
N (@ =) (@) - (ol ) (o] )%(x ) —(@—a,)" (2—2,)¥". .. (e—a,)" Fw) Yu(x)
)\2‘_; x)‘ — ;
e s‘m @@
prcﬂi—k“‘—m (x)\ ) lP '-+I‘+m+‘(x§‘ Soai(x ’(P. (x)

und specicll fir 6 =g, =0

A=pi-k =pt-k

() Ya(@) — F(w) Yu() 1 T
xz‘-l BT Vit (@) ku.w (xk) Z‘ Dygo(2)
Sﬂ{k‘\xg_—_a‘c, (il —,) - (2 — ) ) ) (o) (=) . (x——x,.)vrlv(x)%(x)
T, —&
A==1

=le-mA-p

1
" Yoy () Vi pmg (o) —Z. I, 9(@)

Verbindet man die erste von diesen Gleichungén mit (8.), die zweite mit (11.) und beriicksichtigt die Rela-

tionen
[ ‘ 11}/ (x) )_‘ "P]:(-T) 1
(x — m
e 2.1 d—o  Yiyo(l) Yagp (@)
» +m+-k
F@) =Y s o) (@ ) (s m, ) () — (2~ )" (0 —,) . .. (B—2,)"r Pu(®) i -
- ol —a Vatpem (@) pimr (@)
so erhiilt man die Beziehungen
r=p+% .
) v (&) —L'(z) @)
EF @) fu@} =) -
o)) ;-: d—2 Py (@) Vi)
i :)\\1:J.+m+k1ﬂx_f/-‘_ /x) (QE )v,(xL::EZ)vz —xr) ‘Pk(x;/)
YA o —x RS —— d)

A=1
Aus den bisher entwickelten Formeln folgen auch dic tibrigens unmittelbar klaren Relationen

A=p+k r=ptk

Y ) i 0) 4 6 @) ) ) ) i) —
L (@—s) (@) iy pr (2] | —

1
(=) Y al) s Mi)}

e ) 1 - ) S 77
wfl —z Y1 (2] — )z, (W —a, ) I (2] p(x,) i - ~
>, e (lx——— @) Vit o @) Yt n—1(2) = L7(@) fu@) + A= F(@) (22, )" (2 —2,)".. .. (5—2,) " Pa(®)
A=t : ! ) ‘

A=p.+4ktm
il

{ gy § )
i zf(x\ Z (x—xﬁ’) LPI/c+u+m(x{\/) Hb/:-}—['.-}—m -l(\xf\/)

=
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welehe, falls

A=p-+% 1

(@) =; () W o) Vo 1@0)

bezichungsweise

r=p-+m-+k
fe) =

=ik

1
—(QJ—JL‘{,) Hb7£+ P~+m(a"{\,) "lb/ﬂ-{-zh-«}-m -1(371,\,5

oder z eine Wurzel der Gleichung ¢,(x) = O bezichungsweise
() ()" .. (=) Bul@) & O

ist, in die speciellen Relationen

)\3:-:'4‘7‘ B 1{'(&/)\) ’lbk x)\) ~ — -[W(x)f (w) + G {.I(V ) f
}: (o—)) Vhrp@h) Do p—s (@) 2 (@) fi ()}
A=ptm+k
A x ;—x )vl (X}\ - xz) ('Z')\——’/Ur) F(x )4;76(—& _ o
)‘é o ('T_x)\ ) ’lbk Fpt m(x/\ )’lbk“f‘fk 1+m(x =T <x)fk(x>+ A

tibergchen, in denen als ganz speciclle Fiille die Analoga der . Neumanu’schen Integrale

A

il

btk (! () ) (]
(x—vvx()xﬂbzf:x(i%ii (f)l(v%jj w(a)gb '@ fi(@) (o+k—r= = p5 p—GT=)

M

-

IN—

)\=p,+m+7a(x)\— E \)\,I (Qf‘}\ — )v, (.13)\ _x,)vrw(x )\b(a)(x "lblr

_
}_l (&— -1, ) Hb/c—i— p—}»m(”)\ ) Hb/c—i—p.-«}-w 1(x}\)

=1

= 0@’ @ fil@) (s+b—r=p)

e N T
o) by CaY ku(xx) =l Q) o+k—r=
Z §or— ] ) Vg n(20) a4 (@) (@) 95 (@) i) (o-+k o)

enthalten sind, wo = den Grad der ganzen Funetion o (x) vorstellt.
Aug der Gleichiing (2.) erhilt man ferner die Formel

1
)| Ful@) —ha(x) ;/(a V —Z)) V(@) I 1(%')\)

N Uu(F)) _ & \1 )
Z; (z M)Hb/c(x))ﬂbk ((®) @y oy oy 1;__(:) Put ‘4)7'“(”

:|[

(A=1,2,3,...,m—1, pip=1238 ...,7 k=012 ...,v,—1; (&) = 0)
24 *




wihrend aus (5.) und (6.) sich die Beziehungen

881

oy ag---°‘k+i = o Ny (%) | | ,(k,,) ',fk.\ z| I (kg‘ & |4 (%,) N
S hEWDE) | WD @ | L) s s R ) [REG) |
1%y o Up
G 000, b %) N ) S, 73]
172 I 1 J o 3
g_a-_é: 1 f‘ - \x) T h—1-4-) k_i(x b Vk‘-i-{—)\k_ikmp I, ) '7)7#—;1+)»L._2(x AR \‘1’7;.-1—{—. 1‘ xp)[ ! “JA ~-1+4) .(x
g Sy oo O
[~ - SRR § S | (% |, (%) X% ) \
L5 Jd . ) j Jd .
> 7 7.9 j,,‘_HM‘#(J(: \I ) 0 » (lepg @) s - - - ka_z @) o [Plep, (&) | =
g %y oo Sp2 ! !
oy %y & k | |y (%,) . %, N
2 \ |, %) LV L’
-;; (@) [ (an) , 0 ! 0 ol o855 Vi, (@ I
1 1
7 k) | £ (%)
al fo(xu “Ll' \1“)\ 9 ” ) O y e () y \J (_L‘
. | N
=123, ...,me1,7p=12,3, ...,rk=0,1,2, ..., v,—1; bpyu(F,) =0 ?‘
T -
=m- -
L i ] S
- [, % , ) Y Y2 , 2 Yol N r _v =0, =%
= - ) x,) (X—2, )" (X —2,)2. .. (—2,)'r V22X Y & = =
i | [V, e | =y \ USCTR Y S r—a 17 AR ) =
S —1
i R
=m+K, _ K - | ) 5 <2
o \ (&—x, )1 (B, —, 2’ (T—x.)'r v T,) | §
N LA _ e
Ly T—T;,) Yt T, ) Umpa—t(T ) g
r=1 =
| D
S
i/ g 5
(=1 Pl 0 , 0 y e e 0 Oy () [ @ |
Oy Fyee sty >
—1 [, (% 1 \m [L# ( 0 —_ [ 74 x
{ _l\m ‘J1+3 - X 5 { 1 f“*‘sn ) y 0 b INCRCRRORY) ) ) a ’AJ1+3”_ fi
| : PSS Oy Dy oo L2 _
—1y—2 g% (2. — 1)1 L y ——1)m sB\% ; A F 0 22 3 (x x) | =
=1 Yado, o L) ( 1) oS '1\1' ’ 1 jfz+gm“r ’ ’ ’ 7, %, T24s, fzk :
) ; Gy Oy oo U3 1) (R l
__1ym—3 |y, &) 1 \ym—2 [ —18m—1 | *5) \ 0 172 ad 11 (x xz
\ l)m ys‘J'cm——;\xf p ( l) T‘:“““:"m—‘.?.\m) 2 ' 1 'J3+“m—llx p = 7 =0 &1 az -’23 f3+cm 0 fd |
(% %) ; 542 x 5 ) (%, 7=
1 \ym—k g\ — 1 \m—k&+1 [ \ L] ym—%k+2 ||} A ) L. ___l)n U (x Az
\ 1) 'Yk_;p_,m_k(xﬂ‘ y (—1) \‘Jk+“m—k+1"x A& 1, Yk+‘7m——k+2 Lo )l s s T kto, ’ I«
.AéJ




_l)m ‘r": To) ’ 0 ’ 0 P ) 0 [} v =il )y '\b: (& f—‘)\‘ﬂ?

=m—2
Ll Vida, \To)| s iy "!'11- (@) ’ 0 ) 0 ;v —1 Lin-r- X))l [115(2)
T
(=1 th (=T n—t \T8)| (1) “"f—,—s & ) ) 0 ,v —1 4’21—«1‘@ fep(
—
-
—1 "1!’3__3 _dk‘z" ’ =il _.'.D e _J‘x 3 (,_1‘ =t ‘7"u-};3 — Qb g - e - 0 , \(j (—1 ‘7’1;;-1—: (x f;'i T

s, —7:+1I'T ’ 45yt N F . : k4, \

0

(6,=0,152, ..., 2—1,24+1, ...,m;p=1,2,3, ... rk=0,1,2,...,4,—1)

ergeben, wo alle Determinanten, in denen der Index von ¢ negativ wiirde, und alleSummen, in welchen A einen negativen Werth erhielte, durch Null
zu crsetzen sind.

Dieselben Vereinfachungen, welche eintreten, wenn f(z) die oben erwihnte rationale Function vorstellt, treten auch bei den, den abge-
leiteten Formeln entsprechenden Integralrelationen fiir die Naherungszihles, Néherungsnenner und Restfunctionen der Kettenbruchentwicklung der

bestimmten Integrale.
oy (2)dz

S T—=2

(%

ein, welcle, wie Herr E. Heine lingst gezeigt bat, stets regulidrist, wenn die Function y(z) so beschaffen ist, dass das nfache Integral

8 B 3
/// o )1 (@,) - . X (®n) B, d, Aty .dew

wo A, die Discriminante der Function (z—wx,) (x—u,) ... (z%x,) ist, fir keinen Werth von » verschwindet, eine Bedingung, welche bekanntlich
stets erfiillt ist, wenn « und $ reell sind und die integrahle Function y(x) innerhalb der Integrationsgrenzen reell und von unverinderlichem Zeichen

ol
pz =)
k‘x\""“f ‘J ~ —‘/!z'dz
=== 5

ist. Da in diesem Falle

DYINAQUINDY] UDADINIDL AP 214007, ], AN
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190 Leopold Gegenbauer,

por=
L3 X =

ist, so hat man dic grosstentheils unmittelbar cinleuclitenden Bezichungen

)= [ Emm)E—a) - e—a) W2 x (&) da

<‘uk(l‘) / l’i——_—-y_lzn(_w__xl)f_(fr—_.’ln-)”rkpk(x)——_(z:xl)‘-'—‘_(Z:— f{z'l)v“'.(_Z:xr\)::_lLE(Z) X(z)dz

. z—2
& =k
8, (2) z‘)fiz &y oo &l XY .
u/; Ii{, alia a,i‘\ Futt |¢§+)A(x ),f (1‘) (*=1,2,38,...m—Kp; p=1,2,8,.., 7; ]{"p=0)1127 '“7”9_—‘1)
o—x \'l(z—x ) —x) (2) z)dz
OC/-I-iﬂ |4‘1+, f ( ‘P X(
Oy Sy oo s Opyy & (k | (%, (7‘ )
' &1%2...& f®) "'Hk 1(%\), l k+l/ 2( d>| ’ l‘l‘k+x (xp)‘ /c+x0<xp)|
Ky Syo oo Ly @) k) (k) (,
551152_2 f" 1@) , 4‘/; 1y g\ \), I‘Pl(c MEE. 2 ‘)l|, ° 0 o ,‘;‘k 149, P\), “P 1+x<x9\)‘
Gy Ky voe X & (Ic) (/c
51.072---57:- _2ﬁ 2(2) 5 0 [‘P 28,9 @)f5 - ? ,‘!‘k 2+A,(xp)l ";‘k 2+A,,(xr)1
oy &, ~ (
;712 fi() : 0 : 0 q- ) ‘41‘ +M(xp), ,ﬁr{ (xp)’
|« f@) , 0 s, 0,0, )

(A=123,...,m—1,7;p=1,2,3,...,r;,=0,1,2,...,v,—1)
B I 2 )
/ li(? )bl ;Xr(zl de = Iz fu(x)

x.—
/ (==,)" (=, ). ;z_: - @B _ i o)
B x)— I( \ (

Eam =g s P h(e)—ien ) ¢ = o) ) M WO iy — Payie)

-3 L—2

wenn der Grad von #{(x) dic ganze Zahl £ nicht iibersteigt, so dass also speeiell

8 @) B\ P 7
f 2@ OBOAE — o) yP@)fi(e)  (o+b—rzp)

r—=z

8 Y e Vi A 9is 3 (") BT 4 ~
G—a, )" (e—a,) ... (2— ) (2) U () Tu(@) x ()l _ w@WP@) @)  (o4k—r==p)
a rT—2

# (9 3
f 2 )%(Z\)X(z>dz = w(@)F(@) i (2) (6+k—7=p)
ist, wo r den Grad der ganzen I"unction o (x) vorstellt. Diese Formeln sind die Verallgemeincrungen der

crsten drei I'. Neumann’schen Integrale. Von den ans denselben durch Differentiation ableitharen Relationen
mogen die folgenden, welehe Erweiterungen und Verallgemeinerungen des vierten . N ¢ umann’schen Integrales

bilden, besonders angefiihrt werden:
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/" w(2) ,”k,u‘)[yb;,.(h)x(z)|’dc - o) 1#(0)('5)[-/“'0) o [t,bk(z) 1(2) w(2) P57 (z)"l““

i >
XrT—2 & v z2=a

Bw(zh,b_,(,ﬂ( )| (z—x ) (e—x,) . (2—2,) ' Ti(2) 1 (2)) d2 = w )"H,b,{a).;r\/",’c(;r')_i_
o D=5

+ [E=m)" (=) -0:{)“r)((~)*ww.)1}-;;(z)44.(“'(3)]

T—2 N

Schliesslich mdgen in diesem Paragraphe noch dic folgenden vier aus (1.)@nd (2.) sich ergebenden

Formeln angefiihrt werden:
r=m-+7k

(By—w, )™ (B —z,)P2..  (B—,)r W(T)) Pi()
Z Yt (@) Piepm—s ()

h=m-k -
-0 (B2 ) (3, (B —x,) M DR(E))
= AT AT ey
he=p
(e Svai Y (m—n)=2k)

=
=1

Nt

A= - = (nd
1k k(fl/{\) L3 29 052_._.'._2674 'llbk_‘{_,\(x )|
% V() Yt (FL) & &yenn B LAUCH)
(3=0,1,2,...,m—10=1,2,3,..,m=L,k; 5, =0,1,2,..,v,—1;p=1,2,8,...,7)

B = “ )
/ (@)1 (w—,)P= .. (2—.)tr (@) Yul@) f () dee =f (o—a )" (@ —2)= ... (€ —a,)Pr W) f (x) da
h=r
(e S v E (=)= k)
A=t

&a,...q [0

B
() (@) dog = -2 : :
f "lbl( f ocl ag... “k+1 ,ngjl)a (x )‘
(=0,1,2,...,m—1;6=1,2,3,...,m—1,k; k, = 0,1,2,...,v,—1; p =1, 2, 3,...,7)
wo
(@) = g(@) (e—a)" P (e —x,) =P (X—a,) r—Pr 4 B(x)
ist. Aus densclben ergeben sich u. A. diggTheoreme:
Hat das Product (z—z,)* (x—uz3)t2... (& —a,)r fiir alle Warzeln @f der Gleichung Vim (£) =0 das-

selbe Zeichen, so ist die Summe

A=tk L
A\W 3 (@ —m )t (B —y)P2... (] — ) h(a]) u(]) I
Fall Yt (@) Yitm—s(4) I
===
Wo I(x) der Rest der Divisioft vou P, (z) durch (wx—w )t (w—ax,)"~ P2 (x—a,)»—#» ist, positiv.
Andert das Product (=, )1 (w—2,)P . . . (¥—,)P» innerhalb der Grenzen «, 8 das Zeichen nicht, so hat

dag T ntegral

/B (—, )1 (w—a, 2. . (w—2,)Pr () Piu(@) y (@) de

-4

Wo h(z) der Rest”der Division von $,(x) durch (x—u, )" (w—uw,) t2(x—a,)*r ist, das Zeichen dicses
Productes.
In dem letsten Satze sind zwei von Herrn C. Possé ! anfgestellte Theoreme tiber die Niherungsnenner

der reguliren Kettenbruchentwicklungen der Integrale

L ,8ur quelques applications des fractions continues algébriques.© St. Pétersbourg 1886,




192 Leopold Gegenbauer,
Phle—a)y(2)dz P (2—a) (f—2)y(2)d2
jﬁ - ’/" z—2
als gauz specielle Fiille enthalten, welehe in der von Techebychef geschaffenen Tdicorie der Grenzwerthe

der Integrale, einer der schonsten Anwendungen der Theorie der Kettenbriiche Ocine nicht unwesentliche
Rolie spiclen.

Dic eutwickelten Formeln solen nun auf einige besonders interessantegpeeiclle Fiille angewendet werden,
«). Die ganzen Functionen

=1

X 3 : x
)= — 1)t — - \ —
e =) I —ii(m ) ™~ 1)
=0

sind, wie ich frilher ! gezcigt habe, abgesehen von cinem constiinten Factor, dic Niherungsnenner der regu-

R g2 gl
0 X—2L

| @£ i@

Eircu Kettenbruchentwicklung des Tutergrales

und cs ist

Nach den im vorigen Paragraph entwickeltepiRelationen ist demnach

o
&yt ) )
& T = () (00 49) U(m) N(m4-1) .. U(m4-r—1) | 1
’Il(n—;x+/l)
TR S ®) 5 ) 5 - - b B, )
il 1 1 1l
Uy 7 Un+1) 7 Hm+2) 77 77 Il(a4r)
1 ] 1 1
Hr—1) 7 U@x) 7 Wn+1) 7~ "7 H(edr—1)
1 1 1 1 .
Un—r+1)" Na—r+2)" UHn—r+3)" = " " H#n+1)

Apr=01,2,...,»—1)

<73
: WEr—+n D U (m-+p)
(@) = 31( -1)"—e ( f ; T (x)
LR
=0

U (r—1) N (n—p) H(mA4-n4r)
: () lhzm+r+p)

rpm — g : rpmtr( g
) L M (n—p) U (m—4-n) U (r+n—0p) 1)
=0
Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit 2™ 2 J(2i \/'W) €% dx, integrirt nach z von O bis 00

und berticksichtigt, dass, wic icli a. ¢. a. O. gezeigt habe

1 Uber die Functionen T™(x).¢ Sitzungsber. der kais. Akad. d. Wissensch. Mathem.-naturw. Cl. Bd. XCV, 1. Abth.,
8. 274—290.
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a3

oo —_— v AR 2 s
/ J(2iN/ yx) e—* ot T T(x) dw = JE_ @ (ptn+1,v+n+41,y)
0 ’ (n) H(n +v)

ist, wo o (e, 3, ) die von Herrn E. E. Kummer eingefiihrte Function

-oc a(a+1) a(a+1) («+2) 2
6% B+ ¥ + BB+ 1) B+ D)

1+

vorstellt, so erhilt man die interessante Relation

-1

'—1\"‘*7} ()1 m-7r) (v,
T 0 (m) N(n—+7) Hom) Wim—+4-1)... 0 (m—+4r—1 1
I n— LA

79un—+—n—+—7+1 n4v+1ly) =

o(mtn+1n+v+1,y)ye(m+a+2,n+v4+2,y) y*o(m+n+3,n+v+3,p ypm+n+r+lntv+-+1y)|
II(n) N(n+v) T ML) (Mn4v1) ° Iltn+2 O(n+v+20 H(n—4r)(n—4+v+7)

1 1 1 1
Hn ' M(n+1) ’ I(n+2) Y M (n+r
1 1 1 1
H(n—1) ’ I () ' M(n+3) il H(n+r—1)
1 1 il 1
1 (n—r+1) ' T (n—r+2) ’ NE—r—+3) ’"" H(n+1

%p=0,1,2...,r—

3.) Fiir die von Jacobi® untersuchten, durch die Gleichung

(A4h+\/1—2he+ ) = (A—=h+\/1—2hz43>'* 22—a—in’a+8+2n_
\/1—2he+h? —__J M) N(a+B4+n—2

n=0

hr Tn a, 3(2)

definirten ganzen Functionen T, ,, g(2), fiir welche bekanntlich die-Beziehungen
(Ts, o @2)) = 0Ty, att, 841(2)
& 2”II'A,3+n-— 1) Hla+ﬁ+7z-—-2)

Tﬂ o 2 N
P DR N (ae+p+2n—2

—2)*(at+n—1) (a4 L4n—2)
() H(et 4B 42n—2)

T
1“,0,3._1‘:

1 _Untersuchungen iiber die Differentialgleichung dershypergecmetrischen Reihe.“ Journal f. d. reine und angewandte Mathematik, von Borehardt, 56. Bd.

1

“AYonLquagiad wouppmba 4ap 214001 ], Any

61




(9

bestehen, ergeben sich aus den im vorigen Paragraphe abgeleitenden Formeln die Relationen: =
e
’ 1"": a, X T‘+‘: a,.‘.x\ PREes) T"‘+7+3: @, F(.x)
2N(E+n—1D)T(a+ B +n—2) _ 2B+ e+ B+n—1) 2 By + O n—1) N(a+ L4y +8 +n—2) 3
I[ 5 IT 0+r1+‘))l—';' 2 ,' ¥ H JC+‘J+-J)L gt II\lelf +t3+2n+")7+26_2
2"—‘nﬂﬁj-n_—_1 {a+B+n—1) 2" n—_l—l H(B+n) I {a+5+n) 2R (et + ) (B 0t w1« - p+/+o+n—lw
H(E+ )2+ 5+ 2n—2) ' S 1) T2+ 420 ""’ Il 5+_1_H'c?+p+7n+ 2 +20—2) '
22 (n—1YU(B+n—1) (a4 p-+n) 2+ D) pl(B4n) (a+f4+n+1)  2vrte? (9 +8) (n+y+o—D et B+y+3+m)(B+y+3+n—1)
Il;.a+‘-’ H(a~+ g+ 2n—2 ’ H(E+2)U(z+5+2n T(B+2) (et J+>n+ >7+> L
w 2"‘““H- 7 [l~ 52 ——-lio‘c+p+ﬂ+o——-3_ 2 Tim—+ I _Bin (z+3+n+0—2) 2 (ot g + O+ + 0+ n—1)H(a+P+y+n+ 20— ~3)
Oe—0+ ) U(B+o—1) U (a+3+22—2) °  Nn—=8+2)Hfb—)iatp+2n) & 7 Titn +/+1 OB+ e—1)I(a+p +>»+ 2y +28—2
—2)71] oc—l—f'—l H_a+ﬁ+n—2| — 2 ‘HH e+ e+ 5G+n—1) 2. Hy+E]] a+-y+u+n—-l (e + >+7+o+n- -2) ~
() M2+ f+2n—2 ’ (@) 2+ +2n = () [T (2 + B+ 2n+2y+ 26— 2 é
(—2)—tn I (at-n—1) (z+B-+n—1 & +1) O o0 I O,+)+"{ oyttt (y -)7: M(a+g+d+n—1)I(at 3-*‘7-1-6"‘-/1—1' S,
T (1) a+24+2n—2 ’ M+ 1)(z+5+2n e (a1 H{at-f+2n+27+20—2 &
| (=2 *n(n— 1D e+n—1)I(a+ 3-+n) (=2y—'n(n+1)(a+n)atB+n+1 — 2yt Ml (a9 + d+n—1)II (a4 B4y +0+n—1 S
’ H(oa+2)1 e+ 3+ 2n—2) ' H(a+2)I{z+5+28 o (a4 2) o 43 +2n+ 29+ 20—2) S
. . . . . - - . . - - . - - - - . - . . - - - . - - . - - . . - . . - . . L . . - - - b . - @
1 =
(=2 U (a+n—1) 1l e+ B+n+y—3) (—2)* 12U (n+ 1) (a+n) e+ B+n—7+2) (—7 H+1 TI(pty+6) I (aty+8+n—1) (ot B+0+n+2y —3 N
H(n—y+1)M(a+y—1) H(a+5+2n—2) ° Tn—y+2)Mz+7—D) U(a+ 3+ 2n " T T (n4-64 )T a+,—1 II %+ 5+ 2n +'>° L7 5

= A(@—1) (41 T}, ays, 344(%)
wo A die Adjuncte des Elementes 7,443, 4 s(%) in der Determin@hte auf der linken Seite vorstellt.

. . & !
v) Fiir die Functionen C’(x), welche sich von den Ndheruhigsnennern der reguliren Kettenbruchentwicklung der Function 2= F'(1, ,v+1,27%)

; " I (n+v—2) . . . ;
bekanntlich nur durch den constanten Factor QT-”H—_H & unterscheiden und iibrigens auch ein specieller besonders bemerkenswerther Fall der
(n (V7o)

eben erwiibnten Functionen sind, bestehen die Gleichungen
n Co(2)—2 (nfv—1) x Cp_4(%) + (n+2v—2) C,_2(z) = 0
2v(1—2& CF1 (@) = (n+2v—1) Co_i (&)—n Cr()

o 2 (v 4-1r—1)
s 7)) N \ 47
'0 = Hw‘v—ll — Cnr(®
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£
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Darch Vereinigung der ersten und zweiten von ihnen entsteht die Relation

(18.) (x*—1) C:Ti(2) = n(n+1) Cop1(2) — (n+2v—1) (n+2v) Co_s (2)} -

4v(n+v)

Schreibt man in derselben fiir v:v4-1, fiir n: n—1 und multiplicirt die dadurch entstehende Relation mit (#*—1), so erhiilt man unter Beriicksichti-

)
gung der eben aufgeschriebenen Relation die neue Gleichung

21 ot 1 (r—D)n(n+1) (n+2 o 2(n—1)n(n+8(n+2v) (n+2v+1 o
L T T 16 (v 1) (n+v) | vl i D 14ye-1) (n4+v+1 z)+
Pt n+2v—2)(n+2v—1) (n+2v) (n+2v+1) o &
n—4v—1 ~ )
in welcher die Hermite’sche Relation fiir die Kugelfunctionen erster Art als specieller Fall #nthalten ist.
Aus den eben abgeleiteten Gleichungen ersieht man, dass in der Entwicklung des Productes
. - my—1 I
P G In(®) = P m A1) (L LG @
nach den Functionen C,(z) diejenigen Functionen, deren Index kleiner als n—n ist, fehlen und dass demnach, wie im ersten Paragraph gezeigt

: . g : X 1 .
wurde, dieselben sich von den Niherungsnennern der Kettenbruchentwicklugg der Function (2*—1)"z—'F \1, oL v+1,x.—‘*\ nur durch einen con-

. . . i
stanten Factor unterscheiden, was iibrigens auch aus den nnmittelbar vorhergehenden Entwicklungen und dem Integralausdrucke fir z—!F[1, 5
v+ 1, z-2) folgt.
Beriicksichtigt man die Gleichungen
S e U(r+2p—1)
OnEnll) = =St
1) N nEze—1
. ., H(r+2p—1)
SIS (=l)faae e
(=1 / T(r)H(2p—1)
so erkennt man sofort aus der Betrachtung von (1.), d@ss in der eben erwihnten Entwicklung die Functionen C,_.41(2), Crnis(®),. . ., Copn_i()

ni cht vorkommen, und man hat daher die anch durch Specialisirung aus der in 3.) angegebenen Formel folgende Gleichung:

QYINLQUIYIN wdApINDL 4OP DUL0DY [, ANy
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M{(v—1) (z*—1)y" HD(n+m)M(n+v—1)I(v—1

96T

»2__1\m vtm o e P TR e, AR 1) = — A - . -

o =Tt w) = 2m T +v—1) LZ% 22 [[(n—m) M(m4-v—1) D (n+m+v—1) |2 I(+y SDHH(n—m+ 2y + 2p+1—1)

H(2A 42— 1) II(v— 1) [(n—me+ 2p—%

C:l—m' .’L‘) ’ Cr:— — -2 J’) H C:n—m+4 x) L (’Vz—i‘r
E_n—m—*—?v—l\ H(n—m+2v+1) (n—m—+2v43) I(n+m+2v—1)
I(r—m) N(2v—1) ' (n—m—+2)M(2v—1) ' N(r—m~+4) [I(2v— | i H(n-+m) 0(2v—1
! [{(n—m4-2v) I(n—m—+2v+2) N(n—m-+2v4-4) [(n+m—+2v
Dn—m—1)(2v+1DII[(2v—1) ' Hn—m+1)(23+1)I(2v—1) > O(n—m+3)(2v+ 1)FI(2v—1) o M(n—+m) (2y+ HII(2v+1)

H(n—m+2v+1) H(n—m~+2v+3) [(n—m—-254-5) Nn+m+2v41)

H(n—m_2)2v+ 1)(2v+3)[I(25—1) H(n—m)(2v+1 29+ 3(2v—1) M(n—tn+4) v+ F2v+3) M(2—1) T (n+m—2) 9v+1)(2v+3)[1(2v—1)|
| , ] ) : i
2 l(m+4-v—2) l(n+2v—2) 274 v—2) (n+2v) 2m— I(m +-4—2) II(n4-2v +2) o1 T(n+2m + 2v—2) l(m+v—2)
M(n—2m+ HI—1HR2m+2v—2) i(n—2m+3) [(»— 1) N(2m+2v—2Y M(n—2m+DN(—1)I(2m+2v—2) "™ " [[(n+1) (v—1) I(2m+2v—2) |
ypr=0,1,2,...,m—1)

Weil die Functionen C,(x) und D)(x) ein Fundamentalsystem von Integraten der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
1—a* )y — (2v+ Dz ySt n(n+2v)y = 0

sind, so besteht zwischen ihnen die Relation

‘wonvquobor prodoary

— . D O(n+2y—1
hCrlﬂ}" ' D, (x) — [Dn-x}]’ Cz) = S
N(n)(x*—1) 2

und weil zwischen je drei unmittelbar aufeinander folgenden vgn ihnen dieselbe lineare Beziehung besteht, so hat man, wie ich friiher hervor-
gehoben habe, ! die Gleichung

) ( LAl n(2v—1)
Co(x) D, ) — Dy(x) Cos(x) = —— 551 —
(2*~1)"2
Verbindet man diese zwei Relationen mit (13.), so erhilt man die neue Beziehung
(@*—1) [Dy(z) &= {(n+2v—1)(n+2v) Dy_y(2)—n(n+1) Dyya(x)}

T O(n )

1 Zur Theorie der Functionen C(x)“. Diese Denkschriften, Bd. XLVIIL
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wele he sofort zu der folgenden Gleichung fiihrt:
. u. - (=1 O(n+m—+29—1)N(n—m—+v)
(14) @ =17 [Da(@)]™ = ZoTi(n o) I(n —m+29—T) 2000 +v—1) N (n—m+ B+ 2p i —1)
(244 2y—1) (vy—1) L (n—mE 2u—A

B |l ’ D:L—m-i-z‘x ’ D;J.—m+4 ) o) D;—l— X |
M(n—m—+2v—1) (n—m—+2v+1) (n—m+2v4-3 M(n+m—+2v—1)
(n—m)(2v—1) ’ {n—m-+-2)11(2v—1) ’ (n—m—+-4)I(2v—1) =l (n—4m)I(2v—1)

M{(n—m—+2v) Mn—m~+2v4+3 Mn—m—+2v+4 [(n—+-m+2v)
O(n—m—1)(2v+1DI(2v—1) = Hn—m+1D(2v+DM2»—1) *  Dn—m+3)2v+ 1 Z—1 7 M(n+m—1) (2v+1)1(2v—1)
(n—m—+-2v+1) (n—m—+2v4-3 M(n—m+2v4D) Mm+n+2v+41)
M(n—m—2)(2v+1)(2v+3)[I(2v—1) T{n—m)(2v+1)(2v+3)11(2v—1) ' Mn—m+2)(2v4-1) (28533 ) T (2v—1) "N(n4+m—2) I(2v—1) (2v+ 1) (2v+3)

2 (m—+v—2)(n+2v—2) 2r—l(m4-»—2) (n+2v) 27 i (m+v=2) M n+2v+2) 2r 1 (m+v—2)M(n+2m—+2v—2
|ﬁ n—2m4 H)I(v— DI(2m~+2v —2)' M(n—2m~+3) N(»—1) [I(2m +2y—2) N(n—2m+5)I@—1)(2m+2v—2)""" T(n+1)[(v—1)(2m+2v—2)

(N E=12 )

Diese Formel bildet die Verallgemeinerung der von den Herren F. Neumann, EBeltrami und F. Caspary bewiesenen speciellen Gleichungen

fiir die Kugelfunctionen zweiter Art.
Die Gleichung (2.) liefert die von mir a. e. a. O. schon auf einem anderen Wege abgeleitete Formel

- 2 r-=[T][[')l+m—1iH(n+v—)l—1j) o |
[Cil=) T Om—1) O (=m4-v—2) (n—m~-y—23) Cr ), &
=0
wibrend aus (6.) und (14.) die speeciellen Relationen
n—37
I(7) : n—1 n n n—+1 U2 I (n—22—2)T1(2v—1)
v W pgge (PTial o 0% 2l Pt o =202 — 1) lhia vy =D [C} gy ()
s 2v—1) @ 5 ]+[2]+ {[2] [ 2 ]}’” T Tars—a—1) O+ A—D {62l
=0
I(n) . n n— 1Y 1 . ([n=4-11 1\ ) 1
- 2 5 :; — Sl Fessd) Y, S Y 1 £ = [——J—[—] PSR e E Y = 2 —2$:
Hk2v—]|ll(\7z+2v—1)D () — %( 2] [ 5 ]" F(\/,/+2,)+ N =3 5 /2‘>+1‘)x’FV+1’/+2’v+ , 27)
n—3

:4v'x2—1\aZ - l(n—22—2) n+‘J—2R-—1'[Df—2;.—1 z)]
> 0(n4-2v—20—1)
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folgen, von denen die erste die Verallgemeinerung der im Anfange erwihnten, von Herrn F. Caspary neuerdigs bewiesenen F. Neumann’schen 3
Relation ist. n
Aus den eben abgeleiteten Formeln ergeben sich unmittelbar die Gleichungen:
> W 3 \ P B YO il 7 ;
[ M(n—m—+2v—1 Or+2’" ™) M(n—m~+2v4+1)C yon=—-t2( ) H(n+m—42v—1) 2" (2)
_ - ) S %0 QO KOS - P T— -
M(n—m)r4+n—m)H(r+n—m4-2v) On—m+2)(r+n—m+2)(r+n—m-+2v42) H(n+m)N(r+n+m) M (r+n+m+2v)
Hin—m+2v—1) N(n—m~+2v+1) Hn+m=+2s—1
H(n—m) 1 2v—1) i M(n—m+2)I(2v—1 s H(n+m)(2v—1)
. H(n—m—+2v) (n—m+2v+2) M{n+m+2v)
(15.) | H(e—wm—1) (L DI(v—1) '’ H(n—m~+1)(2s+ D I(2v—1 U Oe4m—1) v+ HI2v—1) | T
M(n—m+2v4-1) O(n—m~+2v+3) M(n+m4-2v+41)
H(n—m—2) (2v+1)(2v+3) I (2v—1)’ H(n—m)(2v+ 1) (2v+3)11(2v—1) U (4 m—2)(2v+1)(2v+3) 2y —1
2 (m+v—2)[(n+2v—2) 27— (m+v—2) I(n + 243 2t (m~+v —2Y M (n+2m+2v—2) ’s
[H(n—2m+ 1) (v—1H(2m+2v—2) ’ N(n—2m~+3)I(»— 1) N(2m 42 —2 U e+ DA(v—1)T(2m+2v—2) ,g
. 1 . . 1 JH(2242y— DR Ty — 1) N(n—m+2u-2) =
(—4!"‘H(r+>+m Hm+v—DIm+n+v—DH(2v— 1)1 ,n+v-——\ H(ng-n—+2v—1) il Sl \. e S
" 2, 2 O(n—m+2y+2pn+1—1)I(v—1) T
— 1 ] \ -CV" +-¢,n—mz(x\ QD
/ / , . r @
I(v—1 ~H\v— 5 V[ r4-v— §) H(n+m)M(n+v —1) D 2wet2v—1) I(r +m—n) Dim+-n4-r4-2v E
Wp=0,1,2...,m—1)
=
<
1 \‘§

y i v+l ptm
M(n+m+2 =D n+m+s—1) Dy 22 )|

1 3 1 ; 1y
2" z) 4210 n—-m-x--;—:—é\nw n—m+2+1) 11 ,z—m+u+1,D‘:,+E,"_m+2,x' 4’27"H‘/n+m+-;—-2- '
\ S \

M(2n+2m 42— D (n+m)

Y 1 : N Ch

'H/n—mﬂ—-}—é)n"zv-{—‘ —m—1) (v+n—m—1)D
\ ¢ " ’
_ B P o

H(2n—2m +2v—1)TI(n—m) T(2n—2mF 29+ 3) (n—m+2)
| H(n—m~+2v—1) n—m—+2v+1) H(rn+m+2v—1)
(16) M(n—m)(2v—1) ; M#—m+2)1(2v—1) Y M{n+m)I(2v—1)
H(n—m~+2v) H(n—m+2v+2 H(n+m~+2v) -
| H(n—m—1)(2v+1)I(2v—1) f Wn—m~+1)(2v+ DHIL2v—1) Lk H(n+m—1)(2v+ 1) I(2v—1) |
Hin—m~+2v+1) M(n—m—+2v+3) i1 ":m+2'/+1>‘
N(n—m—2)(2v+1)(v+3)0(2»—1) ’ N(n—m) (2v+1)(2v+3)(2v—1) Y N(n+m—2)(2v+1)(2v+ 3)M(2v—1)
2n—=1(m~+v—1)M(n+2v—2) 27 (m—+v—1) (n+2v) dp=t Ht\-ii{;FV—?"‘ﬁ (n+2m+ 2‘1_—2;)
Hn—2m+HI(v—DI(2m+2v—2) H(n—2m+3)H(v— DII(2m+2v—2) Y H(n+1)I(>—1)0(2m+2v—2)

Y4
2
D
O




Om+n+2v—1)(m+n+v—1)11 /v+r+-1—\ H/-n—l—-.'—‘l o ,
. \ 2 2 Ti(n—m+ 294 2u—4A— 1) 2"I(A+-»s-1) Dt L im, nem(z)
. i (2 + 20— DI (—1) (—m ~+ 2 —1) ‘

H\1+z+m+2 (% +m2) L1202+ 2v—1)
/

7‘).“':0)1;2; ""m—l)

= 99_1 2941
e . S Ot otm o, N o ’ .
/(:e oszcost 75— (asin ¢ sinY) C, 1 (cos @) gip~ 2 pd o =

1%

994 '21}_1‘ 1 = I —m.‘
=L (v—1) sin— & [ N 2 L H /+m—1 ) 11 /?—-I—J——A—l “n—an - v—24) e oy
—’,_Hi__l S 2 e L Y - 4 OF_ o (608 ) ™™ % e
H\w:,__l H‘ﬁ""i‘v'——l L —_II 2')——]‘\ \ (244 pan H ’ H n—im +J——A
—0
@ (eoBY) "R (o —C_ya(COsP) I () O s (€08 ) J—TH () pos (= 1) G (€OSP) S HmH7(a2)
M(n—m~+-2v—1) (n—m—+2v+1) H(n—m++3) {(n~+m—+2»—1)
I(n—m) II(2v—1) ’ M(n—m~+2) II(2v—1 ' I e—m 4411 2v—1 ’"" (n—+m)I(2v—1)
D{(n—m--2v H(n—m+2v4-2) II n—AR +2v+4 (% 4+m--2v
O(n—m—1)(2v+1)I(2»—1) * (n—m+1 v+ DHI2v—1) *  1( +35 2J+1 M 2y—1 7 (p4m—1)(2v4-1) 1[(2v—1)
. ! 11 n—m—l—‘)/—l— 1) N(n—m~+2v+3 I n——m—{—?v—i—o (n+m—+2v-+1)

(n—m—2)(25+1)(2v +3)(2v—1)’ N(n—m2)(2v+1)(2v+3) (2 —1) T(n—m+3) 204+ 1)(2v+3)H(2v—1) " Ii(n+m—2) (2v+1)(25+3)11(2v—1

2m— Tl{(m~+v—2) H(n+ 2v—2) 2m = {(m 4 v—2) (4 2v) 27 (m+v—2) (4 2v+3) 2n 1 {(m—4-v—2) I (n+ 2m+ 2y — 2)

M(n—2m~+ DI(v—D(2m~+2v_2)YTI(1n—2m +3) M (v—1) I 2+ 2 QL’Iﬁ—-?:m_+_‘5:ﬁ y—D)H(2m+2v—2)"™ " M(n+1)I(v—1 N(2m+2v—2)

—(—1) am H22v_1\ " I~ u0) Ti(m v — 1)1 -5 4 v—1 DT+ v—D(n—m—+ 2y +2u+;_1\
= b~ N y . = s = L i
\/ 7 2 1H¢‘ B) /H v—1) | g (n4-1m) [ 4-v—1 Ie—1)sin—5 ¢ e ht 2T (n m+2u._) {»—1
f i cos g os 4 J20 ( asingsing) G, 77 (cos o) | S1ngax2v+m+‘dg.u

Le=0,1,2..,m—1)

Beriicksichtigt man die bekannte Stirling’sche Forwel

—_— J_ X
M{o+n)= \,/2:: 2"y (1 4-¢,) lim,— oo ¢, = 0)
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und die von mir aufgesteliten Relationen

. 273 ] .S-\ . r. Qy—1 2y—1
hm,‘=wn—,’c;' (eos> ) =#\/x (29)7 % ST (B
2y—3:
\ N(s)U(2+2 )
, om0 . 2 — :
limy—co 57 D3 (eos>) = (—i) 3 ] e~ G (cos if) sin®—tit dg = 4"

e (y+p—1)1I o+9v-—2wﬂ1p+

wo in dem Integrale auf der rechten Seite der Integrationsweg von O bis —% auf der Axe,@es Imagindren und von dort parallel der reellen Axe

ins Unendliche liuft, so leitet man aus (15.) und (16.) leicht die nenen Gleichungen ab:

I(n—m—+2v— _ O(n—n e . I — 1 (n+m—+2v—1 d
‘(—— Jn- =g ‘x\ ) ‘ l+2}+ - Jr—mv4-2( ) 9 E‘_n_ EQ_J_'_:%\ J”'— m+-v+4+-3 x) ,_";‘ 4 N ) J“+"‘+V \x
(n—m)  U(n—m+2) U(n-Sm+4) H(n+m
N(n—m-+ QL—L) 1]'17-—m+ ‘)J+1\ M(n—m—+2v+3) O(n+m—+2v—1)
IL(n—n)TI(2v—1) (n- 2v—1) ’ U(n—m+4H1 (2v+1) y= 0 (n+m)I(2vy—1)
I(n—m—+2v) H(n—m—+2v+2) O(n—m—+2v+4) O(n+m—+2v)

O(n—m—1)2v+ DI(2v—1) *  On—m~+1)( 2o+ 1)1 2v—1) Sh(n—m+3)(2v+1)02v—1) 7 Hn4+m—1)(2v+1I2v—1) | =

N(n—m~+2v+1) O(n—m~+2v+3) M(n—m+2v+5) O(n-+m—+2v+1)
N(n—m—2)(2v+1)(2v+3)[(2v—1) T(n—m)(2v+1)(2v+3)2v—IF ' T(n—m+2)(2v+ 1)(2v + (2v—1)"""N{n+m—2)(2v + 1) (2v + 3) (2v_1)

2n (4 v—2)1(n+2v—2) 2 I (m—+v—2) I(n—+29) 2 (4 v—2)(n+2v+2) om—TI(m 4 v—2) (74 2m -+ 2v—1)
| I(n—2m+ 1) T(»— 1) II(2m+ 2v—2) "M (n— 2m+3 I (v—1) I OImeg 2v—2Y I-I_w\n_2m+5‘)ﬁ v—DIOECm+2v—2)""" M(n+1)M(v—1)I(2m+2v—2) |

N . 1\
(—2) +v— 1)1 y—1 v— D[ m—4v— | I ; y— .
Y [(m—+v [(n+m—+v—1)I1(2v 1‘H‘1P+J 5 fm—+n+2v—1) ATt 7— 1) I — ot B+ 2yt A—
o [ H|?)\+2/—1uﬂ y—1) Il n—m+2u.—7\

7 J”+'\.1:'
I(»—1) IK{ v—-g\, H(n+m)M(n+v—1)U(2m-+2%—1) 2™
/

(% =0,1,2,...,m—1)

t Das Additionstheorem derjenigen Functionen, welche bei der Entwicklung von ex= nach den Nikerungsnennern regulirer Kettenbriiche auftreten.“ Sitzungs-
berichte der kais. Akad. d. Wissensch., mathem.-naturw,Cl. 85. Bd. II. Abth,
2 Uber das Additionstheorem der Functionen Ym¢x).¢ Sitzungsberichte der kais. Akad. d. Wissensch., mathem.-naturw. Cl. 91. Bd. II. Abth.
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a

1\ 1\

T : ‘ g1 N ) p ; b Ly

{H(n._m+1 Ne—m+2v—1)N(n—m +v-1) g+, () 42H<n—m—l—‘;+§/ M(n—m+2v+1) Op—m+v+1 ‘A'v“lg’-“" *20  A2mIl n+m+~)—§)l'l\n+m+~)—-1)H n+m+29-1) gto, +"".~L
2

s 2)

= | = - e 5 S 7

i’; ' H(n—-m) W20+ 2y —2m—1) H(n—m~+2)1(2n—2m+2v43) H(n+m‘Hl2n+‘2v—1-

5 ! U(n—m+2—1) Hn—m~+2v+1) H(n—+m—+2v—

£ H(n—m)T(2v—1) i H(n—m—+ 2)1(2v—1) ""’ H(n4+m)I(2v—1

E | ’

s H(n—m~+2) H(n—m~+2v+2 (n—+m—+2v)

5 U(n—m—1)(2v+ 1) I(2v—1) : M(n—m~+1)(2v+1)1(2v—1 ¥ M(n+m—1)(2v+ 1)I(2v—1 =

£ | . J+

§ Hn—m+2v+1) (n—m~+2v+3 H{n+m+2v+1 v

= U(n—m—2)(2v+1)(2v+3)N2>—1) T(n—m)(2v+1)(2v + 3)U(2v—1, " Mnt+m—2)(2v+1)(2v+3) (2 —1)

:E 2l (m4-v—2)U(n+2v—2) 2n—1[{(m4-v—2)U(n+2v) 2r =11 (m—+v—2) (0 + 2m4-2v—2)
H(n—2m~+1) 11(2m~+2v—2) 211(»—1) i H(n—2m~+3) U(v— 1) [1(2m +2—2 " M(n—+1)M(y—1)T(2m+2v—2

Um+n+2v—1 Hu‘m+n+v—1) H/ﬂ—l—y_%) -H(2)l+2'/—lf 2‘~H'\;ﬁ+v——11|;§H n—m 42 p—=N.) JETE I,
= H(—m~+ 29+ 2p+2—1)1(v—1) e i @)

= O(n—+m)I(2n+2vy—1)

e O A1)

ba wop owwoayJ, uny

Setzt man in der letzten Gleichnng v =1 und beriicksichtigt die von mir a. e. a. Ogabgeleitete Relation S
slp 2 1 L §;
4 A () = — (—q)erte ——— {TIED) + mi ()] N
N . rN\/ = =
wo Y++7(x) die von Hermn E. Lommel eingefithrte Bessel ’sche Function zweitef Art ist, so erhdlt man sofort die bemerkenswerthe Gleichung Ef:
"y 2 (—29(n)x §
Y @:m 1 2PN (n—m—+2p4-241) . g
5 Tl (2 ~+ 1) (n—m~+2p—2) 8.
i)
(n—m—+1) Pr=m+4(z) | —(n—m+3) Tr—m+3(@) ,S(n—m~+3) T—m+3(z) ,.. . ,(—1)" (n+m) T+ ()
n—m—+1 , n—m—+3 ; n—m—+9d 5o ikl n-m
H(n—m+2) H(n—m—~+1) H(n—m—+6) H(n+m—2)
3Un—m—1) ’ 31(n—m—+ 13 ’ 3Mn—m~+3) 777  3ln+m—1)
H(n—m--3) H(n—m-+5) (n—m—+T) O(n+m+3)
3.5l(n—m—2) ’ 3.51(ngm) ’ 3.5U(n—m4+-2) 7777 3.5M(n+m—2)
S
2 AT(m—1)1(n) 27— DH(n+2) 27— H(m—1)[(n+4) 2n—Tl(m—1) M(n+2m)
U2m) T (n—2m4-1) * TC2wI(n—2m~+3) ’ HCm)U(r—2m+>) ** 77 W02m)U(n+1) %

()

I
@ r=0,12,...,m—1) =




Von den aus den allgemeinen Formeln des Paragraphes 1. folgenden Integralen mogen folgende zwei besonders angefiihrt werden:

() C(2) Cil2)(1—2?) - k [_2 J“_H\k+v—1' i 2 CH ) D=
| Ty 2T v—1II(—v) k) J Cilis L) Dyyo, o)
= A 2—1 . % »
o+ w(2) C2(2)[ C; 2)(1—2%) : |I,]Z: k 2%+ Hlk—l—v—ll 2w o rDi v A
,  — e — T 2M(»—1)I(—» T(k W S8 | S
wo = der Grad der ganzen Function w(x) ist.
Aus (4.) folgt endlich die Relation
| H_zfntm+'{- 1D 4oy '-f(‘f‘ U2 (n—m—+v-+1) DT +ou(2) 23112();—7)z.+u+3\D1,’.,;;_2\,4,2'1)
O (n—m)ll (n—m—1) ’ U—m4+2DM(n—m-+1) H(n—m+4)( n—ai+3)
H(n—in+2v—1) HM(n—m~+2v+1) O(n—m~+2v43)
M(2e—m)(2y—1) ’ M(n—m+2)1(2v—1) i (n—m~+4)I2v—1) B
O(n—m—-2y H(n—m+2v+2 (n—mF2v+4)

]

O(n—m—1) (2v+ 1) 11(2v—1)

H(n—m~+2v4-1) Min—m—42v+3) M(n=m+2v+Db)

N—m+ D2+ HI2—1) °* Ha—m4+3)2v+HI2v—1) 7 HOu+m—)@+HI(2—1) |=

E=rt+p)

Qm T2 (e 4v—1) Do ion_o(®) ‘

(n +;zr)ﬁ n+m—1)
n 1’+7)2+2v—-_1} [
ilu’+”l)(:2v—l'\

H(n—4-m—+2v)

Nn+m4+-2y4+1

2= H(m~+v—2)(n+2v—2) 2= (m+4-v—2) H(n 4 2v) 20 (m 4 v—2) (n+2v 4+ 2)

M(n—m—2)(2v+1) 2v+3‘_‘;—ﬁ~2v—1\’ l—lln—?n‘lév—l‘——]w'?v—i—?):\ﬂ 2y—1) "M(n—m+2){2v+1 l~‘2v+3'|II-2v——1“""’H n+m—2)(2v+1 (2v+3)I1(2v—1

2n—1 11 (m+v—2) H(n + 2en + 2y—2)

_ 2rlin4y—Dln—m+v—1) [2'T+y— D (n—m+2p+ 2y +3— 13

- N
M(n+m—1)1(n—m H(22+2v— DI y—1) (n—m~42p—2) Dt 2—s() -

S

N(n—2m+ )T —1) U (2m~+2v—2) Dn—2m+ 3N~ 1)1 (Zm+2:—2 Mn-Lm+5)I—1) T (2m+2v— 2)"7 Hn4+1)N(>—1I(2m+2v—2)

Le=1273, ...,m)
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