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Es diirfte hier wohl ein Hinweis auf das »Bulletin astronomique«, tome VIII, Nov. 1891 geniigen, um
dem leser den schdonen Aufsatz Professor Tisserand’s »Note sur I'état actuel dc la théorie de la Lune«
sofort in Erinnerung zu bringen. In dieser interessanten und anregenden Note versucht bekanntlich
Tisserand, wie auch frither Newcomb, die neueren Beobachtungen des Mondes mit Zugrundelegung
des aus der Theorie gefolgerten Werthes flir die Sdcularacceleration darzustellen und gelangt, wie die
librig bleibenden Abweichungen zcigen, auch zu einem ganz befriedigenden Resultate. Allerdings wurde
das Ziel, die befriedigende Darstellung der Mondbeohachtungen vom Jahre 1620 bis 1888, nur mit Zuhilfe-
nahme eines empyrischen Storungsgliedes von langer Periode erreicht. Derjenige Punkt, den ich aber hier
noch besondcrs hervorheben mochte, betrifft die folgendec Bemerkung, welche von Tisserand zur Schluss-
darstellung gemacht wurde, namlich: »Toutefois, il subsiste des indices d'une autre inégalité, a période

moindre et ayant un coefficient de 2”7 a 3"«,

denn diese Bemerkung gab mir die Anregung zu der folgenden
Untersuchung. i
[Es kann nicht geleugnet werden, dass mit Riicksicht auf den heutigen Stand der Mondtheorie unser
Streben in erster Linie darauf zu richten wiére, die Ursache aufzudecken, aus welcher die empirische
Ungleichheit langer Periode, welche die Beobaehtungen zu erfordern scheinen, stamme, doch schien es
mir trotzdem nicht ohne Interesse, mich auch mit den Ungleichheiten kleinerer, rund 50jahriger Periode,
wenngleich dieselben nur einen Coéfficienten von einigen Secunden haben konnen, zu befassen und
nachzusuchen, ob sich der Grund nicht aufdecken liesse. In erster Linie wird man hiebei wohl an die
storende Einwirkung der Planeten zu denken haben. Aber der Combinationen, die man mit der mittleren
lLinge des Mondes, der lirde und eines Planeten, gleichwie mit den Perihellingen und den Knoten machen
kann, so dass der Coéfficient der Zeit im Schiussargument klein wird, gibt es sehr viele. Unter den mannig-
fachen Werthen, auf welche ich bei diesem Nachsuchen gekommen bin, haben vor allem zwei Argumente
- beide durch die storende Einwirkung des Planeten Venus hervorgebracht meine Aufmerksamkeit
erregt, da die entsprechenden Storungsglieder von verhiltnissméssig niederer Ordnung sind. Wohl gibt es
eine Ungleichheit auch von Venus stammend, mit einer Periode von rund 87 Jahren, namlich: 27+ 45//—441",
deren Ordnung noch niedriger ist, wie jene der hier behandelten Ungleichheiten, doch zeigte mir die Rech-

nuny, dass deren Coéfficient verschwindet, was auch wegen der Grosse der Coéfficienten von 7 und 77 von
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vorneherein sehr wahrseheinlieh war. Endlich sei hier noch der Argumente: u—5/--3/" und: 27—8/ 451"
Erwdahnung gethan, denen Perioden von rund 96 und 50 Jahren entsprechen. Da diese Argumente die
mittlere Anomalie des Mondes nicht enthalten, erhalten sie bei der Intcgration wesentlich kleinere Factoren
als die hier behandelten Ungleichheiten und diirften daher nicht sehr merkbar werden, wenngleich sie
von niedriger Ordnung sind. Ieh verschiebe die Bereehnung dieser letzerwéahnten Ungleichheiten, gleichwie
jene der folgenden, die mir auch nicht ohne Interesse erscheint: 2® + / + 19/—20/7 (Periode rund
35 Jahre) auf eine spitere Abhandlung, doch will ich hier noeh bemerken, dass mieh die Naehforschung
nach kritischen Argumenten kiirzerer Periode auch fiir die librigen Planeten zu sehr beachtenswerthen
Combinationen gefithrt hat.

Wir wollen uns zunidchst mit der ersten von jenen zwel Venus-Ungleichheiten beschéftigen, deren ich
frither erwahnte. Diese Ungleichheit von rund 55jahriger Periode hat zum Argument: o + [+ 2472377,

4,1, 1" bezeichnen beziehungsweise die mittleren Anomalien des Mondes, der lirde und der Venus,
o die Liange des Mondperigdums.

Begniigt man sich mit einer ersten Ndherung, so kann man im Allgemeinen die Berechnung der Mond-
ungleiehheiten so bewerkstelligen, dass man hiebei dic Elemente der Mondbahn als Constante ansieht. Das
ist aber nicht immer erlaubt, denn untcr Umstinden erhélt man bei diesem Verfahren nur einen Theil des
Hauptgliedes des Coéffieienten des Storungsgliedes. Wir haben daher hierauf Riieksieht zu nehmen. In der
»Théorie du mouvement de la Lune« geht Delaunay von dem folgenden Ausdrucke aus, und zwar gilt
derselbe fiir jenen Theil der Storungsfunction, welche zur Berechnung der Storungen des Mondes durch

die Sonne dient:

o , (' 422 m’

RZZ ey + T TR 2 J g
a ” V @ —2)*+ (') + (¢ —2)
¥, ¥, # bezeichnen die Mondeoordinaten bezogen auf ecin rechtwinkeliges Axensystem, dessen

Ursprung im Erdmittelpunkt liegt, und dessen Axen parallel zu einem fixen Axensystem gedacht sind;
2, ¢/, 2 sind die Sonneneoordinaten in Bezug auf dasselbe System; p ist dic Summe der Massen von Erde
und Mond, 7' die Sonnenmasse, +' die Entfernung von Sonne—ZErde, endlich @ die halbe grosse Axe der
elliptischen Mondbahn. Bezeichnet man mit » die Distanz Mond—ZErde, so hat man:

%2+y2+22:1f'2 ;1},/2_{_}/’2_'_’2/2:1,/2;

ferner
% 1

1 1 7 pe g B AN - =
N (Ve (Nt (o — )2 /[1__2'7<_~ r vy )—'__/2] ‘
V=2 + =)+ =) 7 - ’

v v vy o

In Anbetraeht der Kleinheit des Verhiltnisses: -, kann man die reehte Seite in eine schr convergente
v
Reihe entwiekeln. Fiir den gegenwdrtigen Zweck reicht man nun vollig mit den Gliedern, welehe als

Factor <,> zur dritten Potenz enthalten, aus. Breehen wir also die Entwicklung bei den hoheren Potenzen
e
/
. . | . . ! .
ab und vernachlassigen wir gleieh das Glied -, , das in den partiellen Ableitungen von R, naeh den Mond-
7

elementen genommen, verschwindet, denn es ist ja unabhdngig von letzteren, so resultirt fiir F:

/, 2

% D) 1 el / o 3 3 VR 4 ! g3 v / ol | B
0 - {.) <,1 T ] % .8 1 ) T T R T, & & 3rxx gy 5
N T — 4+ + - - T+ — ) L+ + - )[
2a L2\ o v A 2 v L2\v o v A v 2\’ et !
Dieser Ausdruck gibt uns also die Stérungsfunction, welche man der Berechnung der Stérungen des
Mondes dureh die Sonne zu Grunde zu legen hat.
Will man aber nieht nur der Einwirkung der Sonne Rechnung tragen, sondern auch jener des Planeten

Venus, so hat man zu dem vorhergehenden Ausdruck von K noch ecinen zweiten Theil zu figen, der
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ganz analog dem obigen ist, nur hat man statt der Gréssen n/, o/, 3/, &/ und +/ die fiir Venus geltenden ent
sprechenden Grossen zu substituiren.

Bezeichnet man mit m” die Venusmasse, mit #”) 3/ 2 deren Coordinaten bezogen auf cin Axcn-
system, dessen Ursprung im Sonnenmittelpunkt liegt, und deren Axen parallel laufen mit denjenigen, die
wir schon frither verwendeten, aber in der Erde ihren Anfangspunkt hatten, nehmen wir ferner die Rich-
tung der positiven Axen des neuen Systems entgegengesetzt an, wie jenc im crsten System, so sind die
Coordinaten der Venus, bezogen auf das durch den Erdmittelpunkt gehende Coordinatensystem, dar-

gestellt durch:
Py , gy J/// : ol

Bezeichnen wir endlich mit #/ die Distanz Venus—Sonne, mit D die Distanz Venus—Erde, ferner
mit R, den Theil der Stérungsfunction, der fiir Venus Geltung hat, so hat man:

23 x A—a" oy Yy L = gar e
R =i {— Sed T . ) . I
1 =TS B s B ¢ D 2
Br5 x —a y J’/' _y// g 2 p\3 3 rx A—a b yr_y// 2 o —z\A g
0 - e 5 -+ —>___ 5 . — 9 J
Bt D*lZ r D r D » D 5 (1, 5t p +t, p )] ..n

Dieser Ausdruck ist noch einer Vereinfachung fahig. Wir nehmen an, dass die xy-Ebene mit der
Ebenc der Ekliptik zusammenfalle. Es ist dann 2/ =0. Untcr dicser Annahme vernachliissigt man die
Schwankungen der Eklipticalebene im Raume. Man kann aber weiter mit Riicksichtnahme auf den Grad
der Genauigkeit, den wir hier nur zu erreichen streben, in der Entwicklung des Ausdruckes II alle
Glieder mit 22, 2% 2"? vernachlassigcn, denn diese Glieder kénnen nur Ungleichheiten liefern, welchc von
der Liange des Mondknotens abhingen; ferner jene Glieder, die #*#”% als Factor enthaltcn, da diese
wicder nur gleichzeitig als Factor das Quadrat der Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik und das
Quadrat der Neigung dcr Venusbahn gegen dieselbe Ebcne crhalten. Es fallen demnach alle Glieder in I,
dic z und z” enthalten, weg, und c¢s bleibt nur:

—+

1,2 3 / ¥ x/__ .L’U ¥ y/¥y/, 2 q
" I Iy
< [ 2\r D ) > 2]

+ -

r D vy D D v D 3 W

<.17 ,1,’/-* 1,// y y/_,_J,l/\]S 3/x ﬂ{’-- ,’\f/ y y,_ﬂ// —I

2( s 7 > ’

Aus demselben Grunde, aus wclchem wir die Glieder, welche 2 enthielten, in II vernachlassigten,

kénnen wir auch die Neigung der Mondbahn bei der Berechnung der Mondcoordinaten ausscr Acht lassen.
Bezeichnet man demnach mit 7 die geocentrische Lange des Mondes, so hat man einfach:

xr—rcosV y =1 sin V.

Bezeichnen wir nun weiter mit [/ die heliocentrische Erdlinge, mit #” die heliocentrische Linge des
aufsteigenden Knotens der Venusbahn, mit v/ den heliocentrischen Winkelabstand dieses Planeten von
seinem Knoten, endlich mit 4” den Sinus der halben Neigung der Venusbahn gegen dic Ekliptik, so

hat man:
o = 7 oS 17 Y =+'sin V/;

ferner

A =" cos (V") 4 24" sin v sin B

Y =" sin (V1) —2¢"*" sin v cos B,

Ersetzt man nun im Ausdruck von D:
T— \/(x’———x”)z + ()/‘ _j.//)z 4
die Coordinaten durch die eben gegebenen Werthe, so resultirt :
D = \/ 72 ++"—2¢" " cos (VI—y'—W") 4 4¢"*+" " sin v sin (V/—1"). S JHO]
49 *
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Setzt man nun
e 1

A=\ /14 T2 cos (V'—v'—H") L0

und vernachldssigt gleich allc Potenzen von ¥ héher als die zweite, so wird:
" 1

H i "

j — sinv"sin (V’ »h”)]-

D=rAl1+255 T

Der Ausdruck von R, geht hiemit Giber in:

il 1 3 7

_ 7 WL e PP 71 pin|
Ri=+m ) ops AsY 7 sin VY sin (V'—h )<
+ 1/14”-1/2 3. cos (V—T17) ~ cos (V—v"—h'"y + 24" 3 sin v sin (V- —h”)? )
1//3 ZA.) 1// 7' (
1/? 15 1/// ) ] : 1,// ) P 23
11" = N'{’” 7 sin V' sin(V’ h”)}cm (V—T17) 7 C08 (V—v"—h ))
7t ’
wte 5 | V1" 4| 1" 0 112 il 17 I (3
¢ == S ((— 1) ors (I—=yle w12 sin v si B
< 57 § O ( ) 7},035( S —h") 4 24 i Sinv sin (V- h)( Y
3 ox 1/ " 3
r* 35 L) 1o , § v
- 29 "* 7 5in V' sin(V—n") | cos (V—T17) 7 €08 (V—y"—n'")
r® 3 7" 7" )
1" 7 T / 12 Gl 7
Ll 8 gcns (V—77) 7 €08 (V" —1") + 27" , Sin /' sin (T h”))
7vllD mepr’ S om i ~
+m”1/r,,4 A7~(”2 ~; sin v'sin(V h”): cos (V—V') — —, cos (V—v" h”): .
. -

Man hat aber:
w7 /

2
[COS (V—V") 17/, cos (V—v -h")J =3 A% ; cos (2V=2T). 1:,0«)'; QV—V'—y"'—h'") +

1 1//2
] oyl "
+ 5 i CoS 2V—2v —21r")
ferner:
f'/

[coc(V V) -11// cos (V- v”~h’)}

3 : 4 13

SR - » 1 :
= 7 A? (Cos (r—vh :/ cos (V—v' —n"y|— 471, 5 cos (31— 3v"—3I )+

12 M

o) . 7 7 1
1 9 /AN : \ Al || l//,, L A 0S [/ 7
-+ 72 COS (3 I % 2vI—2h ) A 1// CoSs (3[ 2 v h )+ COS (3 3T )

Flr R, ergibt sich demnach die Schlussentwickiung in folgender Form:

S
R, = 3 §'4A""
=k - Tl 3 i I
+ Aslg cos(2V—2V )— 577008 QCV—V—V'—h") 4 7 571608 (2V—2"— 21"
o . : ) i ' "
== 3"( /2 > sin v/ sin (2V _'V/__h//)_“ é ,.(//2 ;’/ sin Sll’)([’y/ »]l//) 37”2 .1;/,2 sin?
"2 . M s "ol
— 3 ~m sin Y sin QV—v"—21")
! 15 a 12 4

7 2 o - E 7 ! 5 7,
i i Sin v sin (V—1") cos (2V—2V")+15¢"* - sinv" sin (V'—h") cos (2 V—V'—v"—h")
1/ :

+ — <
A7l 2
3

& 7,E{Qin v sin (V—&") cos (2V—2v"— 271”)';

15

2
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i il [ 3 V1" 3 W ol 9 " ein (V. //rJ
-+~ 11 - +- cos (¥ ! = coSs Y 7" )+ 7 sin v" sin —N
e (A'y 8 \ ) 8 4 { ) 2 | 7 ( )
1 5 T T ]‘3 1fl, T 15 1/’I2
) / [ A . - N (2T o TH Sl » { NP, oGl __opi_
+ 47 -+ 3 cos (3V—31") g 700 (3 2V — S —p'"y 4 g 572608 SV—V'—2v"— 21"
A
0T s (BV— 31— 3
8 12 ‘
45 " . | L
— ="~ sin v sin (V'— &) cos (V—T17)
4 s y
ASTS SN2 . x
+ — ' * — sin V' sin (V —&") cos (V—v"—n")
4 4
115 !
172 g W =5 7 s 7T 17
— ——q -sin v/ sin (V—2V"4-I1
s ( )
15 2l . ;
3 ( =) v sin (V— 17—y
15 1,//3
172 W =8 a4 1’ "
— " — sin ¥ sin (V—2v"—Pn"y
4 U '
15 s |
-+ 4;1 T 7 sin W'sin (B3V—21"—hn")
15 HaL )
12 o =9 7 i 1! ¢ !
9 ~ sin v/ sin (3V—1 Y 2n
2 ( 1//?' N ) o 1o \/'I
15 ik
M2 iyl D19 N A
i sin v/ sin (3 V—2v"—371/1\
g T s
il & !

S8 e 7" 5 sin v/ sin (V'—&') cos (3V—3V")

103 172 1//,2 H AR avd I Q17 o 4 "
1 psiny sin (V'—1") cos (3V—21V"—v"—p")
7 '
105 "
—< - " — sin V' sin (V'—&'"") cos 3V—T"—2v —2&")
35 B . i
e e i Sin VI'sin (V'—1') cos (3V—3v/- --311”)J\' :

In diescm Ausdruck von R, haben wir nun 7,7/, V, V' und v/ durch jene Werthe zu substituiren, wclche
die elliptische Bewcgung ergibt, wodurch in R an Stelle dieser Werthe die elliptischen Elemente auftrcten
werden. Beschrdnken wir uns aber auf die Mitnahme der Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf dic
Excentricitidt, was fiir den vorliegenden Zweck ausreicht, und vernachlassigen wir in V' die Neigung der

Mondbahn gegen die Ekliptik, so gilt:

- L 1, :
d-_1+26——(6' ...)cosl—(ze»—...>0052l—
V:m+l+(26...)sinl+<z E—. . )sin2l+. ..

Durch Anfiigen eines oder beziehungsweisc zweier Accente an dic Buchstaben a, ¢, / (die mittlere
Anomalie) © (die geocentrische Perihellinge des Mondcs) geben uns sofort die obigen Ausdriicke auch dic
entsprechenden Werthe von #/, V7, # und v/ +%". In dem Ausdruck fir: v/ 4 %" bezeichnet aber dann der
Buchstabe @, die Knotenlinge %" der Venus vermehrt um den heliocentrischen Winkelabstand dcs

Knotcns vom Pcrihel dieses Planeten.
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Alle {brigen Buchstaben mit Aceent behalten aber dieselbe Bedeutung wie die entsprechenden
ohne Aceent.

Um das Storungsglied, welehes @ 4 / + 247—231" zum Argument hat, bereehnen zu kdnnen, haben
wir R, in eine Reihe nach Cosinussen der Vielfachen der Winkel /, 7, I’ zu entwickeln, und in dieser Ent-
wieklung jene Glieder zu nehmen, die das Argument enthalten, dessen wir bediirfen.

Sofern man die Elemente a, ¢ der Mondbahn als Constante ansieht, sind die einzigen Glieder von R,
welche einen Beitrag zur Bildung des Storungsgliedes mit dem Argument: @ + /+ 247 —237" liefern kénnen,
diejenigen, dercn Argumente ein einziges Mal den Winkel ¥ enthalten. Unter dieser Annahme kénnen wir
also R,, auf die wenigen Glieder reduciren, die nur einmal den Winkel V enthalten. Sieht man vorderhand
auch von allen Gliedern ab, die 1" als Factor enthalten, und bezeiechnet man mit R jenen Werth, welchen R,
unter dieser Besehrdnkung annimmt, so hat man:

2 gl 43 7 .
R=2%5 [eos (V—V)— Zcos (V— " —i) L.V

Suehen wir aber ferner von R, die Glieder aus, welehe wohl aueh von 7" frei sind, aber den Winkel 21/

enthalten, und bezeichncn wir mit R” den entspreehenden Theil von R, so findet sich:
2 2 /! "2 -

R = w" :,2 Al) [2 cos 2V—2V") — 2) : eos 2V—V"—v"—B") + 2 7;,2 cos (2V—2y"— 2"y ... VIl

Die Methode, welche Delaunay in seiner Mondtheorie zur Anwendung bringt, bestcht darin, dass er
cine grosse Reihe von Operationen ausfiihrt, wovon jcde einzelne jene Storungen der Mondclemente liefert,
wie sic von einem einzelnen Glied der Stérungsfunction bedingt werden, so dass man schliesslieh, nachdem
die ganzc Reihe der verschiedencn Operationen ausgefiihrt crscheint, zu allen Storungsgliedern in den
Mondelementen, die in der Sonneneinwirkung ihren Grund haben, gelangt ist. Wahrend dieser Operationen,
und zwar jedesmal vor Beginn einer neuen, hat man aber cinen Tauseh der Variablen auszufiihren, wodurch
das letztbetrachtete periodische Glied der Stromungsfunction zum Verschwinden gebraeht wird und gibt
Delaunay die hiezu ndthigen Formeln. Man Uiberzeugt sieh aber leicht davon, dass, wenn man den Tausch
der Variablen unmittelbar an den Ausdriicken von » und V vollzieht, hicdurch in » und I/ neue periodische
Gliedcer, welche den einzelnen beriicksichtigten periodischen Gliedern in der Stérungsfunction R ent-
sprechen, enstchen. So resultirt z. B. aus der Berlicksiehtigung des Gliedes in R, deren Argument s—o’
ist, in dem Ausdruck fiir: 7* eos (2v + 2k + o) unter anderen Gliedern auch das folgende neue perio-
dische Glied: ")

B 3
—1406’%cos(ui+l+uj’+a‘). S

Vernaehlidssigt man aber die Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik, so hat man: V=v+ 4. Das
vorstehende Glied wird also auch in dem Ausdruck von #*cos (21 + ) vorkommen miissen, und kann
daher auch bei der Bildung unseres Storungsgliedes mitwirken. Man sieht aber weiter, dass das so
erhaltene Glied, der Ordnung nach nicht minderwerthig ist wie jene, welche aus dem Ausdruck VII von R’
entstehen. Um also den vollstindigen Betrag des Haupteoéfficienten unserer Ungleichheit zu erhalten,
erscheint es nieht hinreichend, sich nur auf die Beriicksichtigung von R zu beschrinken, sondern man
wird aueh noch R’ mitnehmen mitssen und bei dessen Entwicklung der Hauptvariation der Mondelemente
Reehnung zu tragen haben.

Die Ermittlung des Werthes der Ungleichheit mit dem Argument: © + /7 4 247 — 237" ist, sofcrn man
sammtlichen einschlagigen Variationen der Elemente der Mondbahn Rechnung tragen will, kecinc geringe
Arbeit. Aus diesem Grunde sehien es mir wiinschenswerth, vor Eingehen in diese Arbeit mir vorerst dartiber

1) Vergleiehe hiezu: ,Sur une inégalité lunaire a longue période ete.“ par Mr. Gogou, Annales de l'observatoire de Paris,
t. XVII, Introduetion.
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Gewissheit zu verschaffen, ob dieses Storungsglied nicht etwa ganz verschwinde, oder wenigstens so
schwach werde, dass es nicht mehr lohnend erscheint, es iberhaupt strenge zu berechnen.

Wir erw#dhnten schon, dass es nicht zuldssig erscheint, wenn man sich auch nur mit einer ersten
Néaherung begniigen will, in R’ die Variationen der Mondelemente ganz zu vernachlidssigen. Mit Riicksicht
auf die Genauigkeit, die wir aber hier erreichen wollen, gentigt cs, einzig auf das Hauptglied (IX) bei der
Entwicklung von R’ Riicksicht zu nehmen, was darauf zuriickkommt, dass man

) ! 15 , a*
7* cos (2V+a) durch — > ¢! 1 €08 (®+ I+ o +a)

ersetzt, wihrend wir bei der Entwicklung von R’ von allen Variationcn absehcn kénnen. Wir werden
zwar spiter sehen, dass trotzdem aus R’ kecin Beitrag zum Coéfficienten unseres Storungsgliedes
resultirt, doch liegt der Grund hiefiir in der Combination mit der Entwicklung von A—%. Wir werden darauf

spéter zurlickkommen.

Das Argument: & 4/ + 24/—23/" unserer Ungleichheit fallt unter die allgemcinc Form:
o+ b—o'— i (@ &1 R+ R - B (& 4 ).

Um das Argument: & + /+ 24/—23/" hieraus zu crhalten, hat man in der allgemeinen Form, wenn

man sich auf die Glieder niedrigster Ordnung in Bezug auf Excentricitit und Neigung beschriankt, den

Buchstaben #, # und %", solchc Werthe zu ertheilen, dass ihre Summe gleich 2 wird und / solche correspon-
dirende Werthe, dass jederzcit dic Relation: i+-&=25 erftllt erscheint. Ferner ist es ja bekannt, dass

unsere Ungleichheit als Factor: ¢*¢"*'y¥" haben muss, wo 7, 2, #' und #” durchwegs ganzc positive Zahlen
bedcuten. Wie man aber aus VI ersieht, kann endlich 77 in R nur zu einer geraden Potenz erhoben vor-

kommen. Dic einzigen moglichen Combinationen der 4, 2, # und %" sind unter obigcr Beschrinkung daher:

= 25 E=20 ¥ =9 =0

e k=1 i =1 B =0
1 =23 b= = Q) Y =)
) =29 k=0 =0 =D,

Lassen wir also einstwcilen die Glieder, die 7" enthalten, bei Seite, so ergibt sich flir die Schlussform
von I der Ausdruck:

3
a
R=m" %, 14, ¢ cos (@ + I -+ 248 — 230" 4 245/ — 256"

+ A, e " cos (& + I+ 241 —230" 4 235/ —24a") X

+ A, ¢ cos (& + 1+ 24/ 23" 226" — 2%3”))‘ .

i

Ay, A,, A; sind Ausdriicke, die nur von 2 L:t,, also vom Verhiltniss der halben grossen Axen der
Venus- und Erdbahn abhingen.

Um die Werthe von A4, A,, A, zu erhalten, miissen wir den Audruck (VIl) von R’ cntwickeln. Diese
Entwicklung ldsst sich aber in zwei Theile theilen: der erste, bestehend in der Entwicklung derjcnigen
Grossen, die A—s multipliciren, der zweite, bestehend in der Entwicklung der negativen ungeraden
Potenzen von A.

Wir bemerkten schon, dass, sofern man sich auf die Glicder niedrigster Ordnung in Bezug auf
Excentricitit und Neigung beschrinkt, das Argument: ® —+/—+ 24/—232" unsercr Ungleichhcit unter die

allgemeine Form fallt:

o+ l—o'—l + i (& + '—&"—Vy -+ Rl + -2 (" 1),
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Da nun aber die Entwicklung von A= die Mondelemcnte nicht enthilt, ist es klar, dass wir bei der
Entwicklung jener Grossen, die A= multiplicircn, uns auf die Glicder beschranken konnen, die unter eine
der folgenden Formen failen:

O+ I—o'— '+ i (0 + I'— &)

o4 [—o' I 41 (@ + I—a"—1"y -V

O+ I—o'—l+i (@ + Vw1 XTI
&+ I—o/—1U'+i (o) + I — "y -2/

0+ —l 4+ i (o 4+ V—w" 1"+ 2]

& I—o 0+ i (o + ="y 1

wo 7 eine ganze positive oder negative Zahl und auch o sein kann. Bei der Entwicklung von A~% werden
wir hierauf alle jene Glieder mitzunchmen haben, deren Argumente, combinirt mit den vorstchenden, eines
der drei Argumente von X werden erzeugen konnen.

Die Werthe von 7 cos (2V+a), 7*cos(V + o) ergeben sich aus den Formeln der elliptischen Bewegung.
Vernachlassigt man die Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik im Ausdruck von ¥V und beschriankt sich
auf die Mitnahme der Glicder zweiter Ordnung in Bezug auf die Excentricitit, so hat man:

' 5
r*cos RV +o)y=a? [(_1- 5 e®) cos (2 4 27+ a) + ¢ cos (2 4 3/ 4 o) — 3¢ cos (2@ 4 [ +- o)

+c*cos (2o + 4l + o) + ; e* cos (2m+a)]

=

(1 + 26%) cos (w + 1+ ) ﬁ;ecos (© + 27+ 2) — geCOR (& + 2)

r*cos (V4 o) =a?

=

= i
+ 18 ¢ cos (@ -l+oc)——£ e* cos (v + 31+ 2)

wo 2 einen willkiirlichen Winkel bedeutet, dem man, je nachdem, einen entsprechenden Werth wird
ertheilen konnen.

Mit Hilfe der Ausdriicke von #/, #", V' und v/ + %" findet man ferner leicht:

1 1
5= [1 + 5% 4 5 cos I' 4+ 10/% cos 21’]

l L, . ; '
i €08 (a— V") = oz [(1 + 2¢/*) cos (n—w'—1) + 3¢ cos (a—&'—20) + ¢ cos (2—a')

53 |, 1, '
+ ; ¢* cos (a—w' —3I') + 81 e cos (o—uw' + 1)

C

=

1 1 ) 7
73 C0S (0—2V") = 3 [(1 — ; ey cos (o—20'—271) + 5 ¢ cos (a—2w'-—3')
3 al

1 17
-5 ¢ cos (o—20'—1') + 5 ¢* cos (a— 2‘(0’—41')]

1 1 3
7" cos (a—"—0"y =a" [(1—- 5 ¢"®) cos (o —a" — 1"y + o €’ cos (n—6"—21") — ¢ cos (a—a")

«

-+ g " cos (o—wo"—31") + ((1; d"* cos (o—u' +- l”)}

' 5 v g T oy
7% cos (a —2/"—208"y =a"* | (1 — 5 €') cos (a— 26 —21"y + ¢ cos (o — 20" —31"y — 3¢ cos (o— 2" — 1)

9 I 5 - ]
+ " cos (o—20"— 41") 4 5 " cos (o— Qm”)}
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Es eriibrigt uns nur mehr diese Werthe in dem Ausdruck VII von R’ einzusetzen, um sofort die Ent-
wicklung derjenigen Grossen, die A—? multipliciren, zu erlangen. Mit Beschrankung auf jene Glieder, dercn
Argumente unter die Form XI fallen und bei Vernachldssigung der Glieder, welche von héherer Ordnung
in ¢, ¢/ und €” als der zweiten sind, fand sich fiir R der folgende Ausdruck:

3 N 43
R=+ ’Z .Zm 5((1 + 26+ 2¢%) cos (@ + l—5'—1)
+ ¢ cos (@ + [—a')

11
+ 3 ¢*cos (®+1—a' + 1)

1 1
— {/1 + 2¢* + 5% — . "*) cos (@ + l—a""—1")

w

— —¢" cos (® + I—w”)

[S]

1

)

+ - ¢ cos &+ 14 I—a&"—1")

0o

+ = " cos (B + I—a" 1)

OO —

+ 5¢’* cos (@ + I+ 2/ —a&""—1")
)
o 14 de'cos (@ + 14— "’)J;,
Dieselben Ausdriicke geben ferner fiir R sofern man auf das Glied IX Riicksicht nimmt:

45 m” a?
R'"—= - gc’z cos (@ + I—a'—1')

=T 32 A% on
~+-4e'*a cos (® + I—w""—I1") s o oI
— 5¢*a? cos (B4 I + o + /'—25"— 2l”):'
Wir haben nur mehr die Entwicklung von A% zu bewerkstelligen. Wir setzen hiezu, wie in der
»Mécanique céleste«
.1 ; :
(1—22 cos O + 0?5 = 5 7120) + bg) cos O + bf) cos 20 + b cos 30 +.. ..

"
wo o das Verhiltniss: = bedeutet. Setzt man ferner:

o
1/7 ===z 17y . l‘j
so hat man:
o 7
5 5
1 © 5, los 2
AS by B+ o e
3
= [HJ(U dzbg)
5
) 1 5
+ | 5 +B- di w8 o | gos e ey,
L 3 ) ' .. WX
= db(.i) dzbg)
k)
; 1 5
@] / 2 : w2 N 7a___ Il
Sl ai +@élm'+2ﬁ I cos i (V'—v'—h")
=3
+

Denkschriften der mathem.-naturw. CL LIX. Bd. 50
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Die Ausdrucke fiir die clliptischc Bewegung geben fiir § und cos i (V'—v"—='") die folgenden Werthe.

B 1 1 1 1
g — + ¢ cos V/—é’ cos I+ 5 el 5 e cos 21" — 5 ée'’ cos (I +1" — 5 ele’ cos (—I") 4~ ¢'* cos 21
o,
g2 1 I 1 1
, =~ e’ cos (' +1")y—e'e" cos (' 1"y + 5 e+ 5 e+ 5 ¢* cos 27 + 5 ¢ cos 20"
22

cos i(V'—V'—h") = (1—i®e*—d* ") cos [i (& + 7 —&"—I")]
+1ié cos [i{(&'+V—o" —I") 4 /]
—i¢" cos [i (& 4+ I'—o&" — 1"+ 1"
—1ié cos [i(&'+I—o"— 1"y —1]

+ié’ cos [i (0 + I/—a"—1")—1"]

e — i? ’2> cos [i(&' + I'—a"—1'") + 21

& 1
- (8 2
1 (2 R — ; = 6”2> cos [ (@ + V'—a"—1") + 21")

o

; e’2> cos [i (@ + I'—&""—I")—21]
5 A2 l ”2 ! —/I 1 Ui
-+ 8“/ + cos [i (o + V'—&"—I")y—21"|

— 22 cos [i(& + I—a"—1) + 4 ]
2 cos [i(@ + I—a"—1)— I+ 1"]
+ e é’ cos [i(& + /—o"—1")+ I—1"]

— i%¢¢" cos [i (@' + I'—u"—1") —1—1"].
Mit Hilfe dicser Werthe ist es nun cin l.cichtes die Entwicklung der Grosse
() (',')\
( d(’ i darg.

@ ¢ 2
\b B

herzustellen. Beschridnkt man sich auf diec Mitnahme jener Glieder die unter die scchs Formen von XI

Sy i il Wil

fallen — man hat nur von ® + / abzusehcn, das ja hier nicht vorkémmt — so resultirt

C‘]b};) C])‘(j()
. 5 1 ;
[b@ P B2 4} cos §(V'—v"—h") =

) do 2 do?
z
( dbl’ db; |
y . p b 3 i 5 -
= ((1, D 128”2)1’; - 3 nell? . + 16, + %CIIZ/ o? = \cm [i (& + /—w" ]”\J
\ ar!)
(©) 1 5
+ (+i 173 & 5 di\ ¢ cos [i(® + I—a"—I") + ]
\' db@)
T
A . I S [F Al oyl == o W0
= zb‘;_ Zj.dq\ccn[z(w.l o'—=1I") - "]
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\ db‘,. dzbu‘)
(. ‘3 i+ 1 1'2 b&”_, 1 e ] Z."’f 2 i) 1 12/ ; , % i l/ — I/ ll/‘ 21/
-+~ /‘+8 5% )05 gt gt)r gt gt o \e cos |7 (& + I'—w"—1"y + 21']
( anf’ )
) ./ 5. 1, p? ( 1 1. 2 L 2 iy Il o
—1'( —81+Zz‘/5+\—4+2zo&—d&+ga gz e cos [i(® + F'—a"—1") + 21"]
i |
!
\ tll75') dzbg’) ) :
; 1 \ 2 1 ) N .
. e .2b£1)+ / - 1/.,7' - 40.2 da; \ e cos [i(a! + I @ —1"y - I - 1]

Combinirt man diesen Ausdruck mit jenem von A~% so erhilt man sofort die Entwicklung der letzteren
Grosse. Es eriibrigt dann nur mehr diese Entwicklung in den Ausdriicken von R und R” selbst einzufiihren
und die Coéfficienten der brauchbaren Argumente zusammenzufassen.

Fir die drei Coéfficienten A,, A, und A4, derjenigen periodischen Glieder, die unter dic drei Formen
von X fallen, fand ich so:

LH,’:J;—)) g2 b"‘ )
e ek Bl
A= g et an Tt
db()uz;‘ 12 Z)j)‘A\
i i & A3 o 2 = 3 52 2 ‘ o
128 ° 32 do 128 7 gu? )7
db4/ dgz’. 24)
225 on 297 7 3! uj
A= b;’ T 64" dx 64" dn?
i g - ¥
7497 @) <Lk ) o i F |
) 64 b:;) Z (44 ’ et 52 14 - d=* 'I‘
db” 1
3039 (?3) J.-I - 0 : b | :
Eil 64 bg R j2g % ¥
dbx(r“)z\ a2p™d
( 3789 o» 153 5 8, 5 |
AT 5 T 6 Y T 128 aar /™

Man sieht nun leicht, dass der Theil R der Storungsfunction zu den Werthen Ay, 4, und A4, keinen
Beitrag hat liefern konnen. Wie man sich ndmlich durch cinen Blick auf den Ausdruck fir R tiberzeugt,
enthalten alle’ Theile derselben, mit welchen noch A~ zu multipliciren ist, schon das Quadrat der Excen-
tricitit als Factor. Wir haben dcmnach dieselben nur mit jenen Gliedern von A= zu combiniren, die in
Bezug auf die Excentricititen von 0-¢* Ordnung sind. Aber alle diese Glieder fallen unter die allgemeine
Form: i(&/ 4 /'—a&"—1"), konnen daher kein Argument bilden, das sich unter cine der Schlussformen von
X einreihen liesse. Wir wiren also zu denselben Werthen von A,, 4, und 4, gelangt, wenn wir von vorne-

herein das Glied (IX) in #? cos (2v + 2k + o) vernachldssigt hitten. Dieses Glied ist, wie ich bemerken will,
1! . .
librigens das einzige, das von dem kleinen Factor E dem Verhaltnisse der mittleren Bewegungen der Erde

und des Mondes, frei ist und einmal 7+ ® enthdlt.
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Nehmen wir jetzt fur R, den zwciten Theil seines Werthes, welcher ”* als Factor enthillt, also die
Neigung der Venusbahn gegen die Ekliptik. Sieht man die Elemente des Mondes als Constante an, so
reduciren sich die Glieder von R,. auf die wir Riicksicht zu nehmen haben, auf die folgenden, da diese die
einzigen sind, die in den Argumenten ein cinziges Mal den Winkel V enthalten:

iz o B[S Zananc)
+ A17_ [—- 44;5 :/// sin v/ sin (V'—1") cos (V—V")
4 _44:6 71:;: sin v sin (V'—&") cos (V—/"—1")
oL 145 : /,/ sin v/ sin (V—2V" + k)
+ 125 1:: sin v/ sin (V—V"—")

1 13
R sin " sin (V—2v'—w)|

In diesem Ausdruck von R; haben wir die Excentricitdten zu vernachlissigen, so dass wir sofort
yv' v, V V' und v/ durch a @’ a”, @ + I, &' + /' und &” + /— " ersetzen kinnen. R geht demnach {iber in:

3

3 " g
Ri=w/ ;lm B 2‘ ! [Z Z, cos (@4 I—w"—1") » Z, cos (@41 + o' + 1" —Eh”)J

AS 4
= A1_7 [ ;Lg Z/,/ cos (@ + I—a"—1")

12 a/’/: cos (@ + I—a'—7)

e 186 2/,% cos (& + I—a"—1")

L ;LZ i;—i cos (@ + I + "+ I'—24")
Afg %/,L:cos (@~ 1+o +I—2h" XV
135 Z/’L: cos (@ + I—3a"—30 + 21"
ig Z/,/— cos (@ + I—2w'—2/ + &' + 1"

= ?Z i/v,/: cos (& + I + o' + I'—2w"—271")

== ;2 Zl,/ cos(® + I—2&'—21—a&"—1" + 21h")
i\5) @'

+ 16 o cos (& + l—o/ /2" —201" 4 271”)].
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Wir erwahnten schon, dass man, wenn man sich auf die Glieder niedrigster Ordnung in Bezug auf
Neigung und Excentricitat beschrinkt, den Buchstaben 7, 2, 2 und #” in der allgemeinen Form unserer
Ungleichheit:

o+ l—o' ' + i (o + V'—o"—1") + 2l -+ BV + B (&" 4 1" —&")
die folgenden Werthe zu ertheilen haben:
=25, k=0, W=, ="

Es resultirt hieraus ein neues Glied in R von der Form:

O+ + 24w + 247 — 236" —231" _2p". ... XVl

Fiigt man dasselbc zu den schon erwihnten Gliedern im Ausdruck X von R und bezeichnet mit 4

dessen Coéfficienten, so hat man:

-
Ry = m" 'Z"* 3 A, " cos (@ + L+ 241'-—231" + 24&'—25w")
+ A, ée cos (@ +14-247—230" + 23w/ —24w™) N NOVAl

+ A, ¢* cos (& + 1+ 24/—230" 4 226'—236")

+ A "% cos (w + I + 24/'—230" + 246 — 23" »212”)1 .

Da man nun in den Entwicklungen von A=% und A7 sich auch auf die Glieder zu beschrianken hat,
welche keine Excentricitit enthalten, so lauten dieselben einfach :

1 o . 1 «©
L5 - ( 7 ©)
A _+2b2 A/__+2-b7
2 2
(@) (1)
4 bE cos i (@ + I—a"—1") n bz cos i (@ + I'—a"—1")
Z 2

Man erkennt sofort, dass von allen Gliedern in R; die A—% und A—7 multipliciren, bloss drei einen Bei-
trag zu der Ungleichheit von der letzten Form in XVII liefern kénnen. Nehmen wir also nur diese, so redu-

cirt sich Ry auf den folgenden Ausdruck:
a® §) B _ 1 45 N - 1
Ry =l — jocos @41+ W+ I'—20") 35 + 16 % c0s @+ 1+ "+ I'—2b") &,

45 2 Y 1
——16a?'coq (®+ 1+ &'+ 1/—2h") A7

woraus man, nach durchgefithrter Verbindung mit den entsprechenden Gliedern aus A= und A~7 und nach
einigen einfachen Reductionen, fiir den Coéfficienten 4, sofort den Ausdruck gewinnt:

A= ‘9 b =+

45 45
, ( 7)7 gb.z4)_ -~ lgb\)‘S) ‘
4 8 g 7 ¢ 7

32 32

2 2

IS

Wir kénnen nun an die numerische Auswerthung unserer Ungleichheit schreiten. Man weiss, dass die
Ungleichheit, die wir bestimmen wollcn, sich in doppelter Weise in den Werth der mittlercn Lange (& + 1)
des Mondes cinfilhren wird. Ein Theil, wir wollen ihn mit dp bezeichnen, cntsteht durch Beriicksichtigung
der Variationen dcr grossen Axe und Excentricitdt. Derselbe ist einer zweimaligen Integration unterworfen
und erhélt daher als Divisor das Quadrat jener Kkleinen Zahl, mit welcher die Zeit innerhalb des Arguments
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multiplieirt erscheint, der zweite Theil hingegen enthélt bekanntlich denselben nur in erster Potenz. Es
geniigt hier, sich auf die Bertieksiehtigung des ersten Haupttheiles zu besehranken, woflir man nach Hill!

~ _ 3.01488 R,
g P
17
zu nchmen, ferner aber in R, sin statt eos zu sehreiben hat.

Bezeiehnen wir mit # die mittlere Bewegung des Mondes, mit pn den Coéffieienten der Zeit in dem
Werthe: © 47+ 24 (o' + /) —23(@" + /), berlicksichtigt man ferncr gleich die Relation: /24’ — w/, so
erhilt man sehliesslich :

- w! a (1\2[n/\2 o YT e R Y-t
3p == — 3.01488 —; . - |- A, "% sin (® + I+ 241'— 231" + 246’ — 250"
w! " a'\p/ \n
+ A, " sin (& + 1+ 247'—231" + 23w’ 24w")

- Ay ¢ sin @ + 1 -+ 240 — 281" 4 226" — 23a")
I
+ A" sin (@ + I+ 240 —230" 4 246'—23w" — 21"

wobei die gegen pm verschwindenden Coéfficienten der Zeit in den Winkeln @/, ®” und &” vernachliissigt
erscheinen.

Es ertibrigt uns nur mehr fiir 4,, 4,, 4, und 4, dic numerischen Werthe zu bestimmen. Wir bediirfen
hiezu der Kenntniss der versehiedenen &(’? und deren Ablcitungen naeh o, welche in den frither gegebenen

Ausdriieken von 4,, 4,, 4, und 4, vorkommen. Unter Annahme des folgenden Werthes von =

o= -+ 0-723 332
ergibt sieh aber:

ap 225>
gE ol G2are a-— -~ = + 28'86416 afeeye = + 8119470
5 , .
av?” a6
b — 4+ 0-784222 a2 =+ 2285401 2t = + 664:3059
i o
2
dbg a2 p?
b = 4 0-598949 2 di = -+ 18-03933 oL = o 541-3423
g ’ .
av® i)
b = 4 0-456581 o dz; — + 14-19784 al 7 = + 4394909
;] ,
B 1 TRE18 B = 4 16-3926
7 7

woraus far die 4 die folgenden Werthe resultiren:
Ay = + 3.4559 4, = — 92343 A, = + 6-1649 4, = + 0-8674.

Fiir die mittiere Bewegung des Mondes nehmen wir jenen Werth an, den Hansen seinen Mondtafeln
zu Grunde legte, hingegen fiir die mittleren Bewegungen der Venus und der Sonne die von Le-Verrier
gegebenen Werthe. Man hat hiernaeh, als Kinheit ein julianisches Jahr von 365-25 Tagen wiahlend:

Mittlere Bewegung des Mondes () = 17 325 594%0
der Sonne (#) = 1 295 977-38
, Venus () = 2 106 641-29

» »

” ”»

1 On certain lunar inequalities etc. by G. W, Hill. Astronomical Papers Vol. II, part IV.
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Hicrmit resultirt fir die Variation der Grdsse
®+ 1+ 24 + 1) — 23" +1I")
in einem julianischen Jahr der Werth:
17 325 594°0
+ 24X 1 295 97738 | = — 23 69870.
— 23X2 106 64129 3
Diese Zahl: 23 6986 ist 54-7 mal in 360° enthalten. Es ergibt sich demnach die Pcriode unserer

Ungleichheit zu 547 Jahre. Man hat aber weiter:

L_ 178255040 .. oo
p 23 698'6
/

2 = +0-074 80133,
Dic Constante der Aquatorcalparallaxe des Mondes ist nach Brecn: 34227. Nehmen wir dic 4qua-

toreale Sonnenparallaxe zu 8'85 an, so crgibt sich
a "
- = + 000258568
a

Fiir die Excentricitaten und die Neigung hat man die Werthe :

¢ = + 001679
e’ = + 0-00686

|
1 = sin(3°23'29")

"
. R O me
Was endlich den Werth des Verhiltnisses T der Masse der Venus zur Masse der Sonnc, anbelangt,

so wollen wir fir denselben annehmen:
7
71 1

m! 408134
Es ist das der Werth, den auch Hansen verwendete.
Mit Riicksicht auf diese Zahlen nimmt nun unser Stérungsglied den Werth an:
8p = — 0*00192 sin (@ + / + 24/ —23]" + 24w’ —258")
-+ 0-01253 sin (& + 7 + 2472317 -~ 23w’ —24w")
- 0-02047 sin (& + [ + 241 —230" + 22" —23w")
— 0°00893 sin (® -1 -+ 247'—231" -+ 246'—236"—21").
Um diese vier Glieder in ein einziges Glied zusammenzufasscn, ersetzen wir o/, ®” und #” durch jene
Werthe, welche fiir 1. Januar 1800 gelten, ndmlich:
o = 99°30'29"
o’ =128 43 6
W= 74 51 41

Man erhélt so erst:
8p = — 0*01900 sin (@ I -+ 247/—231")

4+ 0-00576 cos (B + [ + 247/'—231")

und schliesslich wird:
Op = + 0'020 sin (B -/ + 247'—231" 4+ 163°8").

Man sieht dieses Storungsglied ist so klein, dass es wohl nicht lohnend scheint, die Ann&dherungen
weiter zu treiben und dic Berechnung dicser Ungleichheit auch mit Beriicksichtigung der Variationen der

Mondelemente durchzufiihren,
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Wir gehen nun zur Berechnung der zweiten Ungleichheit iiber, der ich bereits Erwdhnung that. Dic-
selbe hat ebenfalls ihren Ursprung in der Anzichung des Planeten Venus, hat als Periode rund 71 Jahre

und ihr Argument ist:
o+ 1+ 11/—15/",

Dieses Argument féllt unter die allgemeine Form:

O+l —o'—0 i@+ —o" 1) — VR I— (" + I"—h),

in welchen man den Buchstaben &, # und %7 solche Werthe zu ertheilen hat, dass ihre Summe gleich 3
wird, wihrend Z so zu bestimmen ist, dass stets der Relation gentigt wird: i—~% = 12.
Die verschiedenen Werthsysteme der 7, &, 2 und 2" sind also durch die folgende Zusammenstellung

gegeben:
7= 15 k=3 =10 W= @

i =14 k=2 W= =0
1 =13 o =1 =2 H =0
i—= 12 k=20 = =0
i=13 k=1 ¥ =0 =2
1="12 k=20 W= B =%,

Indem man nun R, auf die einzigen Werthe reducirt, welche hier in Frage kommen, hat man:

3

1 a P
Ry =m" 51 A, &% cos (@ + 1+ 11— 151" + 14w’ — 156"

a'
+ A, e cos (0 + 7+ 117/—15" + 136’ 146")

+ A, e " cos (b + 1+ 11/—15/" + 126'—138") 5 0ol
+ A, " cos (& + I+ 11/ —15/" + 11’ 12w")

+ A oy cos (@ + 1+ 11/ —150" 4 120/ — 156" + 21")

!
+ Agae’{" cos (@ 1+ 11/—15/"+ 11e'— 140" + 20")(

und es ist sofort einleuchtend, dass wir von jenen Grossen, welche A=? in R, multipliciren, alle werden
zurlickbehalten miissen, deren Argumente unter die Form fallen:

& + I—&—1 4 i@+ —&"—1") — e — KV —¥ (@ + V' —R").

wo 7 cine ganze positive oder negative Zahl, aber auch O sein kann, hingegen %, 2 und £/ nur ganze positive
Zahlen bedeuten kéonnen, und zwar so, dass ihre Summe k-2 4 2" ciner der Zahlen O, 1, 2 oder 3 gleich
werde. In der Entwicklung von A=5 werden wir hierauf alle jene Glieder mitzunehmen haben, deren Argu-
mente sich mit denjenigen der vorhergehenden Entwicklung so combiniren kénnen, dass hieraus cines der
sechs Argumente von | entstehen kann.

Wir wollen hier mit der Entwicklung des Theiles unseres Storungsgliedes beginnen, welcher von der
Neigung der Venusbahn zur Ecliptik abhédngig ist. Wenn man in dersclben Weise vorgeht, wie schon frither
dargelegt worden war, so fiihrt die Entwicklung von R, uns zu dem folgenden Ausdruck:

! 2 B 15
I -+ 8" C0S (@ 4 I— 26/ — 20 — " —" 4 21"

4

R = =

5
+ 16 o cos (@ + I —w'—/—2w"—21" + 21"

15
= of cos (& + I—3w”—-3/" + 21")




Storungsglieder des Mondes. 401

=

1%?— ¢ cos (@ + 1—2w'— 3/'—a"—1" - 21")

15
iy oe cos (® + I—a'—20 — 28" —2/" 4 21")

— ?65— ate cos (@ + I—1' — 3w —31" 4 21"

-+ ;g e cos (B + 1—20' —20'—&" — 21" 4 21")

&

4+ e ae’ cos (@ + I—w' —I'—26"—31" + 21")

-~ 12 2 cos (@ + I— 35— 41 4 20

wobei wir sofort jene Glieder wegliessen, die keinen Beitrag zur Bildung unserer Ungleichheit liefern
konnen, ferner jene Glieder, die ¢?, ¢2 und ¢’% als Factor enthielten. Wir sind aber weiter bei dieser Ent-
wicklung nur von jenen Gliedern in R, ausgegangen, die ein einzigesmal den Winkel V' enthalten. Nun
sahen wir, dass, wenn man in R — also jenem Theil der Storungsfunction, der sich auf die Sonne bezieht—
auf das Glied, dessen Argument a—a’ ist, Riicksicht nimmt, im Ausdrucke: #% cos (2V -+ 2) das periodische

Glied auftritt:
15 ,a° i _ :
_.4g'a,ms(w+l+w’+a) 5o e

Bezeichnet man nun mit &£ den Theil von R, welcher den Winkel 21 enthilt, und entwickelt diesen

Theil mit Beriicksichtigung des Gliedes II,.so gelangt man zu den folgenden Gliedern, die von dem Ver-
e . W . 3 JI "
héltnisse — unabhidngig und von derselben Grossenordnung wie die vorhergehenden sind.
7

.12 3 5
WTa 220 s (6 4 I— 25— BT — & — I 4 2H")

I/ p— - —
Wik AT a*{ 32

< glzg ae cos (& + I—a'—21—2&"—21" + 21")

R 2322_5 0!25’ cos ((T) L l—l’ --36" _3lll+ 2h"> N
Nun hat man aber:
Nl

(i)
+07" cos i (@ + I—a"—1)

SR 'dz;g”;.

+ hib;_") LS ;a—d-i- ¢ cos [i (@ + I'—a"—1I")—1)
: : dbgi):

+ +z’b§") = ;ag;- ¢’ cos [i(@' + I —&"—1")—1"]
L] i

Substituirt man diesen Werth in & und R’ und beschriankt sich auf dicjenigen Glieder, deren Argu-

mentc unter die zwei letzten Formen von I fallen, so resultirt:

a? g 3
R = m g A e cos (® -+ 1+ 117/—15/" + 120’ — 150" + 24")

—+ Age""* cos (@ + 1+ 11/—150" + 110/ — 140" + 271”)} ‘

Denlkschriften der mathem.-naturw. CL. LIX. Bd. 51
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3

a
R = "gflla —

s | B 05 (8 + 4+ 11— 158 + 126/ — 156" -+ 2h );

wo der Kiirze halber 4,, 4, und B statt der folgenden Ausdriicke geschrieben wurde:

. 285 14 1350, (13) 25‘:—)’/.2 12)
e 52 71 32 U
5 7 2
v 2l 3 i
+357 5 +15f/‘.a 5 _150,2 el
32 do 64 "7 dn 32  do
79() (13) 1954, (12) 34502 (10
A= b, - b - b
€ 64 32 a 32 7
) 2 3
db;lS) db;lz) dbgll)
115 i 152 3 o 1542 5
— o — . o=
32 da 64 do. 32 do.
22 14) 2250 (13) 2250 12)
B= 5 b b
64 .2 32 Z 64 ; ’

Mit einer fiir den gegenwirtigen Zweck ausreichenden Genauigkeit ergibt sich aber hieraus 9p,, jener
Theil unserer Ungleichheit in der mittleren Linge des Mondes, weleher 1% zum Faetor, #*p* zum Divisor

hat, zu:

op) = — 301488” “(”) E

> Ase " sin (6 + 1+ 117 — 150" + 120" — 158" + 2h")
"a'\n/ \p

+A66”‘[”25ir1(E)+l+lll—15l”+11 —14_”+2/l”)
+ B " sin (w + 1+ 11/—150" + 126’ — 15&" + 24" -

Mit Zugrundelegung dcsselben Werthes von a wie frither, hat man aber:

1)
db,
o 5 -
(V= 4+ 269612 o S A,
L do.
(12)
de
P — 4 224,442 o di = + 498143
; 4
(13)
dbZ
b(13) — + 185.500 o di = + 427631
L :
(14)
dab;
b§14) — 4 152:317 e d; = + 364430

und hieraus folgt:
A, = + 224650 Ay = + 335672 B=—4890

Die Variation pn der Grisse:

o+i+11(@ +V)—15@"+ 1"
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in einem julianischen Jahre ist aber:

17 325 59470
+11x 1295977-38 = — 182742
— 15X 2106 641+29

Diese Zahl ergibt fiir die Periodc unserer Ungleichheit: 70:9 Jahre. Wir haben aber weiter:

1 17 325 59400
p 18 praty 04809

Mit Riicksicht auf die letzten Zahlen und die vorher schon angefiihrten, ergibt sich der Werth von 8p,
jenes Theiles unserer Ungleichheit, der von der Neigung abhéngt, schliesslich zu:

3p, — [— 0704727 +-0700103] sin (& 47 + 117—150" + 12&'—15a&" + 24")
— 002886 sin (@ + I+ 11/—15/" + 11&'—14&" + 21")

wo wir in der ersten Zeile jenen Theil des Coéfficienten [+ 0*00103], der von R” stammt, in Evidenz
gelassen haben. X
Dieses Resultat, das ich an erster Stelle erreicht hatte, veranlasste mich auch an die Bestimmung des
restirenden Theiles des Coéfficienten unserer Ungleichheit zu schreiten. ‘
Greifen wir nochmals auf den Ausdruck VI von R, zuriick und suchen wir alle Theile heraus, die den
Winkel V und 2V enthalten, aber von 7”2 frei sind, und bezeichnen wir mit ®’ jenen Theil von R,, der den

Winkel V, mit R” der den Winkel 21 enthilt, so hat man:

m" 3 (3 317 -
RI — F 1—/7} 18 cOS (V—‘ V)- ‘8— 1:, CcOs (L - —‘)”*— IZ”)
2 3 4 12
rR="010 {i cos (V—2V) — = cos (2V— VI —v/'— ") + 2 =3 00s (V—2V'— 2B/

Wir entwickeln zunichst wicder die Grossen, die A—® multipliciren. Unter Mitnahme der Glicder
dritter Ordnung in Bezug auf die Excentricititen und bei Vcrnachldssigung aller jener Argumente, die uns
hier keinen Beitrag liefern kdnnen, bleiben die folgenden Glieder:

N 43
m" a 3 - —
~+ = cos (o +I—a'—7')

/ _
R=+ g anits

— g— o cos (& + I—o"—1")
9 = =/
& e cos (B + I—a'—21")

3 I — /! 1
—1g %€ cos (& + I—w"—21")
— 12 o’ cos (@ + I—I'—wu"—1")
s 16‘54? ¢'* cos (® + I—&'—37)

9 /2 4 =l 1
— cos (@ + [—u""—31")

= 185 oe? cos (® + I—2I—w"—I")

51%
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15 /I = 7 =1 1
— e’ cos (B + I—I'—a"—21")
32
5

+1

(73 ¢ cos (@ + I—a'—4l)

- Elé ae’” cos (@ + I—a"—A41)

435

sl /3 = oyl Tl
198 % cos (& + [—3/—a"—1")

1“2{7.@'2@" cos (@ + I—2/—a"'—21")

4
- ace" cos (@ + I—I'—w""— 31")

128
n 3 4
R="55 0 126' cos (@ + I—a/—27)

+ %85 oe cos (@ + I—I'—w"—1")
45
- '16 OL26I cos (G SRy EI—ZE"—ZZH)

315 /2 S i o )
— a5y € cos (o + I—w'—37)

45 /I = 0= iz
SH el cos (@ + I—U/'—a"—21")

+ lgb ae® cos (w + I—20'—a"—1")

—_— LILZ a*e'e’ cos (@ + 1 + &/ —2w0"—31")

— %225 o2 ¢0s (& 4 [ 4 & —I— 2 — 21"
= %62‘?» ¢® cos (@ + I—a/—AP)

135
= —632— aele’ cos (& + I—I—o"—31")

5 :
+ L136 ad?e’ cos (w + I—21'—a"—20")

2 .
_3%5 ael® cos (@ + I—30—a"—1I'")

— ;LZ a?ele’® cos (v + 1 4 o/ —2a"—41")

225

In der Entwicklung von A—5 mtiissen wir auch die Glieder dritter Ordnung in Bezug auf die Excentri-
citdten noch nachtragen. Wir fanden hiefiir die folgende allgemeine Form, wobei wir aber auch jene Theile
gleich weglassen, die uns keinen Beitrag liefern kénnen.

a26I26” cos (G L l IS EI— ll_ _2—0-)11_ 31//) .
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A5 =
- o a2 d*p!
- _/_1"'3+ 2‘”‘20%’ - (JL " ;§i+ 1%/’“ i ‘\Els - i)”z doz; +41§”'3 o ] et ()
. ap® a2p? PL bsi)
- _(; "3“252)27;_(2 iz_;g o= AIL’”" G (:Z~§> B da:é - 116 & da%” ] Ao ol
- ap® G 3"
4+ | I:;— % 4 g—zz\) bg) —+ <4 i+ 156 i— é) o d%. —- (; in? do; -4 11(3 o’ dai ] &\t oo (L)
- an R 435
- (613—*—?12 ;2 Z\bf) (}1 i 13()”' = +/\alsi+:5/”'2 o _418”'3 i ]Wcos(lv)

[ = i@ + /'—&"—I"—3/
I = el S e o i it
Il = i@ + /'—e"—i"—1—21"
IV =i + /'—u"—/")—3I".
Mit Hilfe dieser Ausdriicke ist es nun ein Leichtes, die Entwicklung von R’ und R’ fertigzustellen.

Wir fanden schiiesslich fiir die Coéfficienten A4;, welche aus X/, fiir die Coéfficienten B,, welche aus B/
entstehen, die folgenden Werthe:

dbgw) dz b(ld) d.’i b(15)
& 5 5
o 1243 15) 1293 D 15 2 9 1 3 7
4=— 5 bi T TR 7 - - |
db§14) dbgl4) d3 bél4)

_8651a SM)— 117%3’0 9 . o7 o? 2'7 4 oL o >

256 2 256 do. ' 256 do? 256  do?
dbg14) d2b§14) d3bé14)

o 9051 (14) 4533 2 99 2 z & 3 9
Ar=—t o bg T Boe e | 198 e L n.
A PP o

316710 (13) 41370 ) 189a 9 2 30 3 9

~ 256 bg T ot e e L B el aa
db'(:3) d2 bng) d3 bng)

- 11115 13) 5301 9 27 g 2 3 3 g
e ‘53 T S e 2 g e ad
v dxp? FEBey

391590 1z 48692 3 2070 , 3 30 ., 3

256 %5 556 da | 256 © do® 286 ddb

a9
b3
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anl” a6
. 2307 (12) 2061 9 39 2 2
4,=+—35 bg 256 * da 128 0 ao?
an{'? el
163954, 11) 19050 2 750, 2 9
7256 ‘Z’g 256 * da 256 © da® T
. 21285 (15) 193950’ (14) 157950&2 (13)
By =——g bs 128 5 s 5
2 2 2
v ap® v
L9045 3 22 3 85ba*
128% da 16 * do 128 o,
R a2p{"” 3250
45 , 7 L8, 3 dsa’ , 3
256 % do? 128" " do? 256 ©  dat
6615 g4 60750 gy  111156% g5
h=+"Z % — 16 5 *ex
2 2
db;M) dbél?) db,(;z)
135 5 10350& Tl 4950 y. 2
T3 % e T3 a7 32 % Taa
a2 5 a2 p?
45 , 3 4Ba , 5 4ba* , 3
T108% T T 64 a2 T 128" T dar
e 33345 b<1'g> ?)_(EI_?U b(12)— 28575’/2 1)
3 256 3 128 2 256 2
dbéls) db;lZ) db(ll)
12}5 5 585a 5 1125 0% 2
128 “"da ~ 32 % 4a 128 % do
2509 AL 250
4-5-a2 ) _+é5_a, o Z 45 o s T
256 © “da? T 128 da? 256 da?
I35, =0

E. v. Haerdtl,

Mit Bentitzung der Formeln der »Mécanique céleste« erhdlt man aber fiir die & und ihre Ableitungen
nach o die folgenden Werthe:

v R #p”
15 _ @, 5 I . 3 2 .
bg =619409  a-— - =182.714 o P 1—2887-23 o %;— = 646682
v arpi? #p\
by =7:90096 o - - =161.806 o’-— - =3379-12 o'’ = 730683

2




Y= 10=0520
2

¥ = 126753
2

bV = 15-9228
2]
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(13)
dbs_

o = 196029

2
Ao,

dbglz)
B

x — 235-842

*a

)

apV
2 _— 981564

g
© da

a2p?
I
2 2—

25— = 3025886

(12)
d2b§

2
O'.zﬁ——

o = 4525° 156

27,(11)
d b5

2
oF

S =5171-608

107

37,(13)
a‘b.

B2 —81043-
o) Fr 9 3

33,12
a b5_

o? djg. —=91179'3

37,(11)
a bi

a? — g = 1006319

Einen grossen Theil dieser letzten Werthe konnte ich auch directe der Untersuchung Delaunay’s

(Connaissance des Temps 1863) entnehmen.
Mit Riieksicht auf diese Werthe resultirt fiir die Coéffieienten 4 und B:

A, =+ 0236

A2 = oL (|25
A, =—3752
A, = + 4004

L3

B, — + 36826
B,= + 0224
By = 0436
B4 == 0

Es eriibrigt uns nur mehr, diese Werthe in den Ausdruék von op,:

o = — 301488

”a<1‘2/7l/‘2‘
a' \p/ \n/ |

(A, + B,)e* sin (& + 1+ 117 150" + 14&'—155")

+ (A, + B,) ¢*¢" sin (o + 1 + 11/—150" + 130'—14&")

+ (4, + By) e ¢’ sin (@ + 1+ 11/— 15" + 120’— 1 30")

+ A,¢" sin (& + 14 117—150" + 118’ —12w")

einzusetzen, um zu jenen Theil unscrer Ungleichheit zu gelangen, der ausschliesslich von den Exeen-

tricitaten herriihrt.

Die numerische Reehnung ergab:

3p, = [—000002—0* 00344] sin (@ + L+ 117—15/" + 14w'—15a")

[—0°00005—000001] sin (@ + 1 + 11/—15/" + 130/ —14a")

[+ 000006 +0-00001] sin (@ + 7 + 117/—151" + 12&'—13w")

—0-00003 sin (@ + 7+ 11/—15/" + 11w'—12w")

wo wir wieder jene Theile des Coéfficienten, die von R” stammen, in Evidenz gelassen haben.
Man sieht, dieser ganze Theil unscres Storungsgliedes ist vollkommen unmerkbar, doeh scheint es

mir bemerkenswerth, dass der relativ grosste Theil noeh von R herriihrt.
In den beiden Ungleiehheiten des Mondes von langer Periode, verursaeht dureh die Anziehung des

Planeten Venus, die bekanntlich von Hansen entdeekt, von Delaunay aber berechnet wurden (Connaissance
des Temps 1862 und 1863), sind die Glieder, welehe fast ausschliesslich den Coéfficienten dieser zwei

Unglciehheiten ausmaehen, jene, die den Factor 4”* erhalten. In unserer letzten Ungleichheit sind es auch

die analogen Glieder, die weitaus merkbarere Beitrage zu dem Gesammtcoéfficienten liefern.
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Fassen wir alle Theile unscrer Ungleichheit zusammen, so hat man:

8p =0p, + 8p, == — 0700346 sin (® + / + 11/—15/" + 14'6—15&")
—0°00006 sin (& + I+ 11/—151" + 13w'—14w")
+ 0-00007 sin (@ + I+ 117/—15/" + 128’ —13w")
—0+00003 sin (@ + I + 117—150" + 1 1&/—12&")
— 004624 sin (& + / + 117/—15" 4 126'— 150" -+ 21")
—0-02886 sin (@ + [+ 11/—150" + 1 1&'—14&" + 24")

und durch Substitution der entsprechenden Werthe von @/, &” und %#” findet man schliesslich:

3p = + 07076 sin (@ + I + 11/—15/" 4 325°49).

Nachtrag.

Waihrend der Drucklegung der vorliegenden Abhandlung brachte das «Bulletin Astronomique» eine
Reihe hochinteressanter Aufsédtzc von Herrn R. Radau unter dem Titel : «Remarques sur certaines inégalités
a longue periode du mouvement de la Lune». Aus der daselbst gegebenen reichhaltigen Zusammenstellung
der vom Verfasscr berechneten Mondungleichheiten langer Periode ersehe ich, dass Herr Radau sich eben-
falls mit der Auswcrthung der Coéfficienten der oben erwdhnten Ungleichheiten beschéftigt hat. Die daselbst
mitgetheilten numcrischen Werthe fiir die Coéfficienten stimmen innerhalb der angestrebten Genauigkeits-
grenze mit den oben von mir mitgethcilten iberein. Auch die in der Einleitung der vorlicgenden Abhandlung
bloss erwihnten, seither aber auch von mir berechneten zwei Ungleichheiten: @—52 + 3/ und: 2487 4-51
finden sich daselbst wieder, so dass es wohl hinrcicht hier zu erw#hnen, dass mich die Rechnung zu
Coéfficienten gefiihrt habe, die in bestem Einklang mit den von Herrn Radau gegebenen Werthen stehen.

Die Ungleichhcit mit dem Argument: 2@ + [+ 197—20/ (Periodc 34'8 Jahre), deren ebenfalls in der
Einleitung der vorliegenden Abhandlung Erwdhnung geschehen ist, findet sich bei Radau hingegen nicht
vor. Die Rechnung, welche ich seither, und zwar nach den wesentlich bequemeren Radau’schen Formeln
durchgefiihrt habe, fiihrten mich zwar auch nur zu einem kleinen Werth fiir den Coéfficienten; der Voll-
standigkeit halber moge derselbe aber hicr noch Platz finden:

3p = + 07108 sin (2@ + 1 4 197—202" + 308°5).
Erwidhnenswerth scheint mir ferner noch die Ungleichheit mit dem Argument: A—1/74-21/—217"
(Pcriode 835 Jahre), da dieselbe die Elementencorrectionen bedingt:

8p = + 0”055 sin (4 + 106'5) 8l=+ 0”112 sin (4 + 106°5) oe == — 0003 cos (4 + 106°5).

Bei meinen ausgedehnten Untersuchungen beziiglich der stérenden Einwirkung von Mercur, Mars,
Jupiter und Saturn sticss ich durchwegs nur auf verschwindende Coéfficienten. Relativ den gréossten Werth
erreichte noch die von Mercur verursachte Ungleichheit mit dem Argument: 2& + [ -+ 37/ — 4/
(Periode: 7°9 Jahre, Coéfficient: + 07011).

Im Anschluss an das von Herrn Radau (B. A. Seitc 21) gegebenc Verzeichniss kritischer Argumente,
welches, wie ich mich iliberzeugt habe, Anspruch auf Vollstindigkeit erheben kann — dic daselbst nicht
erwidhnten Argumente sind von zu hoher Ordnung, als dass sie merkbar werden konnten— méochte ich nur
noch auf das folgende Argument aufmerksam machen: 2@+ /—15/ 4 187 (Periode 1286 Jahre, Ordnung 6).

Ich hege heute die Ansicht, dass untcr den Argumenten der hier behandelten Art, ndmlich derjenigen,
die nur eine stérende Masse enthalten, keines mehr existiere, das zu einer Nondungleichheit von der erfor-
derlichen Grosse Anlass geben konnte. Schr beachtenswerth scheinen mir aber mehrere Argumente, deren
Ungleichheiten mit zwei storcnden Massen multiplicirt, entsprechen wiirden, wie z. B. das folgendc:
h+J—S. (Periode 293 Jahre).

e OB o—




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Denkschriften der Akademie der Wissenschaften.Math.Natw.KI. Frueher:

Denkschr.der Kaiserlichen Akad. der Wissenschaften. Fortgesetzt:
Denkschr.oest.Akad.Wiss.Mathem.Naturw.Klasse.

Jahr/Year: 1892
Band/Volume: 59 1

Autor(en)/Author(s): Haerdtl Eduard Freiherr von

Artikel/Article: Uber zwei langperiodische Stérungsglieder des Mondes, verursacht durch die
Anziehung des Planeten Venus. 385-408


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=383
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=30469
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=115026

