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ÜBER DEN

EINFLUSS DER ELASTIGITAT AUF DIE SCHWANKUNGEN DER POLHÖHE

VON

Dr. CARL HILLKBRAND,
ASSISTICXT li\:R K. K. STEHNWARTK I\ \V1K\.

(VORGELEGT IN nER SITZUNG VOM ö. NOVEMHER ISDO.)

Die Ergebnisse der Beobachtungen, welche über die Änderung der Polhöhen angestellt wurden, zeigen

jetzt schon, dass die Annahme eines vollkommen unveränderlichen Erdkörpers zur Erklärung derselben

unzureichend ist. Welche von den thatsächlichen Abweichungen von der vorausgesetzten vollkommenen

Starrheit bei der erwähnten Erscheinung massgebend sind, ist eine Frage, deren Beantwortung erst bei

einem grösseren Beobachtungsmaterial und nach der theoretischen Feststellung über die Art der Einfluss-

nahme jeder dieser Eventualitäten möglich sein wird.

Als Beitrag zu dieser Frage soll im Folgenden untersucht werden, in welcher Weise die Rotations-

bewegung der Erde durch die Elasticität derselben beeinflusst wird, wobei es sich zeigen wird, dass

letztere thatsächlich keine Rolle spielen kann, da dieselbe nur Perioden in der Polbewegung hervorbringt,

welche Bruchtheile eines Jahres sind, entgegen dem Ergebnisse der Beobachtungen.

Die Gleichungen, welche die Rotationsbewegung eines veränderlichen materiellen Systems defmiren,

sind bekanntlich

a f

ii 1

Dabei bedeuten /. g. li die Momente der Bewegungsgrössen, zerlegt nach den Axen irgend eines im

Räume beweglichen Coordinatensystems, das momentan als fest betrachtet wird, das heisst, die Projec-

tionen der Momente der absoluten Bewegungsgrössen auf die Axen des beweglichen Systems; p, q, r sind

die Rotationsgeschwindigkeiten dieses Systems um seine eigenen, momentan als fest gedachten Axen und

L, M, N die Drehungsmomente der äusseren Kräfte, in derselben Weise auf das Coordinatensystem

bezogen.
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284 Carl Hillcbraud,

Bezeichnet man mit_/'. ,;•, /; die Momente der relati\-en Bewegungsgrössen, so ist

f^f,+Ap^Fq^Er

g =. o\— ^7' -;- Bq— Dr

h — //,

—

Ep— Dii+Cr,

wo A, B, C die Trägheitsmomente, D, E, F die Deviationsmomente bezüglich der Coordinationnaxen sind.

Diese letzteren Relationen lassen aber eine allgemeinere Auffassung zu. Sie besagen nämlich nichts

anderes, als dass das Moment der absoluten Bevvegungsgrösse bezüglich irgend einer Richtung gleich ist

dem Momente der relativen Bevvegungsgrösse, vermehrt um das Moment jener Bevvegungsgrösse, die aus

den Geschwindigkeiten der coincidirenden Systempunkte entsteht, bezogen auf dieselbe Richtung.

Da es nun nicht nothvvendig ist, dass diese Richtung mit einer der beweglichen Coordinatenaxcn

zusammenfällt, so können sich die in den Ausdrücken für/ g, h auftretenden Grössen /|,,i;',,'^i' /'• Q^ '' ''^'•'^"'^

auf ein anderes bewegliches Coordinatensystem beziehen, und man kann überhaupt

f= f^+Ap,—Fq^-~Er,

g-g^-~Fp,+Bq,^Dr,

h ~ Ii^-^Ep,—Dq+Cr^

setzen, wo /',, q^, r, die Rotationen eines zweiten beweglichen Coordinatensystems, aber zerlegt nach den

momentan als fest betrachteten Axen des ersten bedeuten,/,, ,§',, A, aber die Momente der relativen Bewe-

gungsgrössen bezüglich des zweiten Systems sind aber der Richtimg nach ebenso zerlegt, jpi,, q,, r, stellen

also eine für alle Punkte des materiellen Systems gemeinsame Rotationsbewegung vor, während /,, g^, //,

von den noch übrig bleibenden relativen Verschiebungen abhängen.

Was nun die Wahl der Coordinatensysteme anbelangt, so läge es wohl nahe, für das erste System,

d. h. dasjenige, welches die Zerlegung der Richtung nach bestimmen soll, die Hauptträgheitsaxen zu

wählen, wodurch die Gleichungen eine besonders einfache Gestalt annehmen. Dieses System hat aber den

Nachtheil, dass die Bewegung desselben im veränderlichen Massensystem nicht von der Ordnung der

relativen Verschiebungen zu sein braucht; denn wenn letztere auch kleine Grössen erster Ordnung

und mit ihnen die Änderungen der Grösse der Hauptträgheitsmomente \on derselben Ordnung sind, so

können doch die Änderungen der Lage der Hauptträgheitsaxen 0"^'' Ordnung werden, wenn die Differenz

derselben von der Ordnung der Verschiebungen ist. Es soll daher ein Coordinatensystem gewählt werden,

das mit dem nicht deformirten Erdkörper fest verbunden ist. Die Bewegung desselben im Räume ist daher

jene des veränderlichen Systems, wenn in jedem Momente die Verschiebungen mit verkehrtem Vorzeichen

an die thatsächlich stattfindenden Lagen der Massentheilchen angebracht werden, und nicht zu verwechseln

mit der Bewegung des starren Massensystems.

Die Zerlegung der Deformationen in eine allen Massenelementen gemeinsame Rotationsbewegung und

den relativen Verschiebungen soll so geschehen, 'dass die aus den letzteren resultirenden Momente der

relativen Bewegungsgrössen verschwinden, die Rotation daher die mittlere Rotationsbewegung des ver-

änderlichen Systems vorstellt.

Sind x,y, z die Coordinaten eines Massenelementes des nicht deformirten Erdki'irpers, bezogen auf ein

mit diesem fest verbundenes Coordinatensystem, a, ß, •( die entsprechenden Componenten der Verschiebung,

die als gegebene F'unctionen der Zeit imd der Coordinaten vorausgesetzt werden, so sind letztere dem-

gemäss so zu zerlegen, dass, wenn

7.= 7.,+'/,

p ~ (i, +,\

T = T, + Ts
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Einflnss der Elasticifiit auf die Schwankungen der Polhöhe. 285

gesetzt wird, die a,, ßp 7, der gemeinsamen mittleren Rotationsbewegung angehören, die a^, ß^, 7^ die

Momente der Bewegungsgrössen zu Null machen.

Da diese letztere Bedingung sich auf die ersten Differentialquotienten der Verschiebungen nach der

Zeit bezieht, die absolute Lage dieses so definirten zweiten beweglichen Coordinatensystems willkürlich ist

und daher auch mit dem ersten zusammenfallend gedacht werden kann, so können die entsprechenden

Bedingungsgleichungen unmittelbar in diesem aufgestellt werden.

Bedeuten ä,, -j, t.^ die mittleren Rotationsgeschwindigkeiten um die Axen dieses Systems, so sind die

daraus sich ergebenden Geschwindigkeiten der coincidirenden Systempunkte eben die Ableitungen der

erstgenannten Componenten der Deformationen nach der Zeit, d. h.:

dr>.^

IT

d^
dt

dt

- --sy+s^

'"!*

Die Grössen -,, -.^, -., müssen nun so beschaffen sein, dass

/ m |0v+ ?.)^^-(.^-T.)^|=O

V

, d-[i =

().

Die Deformationen sollen als kleine Grössen vorausgesetzt werden, von denen nur erste Potenzen zu

berücksichtigen sind. Sie sind — wie es in der Natur der hier behandelten Veränderlichkeit der Erde liegt —
periodische Functionen der Zeit, und da Perioden, deren Dauer eine kleine Grösse erster Ordnung ist,

offenbar nicht in Betracht kommen können, so werden auch die Ableitungen erster Ordnung sein.

Es ist also

^ '"
V' dl " di^-

/-> \ dt dt /

y ,n (.
> .1. 1 x-^ —y

dt dt /

Nim ist abei-

df

d%

dt
^O •^i~

dt -dt ^'•'~ '•

^Ts -d-( _—_—+ ..,.1-.,;,

wodurcli die Bcdingungsgleichungen übergehen in
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286 Carl HiUchrand,

V / da. d'i\ V / 2 ! V V
2_ "' [~

-ft
—^

jf )
- '2 2- '" ^^ + -^

'' ^ '•* L. ^"^~ +
"' 2_ "' ''^' =' "

/ »H.v ' —_r -I— J:3^«/(.r''+j''',» +-| iiizx+ t:^} viyz—0.

Ist nun das Coordinatensystem so gewählt, dass seine Axen mit den Hauptträgheitsaxen des nicht

deformirten Erdkörpers zusammenfallen, und bezeichnet man die diesbezüglichen Hauptträgheitsmomente

mit ^„, ß„, C,,, so ergeben die Gleichungen

1 V [da. d'(

''^ = B,L'''['dt~''dt

ir,, :rj, iij sind also von der Ordnung der Verschiebungen.

Diese Grössen stellen die aus den Deformationen sich ergebende mittlere Rotationsbewegung bezüglich

der Axen des ersten Coordinatensystems dar. Bezeichnet man mit (o,, (o^, 103 die mittleren Rotationen um
die momentan als fest gedachten Axen dieses Systems, so ist jetzt

f ^^ v4co,

—

Fm.^— Ein.,

g ^ -i-w, + lio)^— Dm..

h ^ — £(0|—/Aog -h C(o.,.

Da aber mit p. q. r die Rotationsgeschwindigkeiten des ersten Systems bezüglich der eigenen

momentan festen Axen bezeichnet wurden, so ist offenbar

Die Differentialgleichungen für die mittlere Rotationsbewegung sind daher

—
- (^<0| - Fm.^— Eoi.,) + (o),^— z^) (

—

El»,—Dcoj + C(-j.,)— (cü.,

—

z.,)(— F(ü| +Bi<>.^—Dm.,) = L

— (—Fm, + Boi.^— Di>i.,)+ (m^—z.,) (Am, - Fio.^—Em^)— (lo, — ;:,) (—Em, — Dok + Cm.,) — .17

d
j- (—£w,— Z)(.j2 + Cw.,)+ (w,— -,) (—Fm, +ß(ü.^—7)w.,)— (o).^— x^) (Am,—Fm.^ ~Kou) = A'.

Da Glieder zweiter Ordnung in den Deformationen vernachlässigt wurden, so lassen die Gleichungen

sofort eine Vereinfachung zu. Es folgt nämlich aus dem Umstände, dass das Coordinatensystem von den

Hauptträgheitsaxen des nicht deformirten Erdkörpers gebildet wird, dass die Deviationsmomente von der

Ordnung der Deformationen sind, und da von diesen nur erste Potenzen berücksichtigt wurden, so hat man

düi, ^d(o, \dA _^ +(C-B)ok + 7:..b]-Em, M.,—Di<>l - L+ 'li^ +z^Cm.,^Do>'!
iU

" "
1 dt

b'^-F'^-^'>^^^-Fm^-^m\-^'^-(C-A^m^.,a\-,Em^+ Dm,m^^M^^^^

C~ +w.-{(^— /''«"i+TÜwJ = N + ^(EM,+Dia^)—T.^AM,+7:,BM^ + (A—B)M,M,-irF[M\~'M^^.
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Einfhiss der Elasticitül auf die SchiViiukmi^^cii der Pol/iölie. '287

Es ist zu bemerken, dass, sobald es sich um elastische Deformationen handelt, unter allen Umständen

diese nicht mehr ganz strenge Form der Gleichungen zu Grunde gelegt werden muss. Die ganze Theorie

der Elasticität fester Körper, bei denen keine der Dimensionen unendlich klein ist, hasirt auf der Voraus-

setzung, dass Grössen zweiter Ordnung in den Deformationen vernachlässigt werden können, so dass con-

sequenterweise nur von dem obigen Gleichungssystem ausgegangen werden kann und die verschiedenen

Annäherungen nur durch die Annahmen über die Ordnung der störenden Kräfte und die Beschaffenheit

der Grössen to,, (o^, Wj bedingt werden.

Was die letzteren anbelangt, so ist dabei der Umstand massgebend, dass die Abweichung der augen-

blicklichen mittleren Rotationsaxe von der dritten Hauptträgheitsaxe erfahrungsgemäss äusserst klein ist.

Nimmt man nun als erste Annäherung an, dass Producte von w, oder tOj in Grössen von der Ordnung der

Deformationen vernachlässigt werden können, und bedenkt, dass die veränderlichen Theile der Trägheits-

momente auch von dieser Ordnung sind, so nehmen die Gleichungen die Form an:

dt
= N.

Aus der dritten Gleichung geht hervor, dass Cw^ bis auf Grössen \on der Ordnung der störenden

Kräfte constant ist. Die veränderlichen Theile von 0)3 sind daher von dieser, theils von der Ordnung der

Deformationen. Macht man die weitere Voraussetzung, dass auch Producte der störenden Kräfte in die

Deformationen und die Grössen (», und co^ vernachlässigt werden können und dass auch A—B \'on der

Ordnung der Deformationen ist, so hat man

dco, A— C \ f j. dE , \

do>, A—C 1 /',, dD
(I)

M
dt A ' A\ dt

wenn mit 11 der constante Theil von w., bezeichnet wird.

M-¥n— —-,uC+n^E\ = M

Diese Gleichungen haben dieselbe F"ürm, wie die analogen für ein starres .System. Die hitegrale sind

nach der Darstellungsweise Gylden's (»Kecherches sur la rotation de la Terre.»:\ctes de la Socictc royale

des Sciences d'Upsal 1871)

rt rt

(0, = a cos nvt—b sin /;v/-i- L, cos ivi{i—t)dt— M^ sin in{t—t)dt

(i ci

tOg = a sin nvt+ h coshv/+ L^ sin mv(/—t)dt+ M^ cos u'i{t— t)dt.

(2)

Dabei bedeuten a und Z) zwei willkürliche Constante, -;;=-—-,
; l unter dem Integrationszeichen

bedeutet, dass dieses / nicht als Integrationsvariable zu betrachten, sondern dass erst nach durchgeführter

Integration i=t zu setzen ist. Die von a, x und b abhängigen Glieder gehören der ungestörten Bewegung

des unveränderlichen Systems an. Was die übrigen Theile anbelangt, so erkennt man leicht, dass, wenn in

L^ und M, periodische Glieder vorkommen, die Durchführung der Quadratur keine neuen periodischen

Glieder hervorbringen kann; d. h. also, dass bei dem vorliegenden Grad der Annäherung in der Bewegung

des Rotationspoles ausser der Euler'schen Periode nur solche auftreten können, welche die störenden

Kräfte oder die Deformationen selbst besitzen.
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288 Carl Hi lieb raiid
,

Die \i^n der Deformatiim des Erdkörpers abhängigen Theile von w, und cj.^ sind dalier

W| := 1^ (37 —-..^iiC+ii''D] cus »v(/''

—

/)i/l—j -^{11 - —z,//r+H''£j sin ivj{i^ l)Jl

-^ (;/- ,—nj»C+H-Z>)sin m{t^l)dl-'- \ ^ ' "V "~i"' '+"'''-^-) ^0=^ irHf'-l)ilt.

.4, (.', £, ZA ~| und -| sind also jetzt so als l'unctinnen der Zeit zu bestimmen, wie es die in P'olge der

Elasticität der Erde eintretenden Verschiebungen bedingen. Es ist daher die nächste Aufgabe, Ausdrücke

für letztere zu entwickeln.

Die Bewegungsgleichungen der Elasticität lassen sich nur in dem Fall integriren, als die äusseren

Kräfte \on der Zeit unabhängig sind; die Bewegungen finden dann so statt, wie wenn diese äusseren

Kräfte nicht vorhanden wären, nur geschehen diese Bewegungen nicht um die ursprünglichen Ruhelagen,

sondern um die durch jene Kräfte bedingten Gleichgewichtslagen.

Für die vorliegende Frage sind daher derartige Kräfte belanglos und es kann hier insbesondere von

der Wirkung der Centrifugalkraft abgesehen werden.

Die Einwirkung äusserer, von der Zeit abhängiger Kräfte kann nur in jener Annäherung untersucht

werden, welche voraussetzt, dass das Massensystem in jedem Momente die durch dieselben bedingte

Gleichgewichtslage annimmt.

Es werden daher ganz allgemein zwei verschiedene Arten von Deformationen zu behandeln sein: die-

jenigen, welche ohne dem Einfluss continuirlich wirkender äussere Kräfte durch das Schwingen der ein-

zelnen Theile um ihre Gleichgewichtslagen entstehen, und diejenigen, welche die störenden Kräfte ver-

ursachen, also die eigentlichen elastischen Gezeiten.

Was die ersteren anbelangt, so ist es allerdings kaum wahrscheinlich, dass solche in dem Erdkörper

vorhanden sind, nichtsdestoweniger soll der Vollständigkeit halber auch der Einfluss dieser Verschiebungen

untersucht werden.

Es soll bei der Ermittlung der elastischen Deformationen die weitere vereinfachende Voraussetzung

gemacht werden, dass die Erde eine homogene, isotrope Kugel ist.

Die von äusseren Kräften unabhängigen Schwingungen einer elastischen Kugel sind bereits mehrfach

eingehend behandelt worden. Naturgemäss wurden dabei sphärische Coordinaten angewendet, wodurch die

Oberflächenbedingungen in sehr einfacher Weise dargestellt werden können. Es sollen nun im Folgenden

— wie es das vorliegende Problem verlangt — diese Schwingungen im rechtwinkeligen System dargestellt

werden.

Bezeichnen also jetzt a. ß, 7 die rechtwinkeligen Componenten dieser Art der elastischen Schwingung

Soi 8ß 8y , S''' S''' 8«
und setzt man die Volumänderung r- -|- „— -i- — rr a, bedeutet lerner v^ die Operation .—„ + ^ ., + „—s, so

ö.r oy tiz ox' oy' tiz'

sind die Bewegungsgleichungcn eines elastischen Körpers ohne Einwirkung äusserer Kräfte:

dabei sind ). und [j. Constante, welche von der Dichte und den Elasticitätsverhältnissen des betreffenden

Körpers abhängen, so zwar, dass, wenn die Dichte, E den Elasticitätsmodul und E' den Ouercontractions-

coefticienten vorstellt.
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Einßnss Jcr Elasticität auf die ScIiWLinknngcn der Polhöhe. 289

E1

S 2(\+E')(\—2E')-f
und [j. = E

3 2(l+£')

ist.

Dieses Gleichungssystem lässt sich auch in der F'orm schreiben:

o /8a 3ß\ 8 /8y ca'

"by \<jy 8.V/ Scvfc.r 8;:;/'

8/8[5 5y\ S /S''- 8ß

de
~
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290 Carl Hillcbrand,

einen nur von t+[a, die anderen nur von p, abhängen. Setzt man in diesem Sinne a = y.'+ o.", ß=zß'+ ß",

so ist demgemäss

^^a"

^Z"
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Einfliiss der Elast icität auf die Schwanhmgen der Polhöhe. 291

Es lässt sich nun leicht zeigen, dass »j, v^, w^, A, B, C denselben Gleichungen genügen müssen.

Zunächst sieht man aus dem unmittelbar Vorhergehenden, dass

3«/„ 8i;, 8w,—- + ^ H =^
Bat iy 3c

3y4 3Z.' SC

ö.t 3_)' dz

pI _ S-^ 3C_ 3/3^2 3»J^, 3 /'S 2(2 ^Vt\_ _g,^. , ,
9 f^n^ ,

81;,

[j,"^~3s 3j)'"
~ 32

'. 3;ir 3c/ Bj- \ 8_j' 3.r j ^ '^"^^'^
3.r ', 3a-

"^
3j' ' 3c

Es ist also

[j. (i, [j.

Auf gleiche Weise folgt aus dem Gleichungssystem (6)

:

pIa = -v^(A), ^B= -^'(B), ^^ C = -v'(C).
(1

^ ' ' [X, [1.

Eine Gleichung von der Form ^{f)+h'f— wird aber befriedigt durch jede Function w„^,„ in wel-

chem Product w„ eine räumliche Kugelfunction n^"" Ordnung bedeutet, g,, eine blosse Function von

7'^ V ,r*+_i'^-f-c* ist, welche der Gleichung

6r^ r ör

genügt. Setzt man damit rh =: 6, so hat man

eine Gleichung, welche die in Heine's »Handbuch der Kugelfunctionen-' mit7„+_L(e) bezeichnete Func-

tion zum Integral hat.

Es wird daher

und

X+iJL 3 , , Ä+|j, 3
, ,

X+ jx 3

". = - 7^^ 87
('•^-^")'

"' = ~ TT 8^
^'""^"^'

'"' "
—

pT s^
^"'"'^"^'

wenn der Kürze halber mit ^„ die Function mit dem Argumente ,_!

—

. r bezeichnet wird.

Die Grössen 11^, v.^. w^ werden ähnliche Producte sein, nur müssen sie noch die Bedingung

3.r 3j)' 3c

erfüllen. Sind daher s,., ()„, C„ räumliche Kugelfunctionen //'" Ordnung, und bezeichnet g,, die Function

g,^Jb^r\ so können il^, v^, w.^ nicht ohne weiteres mit i,.,g'„ u. s. w. identiflcirt werden. Integrale,

welche dieser Bedingung genügen, sind hingegen :

37*
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292 Carl Hillcbrand,

'!'2 - C,,^«-
/'^ 8^

O Jl Jj

ox oy cz

n ji ji

(10)

Es folgt das aus dem Umstände, dass jeder DitTerentialquotient einer Function 5,,,^,' eine Function

derselben Art ist; denn es ist

dx

J^/'M!f_^2„+.l('J^n^.^.
2m+1 8.V 8.v'r2»+Vi"^'^"8.r

- ^A'/c.'^ _i:- . ^li'U
''"'^'

.

^'
. IL!

ÖA-V*""^ 2"«+ 1 8;-/ 2h+1 8r 8;irV»'2«+i

Nun bestehen aber die Relationen

^-„_,(e)-^„(6) = ~

r«+i(ö)

Ö 8<?„(6)

n + \ 86

_8^«(e)

2h+3'^" + ''''^ 86

woraus folgt

.
(t„i?„)_„ -—

-^jj, (2«+i)(2m+ 3) 8Ar2''+'^(^».?,;)
8,r

,§»-1

(11)

(12)

„— ist eine räumliche Kugelfunction (h—1 )"='', '-""+^
?- f^l^) eine solche (j/ + l)'^'- Ordnung. Man

sieht also, dass jeder Differentialquotient ein Aggregat von Functionen derselben Art sein wird. Die Aus-

drücke für ji.^. i\. u'.^ genügen daher den Differentialgleichungen, ausserdem aber auch noch der Bedin-

gungsgleichung

denn, wenn man

setzt, so ist

+ —^ -t-

8.V dy dz

r\ r r.

8.r 8jj' Z~ p', ^ '

ein Ausdruck, welcher verschwindet, da <l> eine Function von der Art kng\, ist.

Für die Grössen A, B, C erhält man daraus

.4 = - (Y,„.if,;) - "
(:„,.',f)

B:=.l^ (:„g,',) - ^ (-^„^^,0

ov ox

(13)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Einfluss der Elasticifäf auf die Schwankungen der Polhöhe. 293

Da nun die A, B, C und ii,^, i:^, w^ denselben Gleichungen genügen, so bilden die Systeme (10) und

(13) zwei Lösungssysteme der Gleichungen für »g, i\, ir.^, und zwar enthalten dieselben sämmtliche aus

denselben weiter hervorgehende Lösungen, denn wenn man die obigen Werthe für A, B. C in

pI _ 5jS _^
-i.

"* - 3r dy

u. s. w. substituirt, so erhält man wieder die Ausdrücke in (10).

Die Grössen a, ß, ( unterliegen noch gewissen Oberflächenbedingungen. Im vorliegenden Falle kann

man die Annahme einer freien Oberfläche machen. Die Verschiebungen 7.. ß, ( müssen daher so beschaffen

sein, dass die ihnen entsprechenden Druckkräfte für die Oberfläche verschwieden. Die Componenten der-

selben nach den Coordinatenaxen sind

P.
X— |x / 9 8 8 ', 8 ^ ^ ^

A— I / 8

8a.-

8

X— |j.

Pc =
V-

,8 8 8 -> 8 , , ,

8£

Bezeichnet man mit a den Radius der als kugelförmig angenommenen Erde, so müssen die Grössen

Pv, P,., Pz für r := a identisch verschwinden.

Es ist 'y.^in^ s\n p^t+tt^sm p^t u. s. w., daher werden die Druckcomponenten dieselbe Form haben,

und da p^ und p^ willkürliche Constante sind, so müssen die von den ?/,, i\, n\ und die von den 7/j, v^, iv.^

abhängigen Theile für sich verschwinden.

Was nun die ersteren anbelangt, so sieht man zunächst, dass, wenn die Verschiebungen Differential-

quotienten Einer Function nach x,y, z sind,

8 / X / 8 8 8
,

öx OX 8i

ist, daher der Factor von siny,/ in P,.

X— u. / 8 8 8
C,r.s+ 2 .V - +y^ +-»-'"•

jj. V OX 6y dz
(in

ist.

A+|J. 8 8ft)»

8.V

/',
^-2H+a 8

X+ ü. r2;/ + 1 ) ('2h + 3) 8* ;->--«+' /
-~',i/f 1

Ist /'„ irgend eine homogene Function ;/"''" Gi'ades und R eine nur von r abhängige Function, so ist

^-^^-^cr+^d^^^"^
Ir — +nR p„. (15)

Daraus ergibt sich mit Benützung von (11) für den Factor \-on sin/',/:

X+'i. X 8p„_i
-.. '•-^+(»-l)^-„_,

8a)„

8,r
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294 Carl Hillcbvaud,

wird o'"~' und ^•" + ' sind aber Functionen des Argumentes — '

a, wo ;', eine noch unbestimmte Con-

stante bedeutet. Diese Grösse erscheint somit überbestimmt, woraus folgt, dass diese Art der Schwingung

für sich allein nicht möglich ist.

Was die von p^ abhängigen Theile der Druckcomponenten anbelangt, so soll von den zwei Lösungs-

systemen dO) und (13) zunächst das erstere zu Grunde gelegt werden.

Setzt man

üx cv dz

2ii+3 A'„+i,

wo also i7„..i und K„+\ Kugelfunctionen von der Ordnung ihrer Indices sind, so ist mit Benützung von (12)

r\
1 S

i'i
— f[<iS!i+ ^ ^ (-^n ^\gn-\)+ Tn

1

(2»/+l)(2w+ 3) 8j'

1 8

(K„+^g,!i.x)

w, = :„,?,;+^ g^
(H„_,,^'_,)+

(2,,+i)(2^+3)
•

3T
(^"+'.^""+0

Sind /'.,. Py, Pz die Factoren von sin/ij/ in den Druckcomponenten, so ist

/ f\ r. rv \ rv

und ähnlich /',, und p,.

Wenn man bedenkt, dass

^'iii + )''([„ +~'^ii (r'^H„-\—Kn + \), (16)

so erhält man unter Berücksichtigung von (14) und ( 15) zunächst

p, = i, (r^ +(v^\)g,',j-^^ • ^ ir^H,, ,+Ä'„.,)
> 1 b

t- 1 8.r

/' 8 8 8
\+ 2 A- - + r - +-.--

V tix öv d.;
,'

.^ (//„_i^„_i)-
1

(2»+l)(2;/+ 3) 8 a-
(ü:„ + i^„'-,-,)

Die .Ausführung der rechten Seite ergibt hei mehrfacher .Anwendung der Relationen (II), (12), (15)

und der Differentialgleichung der Function ,s^„ einen .Ausdruck von der Form

.0^»
p, = i„{r ^^" +in-V)g,', +R

61 8.r

/?,7--'«+i
8 /H,II- \

8.vVr-"-'

i?i, /?.^, /?., und 7?,, sind Functionen von r, und zwar i.st

^' ~(2«— 1)(2«+1)

•i«
[4^-,;-(4;/-n,i,'„'-.|+ ;-^(7/--2)i;„-.,

/ 2

^^ = (2;^=1)«"--^'^"-^-"^'^^''-
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Eiiijhiss der KUisticitäl auf die Silnvaiikungeii der PoUiöhe.

1

295

A'a = ;72» +3

1

^*~r2 2h+:S

n—
« +

1

i » + 1

/7j. soll nun für r:=a identisch verschwinden. Das kann wieder nur dadurch geschehen, dass die

durch diese Substitution auftretenden harmonischen Flächenfunctionen derselben Ordnung für sich ver-

schwinden. Es muss daher

."^gn 8 (Hi,-\\ iKu

' ö.v

A-^r-''+s „1 ^^„') := werden

für r

8.r \r2»+V

Die Oberflächenbedingungen involviren also wieder eine Überbestimmung für j\. Denselben kann

nur dadurch genügt werden, dass die Functionen i/„_i und Z„+i selbst für r=a verschwinden. J/„_i

und K„+i sind also Functionen, welche sammt ihren ersten Ableitungen endlich und stetig sind, der Glei-

chung yy=0 genügen und auf der Oberfläche der Kugel r = ü verschwinden. Sie müssen daher über-

haupt innerhalb der Kugel verschwinden. Es muss also Ä',,^.] =: und //„_i ^0 nach (16) daher auch

sein. Die Functionen ?„, tj,,, C« sind daher so zu bestimmen, dass

und
8i( S;^« 9C« _ ,^

8.f
'^

^y Zz
~

x-^^^-^' z —
8c

Die erste Bedingung wird erfüllt, wenn man

;„ —yZ—zY, /!„ z= zX—xZ, ;„ = xY—yX

setzt, wo A', Y, Z Functionen von x, y, z sind. Dann ist

Z^ -b-f^ Kn_ (^_y_^Z\ ß_Z_ZX\ i^j:_ZY
Zx -by "bz ~ ^\-dz 8_y/ -^W Zz ) \dy bx

und dieser Ausdruck verschwindet identisch für

"hy

Es wird also

^"=-^8T-^8^

u. s. w. sein. Nun kann man sich leicht überzeugen, dass, wenn /„ eine räumliche Kugelfunction ist,

Ausdrücke von der Form

"hy ^ -hx

u. s. vv. wieder räumliche Kugelfunctionen — offenbar derselben Ordnung — sind. Substituirt man also für

/ die Function x«, so werden i„, tj,,, ',„ wieder als räumliche Kugelfunctionen erhalten, und man hat somit

das Lösungssystem

8_j'

^^^gn\^t^
>[Jl!L^,hl) (17)

IV.,
Zy

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



iWi Ciirl H i l leb lü ml

,

IJann aber kann dei- Obcrllächenbcdingung genügt werden, die sich daraiil rcducirt, p.^ so zu bestim-

men, dass

r^+l"-lj/,( = U

ist

Es ist weiter 7-li bemerken, dass die Ohertlachenbedingimg bei Zugrundelegung des zweiten Lüsungs-

systems zu denselben Feirmen führt: denn setzt man

"2 =- A v^ — B, w^ = C,

wo unter A. B. C die in (IS) gegebenen Grössen verstanden sind, so ist

_ .,/SIh 9-'j„', 1 dg,',

8,/ ö.r / r er

Daraus ergibt sich für die zur .v-Axe parallele Druckcomponente

(,|i +(„_,),;) fe.^^.M _,/,„.,> 'fe.' />;,;

dy / \ r or [j, '

Dabei bedeutet

S4„ 8|„ 87],, 8yj„ 8C„ 8C,j

r-ll+'i
8 / ß„

(27/+1)(2h+ 3)8a.- V2«+V'

BjV 8j 8r 8.r "oy

Man sieht, dass in dieser Allgemeinheit die Obertlächenbedingung wieder nicht befriedigt werden

kann, sondern eine specielle Wahl der Functionen |,„ tj,„ C„ verlangt.

Setzt man

ox öy dz

oder

f„ =: xF, Tj„ rr _)'7-: C» = 3-?'^,

SO bleibt in beiden Fällen in den Druckcomponenten nur Ein Glied übrig, dessen Verschwinden eine

erfüllbare Bedindungsgleichung für p^ involvirt. Beide Systeme geben aber den Grössen ti^, u^, w.^ die

in (17) angegebene Form.

Aus diesem Lösungssystem lässt sich aber sofort ein zweites herleiten, wenn man bedenkt, dass die

aus irgend einem Werthsystem 11^, r.^ iv.^ sich ergebenden A, B, C wieder ein Werthsystem für die ersteren

Grössen bilden.

Es ist aber

^ _ 8t^ _ Sn^j _ 8^
82 8_y ir r \ 8.r 8.:; / r V iy dx J\

+Ä''i
8A-8.; dy^ Zx -^ dxdy

8r V 8.r " '
'*'öx

Mit Benützung von (11) folgt daraus, dass

A = {„-^-l)g,L.
8-/,, »

a.1,.
{2n+l) (211+ 3) [j.
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Eiii/Jiiss der Elasticilät iiiif ilic Scliivüiikiingeii der Pol/iühc. 29/

Dieser Ausdruck bildet einen zweiten Wertti für ii^.

Sind daher /_„ und
'f„

zwei räumliche Kugelfunctionen ;/. Ordnung, so ist

-.2

".=^^(y%-^&)+ '"+')^-^-.S"- .... Zo. ..
-'^ --^--"" d

II )- 1

'" 'fii

t;, - A [- ^. —^ gj-j
+ '

"+ 1 J^«-i gy - (2«+l)(2»+3) IT
^"+

'

'^
8). '..r^';

'^-^"V 8j/ ^8.r ./^ ^ ^"^"-'
8c (2»+l)(2« + 3) ;..

'^"+'
8c Ir^"^'

Das ist das Lösungssystem, das Professor H. Lamb seinen Untersuchimgen über die Schwingung einer

elastischen Kugel zu Grunde legt (-On the Vibrations of an Elastic Sphere-«. Proceedings of the London

Mathematical Society vol. XIII pp. 189—212) und das er auf einem von diesem verschiedenen Wege

gefunden hat (v. »On the Oscillations of a Viscous Spheroid« ibid. vol. XIII. p. 51— 66).

Die Frage, um die es sich hier nun dreht, ist die, ob solche Schwingungsperioden möglich sind,

welche auf die Polbewegung einen merklichen EinOiiss haben können.

Von den hier auftretenden unendlich vielen Arten elastischer Verschiebungen können aber — wenn

man die Voraussetzung der Kugelgestalt der Erde beibehält — nur eine ganz bestimmte Gattung Einfluss

auf die Polbewegung haben.

In den Ausdrücken für to/ und too sind die die Grössen D, E, ~^ und z^ aus den gegebenen Verschie-

bungen zu bestimmen: .4 und C können als constant betrachtet werden, weil sie mit Grössen erster Ord-

nung multiplicirt erscheinen. Ist dm das den Coordinaten x, y, c entsprechende Massenelement der Erde,

so ist

D = j(z[-i+y'[)dm, E = j(x-(+zy:)dii!

1
lY

d'( d^\ 1 |7 dy. d'(\
,

wobei die Integration über die ganze Kugel auszudehnen ist.

Bei einer solchen Integration verschwinden aber Producte von Kugelfunctionen verschiedener Ordnung

identisch. Da die Grössen x,y, z selbst Kugelfunctionen erster Ordnung sind, so sieht man, dass in den

i;)ben gefundenen .Ausdrücken für //,, u^ u. s. w. für w,, und
'f„

nur Kugelfunctionen zweiter, für /_„ nur

Kugelfunctionen erster Ordnung zu substituiren sind. Bemerkt man noch, dass jedes über die Kugel aus-

gedehnte Integral

^x'y"'z"dxdydz

verschwindet, wenn einer der E.xponenten ungerade ist, so ergibt sich, dass nur die Eunctionen

CO := K„yz+K^zx

fj =r K^yz+ KyZX

Zi
~ Kv'^+ K^y

— wo die K willkürliche Constante bedeuten — von Null verschiedene Resultate geben.

Daraus ergibt sich, wenn die auftretenden constanten Factoren in die willkürlichen Constanten ein-

bezogen werden:

c. = K^g^z sin p^t+iK^^Kr,)g^z sin i\t

ß = Kog\^ s\r\p,t + 'K^+K^)g,z &mp.J

'[ = iK^x+ K^,y)g^ sin p^i-([K^+ K.Jx+ [K^-KJy) sin p^t

Dcnkbchriftcn der mathem.-natunv. CI. LXIV. Bd, 38
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298 Carl Hitlcbraiid,

und daraus

D =~ lg',rV/r(A'o sm p^t+ K^ sin p^t)

8:r8

8:t8 ;;, f;-
. „

jr, = —— • -|- j^,»v^r.Ä, cos/?,/

\vu 5 die Dichte bedeutet.

Dann ist — die Erde immer als Kugel vorausgesetzt —

:

w; = ^ -|- J^,r*^r|-7(r, sin;',/+ A'3 smp.J—IC^ coap^f

n ,, n ,^ /— A,, cos ;'./ K, cos pJt

, n 8:r5 | '',,(,. . ,, . ,,
jg = -V • -^-

) ^1 ' c/;- A„ ümp^t+ K^ smp^/-—\ cos p^t

n

P

t M , )

- K^ cos p^ t— — A^ cos p^t)

,

I Pi '

Die Werthe für /?, und /^^ ergeben sich aus den Oberflächenbedingungen. Diese verlangen — wie in

der erstcitirten Abhandlung H. Lamb's gezeigt wird — dass die von der Function )(„ abhängigen Theile

der Druckcomponenten an der Oberfläche verschwinden und ebenso die von io„ und tp,, abhängigen.

Die daraus folgenden Werte lassen aber erkennen, dass elastische Verschiebungen dieser Art keinen

Einfluss auf die Polbewegung haben können, da dieselben von äusserst kurzer Periode sind. Setzt man

so muss 6, der transcendenten Gleichung

»''\/7=<'..

«e, - "^
3—6^

genügen, deren kleinste Lösung 6, = ;:. 1 -8346. . . .ist.

Es war

1

8 2(H-£')

gesetzt worden. Setzt man £=6-10", was ungefähr dem Elasticitätsmodul für Flintglas gleichkuiiimt

und für E' denWerth 0-25, der demselben Körper beiläufig entsprechen würde, die mittlere Dichte 8 =r)-r>6

und a = H-37. 10" (sämmtliche Werthe im sogenannten CG5-System genommen), so erhält man für p^ den

Werth • 0005983 . 71. Diese Grösse stellt, wie aus der Betrachtung der Dimensionen der obigen Werthe

hervorgeht, eine Winkelgeschwindigkeit per Secunde, ausgedrückt in Theilen des Radius vor. Derselben

entspricht eine Periode von ungefähr 55'"43'.

Von derselben Ordnung ist auch die von p^ hurrührende Periode.

Setzt man
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Einßnss der FJasficifd/ auf die Schivaul'ungeii der Polhöhe.

so ist die aus den Oberflächenbedingungen sich ergebende Gleichung für y'^

:

299

_2_ 1

rC' n
+ ,.-^

-
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300 Carl Hillchraud

.

Die a". ß'', {" genügen den Gleichgevvichtsgleichungen, wenn keine äusseren Kräfte vorhanden sind

und die darin auftretenden willkürlichen F\inctionen werden durch die Obernächenbcdingungen bestimmt.

Im vorliegenden Falle ist

Km. Km.

wenn m^ die Masse, .r,. i',, ~, die Coordinaten des Schwerpunktes des störenden Körpers bezeichnen.

Es soll

sein. Man überzeigt sich leicht, dass

2 X+|JL •

der Gleichung genügt.

Um nun, wie es erforderlich sein wird, diesen Ausdruck in eine Reihe von Kugelfunctionen zu ent-

wickeln, setzt man

i?, = -1 [{x-x,Y + {y-y,f + (z-z^'] = -1 (r]+ r^- 2 r,r cos o)),

wo (u den Winkel (r,, i) bedeutet.

Es ist

wo Pi, (cos (o) die «te Kugelfunction ist, daher:

J— cos üj =r 7 cos wP,, (cos <u).

i?, ^ r^"
^ '

Unter Zuziehung der Recursionsformel

_ n P„_i (cos w) + (/;+ 1 ) P,i 4.1 (cos (ü)
cos tuPii (cos (o)

2h+1

findet man, wenn man die Glieder mit Kugelfunctiiincn gleich hoher Ordnung vereinigt

.'2

i- COS (u = 7 + ~ • -.r- r / „(cos (O)

?, Z-jV2m— 1 2m+3 r\/tY-^
'

Substituirt man iliesen Ausdi'uck, sowie die iMitwicklung für ^ in A', , so lindet sich
A

I

R, - - -r^V—^ *^ P„(cos (.;)+ ;-2'^^—
' . ^, P„ (cos to).

Die erste Reihe kann aber offenbar in W vernachlässigt werden.

Denn r„P„(cos w) ist eine räumliche Kugelfunction in x,y, z, daher auch die Differentialquotienten nach

diesen Grössen ebensolche Functionen sind. Der Reitrag dieser Reihe in den c.', ß', 7' besteht also in räum-

licher Kugelfunction der Variabein x,y, z.

In den allgemeinen Integralen 7.' -ha", ß'-t-ß", ;'+
-i''

können daher diese Theile mit den willkürlichen

Kugelfunctionen U,„ V,„ W„ vereinigt gedacht werden.

Man hat daher

" = TT • ,

—

— f / -. rr
•

r, "»(cos w).
2 X + (j, Z_j2m+3 r,« + ' ^
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Einfliiss der Elaslicitiil auf die Schwankungen der Polltöhe. 301

Setzt man r„P„(cos to) = p„, wo /'„ also eine räumliche Kugelfiinction ?/""' Ordnung ist, so ergibt sich

1 -tipn
,
/ü«, V 1 1 ...„,, 8 /' Pn111

. ,A^
X+|A ^:^2H-fl r,"+i 3.V X + n Zj (2h +

1 ) (2«+ 3) ;-," + '

8,r \ r'" + '

.'

und ähnhch ß und 7.

Die willkürlichen Functionen U„, V,,, W„ sind nun so zu bestimmen, dass die den Verschiebungen

a'+ a", ß'+ ß", 'i'+'i" entsprechenden Druckcomponenten an der Oberfläche verschwinden. Für eine Kugel

erhält man nach Thomson (s. oben) dann für die Gesammtdeformation a rr a!+ a" u. s. w.

Km
L2(w+l/+ l]X-(2w+l)(i. 1 2(h— 1)-!.

jw[(w+ 2)X— |j.] 3 8;;„ (,,+ 1) (2h+3)X-(2»+ l)|j.
.^
Zp„

"dx 2(2»+l)[jL

;/X

"bx

2)1 + 3 Pn 1

r,"+i(2;/+l);j.' 8.r \r2»+i

und ähnliche Ausdrücke für ß und 7.

Von diesen in den Deformationen auftretenden Gliedern können nun gewisse als für das Resultat

dt)

belanglos von Vornherein ausgeschieden werden. In a kommen ausser den Gliedern mit r'^ -^ nur Kugel-
ox

functionen vor. Die Multiplication mit der ersten Potenz einer Coordinate und Integration über die ganze

Kugel bewirkt, dass von der Kugelfunction nur -^ ein von Null verschiedenes Resultat liefert. Ausserdem

können auch von den Gliedern, welche r^ — enthalten, sämmtliche mit ungeraden u fortgelassen werden,
ox

denn in diesem Fall sind xr^ -^ u. s. vv. homogene Functionen ungerader Dimension, jedes Glied muss
ex

daher mindestens Eine ungerade Potenz enthalten, so dass dasselbe, über die Kugel integrirt, verschwindet.

Da
^ lxx^ +yyi + zzy

}\ rr,
P-i
_!..

ist, so wird

_ 4X— [i. Km,
19X— 5u. r, V;-, r, r, /

J'.

— /ü;;,r* >

(w+l)(27«+ 3)X— (27?+l)[j. 'iPn

/L'V'+i {[2rH+l)*+I]X-(2;/+n;j.|2(2;/+l)iJ. Ö.r '

H = 2, 4...

ß = 4X— (i. Km^

19 X— 5[Ji ;j. r;

3v, [x
.v+- - r

r, r,
-

"1 _

„
.2V ^ (n+\)(ln + 6)t.—(2n+\)\). ap,,

'"'"''
Zjr," + ' |[2(H+l)'+riX—(2;;+l)r;.|2(27/+r)|j.'8j' '

H =2, 4...

4X— |J. A';;/|

19X—5|A ;j.

-.f-^V.v+-'' r+^r

— A';;/,/'A^
(»+1)(2» + 3)X— (2H+0|i. "^Pu

'' ^r^"+^ J[2(7?+1)2+1]X— (2;/+l)|j.j2('2;7-M)ij. Zz '

II = 2, 4...

Diese Ausdrücke sind in die für o>[ und co.^' gefundenen zu substituiren. V^on Wichtigkeit ist dabei der

Umstand, dass von den Grössen, welche von den Deformationen abhängen, nur D, E, 71, und Ti.^ bei der hier

gemachten Annäherung im Resultat auftreten, ein Umstand, der — wie sich leicht zeigen lässt — zur Folge

hat, dass überhaupt keine merklichen Glieder in w( und (m[ eintreten können.

Die genannten Grössen enthalten nämlich nur die Verbindungen

,'^Pn

' 0\

^Pn
X ^
—

,

dz
y

.

<ip,i

"cz
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302 Carl Hillcbraiid

.

Unter p„ hat man sich irgend ein Product \'on Potenzen der drei Coordinaten zu denken, dessen

Dimension eine gerade ist. Die vier angegebenen Ausdrüci<e müssen aber, damit sie die Integration über

die Kugel nicht zum Verschwinden bringt, auch in den einzelnen Coordinaten \-on gerader Dimension sein;

der erste imd dritte Ausdruck wird daher nur solche Glieder von »„ übriglassen, in welchen

.r in ungerader,!' in gerader, ~ in imgerader Potenz vorkommen;

der zweite imd vierte hingegen solche, in denen

~; in gerader, 1' in ungerader, r in ungerader Potenz vorkommen.

Wesentlich dabei ist, dass die Potenzexponenten von .v und y immer x'erschiedenen Charakters sind.

Die Functionen^,, sind aber symmetrisch in Bezug auf x und .\\,y und _>',, z und z,, es werden daher

auch x^ und y^ nur in Potenzen miteinander multiplicirt erscheinen, deren Exponenten verschiedenen Cha-

rakters sind.

Bezeichnet man mit 6 den Präcessionswinkel bezüglich einer festen Ekliptik, 8 den Winkel derselben

mit der a^'-Ebene,
'f
den Winkel der Knotenlinie mit der A'-Axe, mit Ä und / Knoten und Neigung der

wahren Ekliptik, mit A' und c Knotenlänge und Neigung der Bahnebene des störenden Körpers bezüglich

der wahren Ekliptik, •/ die Länge desselben in der Bahn, sämmtliche Längen von demselben Punkt der

festen Ekliptik gezählt, und berücksichtigt von / und c nur erste Potenzen, so ist

'~L :::; cos (/+ <^^) COS 'i + sin (''/+ '!') sin 'i cos 6— [/ sin (y^
— ^O-'rC sin (y_— A')l sin 'i sin 6

r^
......

-— = — cos(7+ ']j) sin 'i + sin ('y.+
't'j

cos 'i cos 6— |/ sin (y^—ii)+ csin (y— A'')] cos
(f

sin

*'i

....
^ =: sin (y+ 'jj) sin G+ [/ sin (y— <fi)-4-c sin (y— A^)] cos 6.

''i

Man sieht daraus sofort, dass nur dann, wenn die Exponenten von x undj)' gleichen Charakter haben,

Glieder entstehen .können, die von
'f

unabhängig sind. Es werden also nach dem Obigen in D, E, ir,

und T.^ nur Glieder auftreten, welche von der täglichen Bewegung abhängig sind, mithin werden durch

das elastische Nachgeben in w, und co.^ nur Perioden hinzukommen, die nur wenig von einem Sterntag

abweichen.

Bei der Ermittlung der Deformationen sowohl als auch bei der Behandlung der Volumintegrale

wurde die Erde als kugelförmig vorausgesetzt, d. h. Grössen von der Ordnung .Abplattung X Deformation

vernachlässigt. Man sieht also, dass bei dem hier angewendeten Grad der Annäherung bei der Integration

der Differentialgleichungen nur jene Glieder Perioden längerer Dauer zur Folge haben können, welche

von der genannten Ordnung sind, d. h.. von den Veränderungen abhängen, welche die angegebenen

Deformationen bei Berücksichtigung der .Abplattung der Erde erleiden.

Es soll nun untersucht werden, ob — ohne auf diese letzteren Glieder recurriren zu müssen — eine

weitere Annäherung bei der Integration der Differentialgleichungen Glieder längerer Periode erzeugen kann

Vernachlässigt mann zunächst nur Glieder, in welchen die Deformationen mit einer zweiten Dimension

von W| oder w.^ multiplicirt erscheinen, so hat man die Gleichungen:

At^-l--

""ü

Jl
-r-O),

dA + Fo

JB
dt
4? -h\

+ <o,
dF
dt

'

dF
dl

(B—C)M..-'r-,B

, diEo,.,)

dt

Hrk.>.j

'i
^"^:! '" ^^"*1

il/+
dt

~i ^'"';i
- hio:,.
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Einßuss der Elasticität iiiif die Scliivuiikiingcu der Pollinhc. 303

Jc.j.j [dC ^ ^ \ _ d
C'-^-' +(«3 [-7- Doi^+pAo.^

)
= N+ - {E^<i^+Dl.')^)-'-.^A^n^+T.^B^

Aus der letzten Gleichung erhält man

c
N+ — (Eol^+IJM.^)-{-T.^Bu>.^— -.^A^')^ dt)

wo K„ eine willkürliche Constante bedeutet, w^ enthält daher in seinem veränderlichen Theile ausser einem

von den störenden Kräften abhängigen Gliede nur solche, welche von der Ordnung der Deformationen und

der Polbewegung sind. Da aber in den beiden ersten Gleichungen (O3 nur in Verbindung mit Grössen von

einer der angeführten Ordnung vorkommt, so ist es nach der jetzt zu machenden Annäherung genügend

(.j., = i! + ii,JNdt

zu setzen. Dabei wird vorausgesetzt, dass durch die Integration nach der Zeit die Ordnung nicht geändert

wird, was aus der weiter unten folgenden Ausführung der in obigen Ausdruck vorkommenden Grössen

ersichtlich sein wird.

Aus den beiden Gleichungen ergibt sich durch die Sonderung der beiden Differentialquotienten:

^w, w, idA „ A+B—C \ CO, / dF ,„ ^,
(// A \df B ^1 A dt

I (^ FM d{Eu>,}

doi, w, /dB ^ A-\-B—C \ w, / iE"8 , *J^

/>' \dt
-FA ^- -.3J+^(--+L^-C|C03-.3^^

Die Integration dieser Gleichungen soll zunächst für eine Kugel vorgenommen werden, da in diesem

Falle sich die Grössen w, und w^ sofort und ohne schrittweise Annäherung ergeben. Es sind nämlich dann

die Differenzen der Trägheitsmomente und daher auch die störenden Kräfte von der Ordnung der Deforma-

tionen, so dass man zwei Gleichungen von der Form

dt t ~ i

dt

hat, bei deren Integratiitn nur erste Potenzen der Grössen P, ... V zu berücksichtigen sind. DilTerenlürt

man die erste nach / imd eliminirt ^-^ und w... so erhält man demgemäss

J^w, doiJ 1 d(J\ fdP P dQ\_dV__V dQ
~dF^ dT [ Q ' ~^J

*"'"'
'xtT

~"Q dTl^ir^ ' df

Das \'i)llständige Integral dieser Gleiclumg ist aber immer liekannt, wenn man ein particuläres der

Gleichung

dK.d-C,( 1 _dQ\ (dP ^.dQ,

kennt.

Nun ist aber

^, =: e-J''"'

ein solches particuläres Integral, woraus folgt, dass

üj, = i^,e-/^'"+ e-/™'JZe2/™' dt,

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



;i04 Ciirl H i l Icbra nd.

wo

z = .-/(-^-f>" y^.^|;Ji-D-f>".-/-(^-0F'-l ^ö,^),,
dt

Kf lind /v'j sind die arbiträren Cnnstanten.

Ebenso ist

=: A'ft;-/^'''" +t'-/^"'" fZV-//"'"(//."2 — "1^

u-n Z' von /" und f/ in gleicher Weise abhängt, wie Z von P und fj.

.Mit X'ernachlässigung der Glieder hiHierer (Jrdnung in den Deformationen, lindet man

Z=K.,0^-V, Z'-iqQ'+V\
woraus

(0,-, - A',— JYA-,P—K^Q—V)dt

(0, = Kl~ f(KlP'—K!,Q — V')dl

tolut.

Bezeichnet man mit .4,, ß^, C, die veränderlichen Theile der Trägheitsmomente, so ist jetzt

Es ist dann

P^K'A^^Fn
A,. \ dt

1 dF B. — C,

df
Fn

u _J ri

^0 dt A^
Q = —

L 11 dE

1 dF A,— C,

A.,
'•

l
D

A„ A^, dt A^|

A^, dt

M n dD ,

E

Es ist weiter

,4, = 2J'0'ß+r7)J;;7, B^ — 2j(z-i-hxr,:)din. C, = 2j(xo.+y?')dm

D — jXz^-i-i-yodm, E = j\x-[+ zy:}diii, F = }'(y7.+ x[i)dm,

1 (/' d'i d'p\, 1 ((da d'i.
^^=^\[y^-^"£y-^-A„jV dt dti A^J\ dt dt

1 ( / d^ d'y\ ,

Ä,y''dt^'ät)'""

Berücksichtigt man von den Deformationen nur die CHieder mit —^, so erhält man

1 Km,
(3X— [J.)a2

•21X- -oa

10

3x. (x. y. +
r\ (19X-5[J.)|j.

und analoge Ausdrücke für die beiden andern.

Eine einfache Überlegung zeigt wieder, dass in den Grössen D, E, F, ^,, :i^, -j die Integration über die

Kugel nur solche Glieder übrig lässt, welche von der täglichen Bewegung abhängen und nur in A,,B^,C\

Glieder längerer Periode enthalten sein können. Behält man nur diese bei, so findet sich

_ 7X— 3|j, 47C a'
A, = TTTTT

—

, . .Kin.o.^.
' (19X— 5ia)|j.

' 35 r

oder mit Hinweglassimg des constanten Theiles und Unterdrückung der von der Excentricität abhängigen

Gieder:

7X— 3u. ,. ,12- er fx.Y^ = -(19X-5p.)|x-'^''"^^'3^"r,'W;

7X-3;j. ,12i: a^/V'
n9X-5ix)[j. '""'' 35 'r; [r^

7X-3u. ,. J2k a- fz.
^'

777-T ^^-— . k, W«0—— -5- —
(19X— 5iJ.)[j. ' 35 r^ Vr,

(18)
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Einfhiss Jcr Elasticitiit auf die Schwaitkuiigcu der Pol/iölu 305

Vereinigt man die hier auftretenden constanten Coefficienten mit den uillkürliclien Constanten, so ist

lemnach .... . ,

^'=^^'' ^(^)+^^'^-4'
l \

dt

-. = ^:-i& + a;' ,

1

dl.

P'ülirt man für - u. s. w. die W'erthe ein und vernaclilässigt die von / und c abhängigen Glieder, so

erhält man nur solche periodische, welche von dem Winkel 2 (•/+ '];) abhängen. Die von der Abplattung

nicht beeinflusste Polbewegung in Folge des elastischen Nachgebens hat eine Periode, die nahezu gleich

ist der halben Umlaufszeit des störenden Körpers. Ausserdem tritt aber hier ein säculares Glied in Folge

der Integration auf, und zwar in oj,

g,('l-|sin^6j./

imd m (0.,

"li^^l sin^6 ./,

wobei man als constant annimmt. Wäre demnach keine Abplattung vorhanden, oder besser, würden sich

die Trägheitsmomente um Grössen unterscheiden, die von derselben Ordnung sind wie die elastischen

Deformationen, so walrden letztere im Stande sein, eine Instabilität in der Lage der Rotationsaxe im Erd-

körper hervorzubringen.

Nimmt man Rücksicht auf die Abplattung, so hat man die Gleichungen

wobei

R =

R' =
A..

d(u^

~dT

'dt

m L^—M^R— co^ r+vco'jtu^

-//v(i)| ^ Ml—oi^R'- ij, T'— vto'd),.

1 c/.4,

dBi

9 A C

2^V-C„

r =

T' =

\ dF ^

\ dF _v_

B,-C,

B,+
A..

(19)

(20)

und oj'. der veränderliche Theil von co^ ist.

Während man in der ersten Annäherung co,R u. s. w. vernachlässigt, hat man jetzt darin für oj, und w^

die genäherten W'erthe einzuführen, und da i?,. .. T* von der Ordnung der Deformationen sind, nur- die-

jenigen Theile dieser Grössen, welche nicht von den Deformationen abhängen, also der Rotation des starren

Körpers angehören. Nennt man diese Theile (w,) und (wj), so ist

(w,) = a cos ir^t—b sin mf+jL cos »v(/—/)<//—
J'3/ sin «•;(/—/)<;//

(tu,) = a sin mt + b cos ir/f+ }'L sin mit—t)dl—JAf cos m{f—t)dt.

Das Hauptglied S der Störungsfunction ist

Km
»",'
r^(A+B+C—3J),

wo J das Trägheitsmoment in Bezug auf die Gerade: Erdschwerpunkt — störender Körper ist. Daher ist

\ 2 /~ ^ 2

•'=n? B + C
-t>

Denkschriften der mathem-natiirw. Cl. L.\I\'. Bd. 39
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306 Carl HillchrauJ,

Dabei ist auf die Deformationen natürlich keine Rücksicht genommen. Daraus folgt

Man sieht übi'igens aus dem letzten Ausdruck, dass (of, nur von der Ordnung der Defi.irmationen ist.

Die Integrale von (19) werden dieselbe Form haben wie (2), nur ha: man statt L, und ,1/, die obigen

rechten Seiten einzuführen. Dabei ist aber zu bemerken, dass jetzt bei der in L, und ^1/, eintretenden

Störungsfunction auch die Deformationen zu berücksichtigen sind, weil die davon abhängigen Glieder von

derselben Ordnung wie (w,) R u. s. w. sind. In S hat man daher bei den Trägheitsmomenten auch die von

der Zeit abhängigen Glieder mitzunehmen, imd hat ferner, da die Coordinatenaxen nicht mehr mit den

Hauptträgheitsaxen zusammenfallen,

\i\ I \J\ I \r, / r,
.

r\ r\

zu setzen.

Bei der Ermittlung der Deviationsmomente zeigt es sich, dass in D nur Glieder mit_i',c,, in E nur

solche mit c,.v, und in F nur solche mit ,T|J1', übrig bleiben.

Führt man dieselben in J ein und eruirt die durch die Deformationen bedingten Zusätze in L, M, A\ so

X V z
erhält man ausschliesslich Aggregate von Potenzen von — ,' ', - bis zur sechsten Dimension.

''i ''i ''i

Man erhält demnach ausser Gliedern, die von der täglichen Bewegung abhängen imd Constanten, die

vermöge der in (2) angegebenen Operation wieder auf die Euler'sche Periode führen, nur Glieder, deren

Periode die Hälfte oder ein Viertel oder ein Sechstel der Umlaufszeit des störenden Körpers beträgt.

Die noch weiter in L, und Af, enthaltenen Grössen [s. (1)] sind dieselben wie in der ersten Annähe-

rung und sind bereits als belanglos erkannt worden.

Von den folgenden Gliedern der rechten Seite können wohl voj'jOjg und vtof.to, wegen ihrer relativen

Kleinheit ausser Acht gelassen werden. Es handelt sich noch um die Grössen <o,7?, . . .to, J'. Setzt man

in (20) für A^....F ihre Werthe in den Deformationen ein und drückt durch die Symbole [. . .] nur

aus, welche Verbindungen der Coordinaten des störenden Körpers in diesn Grössen eintreten, so

erhält man
R = [xt]+ [x,y^

1
T= r.r]]+

[j,'J]
+ [,^] + [xj,]

R' = [y]]+ [^,y,] r = [.r-^] + [y;] + [c^] + [,r,.r,]

(w,)-- ['"]+Li',^,]+[~,A'i]

(toJ=z[«v]= [j-,]+ [s,.v,].

Durch [hv] sollen Glieder bezeichnet werden, die von der P2uler'schen Periode abhängen.

Bildet man darnach die Grössen (o,Ä u. s. w., so sieht man, dass nur jene Glieder frei von der täglichen

Bewegung sind, die aus der Combination [mv] einerseits und [x\] oder [j)'°-] oder [z\\ anderseits entstehen.

Diese Glieder werden nun von den Winkeln 2()(+ 'Jj)=F«v/ abhängen; die Periode derselben ist also

gleich der Summe oder Differenz der Euler'schen Periode und der halben Umlaufszeit des störenden

Körpers. Die grösstmöglichste Periode wird daher eine Dauer von ungefähr sechzehn Monaten haben.

Die Amplitude dieser Bewegung des Poles muss aber immer im Vergleich zu der der Euler'schen

äusserst klein sein, denn als Verhältnis dieser beiden Grössen findet sich, wenn mit / die mittlere Bewe-

gung des störenden Körpers in seiner Bahn bezeichnet wird,

7X—3[x ,, .,12:: a' sin^ 6 /
, 1

(19X— 5|i.)!J. ' "35 rl 8^„ \ —21
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E/iißiiss der Elüsticität auf die Schivdukiiiigcn der Polhöhe. 307

eine Grösse, die unter allen Umständen sehr klein bleibt. Wäre daher eine derartige Polbewegung über-

haupt merklich, so müsste eine weitaus auffallendere zehnmonatliche Periode in dieser Bewegung vorhan-

den sein.

Da unter Polhöhe der Winkel der Lothlinie mit der Rotationsaxe verstanden wird und die Beobach-

tungen auch unmittelbar nur diese Grösse geben, so könnte eine Variation derselben auch durch eine Ver-

änderlichkeit jenes ersten Elementes hervorgebracht werden. Es soll daher schliesslich noch gesucht wer-

den, in welcher Weise die elastischen Deformationen die Richtung der Lothlinie beeinflussen. Bei dieser

Frage genügt es, die nicht deformirte Erde als vollkommene Kugel vorauszusetzen.

Wenn ein Körper aus Schichten gleicher Dichte 8 besteht, deren Gleichung gegeben ist durch

r + r^\\+z(l\,+ l\ + l\+ . . . .)-],

wo ;„ das Argument jener Function ist, durch welche die Dichte dargestellt wird, und die f/ harmonische

P'lächenfunctionen von der Ordnung ihrer Indices (ausserdem beliebige Functionen von ;'„), gehört ferner

die Oberfläche auch zu jenen Flächen gleicher Dichte und weichen diese so wenig von der Kugelform ab,

dass zweite Potenzen \-on s vernachlässigt werden können, so ist nach Laplace das Potential dieses Kör-

pers auf einen ausserhalb desselben gelegenen Punkt

oo

r' ^ /"+! '>n + \ „J 9r„
"

wenn r', /', b' die Polarcoordinaten des angezogenen Punktes sind, ni die Masse des Körpers bedeutet und

U\i aus C/„ erhalten wird, indem in letztere Function /' und b' als Argumente gesetzt werden.

Im vorliegendem Falle sind die C/s die nach dem Radius genommenen Componenten der elastischen

Deformationen.

Dieselben sind nach Thomson gegeben durch

Am/, ;/ \n [{n+ 2)X— [i,]af,—(«— 1 )
[{n+ 1 )X— (j.]r

2!

w>-i

.

r;'+' 2(72— 1)ijl{[2(«+1)*+1]X— (2«+l)[i.|

wo s„ die der räumlichen Kugelfunction p„ entsprechende harmonische Flächenfunction bezeichnet.

Beschränkt man sich auf n = 2, so erhält man, da

ist und 5 nicht \-on ;-„ abhängt,

r' or-' [1.(1 9 X— [j.)

/' und b' seien jetzt geographische Länge und Breite des angezogenen Punktes, /, und b^ Stundenwinkel

und Declination des störenden Körpers, dann ist

5^ = ( ~^ün^ b' — j(-^sin* b^ ~-j-t-3sin ^ cos &' sin bi cos b^ sin (/'— /,)

Setzt man r' cos b' = ^, r' sin b' ^ (], so ist

+ A cos^ b' cos^ b, cos 2(/'— /,).

r' ör'" ' |j,(19X— [i.) V2 ' 2/V2 ' 2

3 )+ 3^71 sin ^, cosZ', cos (/'—/,)-f— l^cos^^^, cos 2(/'—/,) .

Die Gleichung einer Niveautläche ist H'= Const. Setzt man in derselben /' constant, so stellt dieselbe

die Gleichung der Schnittcurve in der durch /' bestimmten Meridianebene vor. Da es sich bei der Variation

39*
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308 C. Hillcbrdiul , Einjhiss der EUisticitiil auf die SchiViiukiiii^L^cit d:r Pollii>hc.

der Polhöhe blos um die in die Meridianebene fallende Cumponente der Kichtungsänderung der Normalen

handelt, so genügt die Betrachtung dieser Curve. Ist b" der Winkel der veränderten Normalenrichtung mit

der des Äquators, so ist

Setzt man

'^

w-~ +Tr,.
r ^

so ist

Da aber

ist, so folgt

tob'- 1

b'—b = —^ -^ ^ j sin 2b

.

Unterdrückt man wieder die Glieder, die von der täglichen Bewegung abhängen und setzt schliesslich

r' = i7(,, so erhält man

/,'_ Z/ = — ^ A-,,,,,7^ .f^^r'": , (3 cos^ ^,-1) sin 2b',
10 ' [j,(19/— o|j.)'

'

also eine \'ariation mit halbjähriger, respective halbmonatlicher Periode; eine V'eränderlichkeit, die aber

von der Polhöhe selbst abhängt und an den Polen und am Äquator verschwindet.
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