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DIE SYMMETRISCHEN FUNCTIONEN
DER

GEMEINSCHAFTLICHEN VARIABLENPAARE TERNÄRER FORMEN,

TAFELN DER TERBÄREN SYMMETRISCHEN FUNCTIONEN VOM GEWICHT 1 BIS 6.

VON

Dr. fr. JUNKER
IN URACH.

(VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 15. OCTOBER 1«9(V)

Bekanntlich lässt sich jede symmetrische Function I.x'^'y^'X'^-yl-. . . von beliebigen Variablenpaaren

.v,_i', , .r,^ji'2, X3_r3,. . . durch die Elementarfunctioncn S.v,, Sj.',, S-i-j-r^, ~r,j'^, Sj', j:^ , . . . , bezw. einförmigen

P\inctionen I.r, , I.y^, il.Vp ^x^y^, IjVp .. . derselben darstellen. Umgekehrt kann auch jede Productcom-

bination von elementaren durch solche der einförmigen Functionen und umgekehrt oder als lineare Function

von mehrförmigen Functionen dargestellt werden. Auf diese Weise lassen sich für jede Art von sym-

metrischen Functionen vom gleichen Gewicht 6 Tabellen aufstellen, in denen die Productcombinationen

der einen Art durch solche der andern oder durch symmetrische Functionen und umgekehrt ausgedrückt

sind. Wir haben diese Tabellen für die Functionen vom Gewicht 1 — 6 incl. berechnet und in Abschnitt I

neben den nothwendigsten Definitionen und Erklärungen auch die Methoden und^Operationen zusammen-

gestellt, nach denen die Berechnung stattgefunden hat. Gleichzeitig sind auch gewisse Eigenschaften dieser

Tabellen angegeben, und ist gezeigt worden, wie die letzteren zur Ermittlung der identischen Relationen

zwischen den Elementarfunctionen und einförmigen Functionen einer endlichen Anzahl von Gruppen

benützt werden können.

Betrachtet man nun die Elemente .r,_y,, x^y^, ... als die Coordinaten der r:=mn Schnittpunkte zweier

ebenen algebraischen Curven/und tp von den Ordnungen ni und ;;, so tritt uns in erster Linie die Auf-

gabe entgegen, die symmetrischen Functionen der .Schnittpunkte derselben, sowie die andere, die Coor-

dinaten der letzteren zu berechnen. Hiebei begegnen wir Functionen, die wie die Resultante zweier

algebraischen Gleichungen nach zwei Seiten hin symmetrisch sind und die ich deshalb zweifach

symmetrisch genannt habe. Die Untersuchungen in Abschnitt II verfolgen deshalb den Zweck, die

zweifach symmetrischen Functionen zu studiren und gewisse Differentialprocesse für

dieselben aufzustellen und letztere zur Berechnung der symmetrischen Functionen der

Schnittpunkte zweier Curven zu benützen.

Hierin anschliessend sind in Abschnitt III auch die Bedingungen ermittelt worden, dass

drei ebene Curven durch mehrere an beliebigen Stellen befindliche Punkte gemein-
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440 Fr. Junker,

schat'tlich hindurchgehen. Dieselben sind durch gewisse symmetrische Functionen ausgedrückt und

meines Wissens noch nicht aufgestellt worden. Hiezu sei noch bemerkt, dass die Methoden, welche

zur Aufstellung derselben geführt haben, auch zur Ermittlung der Bedingungen benützt werden kimnen,

dass eine ebene algebraische Curve einen, zwei, ..., / Doppelpunkte an beliebigen nicht bekannten

Stellen besitzt.

I. Abschnitt.

Die symmetrischen Functionen eines Systems von Variablenpaaren. Tabellen der

symmetrischen Functionen des ternären Gebietes.

§• 1-

Die einfach symmetrischen Functionen eines Systems von Variablenpaaren. Definitionen und

Erklärungen.

Zwei ternäre Foi'men /= ii"', cp =^ Z'" vom Grad ;;/. beziehungsweise ;/, haben bekanntlich r = ;«;/

Variablenpaare — Gruppen von je zwei Elementen —

gemeinschaftlich, die wir im Sinne der Geometrie als die (nicht homogenen) Coordinaten der r =: inii

Schnittpunkte der beiden ebenen Curven / und rp betrachten können.

Eine Function dieser Gruppen, die sich nicht ändert, wenn man die Elemente zweier

derselben vertauscht, heisst eine symmetrische Function jener Grössen. So ist beispiels-

weise

eine symmetrische Function der drei Giuppen

x^y^, x,y^, x.,y^.

Wir betrachten zunächst nur ganze P\mctioncn dieser Art und begnügen uns mit dei- Bemerkung,

dass sich jede gebrochene Function der Gruppen .r,)', als Quotient zweier ganzen Functionen darstellen

lässt.

Eine symmetrische F'unction von r Gruppen .f,j', , x^y.^,. . ., x,-y,, welche in jedem Glied

die Elemente von / derselben enthält, heisst eine /-förmige oder auch / thcilige Func-

tion. Eine solche ist

Je nachdem /=1,2, 3, . . , r ist, unterscheiden wir demnach einförmige, zweiförmige, . . . ,

r- förmige oder auch ei nth eilige, zwe it heil ige, .'. ., r- thcilige Functionen.

Die Zahlen

1i = 'l +ßp ^2 = ''•2 + ßr Q, = ''•<+ ß'

bezeichnet man als Theilgewichte und die weiteren

P\ — 5'-, +S+ +^-" J\ - ßi +i\+ +?'

als Reihengewichtszahlen der zweireihigen Function ./.

Da man den Ausdruck für die symmetrische Function erhält, indem man die unteren Indices irgend

eines Gliedes auf alle möglichen Arten vertauscht und die erhaltenen Ausdrücke addirt, so ist J auch eine

homogene Function vom Grad;;,, bzw. y^ hinsichtlich der Elemente der Reihen .v, .v^. . ..v,, bzw.j'jj'^

• • -yv

Das Totalgewicht oder das Gewicht der Function ./ ist dann angegeben durch
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Die sviimu'fr. Fiiuctioucn der gcmeinsch. Variahlcupaare fentärer Formen. 441

Eine symmetrische Function, welche 1 near ist hinsichtlich der Elemente jeder Gruppe, die sie enthält,

für welche also

iht. ist eine Elementarfunction derselben. Beispielsweise ist

eine zweiförmige Elementarfunction der drei Variablenpaare

A-,.Vp x^y^. x^y.j..

Bei r Variablenpaaren .v,j'|, .\\y^ a-,_v,- unterscheiden wir n-=: —-— Elementarfunctionen, die

wir in folgender Weise bezeichnen wollen;

S.V, =.7,, l\\ = a^,

y ^ ^ Y , ^^

-X\Xi ''ii- —^l.'z — ''l2' --'l-^'a — '^22'

-.r,.Vj,r.j =r a,,, . -.Vj-Vg l'i '^112- —*'|.''2J'.1 '^122' "^'l -5 2 -5.1 — '^222'

(2)

-Xy\:^ .V, = rt,,o. -^,.Vj ;i',_ijiv = <J,-i. i.- • • ^ji'i.Vz JV = «o,,-.

Da die Anzahl der in denselben enthaltenen Elemente .v,j', nur 2r beträgt, so folgt, dass die Elementar-

functionen durch a— 2 r = -^—-— - identische Relationen untereinander zusammenhängen müssen.

Auf das Vorhandensein dieser Relationen hat zuerst Schläfli in seiner berühmten Arbeit vom Jahre 1852 *

hingewiesen, ohne auf die Frage nach ihrer Darstellung näher einzugehen. Wie diese gebildet werden

können, habe ich später in mehreren Arbeiten** gezeigt und gleichzeitig auch bewiesen, dass sie die

Bedingungen repräsentiren, dsss eine ternäre Form in lineare Factoren zerfällt. Herr Brill und Herr

Gordan haben in neuerer Zeit die Bildung der Relationen zurückgeführt auf Fragen der Invarianten-

theorie. Wie diese Relationen direct auch aus den Tabellen / entnommen werden können, werde ich

weiter unten besprechen.

In ähnlicher Weise wie die Elementarfunctionen seien auch die einförmigen Functionen (welche in

jedem Glied nur die Elemente einer Gruppe enthalten) durch den deutschen Buchstaben a und unter-

gesetzte Indices 1, 2 bezeichnet. Wir setzen entsprechend den Functionen (2)

S-v, = a,, Sj'i = Oj,

LX
,
_a,,, >:.r,>', =a,j, -y't^asa,

i:.vif = n,,,, Lr^jf, = a,,2, ^Zx^y\-a^,,, il.v] - a^^j,
(3)

V,.r — ,, V,.i--1,, n ,
V.,r+1 — „

Während die Zahl der Elementarfunctionen (2) bei einer endlichen .Anzahl von Gruppen eine endliche

ist, ist die der einförmigen Functionen unendlich gross. Wir schliessen deshalb, dass die letzteren durch

unendlich viele identische Relationen untereinander verbunden sind. Auch sie können direct, wie wir im

§. 6 sehen werden, aus den Tabellen b und d entnommen werden.

Eine symmetrische Function, welche nur eine Reihe von Elementen, z.B. x^x^. . .,v,. enthält, ist eine

einreihige oder binäre Function. Eine Function, welche die beiden Reihen .v, .r^ . . ..v,
; j', j'^ . . .jv zu-

gleich enthält, ist eine zweireihige oder ternäre symmetrische Function.

* Denkschriften der kaiseii. Akademie. Mathem.-naturw. Cl. Bd. IV.

** Mathem. Annalen, Bd. 38, 43 und 45.

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. LXI\'. Bd. 56
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442 Fr. Junker,

Alle ganzen symmetrischen Functionen, welche hinsichtlich der Reihengewichts-

zahlen i\ lind p.^ übereinstimmen, bilden ein System von i so

b

arischen Functionen, deren

Anzahl stets eine endliche Grösse ist.

Für /', ^2, p\^ = 2 erhalten wir beispielsweise die isobarischen F"unctionen vom Gewicht 4:

(4)

-•^•py's- --i'iJVVjj'a, Iv^v,.!-.,;

In einem Product \'on elementaren oder einförmigen Functionen

t?"', a", .... oder a"'., ü\ ....

seien die Zahlen

;;, = %^T.^+<^^^:^+ , p^ — \7:^-irXj..,+

ebenfalls als Reihengewichtszahlen eines solchen bezeichnet. Alle Producte von elementaren bzw.

einförmigen Functionen, \\' eiche in diesen Zahlen übereinstimmen, heissen isobarische

Productcombinationen der ersteren bezw. der letzteren. Wir werden sehen, dass die Product-

combinationen der elementaren, bzw. einförmigen Functionen eindeutig aufeinander und auf die isoba-

rischen symmetrischen Functionen von denselben Reihengewichtszahlen bezogen werden können. Infolge

dessen können wir diese drei Arten von isobarischen Functionen in sechs Tabellen zusammenstellen, in

denen die f^unctionen einer Art durch jede der beiden anderen ausgedrückt sind. Wir haben diese Tabellen

nach den in den folgenden Paragraphen angegebenen Methoden für die symmetrischen Functionen von

Gewicht 1 bis 6 berechnet und dabei alle diejenigen Tabellen weggelassen, deren Functionen sich durch

Vertauschung der Indices 1 und 2 aus einer anderen ergeben. Für die Functionen vom Gewicht 5 ist bei-

spielsweise nur die Berechnung der Functionen von den Reihengewichten

p^^b,p^-0; jp, =4, /'2=1; ;;, = 3, ;>., = 2

nöthig gewesen. Die übrigen Functionen von den Gewichtszahlen

/'i
= 2, p^ = 'i\ y, = 1. t\ = 4; Pi = 0, p^ - 5

ergeben sich aus den ersteren durch einfache Vertauschung der unteren Indices 1 und 2.

§• 2.

Die einförmigen und die elementaren Functionen.

1. Bekanntlich lässt sich jede einförmige Function als ganze Function der Elementarfunctionen und

umgekehrt darstellen. Die hiebei resultirenden Recursionsformeln heissen nach ihrem Entdecker die

Newton 'sehen und sind für r Gruppen von je zwei Variablenpaaren angegeben durch

a,
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Die symiluir. Fiiiuiioinii der genieiitscli. VaruihhiijhicirL Icniiirer Foniicii. 44>S

«111=37 i"i-3a,Q,,+2a,,,| (2)

112 —
2! 1!

I

«I2E = ]T9T Sa,«ä—2a2a|2- 0,1122 + 20,22!

«222 — Uy l'^2 302022+ -O222J

Allgemeine Endformeln für dieselben hat in neuerer Zeit Herr Mac Mahon aufgestellt:

^ '^
Y.\\\

"»'---^
'^ ^^,^^, __, «V„«xX---

/ nxf).-i , _ V
(-1)""'

)

(x,+X.-l)! (-.
)
(X2+X2-I)! r- ., .

(3)

:r,!^2!...r x,:^,:\\\ ) \ %^\\\ \

' ''''< '^*''"

die in analoger Weise hergeleitet werden können, wie die entsprechenden Formeln von Waring,* durch

welche die Potenzsummen der Wurzeln einer Gleichung durch die Elementarfunctionen derselben und um-

gekehrt dargestellt sind. Diese letzteren erhalten wir auch aus (3), indem wir a := X, = Xj ==•-.= U

setzen:

(- 1
)'•

-
'
- 0, = I (-

1
)-. -' ^^^,^^1^

,i' er...
/t JV| ... n . . . • ' •

-i- "Ä- ^"1

2. Ist die Darstellung der Potenzsumme n,. durch Elementarfunctionen, bzw. die der Elementar-

function a^, durch Potenzsummen bekannt

0,, = 'f(au a,, =/(o),

so erhält man die nächst höheren Functionen dieser Art auch durch die Formeln

^ ^-^-%r,,)+g^(a,a,,-3<r,,,)+ . . . . + —-^ ..,..,,
„^

(5)

^^"-' = yiö^^^'
-""'*+ 3-^<«.«u-3<r,H^+

• • • ^
8^:;,

"'""'

1 ( ^ 8/ „ 8/ 8/

.Mise, analyt. 1762 und McJit. algebr. 1770, p. '225.

56*
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444 Fr. Junker,

die wir auch in der Form schreiben i<önnen:

1 l „ 8'f
)' = ''

P ' ^^i. u '
1 = 1

(6)

Diese Operationen bilden ein einfaches Mittel zur successiven Berechnung der Potenzsummen, bezvv.

Elementarfunctionen einer Reihe von Veränderlichen vom Gewicht 1, 2, 3, 4, . . .

F'ür jt' = 1 ist a, =: a^ , daher

0? = «'— 2fl,p '^2 = Y (o'— 1,,).

Hieraus ergibt sich direct:

«111 = y |2^i(öf--2fl,,)—2(ß,a,,— 3a,,,j! = a-]— 3a,fl,, +3«,,,

^111 =yjy("?—«n)— ainn+ö|,ij = 3T(a'-3a,a,, + 2a,,,!

3. Setzen wir wiederum voraus, die Summe der p^"" Potenzen einer Reihe von \'eränderlichen, bzw.

die y-förmige Elementarfunction derselben sei durch elementare bzw. einförmige Functionen ausgedrückt:

a,,— ^x^x^. . .Xp—J\a),

so erhalten wir hieraus alle weiteren einförmigen bzw. elementaren Functionen vom Totalgewicht p und

den Reihengewichten p— 1, 1; /',

—

2, -', Px— 3, 3;.... nach einmaliger, zweimaliger, dreimaliger,....

Anwendung der Processe:

" da, da, 2 "

+ -l8^°'^'^8^""'"'^----j+^'8ä^ ""^+8n
a„22 + ••;+•••

die wir auch in der Form schreiben können:

vt = 1

^, = y V
» = ;;

r-^^XOx-l, X+1.

y = 1

Diese Processe habe ich in einer früheren Arbeit aufgestellt.
*

Ausgehend von der Darstellung der Potenzsumme:

X,vJ= a*-4fl'^c/,,+2.;'{,+4a,.;,,, 4./,

* .Mathem. Annalen, Bd. 4.5, p. 17 ff.

(8)
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Die syiniiic/r. Finictioneu der genieinsch. Variableiipaare ternärev Formen. 445

gelangen wir mit Hilfe der Operation <!>.,-' direct zu den weiteren Formeln:

Die Processe (7), bezw. (8) sind bei der Berechnung der Tabellen stets mit Vortheil benützt worden.

§. 3.

Die isobaren Productcombinationen von elementaren, beziehungsweise einförmigen Functionen.

Construction der Tabellen a) und bj.

Jeder Elementarfunction
«^

ß.//, — ä^x^x^. . .;t;x_J'x+i • • •J'it+'/.

lässt sich diejenige einförmige Function

axx = lx-\y\

eindeutig zuweisen, welche mit ihr isobar ist und umgekehrt. In Folge dieser eindeutigen Zuordnung ent-

spricht auch jeder Productcombination von Elementarfunctionen a^'. a^'^ . . . nur eine einzige Combination

von einförmigen Functionen o"'. a,' ..., deren Factoren mit denen der ersteren isobar sind und umge-

kehrt. Hieraus folgt der Satz:

Die Anzahl sämmtlicher isobaren Productcombinationen von Elementarfunctionen

V o n d e n K e i h e n g ew i c h t s z a 1t 1 e n /', imd ;»2 i s t g 1 e i c h d e r A n z a h 1 a 1 1 e r P r o d u c t c o m b i n a t i o n e n

von einförmigen Functionen von denselben Gewichtszahlen y, und p.^. Hiebei ist vorausgesetzt,

dass die Gruppenzahl r beliebig hoch angenommen wird.

Nun lassen sich nach den Methoden in §. 2 die Elementarfunctionen durch einförmige und umgekehrt

darstellen. Wir erhalten deshalb auch diese oder jene Art von isobarern Productcombinationen ausgedrückt

durch die Combinationen der andern Art, indem wir die Newton'schen Formeln in geeigneter Weise mit-

einander multipliciren. Man stellt diese Producte am einfachsten in zwei Tabellen a und b zusammen, in

welchen einerseits die isobaren Productcombinationen der einförmigen Functionen durch solche der

elementaren, anderseits die der Elementarfunctionen durch solche der einförmigen Functionen ausgedrückt

sind. Bei der Anordnung derselben in den Tabellen sind stets zuerst die Combinationen vom Grad Pi+p^,

dann diejenigen vom Grad p^+P2—\, Px+Pt — "^, 3, 2, 1 von oben nach unten, bezw. von links nach

rechts angeschrieben worden. Hiebei ist zu bemerken, dass in der Tabelle a, bezw. b stets nur die letzte

Combiation a,,,;,. = I.^'['J'[^ bezw. rt^,,,,, = I.Vj.v^ . . ..t>,j>,+i . . .j>,+;,., nach den in §. 2 angegebenen

Methoden zu berechnen ist, während die übrigen Productcombinationen durch Entnahme der Factoren aus

den früheren Tabellen gebildet werden können.

Hat man nur eine Gruppe von Elementen x^y^, so erhalten wir auch nur die Elementarfunctionen

(/, und «2 vom Gewicht 1, während alle übrigen Elementarfunctionen Ll^^cl^^a^^, . . identisch verschwinden.

Setzen wir alsdann noch .t', ^v, ^ 1, so nehmen auch sämmtliche einförmige Functionen a^a^a^^a^^a^^..

und damit auch deren Productcombinationen den Werth 1 an. Infolge dessen steht auch in jedem Feld der

ersten Colonne der Tabelle a) die Zahl 1. Da unter der obigen \'oraussetzung, mit Ausnahme von ^{'i av-^,

sämmtlicne Productcombinationen von elementaren Functionen der Tabellen bj verschwinden, so ergibt

sich für dieselben die Regel:

Die algebraische Summe der Zahlencoefficienten jeder Zeile in den Tabellen b) ist

stets gleich Null.

Da für r = 1 auch jede höhere zweiförmige, dreiförmige, /-förmige Function identisch verschwindet,

so gilt diese Regel auch für die Tabellen d), in welchen die mehrförmigen Functionen durch isobare Pro-

ducte der einförmigen Functionen ausgedrückt sind. Diese Regel kann als Controle der Rechnung bei der

Bildung der Tabellen benützt werden.
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446 Fr. Junker,

% 4.

Die primitiven Functionen. Transformation und Coincidenz von Reihen.

1. Sind y;, i/, r, . . ., }\q^r^. ..,..., Prq, t',- '' Gruppen von beliebig vielen Elementen, so bezeichnen

wir als primitive Function* derselben eine solche, welche linear ist hinsichtlich der

Elemente jeder Reihe, die sie enthält.

Beispielsweise sind

Vy V, V.. .

-;'i'7i, -;'i^2. -/'i'v -i"i''2'

3'

primitive Functionen vom Gewicht 1, 2, 3

Ein Product von primitiven Functionen, welche keine Reihe gemeinschaftlich ent-

halten, ist eine primitive Productcombination derselben.

Jede primitive Productcombination von primitiven Functionen — von elementaren oder einförmigen

Functionen — lässt sich als eine Summe von primitiven symmetrischen Functionen darstellen,

deren Coefficienten sämmtlich gleich 1 sind. Die Darstellung von Tabellen von isobarischen

primitiven Functionen ist deshalb sehr einfach. Vergleiche die Tabellen 913, 94, 99 und 100, in denen die

primitiven Productcombinationen von einförmigen und elementaren Functionen \'om Gewicht 3 und 4

zusammengestellt sind.

Bildet man insbesondere das Product von zwei, drei, vier,. . . der Summen

^P, -'/p ^r^, ...,

so ergeben sich die Grundformeln der in den Tabellen cj enthaltenen Functionen, deren Coefficienten

direct aus denselben abgelesen werden können. Für zwei, drei, \'ier Factoren erhalten wir beispielsweise

die bekannten Formeln:

-/'li^^i-'', = y^p^q^r,+lc],r,p^-^-lrJl^cJ^ + lp,q^r^-^-lf^q^r,.

Ip, ^qi^r^ Is, = Ip^
q, r,5, + Iq, r,s,p^ -f- Xr,.?,/., q^ + X^, /., ,/, r., + Ip, </, r, 5^ + i^/', '/, r.,s, + Ip, r, q^s, +

+ y:p^s,q^r^ + lp,q,r^s.,+ lp,r^q^s.,+ lp^s,q.^r^ + lq^rJ^^s.^ + lq^s,p^r,,+ lr,s

welche den Entwicklungen der Productcombinationen vom Gewicht 2. 3. 4 in den Tabellen l-) zu Grunde

liegen. Will man beispielsweise das Product der drei Factoren n|,,a|n2 in Tabelle 57 bilden, so führe man

die Transformation

p z=. x'^, q ^ X, r ^=.y

in der zweiten der obigen Formeln aus, womit dieselbe übergeht in

fjurch eine derartige Transformation ändert sich im .allgemeinen die Zahl der Glieder der resultirenden

sj'mmetrischen Functionen nicht. Werden jedoch infolge einer solchen zwei, drei, vier,... Theile einer

mehrförmigen Function einander gleich, so vermindert sich die .Anzahl der Glieder derselben, bezvv. um
2!, 3!, 4!,...

Die 5-förmige Function Ip^q.^r.^s^/.^ hat beispielsweise für r-Gruppen r(r— l)(r

—

2){r—3){r— 4) Glie-

der. Sie geht über

* Schläfli gebraucht diesen Ausdruck auch für die F-lcmcntarfunctioncn. Vergl. Denkschriften der Uaiserl. .Akademie. .\Ialh.-

naturw. Classe, Bd IV, Wien 1852.
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Die syiiiiiii'/r. Fuiuiioiu'u der oenieinsch. Variabclupaarc fcniärer Fonucii. 447

für / = 5 in 2 'Lp^q^r^s^s.^.

» i—s— r » 6 lp^q^|^r^n,

>' t — p,s = r » 4lp^ p^q^r^r^,

» i = s=rzzzq » 24 Ylp,q^q^q^q,,

>. / = s := q, r = p 12 "Zp^p^q^q^q.^,

.. f = s-r-q=p >. 120 Zpaht\l\Pf,-

Werden diese Regeln beobachtet, sd ergeben sich beispielsweise durch Coincidenz von Reihen aus

den Formeln (1) die weiteren

{i:p,f=.i:p\+2p,p,.

ßP,f = irl+3ij^]p,+iiip,P,P,.

(^Pi)^^i,->\ - -pVu'\ + -pVii'-2 + -p\'\qi+'^-Pxq^'\Pt+^p\(}ir^+'^Zpxra\qt

+ --'^li '', PiP:,+ --P, '7,/'2''3+ --/'.
''i P,q, + ^PVh'':i+ '^-PxP2%r^^ (2)

{lLp,)\Zq,f =3 Zp]q]+ 2l.p,q]p, + 2lp]q,q, + Zp\ql+ AZp,q,p,q,

+ 2lq]p^p^+ ^'^P'h'b +-i-Pi 1\ Pi^3+ 41;^, p^q^q^

(-;',)' -'7, = -^^7,+3-;'^/,7'2 + -;^V2 +31/1^/7^^^ + 61/', <;,;v,/', + :^,i:/'>,.7., + 61;), ;'2/73^^,

(i^i',)* = ^^P^+ '^^^PlPi + ^^-P'iPl+^'^-P^PzP.+ ^^^-PxPiP.P,

die ebenfalls beim Anschreiben der Coefflcienten in den Tabellen c) mit X'ortheil benützt werden können.

Den Formeln (]) und (2) entsprechen die Umkehrungen

-7'i^2 = -7'i-<Z|--;'i^i,

-PtW^^s^ = -Pt-q,-|\'^s^—{lp^lq^lr^s, + lp^lr^lq^Sl + lp^ls^lq^r^ (3)

+ -O-i -', -7'i5, + Zqi ^5, S/', ;-, + Sr, ils, S;',
(?,

)

+ 2{lp^lq,r^s^+lq^'Lp^r^s,+lr^lp^q^s^ + ls,^Lp^q^r,)

+ 'Zp^q,lr^s^+lp,r^lq^s, + lp^s,'Zq^r^—Qlp,q,r,s„

beziehungsweise _ -

lp,p, = ^](lp,y-lp]\

lr,r,q,=^l(lp,nq,-2lp,lp,q,^lq,lp]-t2Zp]q,l

'-Pd\P. = ^ \i^P,f-^ZPt^p\+ 2lp^ll

'-Pa\q,r,^^ aPO'^g,^r- \-^ßp,nq,r,+ ^i:q,lr,i:p] + yp,yq,lp,r,+^^^

+ \21p,lp,q,r^+lq,lp]r^-hlr^'Zp]q^\+lp,q,lp,r^+^lp]lq^r^—3lp\q^r^

^ '-/ |-7S'/i + -'/i-/'i'7n ^^
., l-/'i9i' ^ ^ ~P\~H\ 9 -'Pili-
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448 ^' ' -^ " >i^t'r ,

+ ^lp,g,lp]-y}rl^„
^^^

^-P,p^p.p.^l^i'-p.y~^C-po''-pl+ 3^Ai:7'r+ 8 (M)'-^^pl

durch welche die mehrförmigen Functionen durch einförmige ausgedrückt sind, und die die Grundformehn

für die Entwicklung der zvveiförmigen, dreiförmigen, vierförmigen Functionen der Tabellen J) bilden.

2. Am einfachsten sind die Tabellen der primitiven Functionen von irgend welchem Gewicht zu

berechnen, da dieselben die einfachsten Zahlencoefficienten besitzen. Wir haben in den Tabellen 91 — 108

die primitiven Functionen vom Gewicht 3 und 4 zusammengestellt.

Sind diese Tabellen berechnet, so ergeben sich aus denselben durch Coincidenz von gewissen Reihen

direct weitere Tabellen für die Functionen von weniger Reihen und demselben Gewichte.

Setzen wir beispielsweise in den Tabellen 91—96 z — x, so gehen dieselben in die zweireihigen

Functionen vom Gewicht 3 über, die wir in 25—30 zusammengestellt haben Für z = r = x ergeben sich

schliesslich die Tabellen der einreihigen Functionen 19— 24.

Ebenso gehen für / = .v die primitiven Functionen der Tabellen 97—102 in die dreireihigen Func-

tionen vom Gewicht j\ — 2, i\
— p^ — 1 der Tabellen 103—108 über. Aus diesen erhalten wir schliess-

lich für ;r=j', hez\\'.z-=x die zweireihigen Functionen der Tabellen 43— 48, bezw. 37—42.

§. 5.

Die Differentialprocesse der zweireihigen symmetrischen Functionen.

1. Jede ternäre symmetrische Function von den Gewichtszahlen p^ und p^ hin.sichtlich der Reihen

X und y:
J = cp(fl),

welche als Function der Elementarfunctionen dargestellt ist, genügt den beiden Differentialgleichungen:

8rp 9'f 8»

^^ '8a, 00)2 8«, 22

( 3cp 8rp
I ,\ 8cp 8'f )

I "8a,, '"Sflna ' '0^1, i öa,,,^ \

3(p 8'f 8'f
PtJ = «2 ^.^ +«12 ^:^ +'^112 ä^T- +8a„ "^8a,,2

8'f 8'f 8'f ( oi ^T .
^?

(1)

+ 2\a^^^ -^-a,„ ^-^ +auii <^f— + • • + 3 ^^^2 ^-— +^^1222 3-; + ...\ + ...,
{
" 8a22 öa,jj 0^1122 '

" ""^aza "'^'1222

welche die Bedingungen ausdrücken, dass die Function J isobarisch und hinsichtlich der Reihen x und,v

vom Gewicht p^, bezw. p^ ist.

Um beispielsweise die erste der Formeln (1) zu beweisen, ersetze man in / =
'f

(a) die Elemente

x^x^...x, durch X.r,, U\, ..., X%,., dann ergibt sich, weil
'f

isobarisch und vom Gewitch p^ sein soll,

\F'J — 'f(a,X, «ijX...: a,,X^ a^^{^^,...).

Wird diese Gleichung beiderseits nach X abgeleitet und nachträglich X = 1 gesetzt, so folgt direct

die erste der Gleichungen (1).

Ist die Function J in Function der einförmigen Functionen a,, n.^, Uig, a.,^, ....... dargestellt

J—J'{a), so sind die Bedingungen, dass diese Darstellung isobarisch und vom Gewicht />,, bezw. p.^
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Die synuudr. Fiiiictioiicn der geineiiisch. Variablciipdarc tcnuirer Formen. 449

ist, durch analoge Gleichungen angegeben, die man aus (I) erhält, indem man den lateinischen Buch-

staben a durch den Deutschen a ersetzt und die Coefficienten und unteren Indices beibehält.

2. Leitet man die zweireihige Elementarfunction

«^r,;', = ^^vh- --^V^Ia+i • • -1';',+;'.

von den Gewichtszahlen/', und j\ partiell nach den Elementen .Vi-t-^. . ..v,- ab, so stellt die Summe der

erhaltenen Ableitungen offenbar wieder eine Elementarfunction dar, deren Gewichtszahlen J\— 1-, 1\

sind. Wir erhalten
r

V 3«

und ebenso - (2)

1 -
'

wo p = Px+Pi das Totalgewicht der Function ^7,,,;,. und r die Anzahl der Gruppen .\\\\. .v^j'.^, . .., x.,yr

bezeichnet, welche in derselben auftreten.

Für die einförmige Function

ergeben sich als entsprechende Formeln die folgenden

V 8a

(2^)

in denen die Coefficienten der resultirenden einförmigen Functionen unabhängig von der Gruppenzahl

r sind.

3. Die Processe \x, Av.

Leitet man ebenso die mehrförmige (höhere) Function

— SaTj'y; x^-y%-

.

. .A-.'j)''.' = '^{a)

nach den Elementen .Vi.r^. . ..r, ab und addirt die erhaltenen Ableitungen, so ergibt sich der Process

i— 6x, L-i da i—i ex.

durch den eine symmetrische Function (oder eine Summe von solchen) vom Gewicht ;?,— \,p^ dargestellt

ist und den wir auch in der Form schreiben können:

^'=Z^=Z<-^-)i''-.-v (^)
8J ^n, ,. 3?

wo sich das Summenzeichen über alle Elementarfunctionen von
'f

{a) erstreckt, in denen die Reihe

,r, .Vj . . . .r,. enthalten ist.

Bildet man neben den Ableitungen nach ,r, .fg . . . .t-,- auch diejenigen nach jj'jjVj • •
-Ji')- und führt die

einzelnen Elementarfunctionen selbst ein, so ergeben sich die beiden Differentialprocesse:

8J 8t5 . i B'j> 8'£ ) ^ „ i S'f £'^ "i'o \

3.7,,./'''^ "&<7,„ "i^
(4)

-—
: ö.r, c<,7, (c)(7,, Ca... ) \üa,,,

V8J 8? , ( 8'i c'f ) ^ ( E'f S ds
Ar = ^ ,^ = r-^ +(''—1)1,, ' '7,-4- ,-'- fl -4-(;- -2)<;5-J— i?,, -1- ^- ;? „ + ^—^ ß.^a + . .

^Bv, 8^7^ (8c7|., ' Bt7.^2 ** '8'3|,2 8fl|2. '^ di7j22 ^

DenUscIiriften der mathem.-naturw. Cl. LXIV. lid. 57

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



450 /'"/'. Junker.

welche vorzugsweise hei der Darstellung der symmetrischen Functionen durch elementare eine Rolle

spielen, wie wir weiter unten sehen werden.

Ist die Function Jz=if[a) durch unförmige Functionen a ausgedrückt, so erhalten wir die ent-

sprechenden Processe

I ()x, Sa,,,^-^'=2.P^=^^''^- - «;•.-!. r.

0.1
1 "^PiP:

(5)

denen auch die specielle Form gegeben werden kann

öa, Oa,2 ' da, 22
"

(8a,, ' da,,2 '-
* (8a,,, 8a,„2 *

(6)

8/-
i
&/ 8/-

Ar = ; • +)7r^- a, +
ca2 'öa,2 ' 8a,, 2 "

\
8/' 8/"

( o i
8/' ¥ (-2^^ a2+ ^r-— a,2+ . . . + .3 - - 1122 +./ - 11,22+ • • •

(3a,, ' 8a,,, ) {öa,,, oa,,,, '

'22 ""122

4. Die Processe A|, A\

Werden die partiellen Ableitungen der symmetrischen Function ,/ =:
'f

(a) nach den Elementen

x^x.^. . .X,; bezw. mit_v,j'2. • -V,- multiplicirt und addirt, so ergibt sich ein neuer Process

(7)

durch den die Function J =^
'f

(a) von den Gewichtszahlen ;', und /"^ in eine andere (oder in eine Summe

von solchen) von den Gewichtszahlen;»,— l,p^+\ übergeführt wird. Diesem gegenüber steht der analoge

Process

^=2.8,.,^- = ._^l+^'')8^^-+'--V'.-l. (8)

durch welchen die Gewichtszahl /', auf Kosten der Gewichtszahl f,^ um die Einheit erhöht wird.

Werden in (7) imd (8) die Elementarfunctionen selbst eingeführt, so nehmen diese Processe die

specielle Gestalt an:

.. V8J I8'f 8'f 3'f )

-»• ^—J^x^' {da, ' 8a,, ''' 8a,,, "' *

l 8'j; 8'£
( o > 2'f

2'i; )

^2lät'^--^8a,',2^-^---i^^(8^^--^8.,.,,2''--^--^'-- (9)

-y -^a^-*' ~ (3fl, '""Sa,, '^^8a222 '"

,
8'£ 8(p ( „ i 3'-P S'-P (

Oa,2 ""122 ""112 ^"'1122
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Die synnuctr. Fiiiuiioucii der genieiusch. Wiriablcupaarc Icniärcr Fonncn. 451

§. 6.

Die mehrförmigen Functionen und die Relationen zwischen den elementaren und einförmigen

Functionen. Einrichtung und Eigenschaften der Tabellen c), d), e) und/).

1. Das Product von / ganzen einförmigen Functionen

P^=^x1'y^^^x'^-/;.. S.<'>'^'- (1)

gibt aus multipliciert bel<anntlich eine Summe von isobaren ganzen symmetrischen Functionen, deren

Reihengewichtszahlen

P\ = ^-i+^-s-^- • • +5-.,, p^ — ß, +^24- . . .ß,-,

je gleich der Summe der Reihengewichtszahlen der einzelnen P'actoren sind. Wir erhalten

p, .= 5, + i:s2+is.,+ . . . +i:5,„,+s„ (2)

wo S5,, die Summe aller x-förmigen Functionen bezeichnen soll, die sich bei der ^Entwicklung des Pro-

ductes P, in symmetrische Functionen ergeben. In derselben ist S, nichts anderes als die einförmige

Function H;,,;,. und

^, -^1 ->i ^2 >i; • -^i yi

die /-förmige Function, deren Theile die Factoren von P, sind. Diese kann somit durch P, und die übrigen

Functionen linear ausgedrückt werden. Es ist

Die hierin auftretenden (/— I)-förmigen Functionen iI5,_i können in derselben Weise durch (/— Ül-fin--

mige und diese durch (i—3)-förmige, . . .etc. und wenigerförmige Functionen ausgedrückt werden. Indem

wir so successive an Stelle jeder mehrförmigen Function eine Summe von wenigerförmigen setzen,

gelangen wir schliesslich zu einem .Ausdruck für die Function S,, welcher nur noch isobare Product-

combinationen von einförmigen Functionen linear enthält:

5, = i'i,+i:%_i+i:3(,_,+ . . .X- (3)

wo die unteren Indices den Grad bezeichnen sollen, in welchem die einförmigen P\mctionen in den Product-

combinationen auftreten. Hieraus fliesst aber der Satz:

Jede ganze /-förmige symmetrische Function lässt sich als ganze Function /'*•" Grades

von einförmigen Functionen darstellen.

Sind die / Theile der Function 5/ oder — was dasselbe ist — die Zahlen a,-f-ß|, 7.2-f-ß2, . • ^-i+ßp

sämmtlich von einander verschieden, so lässt sich S, durch die Formel ausdrücken:

(- 1
)' -' 5, = i:(t,- 1) ! (T,_ 1 ) ! . . . (_ 1

)-i
E.,fi.^^ ..., (4)

wo E-^, £;., . . .einförmige F"unctionen bezeichnen, welche bezw. aus t.,Tj,. . . Theilen der /-förmigen Fimc-

tionen 5,- zusammengesetzt sind und t die Anzahl dieser Functionen in jedem Glied angibt.

Mit Hilfe dieser P'ormel können die Coefficienten der Tabellen d/ ebenfalls sehr leicht angeschrieben

werden.

Ersetzt man die einförmigen Functionen in (3) oder (4) nach §. 2 oder mit Hilfe der Tabellen (a) durch

ihre Ausdrücke in den isobaren Combinationen der Elementarfunctionen, so erhalten wir 5, ausgedrückt

als ganze Function der letzteren. Wir können diese Darstellung allgemein in der Form annehmen

S, = aAi,+ l{iAi,^i+l-!Ap_2+ I.Mp^s+ . . . +-.Ap,p.,. (5)

wo y :=y', +yi.^ das Gewicht der Function 5, und i)T.4^,_./. die Summe aller isobaren Productcombinationen

elementarer Functionen vom Grad/'— v. und dem Gewicht/' bezeichnen soll.

57»
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452 ^'- Jaiikcr,

Hierin ist beispielsweise

wo a, ß, Y, . . . Zahlencoefficienten sind, die sich bei der Entwicl<lung von 5, ergeben.

Nun ist bei der Darstellung der P^unction S, die Gruppenzahl r gar nicht in Betracht gekommen. Die-

selbe wird deshalb auch, so lange r unbestimmt gelassen oder beliebig hoch gedacht wird, von dieser

Zahl unabhängig sein müssen, d. h., die Zahlen % ß, •/,... sind constante Grössen, welches auch

der Werth von r se in mag.

Nun enthalten, wie die Formeln (6) zeigen, mit Ausnahme der ersten sämmtliche Productcombinationen

der Entwicklung (5) zweiförmige, dreiförmige, ..., (;',+;72). förmige Elementarlunctionen, die sämmtlich,

wie auch die /-förmige Function S,- selbst, identisch verschwinden, wenn die Gruppenzahl r = 1 wird.

Da für diesen Fall aber die Combination Ap:=z 1 wird, so folgt, dass in jeder mehrförmigen Function

Si, wo / > 1 ist, der Coefticient a = sein muss.

Für r = 2 und / > 2 verschwinden mit S, ebenfalls sämmtliche Glieder von (5), in denen dreiförmige

und höhere Elementarfunctionen enthalten sind. Das .^iggregat der übrig bleibenden Glieder ist alsdann

von der Form

Da hierin die Coefficienten ß, 7, ... constante Zahlen sind, die durch die Entwicklung (.')) von 5,

bestimmt sind, so kann dasselbe im.^llgemeinen nicht illusorisch werden und stellt daher eine identische

Relation zwischen den Elementar functionen iZ,(72i:7,/r|2i7,^.^ zweier Gruppen ,r|_r,, .r^,!'.^ dar. Nun

besteht zwischen den letzteren nur eine Relation vom Grad 3 und dem Gewicht 4;

II22 = a\a.^., + ala^^+d\^~a^a^a^^—Aa^^i^^, (8)

daher ist das Aggregat (7) allgemein von der F"orm:

II^',yl;,_4^, +IIJ5 .V-4., + . . . =0,

wo diu Functionen A Productcombinationen von Elementarfunctionen von dem beigefügten Gewicht

bezeichnen.

Ist / > 3, so ergibt sich ebenso für r = 3 aus der Darstellung (5) eine identische Relation oder eine

Combination von solchen für drei Gruppen x^y^, x.j,y.^. .Vgj'.,, für r = 4 eine solche für vier Gruppen etc.

Allgemein stellt die rechte .Seite der Identität (o) für ;- = /— 1, /— 2, . . ., 3, 2 eine identische Relation vom

Gewicht /' und dem Grad /'— 1 (oder eine Combination von solchen) zwischen den Elementarfunctionen

von /— 1, /— 2, ..., 3, 2 Gruppen dar.

Aus diesen Überlegungen geht weiter hervor, dass im Allgemeinen ausser a kein Coefficient von (5)

Null ist. Somit ergibt sich hiebei der Satz:

Jede zweireihige /-förmige Functitm

von den Gewichtszahlen y, und y^ iässt sich als ganze F"unction der Elementarfunc-

tionen vom Grad/)— 1 = /?, -4-;'.^- -1 darstellen.

Eine Ausnahme hievon machen nui' diejenigen zweireihigen Functionen, welche in Bezug aut eine

der Reihen x^x.^. . .Xy oder r,!^ . . .,v, linear sind oder für welche /', oder /;,^ gleich 1 ist. Eine solche
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Die syuinuir. Fuutiiouen der gcnicinsch. Variableupare teruiirer Fonueii. 453

lässt sich nämlich linear durch /-förmige Functionen darstellen und verschwindet daher für jeden Werth

von r < / identisch. Beispielsweise ist eine derartige Function durch

angegeben, für welche )\ == Sa, und jfi^ = 1 ist.

Dies ist auch der Grund, wesshalb in den Tabellen /) Nr. 42, 60, 78 der Functionen vom Gewicht

fj,
= 1 und

j'i
> 1 - im Gegensatz zu den übrigen Tabellen /> der Functionen vom Gewicht ;', > 1,

p^ > 1 — nur die Hälfte Fächer durch Zahlencoefficienten auszufüllen sind.

.Aus den Tabellen /^ derjenigen Functionen dagegen, für welche p^ > 1, p^ > 1 ist,

können die Relationen zwischen den Elementarfunctionen direct entnommen werden.

In Tabelle (48) ergibt sich aus den Entwicklungen jeder der dreiförmigen Functionen

die Relation

"22 = 0.

die wir in (8) angegeben haben.

Jeder der vierförmigen Functionen

i^x^x^y^y^. —.^^y^x^x^y,^, ^y,x^x.^x^

der Tabelle (6ü) entnehmen wir die Relation vom Grad 4 und dem Gewicht 5 für drei Gruppen:

III.5J = <?|1[22— S(?,|,(cr2— 3i?22)+ «i,2(2fl,a2— 3fl,j)— rt|22(ß|— 3t;,,) = 0, (9)

aus welcher durch Vertauschung der Indices 1 und 2 die analoge Relation hervorgeht

III23 = a^\\^^—3c^^^^{a\^'3cJ^^)+ a,.^^(2a^a^— 3a^^)— Ll^^^{ill— 3c^^^) = 0. (10)

Die 5-förmigen Functionen der Tabellen (84) und (90) liefern die Relationen für vier Gruppen vom

Grad ") und dem Gewicht 6:

+ 2.T,rt,,<;,22— 4c/2i;Z,,fl,,2-18a,,,<7,22+(k7^,2 (11)

+ üt;,,,,(3a.^— 8^22)— 3(3,,, 2(3«, tZg —

4

(?,2) + ('| 122(3^^—8^7,1) =: 0,

bezw.

IV33 := 3t7, Ill2.j4-3<:72"I:!2— 2(r|2ll2g 4-lli:7|C7| ,C7222+ 6^2^22'^I 1 1 "'~'-^'^l'^i2'''lZ2

+ 2c72c7,2i7|,.,— (U7, (722(7, |,,—()i72rt,,a, 22— 54a,,
I
0222 + 6^7,1217,22 (12)

+ 3 (7,,, 2(3 (72— 8(722) 1,, 22 (3 (7, (.(2 it'|2 )+ 3(7,222(3(7'J 8(7,,) ^ 0,

aus denen wir auch direct für r := 3 die Relationen vierten Grades vom Gewicht 6 für drei Gruppen

erhalten:

111,2 = --(7,,Il22— 3(7, (;722(',, ,4-3(72(7, 2«, ,,+«,(7, ,77,22— 2(72«, ,((, ,2— 9(7,1, (7, 22+3(7f|2 = 0, (13)

III3:! — —"l2ll22+3(7, (7,, (7222+3772(722(7, ,,-;-(7,(7,2a|22
,

j

_^sj

+ (72(7,2(7,12 — 3(7, 7722«! 12 — 3(220, ,«122— '-7(7,, ,(7,22 + 3(7,, 2^7, 22 = 0.

Durch Vertauschung der Indices 1 und 2 in III^j e'"gibt sich die entsprechende Formel IIl24=0.

Jede der vierförmigen Functionen der Tabellen (84) und (90) liefert eine Relation für drei Gruppen

vom Gewicht 6 und dem Grad 5 von der Form:

111,2 = X«,IIl32 + !J-IIl42 =0,
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454 P''- J iiiiktT,

bezw.

wo X, |J., bezw. a, ß, (, Zahlencoefficienten bezeichnen, die für die verschiedenen Arten der vierförmigen

Functionen dieser Tabellen verschiedene Werthe annehmen.

Die dreiförmigen Functionen dieser Tabellen endlich ergeben für ;- =: 2 gewisse Combinationen der

Relation IIjj ^ mit symmetrischen Functionen.

Damit ist gezeigt, wie die Tabellen/) der zweireihigen symmetrischen Functionen zur Ermittlung

der Relationen zwischen den Elementarfunctionen derselben dienen können.

Weiter unten werden wir zeigen, wie wir, von einer einzigen bekannten (niedrigsten)

Relation für irgend welche Gruppenzahl ausgehend, direct zu allen weiteren Relationen

desselben Grades, aber verschiedenen Gewichtes gelangen können.

2. Da eine einförmige Function, z. B. a,j.,% als eine Summe von r-Grössen

für keinen VVerth von r Null werden kann, während dies für 5, für jeden Werth von r< /' der Fall

ist, so stellt die rechte Seite der Gleichung (3)

S(,+ S9(,_i+ S3I,_2+...

gleich Null gesetzt, für

r— i—\. /— 2, /— 3 3, 2, 1

Gruppen eine identische Relation vom Grad / und dem Gewicht p zwischen den einförmigen Func-

tionen a dar. Diese Relationen können am einfachsten für jede Gruppenzahl aus den Tabellen dj und bj

entnommen werden.

Für r = 1 wird jede einförmige Function gleich 1, daher muss die algebraische Summe der Zahlen-

coefficienten jeder Zeile (ausgenommen der ersten) der Tabellen cO (und b) verschwinden.

3. Jeder / - 1 h e i 1 i g e n symmetrischen Function

lässt sich das Product von /-einförmigen Functionen

bezw. von /-Elementarfunctionen

dessen Factoren mit den /-Theilfunctionen von S, isobar sind, eindeutig zuweisen und

umgekehrt. Infolge dieser Beziehung gilt der Satz:

Die Anzahl aller Isobaren symmetrischen Functionen von den Reihengewich tszahlcn

/', und /^j ist gleich der .Anzahl aller Isobaren Produc tcombinatio n en von einförmigen oder

elementaren Functionen von denselben Gewichtszahlen y, und i\.

Man kann deshalb die Isobaren symmetrischen Functionen von irgend welchen Gewichtszahlen in vier

Tabellen cj, d), e), f) zusammenstellen, in denen einerseits die Isobaren Productcomhinationen von einför-

migen, bezw. elementaren Functionen durch isobare symmetrische Functionen und umgekehrt dargestellt

sind. In denselben sind die Combinationen der einförmigen und elementaren Functionen genau in derselben

Weise eingetragen worden, wie in den Tabellen a) und b). Infolge der oben angegebenen eindeutigen

Beziehung von Productcomhinationen und symmetrischen Functionen ist dann auch der Weg gezeigt, wie

letztere in dieselbe einzuordnen sind. In den Tabellen c) und e), bezw. d) und f), sind von links nach

rechts, bezw. von oben nach unten die einförmigen, zweiförmigen,... (y>,4-7\)-förmigen Functionen unge-
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Die sviiiiiic/r. Fuiictinueii der gemeinsch. Variablcnpaare tcrucirer Formen. 455

schrieben worden, welche der Reihe nacl: den Productcombinationen von einförmigen und elementaren

Functionen vom Grad 1, 2, 3,. . . (l\+l\) in diesen Tabellen (von rechts nach links, bezvv. xon unten nach

oben) entsprechen.

Wie die Coefficienten der Tabellen c) und d) in einfacher Weise eingeschrieben werden können, ist

schon in §. 4 besp'-ochen worden. Ist dies geschehen, so berechnet man die Tabellen e) und f) wohl am
einfachsten Zeile für Zeile mit Hilfe der Tabellen a) und c), bezw. b) und d).

Von denselben sind meines Wissens die Tabellen c) und dj noch nicht aufgestellt worden und von den

Tabellen e) und/j nur diejenigen, welche den symmetrischen Functionen der Wurzeln einer algebraischen

Gleichung entsprechen. Derartige Tabellen für einreihige Functionen haben zuerst Vandermonde* und

später Meyer Hirsch** berechnet. Dieselben sind von Herrn Cayley*** bis zum Gewicht 10 reproducirt

und mit den Umkehrungen (ej derselben versehen worden. Vermehrt wurden diese Tabellen durch Herrn

Walter f, der zu den Tabellen f) vorn Gewicht 10 eine solche vom Gewicht 11 hinzugefügt hat und

gleichzeitig vom Herrn Rehofovsky ff , der die einreihigen Functionen vom Gewicht 11 und \2 in zwei

Tabellen zusammengestellt hat. Im Gebiet der zweireihigen Functionen hat Herr Macmahon fff die sym-

metrischen P'unctionen bis zum Gewicht 4 durch Elementarfunctionen und umgekehrt dargestellt.

4. Die Tabellen e) und fj, durch welche die ternären symmetrischen Functionen durch Product-

combinationen der Elementarfunctionen und umgekehrt ausgedrückt sind, haben einige bemerkenswerthe

Eigenschaften, die wir in den übrigen Tabellen nicht finden.

a) Der Coefficient in der '/."^" Colon ne und X"^" Zeile dieser Tabellen ist gleich dem Coef-

ficienten der X"=" Colonne in der x'^" Zeile.

Diese Eigenschaft rührt davon her, dass der Coefficient einer symmetrischen Function

einer Tabelle eJ in der Entwicklung des Productes a..,,).,a,..),. . • • gleich ist dem Coefficienten der ent-

sprechenden Function

in der Entwicklung des Productes tZa.ßao..^.,. . ..

Ebenso ist in den Tabellen/^) der Coefficient einer Productcomhination (7.^,), a„.,).. . . . in der Entwicklung

der Function

'Lx^^^y\^x%^y^^....

gleich dem Coefficienten der entsprechenden Combination 0^,3,««,.?., • • in der Entwicklung der Function

V ,.X, ,,>., v^-« ir>..

In Folge dieser Eigenschaft lassen sich die Coefficienten in den Tabellen e) undf) symmetrisch zu

einer Diagonale der Tabellen anordnen, welche von links unten nach rechts oben geht. Die in dieser

Diagonale stehenden Coefficienten entsprechen sich selbst.

In Folge dieser Eigenschaft genügt es, nur die Hälfte der Coefficienten jeder Tabelle zu berechnen,

um dieselbe anschreiben zu können.

Werden die Coefficienten in den Colonnen oder Zeilen der Tabellen 6^A bezw./), mit den

entsprechenden Coefficienten in der Entwicklung der Function S .r{''_>'','= durch Elementar-

functionen, bezw. des Products aj'uj.^'^ durch sj'mmetrische Functionen multiplicirt, so ist

die algebraische Summe der erhaltenen Producte für jede Colonne oder Zeile gleich Null.

* Vandermonde, Hist. de l'Acad. de Paris 1771.

** Meyer Hirsch, Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der algebraischen Gleichungen. BerHn 1809.

*** Cayley, Memoir on the Symmetrie functions. Philos. Transact. 1857, p. 489.

t Faä di Bruno, übersetzt von Dr. Th. Wal

t

er. Leipzig 1881.

tt Rehofovsky, Tafeln der symmetrischen Functionen vom Gewicht 11 und 12. Denl<schriften der kais. Akad, Wien 1882.

fif Macmahon, Memoir on the Symmetrie functions etc. Philos. Transact. 1890, p. 326 ff.
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456 Fr. Junker,

Die Functionen S.vpj'','- , bezw. ui^'ai^- finden wir aber in der ersten Zeile der Tabellen f), bezw. e)

entwickelt. Deshalb können wir auch sagen:

Werden die Coefficienten in den Colon nen oder Zeilen der Tabellen e), bezw./), mit

den entsprechenden Coefficienten der ersten Zeile (oder Colonne) von fj, bezw. e), multi-

plicirt, so ist die algebraische Summe der erhaltenen Zahlen gleich Null.

Diese Eigenschaft der beiden Arten von Tabellen bietet ein vortreffliches Mittel zur Controlc der

Richtigkeit der Rechnung dar. Dieselbe kann im allgemeinen rasch ausgeführt werden, indem man sich

die Coefficienten, mit denen die Colonnen oder Reihen multiplicirt werden sollen, auf einen Streifen

Papier schreibt und denselben vertical oder horizontal verschiebt. Findet sich alsdann in einer Colonne

(oder Zeile) ein Fehler, so muss derselbe auch in einer Zeile (oder Colonne) wieder auftreten, wodurch

man sofort erkennt, in welchem Fach der Fehler zu suchen ist.

.Als Beispiel seien hier die Tabellen (47) und (48) mit den entsprechenden Coefficienten von -x]y\

und a^^cl'\ angeschrieben:

22 22 I 2 42—T^:;^;—^-7-:;' 424241221
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/ , g^ — '^'l-^'i J i
''2

->-i • • ^^ 'i—^ \ J i '^z
_i2 • • -r • • (,^;

von den Reihengevvichtszahlen ;', — !. p-^ über, während die rechte Seite der Gleichung (Ij die Gestalt

annimmt:

, „8>1, , „8.4, , V8^=

wo beispielsweise

.4 ^
,
/8^ 8^ ^ ^ ^J^A iA iA \

^-^('-'H,8^^'^8^^)+^''-2)(8^-u+3^^;;-.+ 3^-.j+-.. (4)

ist.

Sind die Darstellungen der symmetrischen Functionen (2) vom Gewichte p^— l,;'^ bekannt, so erhalten

wir durch Vergleichen mit (3) eine Anzahl von linearen Gleichungen für K^X^. . .a^, aus denen sich dieselben

im Allgemeinen ohne Schwierigkeiten ermitteln lassen. Da in diese Gleichungen in Folge der Operationen

(4) die Gruppenzahl r linear eintritt, von welcher die Coefficienten X bekanntlich unabhängig sein müssen,

so muss jede derselben in zwei neue Gleichungen zerfallen, indem der Coefficient von r und damit auch

der übrige Theil jeder Gleichung verschwinden muss. In vielen Fällen ist es jedoch zweckmässiger, die

Gruppenzahl r in jenen Gleichungen zu lassen und diese Grösse gleich 0, 1, 2,. . . zu setzen, wobei sich

ebenfalls die Zahlen XjX^. . .a^ ermitteln lassen.

Sind beispielsweise die Functionen vom Gewicht p^ = 3, p^ = 1 zu berechnen, so setze man

J z=2_ Cr, r) = a«-'(T., + ßcr^;,2 + T'Ji'\an H-5'',^'u2 + 3"2",,, +^'',,«i2 + r>"i,,2,

dann geht dieselbe nach einmaliger .Anwendung der Operation A.i^ über in:

2_,gJ
= ^?^2|3ar+(r-l)(ß+ Y)i + ,/, ß,^ .|2ßr+s(r~r)+ 3(r—2)}

+ a^a^^ j-fr+6(r— l)+ s(r— 2); +a^^^ |o;-+f>(r-3);

.

Ist nun ./ eine der 7 Functionen vom Gewichte/', == 3, p^ =1, z. B. 7 = i^.vjj', zu bilden, so ist

Durch Coefücientenvergleichung ergeben sich alsdann die vier Gleichungen- ^

3 = 3ar+(ß+ Y)(r-l)

— 3 = 2?r+ 4(r- 1) + S(r— 2)

-3 = Yr+ |(r— D+ sfr— 2)

3 = o;-+p(r— 3),

die nach dem, was wir oben gesagt haben, selbst wieder je in zwei weitere Gleichungen:

3a+^+ -f — 0, ß4-7+ 3 =0.

2ß+ 6+ 5 =0, 23+^—3 = 0,

i + i+ z =0, j+ 2s—3 = 0,

3+ .0 =0, p+1 =0

zerfallen müssen, aus denen wir direct

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. LXIV. BJ.
j^f^
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458 J'i- Junker,

erhalten. Die zu berechnende Fimction ist somit dargestellt durch

Ist die Function ./, welche durch Elementarfunctionen auszudrücken ist, /-förmig, wo i>2 ist, so ver-

schwindet dieselbe für jeden Werth von »'=/, </ und damit auch alle Productcombinationen von (1), in

denen höhere als /|-förmige Elementarfunctionen auftreten. Das Aggregat der übrig bleibenden Producte

muss alsdann, wie wir in §. 6 gesehen haben, eine identische Relation zwischen den Elementarfunctionen

von ;', Gruppen sein. Ist diese bekannt, so kann man auch durch Coefficientenvergleichung die Coefti-

cienten des restirenden Aggregats ermitteln.

So erhalten wir beispielsweise für die Function

für r ^ 2 durch Vergleichen mit der Relation

11^2 = a\a^^ + ala^,-\-a]^^a^c7^a^.^— 4a^^cl,^.^ =

die Coefficienten

X, = 0, ),, : X., : A, : A, : Ä,, = 1 :
— 1 : 1 : 1 :

—4.

b; In gleicher Weise kann die Function J auch durch einförmige Functionen ausgedrückt werden. Man

setze

./ = X, ^i(, -4-\% + . . . -^ X, ")[, = f(a)

.

(5)

wo ',H|, ''I2 'il-. sämmtliche Productcombinationen von einförmigen Functionen bezeichnen, die mit

J isobar und vom Gewicht p^, bezw. p^ sind; dann geht dieselbe nach einmaliger Anwendung der Operation

A.v, §. o Nr. (6) in eine Summe von symmetrischen Functionen über

> ^— = X, > ^ +\y ^ +...+Xrs>
L^fix. '^-JO.r, '

—

.hx, L-i6x,

deren Gewichtszahlen y, — 1 und p^ sind. Sind diese berechnet, so erhält man durch Coefficientenver-

gleichung direct die nöthige Anzahl von linearen Gleichungen zur Ermittlung von X, X.^
. . .X,.

Zur Berechnung der Functionen der Tabelle Nr. 40 können wir setzen :

J —^ (ar,_r) = aa-;aj-1-?a|a|2 -4- viT|i\iiii +^^11,(1,12 4-?(i.,a|,|+ia,|a|.^-1-oa,,|.,.

woraus wir nach einmaliger Anwendung der Operation A, (6) in t;. .5 erhalten.

Ist nun beispielsweise ./ = Ix^x.^x.^y^ zu berechnen, so ist

Y_?;-
- i''—'^)--h-hy3 - (''— 3)j-2-n|a2-a,a,.,— ^ '^2^11. + ^iu2(-

ein Ausdruck, der aus Tabelle (28) zu entnehmen ist.

Durch Vergleichung der Coefficienten erhalten wir alsdann die vier Gleichungen:

— (r— 3) = 37.r-l-ß+ 2Y: — (r— 3) = 2ßr-i-2o+ 25

_ -1 (;-_.S) = 7r-i-|+ 3s: r-3 = or-i-3o,
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Die syiiniiilr. Fituctioiicu der gcn:ciiiscli. Wiriiiblciipaaic teniat\r Foniicii. -151)

die selbst wieder in die acht weiteren zerfallen müssen:

4- =: 3a, - -^ =r ß + 2T; - 1 == 2ß, 3 = 25+ 2«,

— ~^=i- ^ = ^-+-3s; 1=5, -3 = 3:a

\voraus sich direct ergibt

r) Es sei hier auch bemerkt, dass sich die Functionen in den Tabellen cj imd e) in ähnlicher Weise

mit Hilfe unbestimmter Coefficienten und der Operationen X^ und A>, berechnen lassen wie die Functionen

der Tabellen d) und/A

Diese Methode kann auch zur successiven Darstellung der Productcombinationen der Tabellen a)

und bj benutzt werden.

2. Die Processe A'^' und A-^^..

Ebenso wichtig wie die Processe A.,- und \ zur successiven Berechnung der symmetrischen Func-

tionen sind auch die Processe A^' und A'^, die in erster Linie dazu dienen, eine bekannte s\-mmetrische

Function in andere, v'om gleichen Totalgewicht aber verschiedenen Reihengewichten iiberzuführen.

Ist insbesondere diese Function einreihig und bezw. \'on der Form

1) lx\ = 'f{a).

2) lx^x.^...x,,=f((i).

3) I;^;.<...< = «r(a)=/(a),

so geht dieselbe mit Hilfe der Operation 1\. direct in die zweireihigen Functionen über

1) --t'i^'.v, -.v";--_\''[ bezw.

2) IXyV^ . . .yy. I.t'i-r^ . . .j^.-ij';,,. . ., bezw.

3) lx'f-'y^x^...xl

welche ebenfalls durch elementare oder einförmige Functionen ausgedrückt sind. Auf diese Weise kann ein

grosser Theil der Functionen der Tabellen/) und d) berechnet werden.

.Auch eine Reihe weiterer Functionen lässt sich vortheilhaft mit Hilfe der Operation 1\ ermitteln.

Die mehrförmige Function

welche nur in einer Theilfunction die Elemente der Reihe .v, .r2....v, enthält, geht nach mehrmaliger

.Anwendung der Operation A'^ successive in die weiteren Functionen über

wodurch wiederum ein Theil der P'unctionen in den Tabellen d) und/; berechnet werden kann.

Ist die mehrförmige Function

J — ^Lx\y\y:,.. . .—f{a),

welche nur in einer Theilfunction die .v, .v.^ . . . (oder auch y^y.^- . .) enthält, durch einförmige Functionen n

ausgedrückt, so erhalten wir hieraus mit Hilfe der Processe

A-=y?^.i,

58 *
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460 fr. Junker,

bezvv.

direct die beiden weiteren Functionen

bezw.

Es ist

i^4+''"'X>':I---'

V ^-).— 1 .,Y. ,,|1 .,V

' -^' ' A ' X Oa^ öa,2 00,22

V8a,, ^ ön,,2 / VSn,,, 3n,,,2 / )

^f¥ 8/- ^ o / 8/ S/ \ I

\3aii 8(1,12 ^ ^^'^111 ''^^iKz ' '

wo •/. =: 1. 2, 3. . . zu setzen ist.

Durch diese Operation lässt sich ebenfalls ein grösserer Theil der in den Tabellen J) enthaltenen

Functionen berechnen.

Wendet man dieselben Processe auf die einreihige Function

S;v-,.r2 V,- =/(«)

an, so ergeben sich die weiteren Functionen

i)f 8/ 8/

do, Sa,, 80|,,

3/" 8/' 8/"

Sj/^A-, . . ..r, = ^- an,.,.+2 .-^- ai,.,+ 3 ,r^^ a-z, .+,
8a, oa,, "''111

von denen die letztere wieder Veranlassung zur Bildung der weiteren Functionen gibt:

1 r^^A-g ...Xi. yiyivl^x,, ...Xi, lyly'i xix^...Xi, i^'lfj'b';;^*^' etc.

Kennt man die Entwicklung der Potenz al^ durch Isobare symmetrische Functionen S,, S.^...

a'l = h^S^ +\S^+ . . .,

wo X1X2 . . . Zahlencoefficienten bezeichnen sollen, so geht dieselbe mit Hilfe des Processes A|. direct in

die weiteren Productcombinationen über

a';-\i,, ur-'-al .... ur.

Beispielsweise erhalten wir aus

a\ = i:.v';+ 4i:.v;,r2 + tJi:.v|.v:^+ 12i;,v'J.r2.r.,+ 24i;.v,.V2.V;j.i'4.

ohne Schwierigkeiten die Entwicklungen der zweireihigen Productcombinationen

crla^ =z i:.f;_v, + ii:.v;_)'2 + 3i:.v;jv'-,; +^^x]x^y.^+ ;3i:4r2.v., + (ii;.v,.v,.v2,V3i +6lx,x,x.,y,.

a,al = )^x\^^+ 2\lx^y,y,^l_^^x,x,\ + \Zx\^^-^41x,r,x,y,[ +

+ 2;i:;r;j'2,v.,+ i:.i,.r,.V2.v., + i:.v^A-2.v.,;+41.r,.r2,r.,.r4.
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Die syuiiHtir. Fiinctioucu der geiueiusch. Wiriüblciiihiarc tcnuircr Foniitii. 4H1

3. Eine weitere sehr wichtige Anwendung finden die Processe A'^ und A" bei der Bildung der Rela-

tionen zwischen den elementaren oder einförmigen Functionen einer endlichen Anzahl von Gruppen x^y^,

I s t n ä m 1 i c h

Rr,P. =

eine identische Relation zwischen den Elementarfun ction en von /'Gruppen vom Gewicht
;i|, bezw. p^ in Bezug auf die Reihen x^x^ . . . x,, hezw. y^y.^ y,, so gewinnt man hieraus

nach wiederholter Anwendung von A' die weiteren Relationen

und ebenso umgekehrt mit Hilfe von A'; die Relationen:

^I',+ h l'-i = 0- -^^,+2. iu-2 =

welche sämmtlich den gleichen Grad und das gleiche Totalgewicht l\+P2- aber ver-

schiedene Reihengewichtszahlen besitzen.

So erhalten wir beispielsweise aus der Relation

III,, =

vom Gewicht 6 für drei Gruppen mit Hilfe der Operation A', der Reihe nach die weiteren Relationen

III3., zz. 0, IIIj^ = 0,

die wir in §. 6 kennen gelernt haben.

Zum Schluss möge auch noch ein \'erfahren angegeben werden, mittelst dessen sämmtliche

Relationen gleichen Grades, aber verschiedenen Gewichtes aus einer einzigen bekannten

Relation hergeleitet werden können.

In Band 45, S. 20 u. ff. der Math. Annalen habe ich verschiedene Methoden zur allgemeinen Bildung

der Relationen entwickelt und auch gezeigt, dass die niedrigsten derselben für r Gruppen vom

Grad r-hl sein müssen. Damals habe ich solche vom Gewicht r+ 2, r+ 3, ..., Ir gefunden, während

höhere Relationen geichen Grades vom Gewicht 2r-+- 1, 2/'+ 2, . . . nach j enen Methoden nicht

gewonnen werden konnten. Zu diesen weiteren Relationen gelangen wir auf folgende Weise.

Wir nehmen an, es sei auf irgend eine Weise eine niedrigste Relation für r Gruppen

^='f('^,Ö2"lf ) =

.,, ,.<2, H,, i.,2 i<.22, ''r.ii, '') -1 1. • •, 'Zii. /• gefunden worden

Setzen wir alsdann an Stelle der Elemente x^x^, . . ., x,; j'j^Vg, . . ., y, die homogenen Elemente '— '--
• • •

X X X V -

—^ ;'- — •••—> so geht jede Elementarfunction, zum Beispiel a,,2j, in das V'erhältniss zweier /'förmigen
z,- r, z.^ Zy

elementaren Functionen, zum Beispiel ~' '

"

'-^^-^^"^ —— 1= - - '

"

und damit die Relation
'f

selbst in
z^z^ . . .Zr do, 0, r

eine homogene Relation von demselben Grad r+\ und dem Gewicht /'(/'-l- 1) über. Besitzt die Func-

tion
'f

hinsichtlich der Reihen ,r, .v^ . . ., hezw. y^y^ ... die Gewichtszahlen /', , bezw. p^, so erhält sie

nach obiger Transformation und Multiplication mit aJ"J^ , hinsichtlich c, Cjj • • • das Gewicht

p.^ = r^+ r^p^—p.>.

Sie sei deshalb mit

bezeichnet. Indem wir nun auf dieselbe die Processe A*, A-'' wiederholt anwciiden, gelangen wir schliess-

lich zu einer Reihe weiterei- Relationen, welchen die Gewichtszahlen entsprechen
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-H32 ^ '' •'" "kc r

,

l\+'l, p^, p^~-2\ p^ + \, p.,+ \, p,-2: p,. p^ + 2. p.,-2\

Pi + 'i. Pi, Pi—'i-^ Pi + -- r,-^^' P-i-^; Pi-^^' Pt + -^ P:-'-^' Pi^ Pz + ^: Ps-^-

Hiehei ist zu bemerken, dass die Gewichtszahlen /', und p.^ dieser Relationen hinsichtlich der Reihen

.r .V ... und v, v.^ . . . beständig zunehmen auf Kosten der Gewichtszahl yr, in Bezug auf die Reihe z^z^ . .

.

Setzt man in denselben nachträglich z, = c^ =...=-, = 1, so geht jede dieser Relationen wieder

in eine zweireihige über, welcher beziehungsweise die Gewichtzahlen

l\ + h P-r Pv P-i^^-' Px + -' tV' A+!' P-i + ^' Pv P.-^-----

entsprechen. Bei dieser Gelegenheit zeigt sich, dass ein Theil derselben illusorisch wird, und zwar alle

diejenigen, welche hinsichtlich ~ das Gewicht p-^—O, 1 oder 2 besassen. Für die übrigen ist dies jedoch

nicht der Fall. Wir sehen somit, dass in der That neben den Relationen vom Gewicht r+'l,

r+ 3, ..., 2r auch solche vom Gewicht 2r+l, 2r+2, ..., r(r+ 1)— 2 existiren.

Für drei Gruppen .v, v,, -v^Vj, .v^v., haben wir beispielsweise früher nur die fünf Relationen vom Grad 4.

III,, =0. III„ = 0,

1II„ = 0, III33 = 0, \\\^ -

gefunden. Führt man jedoch in eine derselben, zum Beispiel in III.,.^ die homogenisirende Reihe z^z^ . . .

ein, so geht diese über in die dreireihige Relation

+ rf|,2c;,,.,.j(2t7,.,,5rt2.,.,--3t;,2.,fl.,33)—<;,j2t7:j..53(«'t„— 3./,, .,«,.,.,)
— 0,

welche als .Ausgangspunkt zur Darstellung der weiteren Relationen gleichen Grades dient;

111,2, 111,3, 'l^av Il'ä.v

111,,,, in-,3 III2,,;

ni;2. in«, iiin^

in«,, 11L3 i!i,«,

welche wir nach den früheren Methoden nicht erhalten.

Ausgeführt nehmen einige dieser Relationen die Gestalt an:

111,3= -ü^{2a^a]^^+ a],c!^,.^+ al,ci,,,--a^^c^,^il^^,\-a^^^a^\^a.,,^

+ <7,,./a,,ja,,j + 3a,,a„2) + a,22(a,,a,,,2 + 3fl.,2'^iii' + -"i"2''n2"'i22

—2a^^a^^^a^^.^— (^a^a.,il^,,cl.,^.^— 2a]a^^^a^^^~-2ala^^^a\,, - 0,

+ t7, ,,(-9a2jfl,,, + 3a,2tr, ,2
— 34r|,i;,22 + 3a;^c;, ,,+<(, t/,,t;22— 2./,</j</,,., = 0,

1II„ = a|,Ki^i22+''i''n2+ "u"iii— ^*n"i2"ii2- ^"i"m"i22'

-3c7,|, (>;'{,.,- 3t/,,, c/,.,2)+ t/.,<(,,,(2</,, </,,.,-:;.?,.,</,, |)-''22''iu(''u-''"'i"ni' = 0,
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Die syunuiir. Fiiuctioucii der geiueinsdi. \'ariiiblciipaürc tcnnirev Fnriuen. 463

+ ''i1|0J"iu''|22 + '''^?|''|1'^222+"2''|2"iI2 + "||'^2"22— ^''|"22^'||2

+ ^'22(~5'?,^?U2
— 2<7Vl22 + -^'l"lll"l22)+ ^^H2(3"l^'ll"222-(-'''^^ll2''l22-'"'>''2"ll''l22

ni-.j = ^'n2^"n'hi2-^'h''in "ii"i2'^ii2 ^ -^''i''i i i'^i22 + ''i i i''i2)

+ "|II<-'''"'|I<'222 + -"m''22"|I2— ^''l2''22"lll-^'2''ll2+''"2"lll''l22+f'"l'^lll"222) = <^'

III,.^ = "l22<'^n"l22+'^l'^'ll2— ''||"'2|"H2 7 "^''l''lll''l22+''lll"l2*

+ a||,(2t;|,i72l-'7,22— •^"||«|2"222— ^''22''lll+-^''l''ll2"222-"2''ll2^''l22+^"2'''lll'^'222) = 0.

2. Abschnitt.

Die zweifach symmetrischen Functionen.

i^. 8.

Die zwei- und mehrfach symmetrischen Functionen.

Treten zwei Systeme, 7Aim Beispiel

(1)

von 111, beziehungsweise ;; V'ariablenpaaren zu einander in Beziehung, so lassen sich auch Functionen

bilden, die sich nicht ändern, wenn man zwei Gruppen des einen oder des andern Systems miteinander

vertauscht. Eine solche Function verhält sich symmetrisch hinsichtlich der Gruppen jedes der beiden

Systeme. Ich nenne dieselbe eine zweifach symmetrische Function jener Gruppen.

Eine zweifach symmetrische Function der Gruppen zweier Systeme von Elementen ist

eine solche, die sich nicht ändert, wenn man zwei Gruppen des einen oder auch zwei

Gruppen des andern Systems miteinander vertauscht. Beispielsweise ist

eine zweifach symmetrische Function der beiden Systeme von je zwei Variablenpaaren —

.t-,.v,, x^y^: .vly[, .rj.v.;.

Wir werden weiter unten solchen Functionen begegnen. .Allgemein wollen wir definiren:

Eine /-fach symmetrische Function der Gruppen von /-Systemen von Elementen ist

eine solche, die sich nicht ändert, wenn man zwei Gruppen irgend eines Systems mit

einander vertauscht.

Betrachtet man in einer solchen die Elemente von /— 1 Systemen als constant, so ist dieselbe symmet-

risch hinsichtlich der Gruppen des /-ten Systems und kann deshalb einerseits durch die Elementarfunctionen,

anderseits durch die einförmigen Functionen derselben dargestellt werden. Da dies für jedes der /-Systeme

der Fall ist, so gilt der Satz:

Eine /-fach symmetrische Function von /-Systemen von beliebig vielen Gruppen von

Elementen las st sich als Function der Elementarfunctionen, beziehungsweise einförmi-

gen Functionen der Gruppen jedes der /-Systeme darstellen. Ist die /-fach symmetrische

Function eine ganze Function der Elemente der /-Systeme, so kann sie auch als ganze Function der

Elementarfunctionen, beziehungsweise einförmigen Functionen derselben dargestellt werden.
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464 Fr. Junker,

Die oben angeführte zweifach symmetrische Function J nimmt durch die P-lementarfunctionen aus-

gedrückt die Gestalt an:

-^=^'!l*22-'^ll"l2^'l.^2+''l2^'ll^2 --''ll"22^'n^2+"n"22^i2-".2''22^'.1^2+"22^'ll-

wo die Functionen der beiden Systeme mit dem Buchstaben a, beziehungsweise b bezeichnet sind.

Ist

J= oia^a^. . .: h^b.^. . .) (2)

eine zweifach sj'mmetrische Function der beiden Systeme (1) von ;;/, beziehungsweise n Gruppen, dar-

gestellt durch die Elementarfunctionen der letzteren, so ergeben sich hieraus die weiteren Darstellungs-

arten :

J' = '/ (fliflg. . •; bilij. , .),

J"='f{a,a,...: b^b,. . .), (3)

J"' = f'(a,a,...: b.Ii^...),

je nach dem die Elementarfunctionen eines der beiden Systeme oder sämmtliche Elementarfunctionen

durch ihre Ausdrücke in den einförmigen Functionen a, iij . . . ; b,h^ . . ersetzt sind.

Ist durch irgend ein Gesetz bestimmt, in welcher Weise die Elemente zweier Systeme von Gruppen

zu zweifach symmetrischen Functionen zusammentreten sollen, so kann man auch von Elementen und

Elementarfunctionen der letzteren reden. Sind t^t^. . . f, die Elemente derselben, so bezeichnen wir mit

deren Elementarfunctionen und mit

deren Potenzsummen.

Da diese Functionen in der vorliegenden Form als einfach symmetrische Functionen erscheinen, so

gelten für dieselben auch die Newton'schen Formeln:

5. = J,

S, = Ä[^-2A,

,.,123
^^

A, = ^(S'-3S,S,+ 2S,) (5)

A, = ^ {S]—6S\S,+ 8S^S,,+ 3Sl-6S,),

wodurch die Potenzsummen als ganze F'unctionen der Elementarfunctionen und imigekehrt ausgedrückt

sind.

Hat man auf irgend welchem Wege die Darstellung der Summe der /Uen Potenzen >S^, durch Elementar-

functionen oder umgckehi't die der /'-förmigen Function Ap durch Potenzsummen:

S, = -,{A,A,...), A,=fiS,S,...)
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Die syuiuictr. Functionen der gemeinsch. Variablenpaare ternärer Formen. 46o

kennen gelernt, so gewinnt man hieraus, wie ich gezeigt habe,* die Darstellung der nächst höheren

Potenzsummen, bezw. Elementarfunctionen durch die Formeln:

5;,+i =-iy^(^,^,_(/+i)^,+,)
^'^'

.
(6)

^'^'=ph\W'Y.'%r^'

Allgemeine Endformeln für diese Functionen hat zuerst Waring** aufgestellt, denen dann späterHerr

gegeben hat:Mäcmahon*** die Gestalt gegeben hat

wo sich das Summenzeichen über alle isobaren Producte von Elementarfunctionen, bezw. Potenzsummen

vom Gewicht p erstreckt.

Um ein einfaches Beispiel von zweifach symmetrischen Functionen zu haben, wollen wir die Aufgabe

zu lösen suchen:

Die Gleichung aufzustellen, deren Wurzeln die Differenzen der Wurzeln zweier

algebraischen Gleichungen i«ten und «ten Grades sind.

Bezeichnen mit ,r, .r^ . . . ,r,„, bezw. jl'iJt'j • • • >'« die Wurzeln der gegebenen Gleichungen 7»ten und

«ten Grades /,„=zO, bezw. /„ = und deren Elementarfunctionen, bezw. Potenzsummen mit

a^a^...a,„, l\l\. . .b„,

bezw.

<?<;*? . * </ 9' ?' .

so erhalten wir als Wurzeln der zu bildenden Gleichung:

M — -*
1 J'i ' '2 —- -^1 j*'2' • •

'
'" —

- ^\ y»

in+i = x^—Ji, /„+2 = -1^2—J'2. • • •' h,i = x^^yn

-' - (8)

'm/1— ;i + l — -1'm J'i > • •> hitn — A'm JJ'ji

Da die Anzahl derselben r = niu, so erhellt, dass die gesuchte Gleichung vom Grad r und von der

Form sein muss:

T{t) = f—A,t>-^+A^t'--. . . + {—lyA,. = 0.

Es handelt sich nun darum, die Coefficienten .4 in Function der Elementarfunctionen a^a2 .b^b.,- . •

zu berechnen.

Werden zu diesem Zweck zunächst die Elemente (8) in die erste, zweite, dritte, ..., ;ne Potenz

erhoben und addirt, so ergeben sich direct die Potenzsummen:

* Zeitschrift für M.itiiematlk und Pliysik 1896, S. 199 u. ff.

** Medidationes algebraicae. Editio tertia, p. 13.

*** Memoir on Symmetrie Functions of the Roots of Systems of Equations. Philos. Tiansact. Vol. 181 (1890), p. 481— 536.

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. L.XIV.Ed. 59
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466 ^'- -^" "/'''''.

S, = us^— nls\

S^ — us^— ?jS^s\+ 35, 5^— ms'.

(9)

S,,= «5^-
(^^ JS,,_,5',+ (^^j

5,_2.<- . . . +(- l)rm4.

Ersetzt man hierin die Potenzsummen 5, bezw. s' durch die Elementarfunctionen a, bezw. b, so

ergeben sich für die Functionen 5 die weiteren Ausdrücke

:

S^ = 1Hl^— inl\

5., = 7/U7-; -

3

a^a^ + 3 a.,)

-

3(a^- 2 ß^)/', + 3 fl, (7'; - 2 /', )
- «/(7r;-3

&,
b^+ 3 ^7;,),

(10)

welche, in die Formeln (5) substituirt, direct zur Darstellung der gesuchten Functionen A führen;

A^ = ua^~1nb^

^2 = —
I
a\n{n — 1

) - 2a^b^{mn— 1 )+ b\m(ii! -1)4-2 ua.^+ 2 nib^

(11)

A^ = ;^{aln{H^--3n-2) + ß!!a^a^(1l+\)—Gm^.,+ 3a]b^(—1!hll + lnu + 2u + 2)

-^a^b](—nlh! + mIl + 2ln + 2)+ ^J{mu+\)(a^b^~b^a^)— blm(lu^-31n-2)-^Jmb^b^(m+\)+ Gm^

womit die Aufgabe als gelöst angesehen werden mag. Hiebei fällt in die Augen, dass das Product A, aller

Differenzen (8) nichts anderes als die Resultante der gegebenen Gleichungen /,„ = und /„ = darstellt,

Ist dieselbe auf irgend eine Weise berechnet worden, so ergibt sich hieraus:

V ö A- . _ 1 V S>1'-' _ 1 V ^'^'-
A - IV ^A^ - 1 V ^'^'-

^'-' -Zj"977''"-~'T^~^ ~ 21^-8/^ ' '"^~ 3ii^'8/, ~3!^ 8/;'
'

Dasselbe Resultat erhält man offenbar auch, indem man an .Stelle der Ableitungen nach /, /^ ... f,

die Summe der partiellen Ableitungen nach x^x^ . . . x,„ oder nach ,r,_V2 . . y„ setzt. Es ist deshalb:

m n

,1 1 -»l

_ 1 v3*^._ 1
ys'^,-

(12)

A _ _i y 8 --vi, _ (-i)'--v 8'--A-

2 ~ (r— 2)! Zj '6x\-- (r— 2) !
—j Sy,"^

_ 1 \^ 8 '-'.4, _ (-1)'-' V 8'- '.4,

^'~(7^=^!— 8;r',-i " (r-l)!Z_' 8y,-'
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Die syiuiiuir. Fuiuiioiicii der geiiieitisch. Variablciipaare tcntärer Fonuen. 467

Ist nun der Coefficient A = A.,, = 'f(a, b) auf irgend einem Wege durch die Elementarfunctionen von

.i|.V2 • .v,„ und i'ij'g - .,v„ ausgedrückt, so ergibt sich hieraus die (x— l)-förmige Function .4,t_i durch die

Operation:

1 ( 3m 8'xi "b's )

r— 5H-1( öa, ^ca^ »''s '

oder durch {^'^)

Um die Coefficienten A^A^ . . . \y^\ mit Hilfe der Processe (12) und (13) berechnen zu können, ist

demnach nur die Kenntniss der Resultante A,- vorauszusetzen.

Werden /'-Wurzeln von /,„ = und /„ = einander gleich, so müssen /-Wurzeln der Gleichung

T(t)—0 gleich Null sein. Dies tritt, wie schon Lagrange* gezeigt hat, ein, wenn die /-Bedingungen

erfüllt sind.

Ar = 0, .4,_i = 0, . . . , A,-i+i - 0. (14)

Während aber Lagrange diese Bedingungen durch partielle Ableitung der Resultante nach dem

Coefficienten des letzten Gliedes von /,„ oder/,, e.ihält, werden dieselben hier mit Hilfe der Differential-

processe (12) oder (13) gewonnen.

§. 9-

Die zweifach symmetrischen Functionen der Coordinaten zweier Punktsysteme in der Ebene.

Bezeichnen wir mit P^P^...P,„, bezw. P[P!^....P'„ zwei Systeme von «/, bezw. n Punkten der

Ebene mit den homogenen Coordinaten x^\\z^, x^y^z^,. . . ., x,i,y,„z„i, bezw. x'^y'^z^, x'^yf.^, ,
-v,,!',,-,,

so sind beispielsweise zwei Punkte derselben P-,., Pi angegeben durch:

nx\+vy.^+ ivz.,, — 0, ux'-,, -)- rv' -I- ivz',. =0, (1)

woraus sich die Coordinaten der Verbindungslinie P«P)' ergeben:

u : v: w = y.^z';, — z.^yi : 2^4— ^x~x : -t'xj'l —jv4, (2)

die wir in folgender Weise schreiben wollen:

h:v: w = (yA) : (.".4) : (x.y'i). (2')

Legt man hierin den Zahlen x und X alle möglichen Werthe von 1 bis wr.-bezw. 1 bis n ^ei, so

ergeben sich hieraus die Coordinaten «,i',h',, u^t\n>^,. . ., u,v,rv,-, wo r=nni ist, sämmtlicher Verbindungs-

linien der Punkte des Systems P mit denen des Systems P'.

Nun ändert sich, wie leicht zu erkennen ist, eine symmetrische Function dieser Coordinaten nicht,

wenn man zwei Gruppen ,r,-v,c, und x.^y^z.^ des Systems P oder auch zwei Griippen x'y'z' und x.lyy.zj, des

Systems P' miteinander vertauscht.

Jede symmetrische Function der Coordinaten

1l^v^1l'^. n^v^w^ u,v,iVy (3)

der Geraden PyPl ist somit eine zweifach symmetrische Function in Bezug auf die

Coordinaten der Punkte der beiden Systeme P.^ und PL und kann deshalb in der in §. 2

beschriebenen Weise durch die Elementarfunctionen, bezw. einförmigen Functionen

der letzteren ausgedrückt werden.

Abhandlungen der Berliner Akademie 1770 und 1771.

59*
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468 ^''- J'nikcv,

Bezeichnen wir die Elcmentarfunctionen der Coordinaten (3) durch den lateinischen Buchstaben .4,

und deren Gewichtszahlen X, [x, v hinsichtlich der Reihen u^lt.^. . ., v^v.^. . .; w^lv^. . . durch untergesetzte

Indices X, p., v, so erhalten wir das System von elementaren doppelt-symmetrischen Functionen:

A A 4^1 . 0-0 -^U. I ^^D .0.1

A A A A A A^2.0.0 -^1
. 1 . ü ^1 . u , I -^0,2.0 ^u . 1-. 1 -^ü

. > 2

(4)

A A 4"^r, 0. ^'— I . 1 , • • • '0. Ol ' >

r(r-i-3)
deren Anzahl r; =r ist.

Werden in ähnlicher Weise die einförmigen Functionen der Gruppen (3) durch den deutschen Buch-

staben 5( und entsprechende untere Indices, zum Beispiel

lii'-vi^w] mit ?(),, ,1, V

bezeichnet, so ergibt sich ein dem System (4) analoges System von einförmigen Functionen, deren Anzahl,

wie leicht zu sehen ist, unendlich ist.

Da aber die Anzahl der dieselben zusammensetzenden Elemente der beiden Systeme P.^ und PI der

Voraussetzung gemäss eine endliche Grösse ist, so folgt auch hier wie im binären Gebiet*, dass die ein-

förmigen Functionen 31 nicht unabhängig voneinander sein können, sondern durch unendlich viele iden-

tische Relationen untereinander zusammenhängen müssen.

§• 10.

Die Bedingungen der gemeinschaftlichen Punktepaare zweier Punktsysteme in der Ebene.

Nehmen wir an, die Elcmentarfunctionen A sowie die einförmigen Functionen ?l seien durch die

Elementarfunctionen aiO^... und l^b^- , bezw. durch die einförmigen Functionen 1-1,11^... und tijbj...

der beiden Punktsysteme P^P^. . .P,,,; P'xPL . .P,[ dargestellt, so kann man verlangen, die Bedingungen

aufzustellen, dass ein Punkt P-^ des ersten Systems mit einem beliebigen P,[ des zweiten zusammenfällt.

Die Bedingungen hiefür ergeben sich einfach durch folgende Überlegung.

Fallen die Punkte P,. und PI zusammen, so verschwinden offenbar die Coordinaten

n : v: IV - {y-^A) ("x-r',) : (-V'/J'',)

ihrer Verbindungslinie P;P,!. Verbinden wir dieselben durch die lineare Gleichung

/,• = ^.(y.z:) + [M~.y,)+ 'iix.oi), (1)

wo 7., ß, ( willkürliche Grössen bezeichnen sollen, und legen wir den Zahlen '/., X alle möglichen Werthe

von x ::= 1 bis vt ^ iii, bezw. X ^ 1 bis X ^ // bei, so ergeben sich r = um Werthe

für /„ welche den mn Verbindungslinien der Punkte des Systems P mit denen des Systems P entsprechen.

Die algebraische Gleichung, welche diese Grössen als Wurzeln enthält, ist dann angegeben durch

7-, _ j.-iv/^ ^ T'--lf,t.^— ...+ (- l)'/,/^ .../,. = 0. (2)

Soll nun ein Punkt Py, mit einem Punkt P,' zusammenfallen, so muss nothwendig eine Wurzel /,

dieser Gleichung Null werden. Dies ist aber bekanntlich der Fall, wenn der Coefficient des letzten Gliedes

derselben verschwindet. Diese Bedingung ist also angegeben durch

//g/g. . ./, = a'.4,,o,o+ a'-'ß^,- 1,1,0+ . . . +r'Ao.o.r = 0. (3)

* Vergleiche die .Abhandlung des Verfassers: Zeitschrift füi- Mathematik imd Thysil;. Jahrgang 1890, S. 207.
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Die sytntiuir. Functionen der genieinsch. Variahienpaare ternärer Formen. 4ö9

Da nun hierin die Grössen a, ß, •( vollständig willkürlich gewählt sind, so leuchtet ein, dass auch

die Coefficienten der Potenzen und Producte von a, ß, 7 verschwinden müssen, wenn diese Gleichung

bestehen soll.

Die Bedingungen, dass die beiden Punktsysteme P und P' ein gemeinschafliches

Punktepaar besitz en, sind somit angegeben durch das Verschwinden der r-förmigen

symmetrischen Functionen der Coordinaten der r ^ um Verbindungslinien der Punkte

des einen Systems mit denen des andern:

A,., 0, = 0, ^,._,, 1,
= 0, . . . , ^0, 0, ,• = 0. (4)

Fallen zwei Punkte der beiden Systeme zusammen, so muss noch eine weitere Wurzel der Gleichung

7 = verschwinden. Dies ist aber der Fall, wenn nicht nur der Coefficient des letzten Gliedes jener

Gleichung, sondern auch der des vorletzten -/(/j- -U-i ^= ist. Da diese Function sich aus den sämmt-

lichen (r— l)-förmigen zweifach symmetrischen Functionen des Systems (4) im vorigen Paragraph

zusammensetzt, so folgt, dass

yl,._i, 0, = 0, A,-2, 1,0 = ^0, 0. ,- 1 = (5)

mit den Gleichungen (4) die Bedingungen repräsentiren, die nothwendig und hinreichend

sind, dass die beiden Punktsysteme Pund P' zwei gemeinschaftliche Punktepaare besitzen.

Allgemein leuchtet ein, dass die z-Systeme von r-förm.igen, (r— l)-förmigen, . . ., (r— /+ l)-förmigen

Elementarfunctionen

:

^., 0,0 = 0, .4,._i,i,o=0, ..., Al,ü,r=0 (1)

^,_,, 0, = 0, yl,.„o
1, = 0, . . . , ^0, 0, ,-1 = (2)

(6)

.4,.^,+!, 0, =: 0, A,-i^ 1, — 0, A,-i-\. 2, — 0, ... ^0, 0, r-i -t-i
— (/)

\'erschwinden müssen, wenn die beiden Punktsysteme P und P i Paare von gemeinschaftlichen an

beliebigen Stellen befindlichen Punkten besitzen sollen.

Da diese Bedingungen zweifach symmetrische Functionen der Coordinaten der beiden Punktsysteme

P^P^. . .P„i und P[P^. . .P,', sind, so können sie als ganze Functionen der Elementarfunctionen, bezw.

einförmigen Functionen der letzteren dargestellt werden. Hiebei ist zu bemerken, dass die Functionen (1),

(2),. . .,(/) des Systems (6), bezw. vom Gewicht 2inn, 2(»n/— I) 2{mH— z + 1) sind.

Für ni 1= 2, ;/ ^ 2 ergeben sich beispielsweise die beiden Punktsysteme P^P.^ und P'iP!^, denen die

34 Elementarfunctionen der Coordinaten det Verbindungslinien entsprechen

'-l*. 0.0= "i"2":i"v ^3.1.0 = 5;«,«g«3t;4, . . ., ^,. „. , = n\iv^w.,w^

A3.0. = -"l»2"3- A. ..0=-«i"e^3. ••> ^0,0.3 = -«'l*^2'^3
(7)

'^2. 0. 0= -"l"2' --ll. ,.0= -"ll'2- •••- A. 0.2 = -^1*^2

^1
. 0. "1

'

'^0.1.0 — — '1

'

• • •
' -^0 . 1

— -"'i-

In den Elementarfunctionen der Gruppen x^y^, x^y^,. . ., x,„y,n, und x[y[, x^y'^,..., x'„y'n ausgedrückt,

nehmen beispielsweise die Functionen die Gestalt an:

^0. 0, 4 = «^^22-'^ll'^I2^'l^^'2^+ «l^^'ll^^--«ll«22^l^2+'^ll'^22^1^-'^l^''22^l^^+'^^2^n•

\. 0, 3 = ßll^2(«l^'22-'^2^^)-«22^K^|-«l^2)+ ^l^'2('^12''2-'^2^«.)-''^2^('^12«l-^.l'''2) ^g)
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470 -'''- -1 »ukcr,

aus denen, wie wir in §. 11 und §. 12 sehen werden, alle übrigen mit Hilfe gewisser Differentialprocesse

hergeleitet werden können. Dieselben sind bezw. vom Grad 4, 4, 3, 2 in den Element irfunctioncn und

vom Gewicht 8, 6; 4, 2.

§. 11.

Die Differentialprocesse der zweifach symmetrischen Functionen.

a. Da eine zweifach symmetrische Function eine symmetrische Function sowohl der Gruppen des

einen als auch des andern Systems ist, so gelten für dieselben auch die Differentialprocesse, die wir in

§. 5, (3) kennen gelernt haben:

(1)

p = p^ +r.

/ q— '/l+(?2

^;=Z^=I<''--'>ifc^-•'9.?:

wodurch wiederum zweifach symmetrische Functionen erhalten werden, deren Gewicht hinsichtlich der

Reihen x, y, x', y', bezw. um die Einheit niedriger ist als das entsprechende Gewicht der Function J.

ß. Den Operationen (9) des §. 5 entsprechen die folgenden:

1

ox^ — «"';',;'.

P\Pz

(2)

^.v =2.8?^'' ^L^^' + '^ 8^^'"-'' "=+'

n

welche zur Bildung weiterer zweifach symmetrischen Functionen vom gleichen Totalgewicht, aber ver-

schiedenen Reihengewichten verwendet werden können.

(. Sind Py., bezw. P/ zwei Punkte der beiden Punktsysteme P,Pg. ..P,„, bezw. P[P!, ...P,[ in §. 9,

deren Coordinaten a.'.,_v.,-/, bezw. xiy'A sein sollen, so entsprechen der Verbindungslinie P;.Px derselben

die homogenen Coordinaten

;(,- = (y^z[), Vi = (z.,x'y.), Wt — (.v^r',). (3)

Durch partielle Ableitung der Function w, nach x, x', bezw. y, >'' erhalten wir hieraus

5-?s, + ~zi - -iti, 7—Zy. + r-, z[ = -V,. (4)
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Die symiuctr. Fituctioucii der gemeinsch. Variahh'iipaaye tcrnärer Formen. 471

Setzen wir in (3) x = 1, 2, . . ., m und X = 1, 2, . . ., u, so erlialten wir die Coordinaten sämmtlicher

Verbindungslinien der Punkte des Systems P mit denen des Systems P'.

Ist nun ^a.i'i.v eine zweifach symmetrische Elementarfunction der Coordinaten (3) ausgedrückt durch

die Elementarfunctionen der Gruppen x^y^z^, x^y^z^,. . ., bezw. ;v'^,v,'r',, x[y!^z'.^,. •,

A^, 3, .,
= 'j- (h. V, n>) =

'f
(a, h), (5)

welche die Reihen u^u^. . ., v^u.^. . ., n\w^..., bezw. im Grad a, ß, y enthalten soll, so ist zufolge (4):

5- s, + > -, s!, =r - > -— II
^
= -(a+ 1M«+1, ?, T-i • (6)

Diese Operation kann demnach dazu dienen, die Function A^o.^ in eine andere von demselben Total-

gewicht, aber verschiedenen Reihengewichten überzuführen. Neben (6) gilt die analoge Operation

^ SV"»+Xw^^= -\üi;7 1', = -(ß+l)A,ß+.,x-i- (7)
_j djv. '

—

'oyx —' on'^

Weil nun ^ = tp (a, /') eine Function der Elementaifunctionen a^a^a^^ . . ., bezw. b^b^b^^ ... der beiden

Systeme a.-,^',c, (/ = 1, 2,. . ., iw), bezw. .r^jv'-x (x = 1, 2. . ., ;;) ist, so gehen die Operationen (6) und (7)

über in

:

woraus sich ergibt:

(9)

^o+i,.-i = -^ia: + a::""

wo A^, A^y, . . . Differentialprocesse von der Form (2) bezeichnen.

Enthält nun die Function ^ nur die Elemente iViiv^...n', oder (.i',j','), (Xiyl^), {Xmyn), so können wir

nach wiederholten Anwendungen der Processe (9) auf

A = Ao,o, r — n\iv^. . .rVr

direct zu allen übrigen Functionen A vom gleichen Totalgewicht gelangen. Wir erhalten die Processe;

Ao,,--i = -tt|A;+A;
J ]

< X xl

'

Ao,l.r-l = -^{K + K

A.,-3=+^{A; + a-,<')sa:4-A;;s<') (10)

wo die Differentialprocesse rechts zur Abkürzung symbolisch bezeichnet sind.
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472 F''- J't'ikcr,

Legen wir den vorstehenden Untersuchungen nichthomogene Coordinaten zu Grunde, was der Fall

ist, wenn z = c, rr . . . = c', = c^ ^ ... = 1 gesetzt wird, so gehen die Coordinaten (3) über in

Ijiii —y.^—yi.. [jV, — xi—x,,, [jWi = ix.,yl). (11)

An Stelle der zweifach symmetrischen Functionen der 3;' zweigliedrigen Determinanten (3) treten in

diesem Falle solche der r-Determinanten n\iv^. . .w,- und der 2r-Diff'erenzen (11) 1t^u^. . .Uy, v^v.^. . .r,- Ist

insbesondere das Product aller Determinanten w durch die Elementarfunctionen a^a^Uii • • "^"'^
^'i^'a^'ii • • •

der beiden Systeme :?-,jl',, x^y^,..., x,„y,n und x[yl, x!j{ ,
x'„y'„ ausgedrückt

C - {x^y[) {x,y!^ . . . {x,yl) X (-v^ J',') (^U',') • • • (-^^ J'-O X ... X (.v,„ J',') i^.ny',) (-r,„ J',0 (12)

so erhalten wir hieraus mit Hilfe der Operationen

Z.J üA'i i—\dx\ ^—

'

'^^PiPz
—

"'^lilz
(13)

sämmtliche r-förmige Functionen der Determinanten iv^1t'^. . . und der Differenzen 1t^1l^. . ., v^v^ Ver-

steht man unter C^ eine r-förmige Elementarfunction der letzteren von der Form:

0,1= lu^ll^. . .U;V.,^i. . .f^+xWx+x+l- n'r,

so ist:

8C)t'

^i'o--^ 2]\^ix ^'L.-dx'^.

s>2 --t-2!(^sj' ^ayi

wo wir wieder zur Abkürzung symbolische Bezeichnung gewählt haben.

Hiebei fällt in die Augen, dass die Function C nichts anderes als die Resultante zweier algebrai-

schen Gleichungen von den Ordnungen ;» und « darstellt, deren Wurzeln -i,-^ -'" bezw.

_i 5 ^_^' sind. Diese kann aber leicht nach den bekannten Methoden von Bezout, Sylvester,

Cayley etc. durch deren Coefficienten ausgedrückt werden. Die Berechnung dieser Function

allein genügt, um mit Hilfe der Operationen (14) direct alle übrigen symmetrischen

Functionen der Verbindungslinien der Punkte des Systems Pmit denen von P' "ermitteln

zu können.
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Die syiiniictr. Fiiiictioiicu der gcnicinsch. \'vriahlenpaare tertiärer Formen. 473

Wir werden dieser Function weiter unter bei der Berechnung der symmetrisciien Functionen der

Schnittpunkte zweier algebraischen Curven wieder begegnen.

§• 12.

Ermittlung der symmetrischen Functionen der gemeinschaftlichen Variablenpaare zweier ternären

Formen.

•z. E I i m i n a t i o n s m e t h d e.

Zwei ternäre ?"ormen / und
'f
vom Grad ;;/, bezw. n haben bekanntlich r = luii Variablenpaare X0\,

x^y^,..., ,v,._)v gemeinschaftlich, welche durch i = -~

—

- Elementarfunctionen verbunden sind. Um

diese Functionen zu berechnen, verbinde man nach bekannten \'orgängen die \'ariablen .vr durch die

Gleichung

/ = /..V+[JL_V,

wo A und [j. litterale Zahlencoefficienten bedeuten mögen, dann gehört zu einer Gruppe gemeinschaftlicher

\'ariablenpaare von / und
-f

die Grösse /, = >.,v,+ [jlj',-. Eliminirt man hierauf aus den drei simultanen

Gleichungen

/=0.
'f
= 0, /—X.V— -j._v = 0. (1)

die Veränderlichen .v und _)', so erhält man ein Eliminationsresultat von der Form

i?(/X|j.) := Aj'-^f'-' j>.,4^ + ,j..4^; +/'-25)A4,,4-ÄiJ..4,, + ;j.^-J„i-. . . +
+ (— l)'jXM,,n+ /,'-';j..4,_,. ,+ . . +ij.'.4o,,| = 0,

w'elches hinsichtlich /. X, jx vom Grad r= iiin ist und in welchem A^A^A^. . . ganze Functionen der Coef-

ficienten von / und
'f

repräsentieren.

Da anderseits die Resultante der Functionen (\) auch ausgedrückt ist durch:

R = (/— X.r — ij.ji',)(/— /..Vj— ;i._j'jl. . .(t—kXr—\3.y,)

(3)= /'-/'-' JXI.Vi+alv,; +t'--\\^lx,x^ + h,lx^y, + <>} \v^y^\ — . . .= 0,

so ist ersichtlich, dass die \'erhältnisse der Grössen A^A.^A^^A^^A^^. . . zur Function .4,. die Elementar-

functionen der gemeinschaftlichen Variablenpaare von _/" imd 'i darstellen. Es ist:

S.r, =.4, : .4,,, i:,r, = A^ : A^,

(4)

Dies ist der gewöhnliche Weg zur Ermittlung der s_vmmetrischen Functionen zweier ternärer Formen.

ß. Differentialmethode zur Ermittlung der symmetrischen Functionen mit Hilfe eines

Leit gliedes.

So übersichtlich und einfach auch die oben dargelegte Methode zur Ermittlung der gemeinschaftlichen

Variablenpaare zweier ternärer Functionen auf den ersten Blick auch erscheinen mag, so wenig eignet

sie sich praktisch zur Durchführung selbst einfacherer Beispiele. Den Fall ausgenommen, dass eine der

Functionen / oder rp linear ist, führt sie sofort zu nur schwer zu bewältigenden Rechnungen. In diesem

Fall erscheint es wünschenswerth, ein anderes Verfahren kennen zu lernen, das auf einfachem und vor-

gezeichnetem Wege zum gewünschten Ziele führt. Ein solches Verfahren glaube ich durch die

im vorigen Paragraph ermittelten Differentialprocesse (13) und (14) der zweifach sym-
metrischen Functionen gefunden zu haben, vermittelst deren sämmtliche symmetrische
Functionen der Schnittpunkte von / und -i von einer Leitfunction hergeleitet werden
können.

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. LXIV. Bd. gQ
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474 Fr. Junker,

Wir gelangen zu diesen Processen am einfachsten, indem wir uns die Formen / und
'f

in Linear-

factoren zerfällt denken.

Denken wir uns dieselben mit dem Coefficienten des letzten Gliedes durchdividirt und auf die Gestalt

gebracht:

/= t?m,o-r"' + a,„_
1 i.r'"-' r-+- . . . +(/|.v+ (7j r+ 1

wo die unabhängigen Coefficienten entsprechend den Exponenten der betreffenden Glieder durch untere

Indices bezeichnet sind und denken wir ims ferner _/' und rp in Linearfactoren von der Form H,,r+ f,r+l,

ii',,x+tiy-\- 1 zerfällt, so ist

f= (ii.x+ v. v+ \)(it x+ v„ v+ n. . .(h,„x+ v,„ v+1)
(6)

'f
= (//[.v-t-r,' v+ l)(H.[t-+'?','_r+l). . .(ii'„x+ v'„y+\).

Diese Producte sind lineare symmetrische Functionen der Gruppen u^l\, ii^v^,. . ., bezw. !i\i'[,u'^r[,. . .

und können demsfemäss durch die Elementarfunctionen derselben linear darsrestellt werden. Wir erhalten

f= x"•lll^n^. . .»,„+.r"'-i_rS»,"2. . .;.',„+. . . +.v!://, +_ri:r| + 1

'f
= x"lulii!,. . .u'„ + x"--\vl.!i[ii^. . .v'„+ . . .+xl!il+ylr[+\.

(7)

Durch Vergleichen von (5) und (7) ist zu erkennen, dass die Coefficienten i3,rt2'?ii ••• bezw. l^l^l',, • .

identisch sind mit den symmetrischen Functionen S//,, ili',, ü^i^/j,. . ., bezw. -ii\, -v\, -//'«f^,. . . der

Gruppen u v, bezw. tt' v'.

Nehmen wir nun zu den Gleichungen /:=0, 'p =0 noch die lineare Gleichung / = Xx+iiy hiezu, so

ist die Resultante derselben angegeben durch die Gleichung (2): R(tX\i.) == 0. Da der Annahme gemäss die

P\irmen/ und f in lineare Factoren zerfallen sollen, so erhalten wir die gemeinschaftlichen Variablenpaare

derselben auch, indem wir diejenigen von jedem Factor von / mit jedem Factor von 's suchen. Sind

UiX+ Viy+\, bezw. u',^x+v'.^y+\ zwei solche Factoren von/, bezw. rp, so hat das gemeinschaftliche

Variablenpaar derselben den Werth:

— _ ^«~'^' _ _ ("»
— ^«

Für / = 1, 2,. . ., in\ y.rr 1, 2 ii ergeben sich hieraus sämmtliche zusammengehörige Elemente der

;»!/-Variablenpaare von / und
-f.

Irgend ein Factor Z,.^— X.v— ar von (3) ist dann angegeben durch

ti^
— i(uivl,)+ \{v',— vO+ \>.{iii—u!,), (8)

wo mit dem Nenner {tiiv!^) durchdividirt worden ist, um die Resultante R als ganze Function der Gruppen

UV, bezw. ;/'('' zu erhalten. Diese selbst ist dann angegeben durch das Product der niu Factoren:

iv zz:
'i I 'i 2 . . ' ! '/ X /2|'22 '*'ln ^ ' y^ 'in 1 ' in '2 • • 'hn,n

- C,A+ /'-MÄC,+iJ.Q| +/'--' jX^C,, +X;j.C,2 + [J-^Qj
i
+. . .

Da nun hierin sämmtliche P'actoren t,.^ linear enthalten sind, die wir aus (8) für /= 1,2,...,»/;

•/. =; 1, 2,. . ., n erhalten, so leuchtet ein, dass ^1 CiQ; C^^C^^C^^^,. . .: C,,o, C,—i,i,. . .. Co,,- die sämmt-

lichen r-förmigen Elementarfunctionen der r-Determinanten {tiiv'y,) und der 2r-Reihen von Differenzen

v'.^—Vi, bezw. iii—n'^ repräsentiren. Dieselben sind bezw. vom Gewicht 2r, 2;-— 1, 2r— 2:. . ., r hinsichtlich

der Reihen 1l^n[1l^n'^,. . . und r^v\v.^i{,. . . \'on denselben ist C„ gleich dem Product der r-Determinanten

(iiiv!,,). Die Functionen C, Cj enthalten ebenfalls in jedem Glied r— 1 derselben und ausserdem noch eine

der Differenzen v!,,— i'j, bezw. Ui— n'.,,. Die Functionen C^^C^^C^^ sind vom 2. Grad in Bezug auf die Ele-

mente dieser Differenzen u. s. w.

Es sind dieselben Functionen, die wir im vorigen Paragraph in (12), (13) und (14) kennen gelernt

haben.
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Die sytniiictr. Fiiiicliniicu der ^cinciuscli. Variableupcuire tenuirer Foniieu. 475

Ersetzen wir nun in C,„ C^C.^, C, iC^Qj,. . . die symmetrischen Functionen der Gruppen lt^v^, ii^v.^,. . .,

iiinVm, bezw. ii\v\, u[r[, . . ., ii'„v',i durch ihre Ausdrücke in den Klementarfunctionen der letzteren oder, was
dasselbe ist, durch die Coefficienten a von /, bezw. /' von -p, so geht die Resultante (9) in die Form (2)

oder Q; C,, Q; C^^, C^^, C^^;. . . in ^„,—^4,,— .42; ^4,,, .4,2, .422,. • • über. Für die letzteren Grössen als

Functionen der Klementarfunctionen a^a^a^^a^^a^^. . ., bezw. ^i^z^'ii^iz^'az • • gelten deshalb nach dem
vorigen Paragraph die Operationen

:

^'2- l!l!/_ 8« "^_ 8«'
) )Z^"8t; "^Zj iv' \

(10)

4 _(-l)'^'-jy3A
,
V8A|'-"JVSA

, V3A|"-'
' ' ' -

X.! X! ( Zj 8„ '^^
8//' ( ( -^ 'cv — 8j;' )

'

wo die Differentialprocesse wie in §. 11 symbolisch bezeichnet sind.

Ist .4.^,). irgend ein Coefficient von (2), so erhält man hieraus die nächst höheren durch die Operationen:

_ (-!)'+>-+' l v^ 8^,x ^ V S^x). ('"

(11)
(I)

Für irgend eine Function .4 der Coefficienten \'on _/" und '5 haben diese Processe die specielle Gestalt

/ + / JT"/ = '" ^

,
/8^ dA

(in — 1) ,— a. + -— a,
' V8a,, ' 8ß,2

^

"iA . /B.4 . 8.4
" ^TT- + ("— 1 ) .-7— l\ + 7^-1— ^9 +

8^7, \8/',, ' 8^>
2

2

V 8.4 V ß-'l &'4 , /8.4 8.4 \ (12)

_8v '/lj8r, '"802
'

'"" '•'V8fl22 '' Sa,2

0-4
,

/ &.4
,

8.4
, \

+"8^-^^"-^H8^^'^+8^;^J+---

.Mit Hilfe dieser Processe gelangen wir demnach von .4,, als Leitfunction ausgehend
zu sämmtlichen übrigen Coefficienten .4, .42-4,, .4, 2-422 • • der Resultante (2). Die Function .4,, ist

aber bekanntlich nichts anderes als die Resultante zweier binären Formen ;n'^" und »''^" Grades

a,„,o.v'"4-a,„_i,i .r"'-'j+ . . . +rto, n,y"'

Z7„,o.r"+ hn-\.\ x"-^y+ . . +/\,.„.v'',

nämlich der Glieder höchsten Grades von/und
'f
und kann als solche nach den bekannten Methoden

von Bezont, Sylvester etc. berechnet werden. Ist dies geschehen, so führen die Operationen (10), auf

.4^ angewendet, unmittelbar zur Berechnung der Grössen .4,.42.4,,.4,2.422 • . • Sind diese auch ermittelt,, so

60*
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476 Fr. Junker,

sind die Elementarfiinctionen der Coordinaten der Schnittpunkte von /und -p oder der gemeinsciialtiichen

\'ariablenpaare dieser Formen dargestellt durch

i A A A
V V — 'll S V — ^ V ,. ^. _. llil V ,. . , _^ / 1 q\-•^1 4 ' -"-'l A '

-lil2 — A , ^'l.'z — J • • • \^^)
.1^1 -1|| ^1,1 »-ly

womit imsere Aufgabe als gelöst betrachtet werden kann.

Beispielsweise ist für zwei Kegelschnitte

/= il^^x^+ a^^.\y-^-i^^^xz+ a^^y'^+ a^.^yz+ ll._^.^:^

woraus wir direct mit Hilfe der Üperationen (10) die weiteren Grössen erhalten:

^11 =(«2^\^)(«^3^l)+ (''22^23)('^l2^l3)+ K2^^^H>^2,^',:^)^-(^^2^^^^)(a,^^33)--(^l3^'22>'+-('^^

.4,,!= a^,^^^3»('^^^3^|) + ('^l^^3)(ö.3*22)—("^^W('^^2^3) + ('J.2^3)(".2^^3)

+ ('^11^3)(''22^3) + 2(ö,1^22)(«l3*23)+ 2('^7,,/',2)(rt22A.,.j)-h2(a2j/',j)(i7,,^33)

-.4,,, =Z U?22^23)("23^'l3)+ ("'22''23)('i'l2^'33)+(^'^22^'l2)(''23^'33)+ 2(ß,3&3j)(fl22;733)

—
'-ln2 = («12^23)(^23^3)+ K2^3)(^23^l3)+ ("l2^3)('^12^'33)+2(cZ2A3)(''llM

+ 2(ajgi',,)(a23^733)+ (fl^^i7,2)(a,.,^33)+ 2(c7,3^',2)(a2j/'33)+ (a,.,('',2)(c/,2Z7.,3)

^1111 = K2^3K^'23^33)— («22^33)*

^1112 = i^iih:i) ('^23^.3)+ («22^'i3) (''23^33)+ ("22^3) ('h:A:i)—^('hA3) («12^3)

^1122 =- («nM(^23^33) + (''22^'l3M'7,3^33)+ (''.2^3)K3^'33)+ («l2*23)('^3^^33)--2(^^,^:,3)(ß2a^'33)
—

Die weiteren Functionen .42, A^^; A,^^, A^^^; A,^^^, A^^^^ erhält man hieraus durch Vertauschung der

hidices 1 und 2. Charakteristisch sind von diesen Functionen nur v4y.4,.4,|^,j, da sich hieraus alle übrigen

durch \'ertauschung der Indices 1, 2, 3 ermitteln lassen.

§. 13.

Berechnung der gemeinschaftlichen Variablenpaare zweier ternären Formen.

Sind nach dem vorigen Paragraph die symmetiischen Functionen der gemeinschaftlichen X'ariablen-

paare -ViJ'j, x,y^. . ., x,}',- von / und rp ermittelt, so erübrigt noch, diese Variablen selbst zu berechnen.

Zu diesem Zwecke drücken wir die symmetrischen Functionen von r— 1 derselben, z. B. von x,y^,

^'iJ-A' •••> -^VJV durch die Elemente der r'^" Gruppe, z. B. .i|_v'| aus, indem wir hiezu der Reihe nach

die symmetrischen Functionen vom Gewicht I, 2, 3, . . ., r— 1 des Systems (2) in t;. 1 benützen. Wir

erhalten hiefür die .Ausdrücke:

- -i-j = fl,— .r , 1^-2 = «2—y

= ir,,— a, V— a,x+ 2xy, Ir, r., = a.,,—a, v+v^
(1)

il.V2.V3. . .Xy = a,.,u—a,._),o.r+ a,-L',o-t'^— • • • +(— 1 j'^'-v'-',. . .,

I.Vj.v., = c?,,— <:/|.v+ .v^ Zx^y^z^ a^ — -' '— -' y-i-^w V,, ,, _

10.13,1^ — "III "ii""T""i''
"""

wo an Stelle von .V|_v, die Elemente xy gesetzt sind.

Setzt man diese .Ausdrücke in die r-förmigen Functionen des Systems (2) in ^. 1 ein, so ergeben

sich die r+ 1 identischen Gleichungen vom Grad r in xy:
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Die syuiuictr. Fnuctioucn der gciiwiiisch. Variablcupaare teruürer Fonneii. 477

x'—a^x'- ' + ß| ,.v''--— . . . + (— l)'i7,- = 0,

x'-^y—{r—\)a^x''^-y—a^x'-^ + {r—2)a^^x''-^y+ a^^x>^-'— . . . +(— l)'a,._i, i = 0,

(2)

ry•-Kr—ir-^)a0'•--x-~a,y'-^ + (r—2)a^^y—^x+a^^y•--—. . . +(— l)'ai, ,._i = 0,

y'—a^y'-^ + a^^y'--—. . . +(— l)'tZo,r = 0,

die auch in der Form geschrieben werden können:

(x—x^)(x—x^). . .{x— X,.) =
S(.r—.r,)(.v—.Vj). . .(.r—7.,._i)0'—jv) =

(3)

V
— -^ zill ' "^ --J^ (4)

i:(x-x^)(y-y,)...(y-y,)^0

(>—J'i)0'-V2)---O'-JV) = 0,

wo jede Function sowohl homogen hinsichtlich der Elemente der Reihe x^x^x^... x,- als auch hinsicht-

lich yy,y^ . . .y,- ist.

Diese Gleichungen besitzen in der That interessante Eigenschaften.

In erster Linie leuchtet ein, dass sie durch jedes Variablenpaar x,y, befriedigt werden, welches

den Formen / und
'f

gemeinschaftlich angehört. Sie können deshalb zur Berechnung derselben benütz;

werden. Die erste der Gleichungen (2) oder (3) stellt eine algebraische Gleichung r"^" Grades in x dar.

Sie liefert deshalb aufgelöst direct als Wurzeln die Elemente der Reihe XfX.^. . .x,. Da die zweite

Gleichung (2) linear in y ist, so lässt sich diese Grösse rational in Function von .v und der Elementar-

functionen ausdrücken.

Wir erhalten

an-^'--+ eiyn^-'

rx•^-'^—(r—l)a^x'-^+(r—2)a^^x'^

und hieraus zu jeder W'urzel x, direct durch Substitution das zugehörige Element

r-l 1—-2
,

»—3
a,x. -a^^x. +fl,,2.r. — ...

yi — — — —, , (o)

rx''. '-(r—l)atx''. --^.(r—2)a,^x.~^—...

womit unsere .Aufgabe gelöst ist.

Wir sehen somit, dass zur Erm ittlung der ge mei nschaftlichen Variablenpaare zwei er

ternären Formen/ und 'i vom Grad in und n nur die Auflösung einer einzigen Gleichung

mn^^" Grades nöthig ist.

Bezeichnen wir irgend eine symmetrische Function des Systems (3) mit ;t, so ändert sich eine solche

nicht, wenn man die Elemente der Reihe xXyX^. . .x,- oder der Reihe .vv, j'j . . ._v,- um die gleiche Grösse X

wachsen oder abnehmen lässt. Entwickelt man dieselbe nach Potenzen von X, so zeigt sich, dass jede der-

selben nothwendig den beiden Differentialgleichungen genügen muss:

r r

V Sit 87t ^ V 8- Srt ^
/ 5— +^ =0, > 5 ^K- —0, (6)
^-~ ö.r, dx —

^
3 r, 8 V

1 ' 1 - ' -

welche nach weiterer Ausführung die Gestalt annehmen:

8 7t 87t ^ ,1' 87t 8rc ( , ^ ( 87t 37t 87t
I

ex öa^ '8ö,, ' ^a^^ M 'S^m ^a,n ^^hii
'

&7t 07t
, , J &7t &7t ; ^A Or. 87t CT. I

Cy Oa^ MdtZjj ' Cü,2 'I '8Ö222 ^^^122 &fl||2 ^

(")
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478 Fr. Junker,

Wir bezeichnen diese Gleichungen als die Differentialgleichungen der s3'mmetriöchen Func-

tionen der Differenzen x —x,
,
.v—,v,.

Hiebei ist jedoch zu beachten, dass dieselben nicht allein den r-förmigen Functionen (3),

sondern auch den (r— l)-förmigen, (r—2)-förmigen, ... 3, 2. einförmigen und jeder höheren

symmetrischen Function der Differenzen x—Xj, y^ji genügen.

Bezeichnet t. ^ irgend eine Function des Systems (2), so geht dieselbe, wie leicht einzusehen ist,

nach .Anwendung des weiteren Processes

-—j 8 .tr
- ' 8 x-^

1 '

oder (8)

8ir 8:i ( 8j: St: ) l 87: 8:1
)

dx-^ 8a, * (8a,, '^ 8a, ,,
"^

) 1 8a,j " Pa,,, '" \

„j 8:r dz }

'""122 ""1122

direct in eine andere derselben .Art über. .Ausgehend von der Function

x'—a
,
X'- ' + a

,

,

.V'-
-'— ...+(_ 1 Ya ,. ,,

—

gelangt man auf diesem Wege der Reihe nach zu sämmtlichen übrigen P\mctionen (2).

3. Abschnitt.

Die Bedingungen der gemeinsehaftlichien Schnittpunkte dreier Curven.

§• 14.

Ermittlung der Bedingungen der gemeinschaftlichen Schnittpunkte dreier Curven.

ci) Gegeben seien die Gleichungen dreier ebenen algebraischen Curven

/— a„.r"' + cT,.v"'-'j'+ •
+«).-"' = <^

'f
= b„x"+ l\x"-^y+ . . +b,,z" =0 (l)

^ = c„s;''+(r,.T'' '.v+ . . . +<r.,s'' =

von den Ordnungen in, 11. p, welche zunächst keinen Bedingungen unterworfen sein sollen imd daher

u • u m(m+ 3) ii{n+ 3) p(p+ 3) , , .. . ., , , j ,
,beziehungsweise 5, =: -, s^^=-^—^—-, Sg ^ ^—^—

—

- unabhängige Constanten und beziehungs-

weise s,+l, Äj+l' -'>'3+l Gliederbesitzen.

Schneiden sich zwei derselben, z. B./und
'f

in r=i!mi Punkten mit den nicht homogenen Coordinaten

x,y\, -rjjj'j,. . ., x,-yr, so ist bekanntlich die Bedingung, dass einer dieser Punkte auch auf der Curve -jj liegt

ausgedrückt durch das Verschwinden des Products

R,. = -1 (.r, r, ) ^ (x,y,) . . . -K-r, r,) = -{.,;., . . . 'W (2)

das man allgemein als die Resultante der drei Gleichungen (1) bezeichnet. Um dieselbe als ganze Function

der Coefficienten von / und
'f

zu erhalten, hat man R, noch mit dem F"actor .4/; zu multipliciren, wo .4,,

die aus §. 11 und §. 12 bekannte Resultante der Glieder höchsten Grades von /und cp darstellt. Die Resul-

tante Rr enthält, wie wir wissen, die Coöfficienten /, 'f,
(]j, bezw. im Grad iip. pni. ntii und drückt die

nothvvendige und hinreichende Bedingung aus, dass irgend ein Schnittpunkt von /" und
-f

auch auf der

Curve •]/ liegt.

Sind nämlich .r,jtv die Coordinaten irgend eines Schnittpunktes von /und
'f,

so ist offenbar •}(.r,;V/) =0
sobald die Curve -j» durch denselben hindurchgeht. Da nun -}),• in dem Product (2) als Factor enthalten ist,

so leuchtet ein, dass dasselbe nothwendig verschwinden muss, sobald dies für -{/, der Fall ist. Daher ist
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Die syunuctr. Fitiictioncii der ,iieniciusch. \'ariah!cupaarc Icruiircr Fonnen. 479

i?,-= die nothwendige Bedingung, dass /, 'f
und

'J^
durcli einen Punkt gemeinschaftlich hindurchgehen.

Sie ist aber auch vollständig ausreichend, da sie stets das Mittel darbietet, irgend eine Constante einer der

Curven (1) so zu bestimmen, dass eine solche durch einen Schnittpunkt der beiden anderen hindurchgeht.

Die Gleichung
'J*, 'J^j

. . • 'p, = ist beispielsweise hinsichtlich der Coefticienten von '|< homogen vom Grad

rzzzmn. Setzen wir daher von denselben alle bis auf einen als bekannt voraus, so stellt dieselbe eine Glei-

chung r-ten Grades hinsichtlich des letzten dieser Coefticienten dar, deren r-Wurzeln je für sich betrachtet,

die Bedingung erfüllen, dass die Curve -L durch einen der r-Schnittpunkte von / und -i hindurchgeht.

b) Liegen zwei der Schnittpunkte von / und
'f,

deren Coordinaten Ar/_y,-, ,v«jiv sein sollen, auf der

Cur\-e '{;, so ist

liXivi) - 0, -l^ix-^y,) = 0.

r

In diesem Falle verschwindet neben R, auch noch die Summe 7?,-_i = > 'Irla- • '{'.-i von je r— 1 der

Grössen -{;,, '|^.^,. . .,
'J>,.,

da in jedem Glied derselben mindestens einer der beiden Factoren
'J-,-

oder
-Jj-,

(oder

auch beide) enthalten ist. Daher stellen
r

R, =z •;,•;, . . . 'l, - 0, R,^, ^Ysh'W W-^ - (3)

1

zwei Bedingungen dar, die nothwendig erfüllt sein müssen, wenn die drei Curven / 'f,
') zwei gemein-

schaftliche an beliebigen Stellen der Ebene befindliche Punkte besitzen sollen. Von denselben enthält R,-\

die Coefticienten von / rp und
'Jj,

bezw. im Grad np. pin, inii — 1 und hat deshalb den Grad

^ =: 11p+pm + 11111— 1.

Dass diese Bedingungen auch hinreichen, um die Forderung zu erfüllen, dass die Curven /, 'f
, '|/

durch zwei Punkte der Ebene gemeinschaftlich hindurchgehen, lässt sich zeigen.

Nehmen wir an, die Curven / und a seien fest und schneiden sich in r r= ;;/;/ Punkten PiP^...P,

[ r \ r(r— 1)
mit den Coordinaten .r,_v,, x^\\ x,y,-, so lassen sich dieselben auf

( ^ ]
= —-— verschiedene Gruppen

von je zwei Punkten zusammenstellen Wir schliessen deshalb, dass eine dritte Curve
-J;

auf
( ^ |

ver-

schiedene Arten durch je zwei der Schnittpunkte von / und 'i hindurch gelegt werden kann. Soll eine

Curve durch zwei Punkte der Ebene einfach hindurchgehen, so werden durch diese Forderung zwei

Bestimmungsstücke derselben absorbirt. Denken wir uns deshalb 'l auf die Form gebracht:

•i —g+'tJi+ [>.!,

wo g, Ji, 1 drei Curven p-ter Ordnung repräsentiren, so können wir stets X und <>. so bestimmen, dass -p

durch zwei Schnittpunkte P, und P, von / und rp geht. .Angenommen, dies sei der Fall, so müssen nach

dem. was wir oben gesehen haben, nothwendig die Bedingungen erfüllt sein:

Rr=(g,+lh,-{-<^.l,)ig^-hKJl^ + [ll^).. .(g,.+ Ur+[jJ,) =

R.-i =2_(gt+''-^'l+l^^l)(.^i+^'-^'2 + 'A)- •(^,-l-l->./'r-l + IJ.A-l) =0,

oder

^r= ^',,0.0+ >-^',-l, l,0+|J.^r-l,0. 1+ . . .
-4- >.%,-, 0-4" • . + [J.'7'o, 0, ,• =

Rr-l = Z',._l.u,0+ X^r-2, l,0-f-[J.ZV-2,0.1+ • "l" A'" ' ^'o, ,-1, + • •
-4" jV "'^o, 0, ,-1 = 0,

WO die Coefticienten b von R, r- förmige und die von i?,_i (r— l)-förmige Elementarfunctionen der Gruppen

gJt^!^, g^h^l^ gJhl, darstellen, die nach irgend einem Verfahren durch die Coefficienten von / und
'f

ausgedrückt werden mögen.

Als Functionen von X und [i. aufgefasst, stellen R, und i?,._i zwei Curven r-ter, bezw. (r— l)-ter

Ordnung dar, die sich im allgemeinen in r(r— 1)-Punkten schneiden. Wir wollen nun zeigen, dass sich

diese Zahl auf die Hälfte reducirt, wie es sein muss.
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480 Fr. Junker.

Da ihrer Definition nach die Curve R, in r gerade Linien von der F'orm '[;, =_§',-f>J;, + ;j./, zerfällt, so

erhalten wir die Schnittpunkte von R, und Rr-\ auch, indem wir jede dieser Geraden mit 7?,._i schneiden.

Nun ist die Function R,-\ gleich der Summe der r-Producte von je r— 1 der linearen Factoren von R,.

Jeder derselben ist in r— 1 jener Producte enthalten, während das r-te Product die r— 1 übrigen Linear-

factoren enthält. Die Schnittpunkte einer Geraden, zum Beispiel g^+)Jl^-^-]^.l^ von i?,. mit i?,._i sind daher

identisch mit den r— 1-Schnittpunkten derselben mit den r— 1 übrigen Geraden g^-\-\]i^ + \U.^.. . .,

gy+'hhy-\-\i.l, von Ry. \Ww sehen somit, dass sich die Schnittpunkte von Ry und /?,-i als die Schnittpunkte
' r

der r-Geraden ,^V-f-X/;, + |j./, darstellen, deren .Anzahl
( j

beträgt, wie es sein sol

Sind zwei gerade Linien

^,—g, + \ h,+ [1.1, , f,
~

g,_+ X Ii.,+ \ü,,

von Ry bekannt, so schneiden sich dieselben in einem Punkte mit den Coordinaten

J'^ 'x,^x
! I

X : -j. : 1 =

Die Curve ']>. welche durch die beiden Schnittpunkte P, und P.,_ von / und
(f

geht, hat alsdann die

Gleichung:

\g h 1

g(h,l.,)+ Ii (l,g.,) + l{g, /^) = g, Jh U

Ä l'x Ix

0.

Sind die Coordinaten der Schnittpunkte von / und
'f

nicht bekannt, wohl aber deren symmetrische

Elementarfunctionen nach §. 12 berechnet und sind Ry und i?,_i durch die Coefficienten (wozu auch X tmd

[A gehört) von f. 'f
und

'Jj
ausgedrückt, so lassen sich diese Functionen auf die Gestalt bringen:

Ry= 1 +X,-J,H-;j..42 + XM,,+Xrx.4|,+ . . . +XM,-,o-t- . . . +ia'.4o,,

A',_, = 1 +X5|+|xZ)2 + X25||+X|jj;,j+. . .+X'^'5,._i.„ + . . . -l-|i.'-'5o, ,-1,

wo A^, A^,. . . ; B^. B^,... rationale (gebrochene) Functionen der Coefficienten von/ tp und '^ sind. Da

ihrer Definition gemäss die Resultante i?, in lineare Factoren 1 +\,k+ \^.,\l{i zzz 1,2,.. .r) zerfallen muss, so

müssen für die Functionen .4|yl2.4.x . . nothwendig die Bedingungen des Zerfallens in Linearfactoren erfüllt

sein, welche ich früher* aufgestellt habe. Die Elemente XiX^. . .X, habe ich damals als Wurzeln der alge-

braischen Gleichung

X'— yl,X'-i+.4,,X'----^i,,X'-:'+ . . . +(— l)'.4,,o =

und zu einer derselben /, das zugehörige Element [j.,- aus

A^\. —A,^\. +^,,jX. — ...

rX. -
i-H

(r-l)^,X'~-+ (r-2M„X;.

gefunden.

Sind auf diese Weise die r-Iinearen Factoren

l+X,X+|i.,|j., (/ z= 1, 2,. . ., r

ermittelt, so ist die Gleichung einer Curve
'J^,

welche durch zwei Schnittpunkte \-on / und y hindurchgeht,

angegeben durch:

g ^i '
I

,?(X,|j,,)+ /KX— |0+ /(X,-X,)= 1 X, in =0.

I X, |A.,

" .Vlathem. Annalen, Bd. 43 und 45.
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Dil' syiiuiicfr. Finictioueii der gcuiciiisch. Variablenpaare teriiärer Formen. 481

Legt man den Zahlen /, x alle möglichen Werthe von 1 bis r bei. so erhält man sämmtliche
(

Curven ];, welche durch je zwei Schnittpunkte von / und
'f
gehen.

Zur Ermittlung derselben ist also nur die Auflösung einer einzigen Gleichung r-ten Grades noth-

wendig, deren Coefficienten durch die symmetrischen Functionen der Gruppen gihj, ausgedrückt sind.

.Sind die Gruppen 'l•^\i^, \]S^- , ^li-i berechnet, so muss sich als Probe ergeben, dass

X ( 1 + X, ). -f- fj.| ij.)
( 1 + Xj X 4- iJ-j [).) . . . ( 1 + X,_, X+ |A,-_i |j,) = Ry^i

ist.

c/ Soll die Curve
'Jj
durch drei Schnittpunkte P,, P^., Pi von / und ']> gehen, so ist:

•^, = 0, -^^ = 0, ;, = 0.

Daher muss nothwendig neben
-Jj,

({^^ . . . -i,. und S '^, 'jj^ . .
.

'J-,-
1 auch noch die (r—2)-förmige sym-

metrische Function i^']',
'Jjg. 'j'r-i verschwinden, da dieselbe in jedem Glied mindestens eine der Grössen

'\ii, 'jij., •li als Factor enthält.

Ebenso wie in b lässt sich auch hier zeigen, dass die Bedingungen

''^,6,... -w = 0, x
'^i

-;.,... •^,_, = 0, •;, ^^... ^, ., =

nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend sind, um die F"orderung zu erfüllen, dass die drei Curven

/ 'f,
-^ durch drei Punkte der Ebene gemeinschaftlich hindurchgehen.

Nimmt man -^ in der Form an

•i> =^+X/; + |j./+ v;;/,

so erhalten wir
( I

Curven dieser dreifach unendlichen Schaar, welche je durch drei Schnittpunkte von /"

und cp hindurchgehen. Die oben erhaltenen Bedingungen R, = 0, i?,— i = 0, i?,._2 = gehen mit dieser

Annahme hinsichtlich der Veränderlichen Xjxv in drei Flächen von den Ordnungen r, ;' - 1, r— 2 über, die

sich im Allgemeinen in r(r—l){r—2)-Punkten schneiden. Da sich diese Punkte aber als Schnittpunkte der

r-Ebenen

<!^,=gi-i-''^!h+ [i-li+ 'Jtii, {i — 1, 2,. . ., r)

ergeben, so erhellt, dass sich diese Zahl auf
( ]

reducirt, wie es sein soll. Ist die Resultante R,, die wir

uns auf die Form

7?,.= 1 4-X4|+;j..42+v.4., + X^4,, + . . . +v'.4o,o,,-

gebracht denken können, durch die Coefficienten von /und cc ausgedrückt, so muss dieselbe ihrer Definition

zufolge in lineare Factoren zerfällbar sein. Wir erhalten die Coefficienten dieser Factoren, indem wir die

Gleichung

X'-X'-L4,+X'-2.4,,-...+^-l)'-^,, 0,0 =
auflösen und die zu einer Wurzel X, gehörigen Elemente [i, und v, durch Substitution aus

A^X. -—A^^X. ^+ A^^^\. — ...

^3x;-'-^,3x;--+.4.,3x;-^-...

' - rX:-^-(r-l)^.Xp- + (r-2)^„Xp-.

.

berechnen.

d) Allgemein finden wir, dass durch

i?, = 0, /?,-_, =0, Rr-2 = R,-i+l=0.

die Bedingungen ausgedrückt werden, die nothwendig und hinreichend sind, dass / Schnittpunkte zweier

Curven / und -i auf einer dritten Curxe } liegen. Um dieselben als ganze Functionen der Coefficienten

Denkschriften der mathem.-nalurw. Ol. LXIV. Ed. gl
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482 F'- Junker.

von / und
'f

zu erhalten, hat man noch mit einem Praetor -4',' zu muitipliciren, wo ,4^ die Resultante

der Glieder höchsten Grades von / und
'f

bezeichnet.

§. 15.

Andere Methode der Ermittlung der Bedingungen der gemeinschaftlichen Punkte dreier Curven.

In seiner berühmten Arbeit vom Jahre 1770, die in den Abhandlungen der Berliner Akademie ent-

halten ist, hat Lagrange die Bedingungen aufgestellt, dass zwei algebraische Gleichungen / (.v) = 0,

«(,v)^0 mehrere gemeinschaftliche Wurzeln, oder was dasselbe ist, mehrere gemeinschaftliche lineare

Factoren besitzen. Diese Aufgabe lässt sich in entsprechender Weise auch für das ternäre, quaternäre etc.

Gebiet stellen. Im ternären Gebiet wollen wir dieselbe in folgender Weise fassen:

Die Bedingungen zu ermitteln, dass drei ternäre Formen /", ff, 'h i \'erschiedene

gemeinschaftliche Variablenpaare oder dass drei ebene Curven durch / an beliebigen

Stellen der Ebene befindliche Punkte je einfach gemeinschaftlich hindurchgehen.

Nehmen wir an, die drei Curven /, 'f,
'^ seien bezw. von den Ordnungen ;;/, u , p, so schneiden

sich zwei derselben, z. B. / und
'f

in r ^ um Punkten, deren Coordinaten .V|_v,, x^v^, , -i-VjlV sein

sollen. Indem wir die letzteren der Reihe nach für xy in '\i {xy) substituiren, erhalten wir r verschiedene

Werthe dieser Function t^ =
-Jj,, /^ = 'J^j.

• • •, A- =: '{'r. welche im allgemeinen von Null verschieden sind.

Eine solche wird offenbar nur dann Null, wenn ein Schnittpunkt von /und
'f

auf die Curve
-J;
zu liegen

kommt. Die algebraische Gleichung, welche die Grössen
'J/i'jj^.

. .-{j, als Wurzeln enthält, ist angegeben

durch:

T{t)= (t~-t,){t-t,)...it-i,:)

= r-r-1 i-K +/--!:']>,.
K -.. .+(-i)''K'^2. • '!', = 0,

wo X']^,,
-'l'i'l'j,

• .. 'K'Pe- • •'!') die r symmetrischen Elementarfunctionen der Elemente '];,|j. . .-]),• bezeichnen.

Damit irgend ein Schnittpunkt von / und
'f

auf die Curve -{; zu liegen kommt, muss eine Wurzel dieser

Gleichung verschwinden. Dies ist aber der Fall, wenn das letzte Glied dieser Gleichung

wird. Diese Grösse stellt bekanntlich die Resultante der Functionen / 'f,
'}< dar. Soll ausserdem noch ein

zweiter Schnittpunkt von /und
'f

auf > liegen, so muss noch eine weitere Wurzel dieser Gleichung ver-

schwinden. Dies tritt bekanntlich ein, wenn nicht nur der Coefficient des letzten, sondern auch der des vor-

letzten Gliedes der Gleichung (1) Null ist. Daher sind

R.-='M,-..'W =
i?,_, = !<);,<!.,... 'K_,=0

^^^

die Bedingungen, die nothwendig und hinreichend sind, dass drei ebene Curven /, 'f,
-^ durch zwei an

beliebigen Stellen der Ebene befindliche Punkte je einfach hindurchgehen.

Allgemein wird einleuchten, dass / Wurzeln der Gleichung (1) verschwinden müssen, wenn / Schnitt-

punkte von /und
'f

auf der Curve -^ liegen sollen. Dieser Forderung wird aber genügt, wenn die Coefti-

cienten der / letzten Glieder der Gleichung 7 (/) = Null sind. Wir sehen also, dass

(2)
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Die syuiiuctf. Fiiuctioueii der gemeiiisch. Variableupaare leriiärer Formen. 483

die Bedingungen ausdrücixen, die nothu'endig und hinreichend sind, dass drei Curven durch / an beliebigen

Stellen der Ebene befindliche Punkte gemeinschaftlich hindurchgehen.

Sollen sämmtliche r Schnittpunkte von/und
'f
auf die Curve '^ fallen, so müssen sämmtliche symme-

trische Elementarfunctionen

V.;.,,
i:-^;,.!.,, s-KV^-a. •. 'W'h- ••'!'.• (3)

der Grössen >},, '\.^, . . ., '\, verschwinden.

Jede dieser Functionen ändert sich nicht, wenn man zwei der Gruppen x^}\, .VjJ'j, • • • , x,}',- mit-

einander vertauscht. Dieselben sind somit symmetrische Functionen dieser Gruppen, d. h. der Coordinaten

der r Schnittpunkte von / und cp und können als solche durch die Elementarfunctionen derselben dar-

gestellt werden.

Werden diese nach i?. \'l durch ihre Ausdrücke -j- in den Coetficienten von _/ und rp ersetzt, so sind

die Bedingungen R allgemein durch die Coefficienten der drei P'unctionen J\ cp,
-J;

ausgedrückt. Da die

Elementarfunctionen der Gruppen .r,j', in den symmetrischen Functionen (3) im Grad p auftreten, so ist

jede der letzteren noch mit dem Factor ,4,',' zu multipliciren, um sie als ganze Functionen der Coefficienten

zu erhalten. Jede der Bedingungen (3) ist hinsichtlich der Coefficientenvon / und tp, bezw. vom Grad iip

und IIIp und hinsichtlich derjenigen \-on <\, resp. vom Grad 1, 2 niii. Daher haben diese Bedingungen

den Gesammtgrad, bezw. iip+ uip+ 1, iip+iiip + 2,. . .np+piii+ iiiii.

§. 16.

Die partiellen Ableitungen der Resultante.

Ist die Resultante der drei Formen /, 'p und -{i wiederum dargestellt durch die r-förmige symmetrische

Function /?, — y'i'^j.
. .•y',-, so erhalten wir hieraus auch die r— I-förmige Function R,— u indem wir iv,

nach den Elementen der Reihe ^'rt'a- •'t''-
ableiten und die erhaltenen Ableitungen addiren. Es ist deshalb

Ebenso ist leicht zu sehen, dass (1)

— J_vü^ _^.-=^.\^=^^.^.----^-

u. s. w. ist.

Wir können deshalb auch aussprechen den Satz: Die noth wendigen und hinreichenden

Bedingungen, dass drei Curven/, rp und •} / gemeinschaftliche an verschiedenen Stellen

der Ebene befindliche Punkte besitzen, sind ausgedrückt durch das Verschwinden der

Resultante R,- derselben und der Summen der partiellen Ableitungen erster, zweiter, ..,

/ter Ordnung der letzteren nach den Elementen l^, '^j,...,-^,, welche man erhält, indem

man jedes gemeinschaftliche Variablenpaar von / und 'p in die dritte F'orm ']> substituirt.

Nimmt man ^ in der Form an:

^ — c^xi'+c^x''-'^y+ . . . -i-c,_2-^+Cv_i.r+ C;, (2)

wo (,\ das letzte Glied oder auch eine willkürliche Grösse darstellen soll, so lässt sich R, auf die Gestalt

bringen

R, = <+C x, + <"'-/.2+ • • • +c\x_ ,
+ •/.,.. (3)

61 *

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



484 ^>' J nnker,

wo •/,, •/.,,. . .•/, symmetrische Functionen der Gruppen .v,v,, .v,^'^,. . . vom Grad \. '!,..., r bezeichnen. Da

nun /?,- eine Function der Grössen -i,, -^t^ -^r ist und diese P\inctionen des Coefficienten f., sind, so ist

Da ferner, wie leicht zu sehen ist,

9cv
~

ist, so geht diese Ableitung nach dem Coefficienten c, über in

Ebenso ist

<iR,._X''äRr_ MX

de, Y '' Vi

(4)

d-'Rr_y^,Rr_ p

Daher sehen wir, dass die Bedingungen /?,_i, R,__i,--- auch gewonnen werden, indem

man die Resultante R, einmal, zweimal,... partiell nach dem Coefficienten c, ableitet.

Die Bedingungen (1) sind deshalb auch ausgedrückt durch:

de 8 c- 8 c'-'
^^

Da sich die Kesultante der drei Formen /, 'f,
•} symmetrisch hinsichtlich der Coefficienten jeder der-

selben verhält, so leuchtet ein, dass auch die partiellen Ableitungen nach dem Coefficienten a^,, b.^ der

letzten Glieder von y^ bezw. «p dieselben Bedingungen erfüllen, wie die .'Ableitungen (5) nach dem Coeffi-

cienten Cv der Function -^i. Wir erhalten somit den Satz;

\si R(a,h, c) die Resultante dreier ternären P'ormen, so sind die Bedingungen, dass die

durch dieselben dargestellten Curven durch /(nicht bekannte) an beliebigen .Stellen der

Ebene befindliche Punkte hindui-chgehen, ausgedrückt durch das N'erschwinden jener

Resultante und der /— 1 partiellen Ableitungen derselben nach dem Coefficienten a-,, von

z'" von /oder nach b^^ von z" von cp oder nach c, von z'' in ^. Dieselben sind somit angegeben

durch jedes der drei Systeme von Gleichungen:

R^O R = R=iO

Sfl), db,, 8c,

(6)

8'-'i? „ 8'- '7? ^ B'-'i?

Sfl'-' db'~' 8 er'

die auch sämmilich gleichzeitig nebeneinander bestehen müssen.
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Die syniiiietr. Fuuctioueu der gemeinsch. Variableupaare teruärer Formen. 48.")

Denken wir uns die Formen /, rp, -^ mit :; homogen gemacht, so gelangt man offenbar stets zu der

X y X z y z
nämlichen Resultante, ob man die Verhältnisse —

,
— oder —

,
— oder — ,

— eliminirt. Wir schliessen
z z y y ^ X

deshalb, dass auch die partiellen Ableitungen nach dem Coefficienten von .r"' in / oder x" in <s oder .r'' in

•\i oder auch nach dem Coefficienten von _r'" in / oder y" in cp oder yv in -^ denselben Dienst leisten, wie

die partiellen Ableitungen nach den Coefficienten a-,,, b^, c-, von z'", z" und zi\ Wir erhalten infolge

dessen 9 Systeme von je /-Gleichungen; welche je für sich betrachtet, die nothwendigen

und hinreichenden Bedingungen darstellen, dass die drei Curven /, rp, } durch /-Punkte

der Ebene gemeinsam hindurchgehen.

Sind beispielsweise /, tp, '^ drei Kegelschnitte von der Form

/— a^yX^+ a^^xy+ a^^y-+ .
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4SH /•"/-. Junker,

§.17.

Die reducirte Resultante und deren Ableitungen.

Haben die drei Curven f, 'f,
'}* schon zum voraus gewisse bekannte Punkte der Ebene mit den Coordi-

naten a^b^, a^b^, . . ..gemeinsam, die für

/ a,, 7.2 , 7.3, ...
j

'S ß, , p^' ßs' • > -fache Punkte sein sollen,

'> T,. l'i, Ys' •
•• )

so ist die Bedingung, dass dieselben ausser diesen noch einen weiteren .Schnittpunkt gemein haben, nach

Herrn Brill dartrestellt durch die »reducirte Resultante«

^ _. _!,, _*L - AP '^(^t>'i)'^^-'-'2J'»)- • •^(^'-J^'-)

" ^(p) " r>lT4-'p

wo der Divisor p,- die Resultante der niedersten Glieder der nach Dimensionen von x—ai,y—b, entwickelten

Functionen /und rp bezeichnet.

A ist wie oben §. 12 der Coefficient von /" in Gleichung (2), r ist die .Anzahl der Schnittpunkte \'on

/und rp, durch welche
-J^

nicht zum voraus hindurchgeht. Diese Zahl ist offenbar r ziz »?h— Ia,ß,. Die

reducirte Resultante enthält demnach die Coefficienten von/, tp, ^, bezw. im Grad 7;;' = ;/p— Sßj-f,-,

n' ^= pm— ^-{,'y.i,
p' ^ »ui— Sa/ß,- und hat deshalb den Gesammtgrad m'+ n'+p'.

Es wird nun wohl keiner besonderen Auseinandersetzung bedürfen, um einzusehen, dass die Bedin-

gungen, dass die Curven /, (f,
•} ausser den bekannten Punkten C^i\C^. . . noch weitere, an beliebigen

Stellen befindliche Punkte gemeinschaftlich besitzen, in derselben Weise aus der reducirten Resultante

herzuleiten sind, wie die entsprechenden Bedingungen aus der allgemeinen Resultante. Sollen dieselben

noch durch / weitere nicht bekannte Punkte P^P^. . .Pi je einfach hindurchgehen, so ist nothwendig

und hinreichend, dass die / Gleichungen bestehen:

Ap
K — V-i> i iL .

—

an deren Stelle auch die folgenden gesetzt werden können:

«, = 0, 1^ = '^• = 0.

t>. 18.

Schlussbemerkungen.

Zum Schlüsse sei noch bemerkt, dass die Methoden der vorhergehenden Paragraphen auch zur

Ermittlung der Bedingungen benützt werden können, dass eine algebraische Curve an beliebigen Stellen

Doppelpunkte besitzt.
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Die synniwtr. Fitiiclioucu der genieiusch. Variableupaare Iciiuircr Formen. 487

Eine solche hat im Allgemeinen keinen singulären Punkt, solange ihre Coefficienten a^a^a^. . .a,

beliebige von einander unabhängige Grössen derselben. Soll ein solcher an irgend einer Stelle vorhanden

sein, so müssen dieselben nothwendig eine Bedingung D,—Q> erfüllen, die man als Discriminante

\'on / bezeichnet.

Da für jeden Doppelpunkt P mit den Coordinaten xyz der Curve / die Gleichung der Tangente

illusorisch wird, so müssen für denselben ausser / noch die partiellen Ableitungen verschwinden

1^ = 0, ?^ = 0. % = 0, (1)

welche mit / durch die Euler'sche Gleichung zusammenhängen

4 + v|^ + ^^ = "^-- (2)
X dy oz

Die Resultante der drei Formen (1) ist die Discriminante von /. welche bekanntlich die Coeffi-

cienten im Grad 3 (m—l)^ enthält.

Wie nun für jeden singulären Punkt P von / die partiellen Ableitungen (1) ver-

schwinden müssen, so s c h 1 i e s s e n wir auch umgekehrt, d a s s jeder gemeinsame Schnitt-

punkt der drei Curven (»z— 1)'"' Ordnung (1) ein singulärer Punkt von / ist.

Wir erhalten deshalb die Bedingungen für die Doppelpunkte von /, indem wir diejenigen der gemein-

schaftlichen Schnittpunkte der drei Curven (1) aufstellen. Wie dies ausgeführt werden kann, haben wir in

den vorhergehenden Paragraphen gezeigt. Setzen wir beispielsweise — =
'f
und bezeichnen wir die Coordi-

tiz

naten der ;- = (»/— 1)^ gemeinschaftlichen Schnittpunkte von ;!- -- und — = mit x^y^, x^y^,. . .,x,y,; so

sind die Bedingungen, dass die Curve// an beliebigen Stellen befindliche Doppelpunkte besitzt, angegeben

durch

D, = 'f,'f,.
.

.'f,-
= 0. A-, = S'f.'fj. . .'fr-i = 0,. . . A_,+i = S'f/f,. . .'f,_,+, = 0, (3)

an deren Stelle auch die partiellen Ableitungen von Z),- nach dem Coefficienten von .v"' oder _v"' oder c'"

(oder auch nach dem Coefficienten von x"'--^y oder xy'"-'^ oder .v"'-'r oder £:'"-'.v odev y-h oder z"'-^y)

von /gesetzt werden können. Dies sind eben jene 9 Systeme von Gleichungen, die wir in §. 16 kennen

gelernt haben.

Im Fall einer Curve 3. Ordnung müssen daher für einen Doppelpunkt derselben sämmtliche

partielle Ableitungen der Discriminante nach den Coefficienten ^r,,, a, , a^, . . ., a^ ver-

schwinden.
in— 1 . ni — 2 ^ , , , , ,. , , j

Da eine Curve ;»-ter Ordnung höchstens a = Doppelpunkte erhalten kann, ohne dass

sie in niedrigere Curven zerfällt, so gibt das System (3) für /' = ^, t— 1, 5—2,... ganz allgemein die

Bedingungen an, dass dieselbe raüonal, vom Geschlecht 1,2, . . ist. Für />a muss die Curve nothwendig

zerfallen. Unter gewissen Umständen ist dies bekanntlich auch schon der Fall, wenn i^i ist. So zerfällt

beispielsweise eine rationale Curve 4. Ordnung in eine Gerade und eine Curve 3. Ordnung, wenn die drei

Doppelpunkte derselben in eine gerade Linie fallen. Diese Linie muss ein Theil der Curve sein. 'Kommen

die 6 Doppelpunkte einer rationalen Curve 5. Ordnung auf einen Kegelschnitt zu liegen, so sondert sich

letzterer als Theil der Curve ab, da er andernfalls mit der Curve 12 Punkte gemein haben würde, was

nicht der Fall sein kann.

Hat die Curve f an gewissen Stellen schon zum voraus bekannte Doppelpunkte, so lassen sich die

Bedingungen, dass dieselbe ausser in diesen noch eine Anzahl weiterer singulärer Punkte an nicht

bekannten Stellen besitzt, in ähnlicher Weise wie in §. 17 durch die reducirte Resultante der drei Functionen

(1) und deren^artielle Ableitungen angeben, die wir in diesem Fall als reducirte Discriminante von/

bezeichnen können.
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488 Fr. Junker,

Tabellen der ternären symmetrischen Functionen vom Gewicht i— 6.

Die symmetrischen Functionen einer beliebigen Anzahl von Variablenpaaren.

I. Die symmetrischen Functionen vom Gewicht 1.

a) Nr. I. h) Nr. 2. c) Nr. 3. d) Nr. 4. e) Nr. 5. fj Nr. ö.

a)
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Die svmuuir. Fimctioiicii der gciiiciusch. Variüblcupdarc Icniärcr Foniicii. 489

d) Nr. 22. e) Nr. 23. /; Nr, 24.

V
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V. Die symmetrischen Functionen vom Gewicht 5.

a) Die einreihigen Functionen vom Gewicht ;', ^ 5.
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VI. Die symmetrischen Functionen vom Gewicht 6.

a) Die einreiliigen Functionen \'(im Gewicht 6.

a) Ni-. 07.
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VIII. Die primitiven Functionen vom Gewicht 4.
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