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Betvegmig vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem.

VORWORT.

Die erste Anregung zu den folgenden Untersuchungen erhielt ich durch Gylden, der mich im Jahre

1896 in Stockholm veranlasste, die numerische Entvvickelung der Störungsfunction für den Planeten Hilda

in ihren Grundlagen durchzuführen, da er die Resultate zur Anwendung seines »horistischen« Integrations-

.Verfahrens auf diesen Planeten benutzen wollte. Meine damaligen Rechnungen sind nach Gylden's Tode

unter seinem Nachlass verblieben, so dass ich jetzt zu ihrer Ausführung von neuem genöthigt war.

Bekanntlich versagen die bis zu Gylden in der analytischen Störungstheorie gebräuchlichen

Methoden, wenn es sich darum handelt, die Bahn eines kleinen Planeten zu berechnen, dessen mittlere

Bewegung u zu derjenigen // des Jupiter in einem commensurabeln Verhältnis steht, wo also dies Ver-

n' ^ 1 1

hältnis — = [j. durch einen ganzzahligen rationalen Bruch ausgedrückt ist, z. B. durch \i.^ —, |j, _ —
11 Li O

1 1

etc. Gylden nennt diese Planeten solche vom »Typus« — , vom »Typus« — etc. Der Wert der neuen,

durch Gylden geschaffenen Stcirungstheorie zeigt sich unter anderem gerade darin, dass sie die Be-

handlung solcher Commensurabilitätstj'pen ermöglicht.

Von diesen Typen sind auf Grund der Gylden'schen Principien in näherem oder entfernterem

Anschluss an die verschiedenen, durch Gylden aufgestellten Integrationsverfahren bis jetzt nur die

Typen — und — durch die Arbeiten der Herren Backlund,i Brendel,- Harzer^ und Ludendorff-'
2 3 / 2 \

behandelt worden. Der Hildatypus f
—

, dessen Bearbeitung den Gegenstand der folgenden Untersuchungen
^ 3 /

bildet, bietet nicht nur theoretische Schwierigkeiten, sondern verursacht auch in rechnerischer Beziehung

mehr Arbeitsaufwand als die meisten übrigen kleinen Planeten, da dieser Typus nicht mehr im Gyl den-

schen Tafelwerk 5 tabuliert ist, während der Typus — , wie fast alle kleinen Planeten, in demselben ent-

halten ist.

Als Integrationsverfahren habe ich das Gylden' sehe Verfahren der partiellen Integration in der

Modification von Herrn Brendel, sowie auch sonst dessen »Theorie der kleinen Planeten« ° benutzt,

ein Werk, in welchem der Verfasser sich durch seine systematische Ausarbeitung der Gylden'schen

Principien für die Behandlung der kleinen Planeten große Verdienste um die neue Störungstheorie

1 O. Backlund, »Über die Bewegung einer gewissen Gruppe der kleinen Planeten«. Memoires de l'Academie imperiale des

Sciences de St. Petersbourg, VII Serie, Tome XXXVIII, No. U.

0. Backlund, »Ijber die Bewegung der kleinen Planeten vom Hecubatypus«. Cf. ibidem Vlll Serie, Volume VI, No. 10.

- M. Brendel. »Om användningen af den absoluta Störingstheorien pa en grupp af smä planeterna med numerisk tillamp-

ning p& planeten 46
;
Hestia<. Astronomiska laktagelser och undersökningar anstälda pä Stockholms Observatorium IV, 3.

M. Brendel, »Über die Anwendung der Gylden'schen absoluten Störungstheorie auf die Breitenstörungen einer gewissen

Classe kleiner Planeten nebst numerischem Beispiel für den Planeten ^46^ Hestia«. Göttingen, Druck der Dietrich'schen Universitäts-

buchhandlung.

3 P. Harzer, »Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der drei Körper<. Memoires de l'Academie imperiale

des Sciences de St. Petersbourg, VII Serie, Tome XXXIV, No. 12.

4 H. Ludendorff, »Die Jupiterstörungen der kleinen Planeten vom Hecubatypus. Berlin, Mayer und Müller.

5 H. Gylden, »Hilfstafeln zur Berechnung der Hauptunglcichheiten in den absoluten Bewcgungstheorien der kleinen Planeten«

Publicationen der Astr. Gesellschaft, XXI. In Commission bei W. Engelmann, Leipzig.

Einige Druckfehler des Gylden'schen Tafelwerkes sind im Folgenden auf Seite 49 [357] angegeben.

6 M. Brendel, »Theorie der kleinen Planeten«. I. Theil. Abhandlungen der königl. Gesellsch. der Wissenschaften zu

Göttingen. Math, physik. Classe. Neue Folge, Bd. I, Nr. 2.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. LXXII. Bd. 41
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312 H. Bii c-h holz,

erworben hat; ebenso wie Herr Backkind, in dessen Hände auf Wunsch von Gylden auch der Nachlass

des letzteren gelegt worden ist.

Die von Gylden kurz \'or seinem Tode auf Grund seiner Nouvelles recherches' ausgebildete

»horistische Integrationsmethode« (cf. übrigens Capitel V, S. 157 [465] des Folgenden) konnte im

folgenden leider noch nicht zur Anwendung kommen. Denn diese Methode ist bezüglich der eigentlichen

Integration in einigen kurz vor Gylden's Tode erschienenen kleinen Aufsätzen,^ sowie in der Vorrede zu

Gylden's erwähntem Tafelwerke, hinsichtlich ihrer wirklichen Anwendung, nur angedeutet. Erst nach-

dem Herr Backlund die schwierige Ausarbeitung und Herausgabe des Gylden'schen Nachlasses voll-

endet und, wie zu hoffen, detailliertere Vorschriften bezüglich der wirklichen Anwendung der hori-

stischen Methode gegeben haben wird — die Gylden als einen entscheidenden Fortschritt

gegenüber allen seinen zuvor gebrauchten Verfahren bezeichnet — kann dieselbe zugleich in

ihrer ganzen Tragweite übersehen werden.

Seine Kritik der zuvor in der analytischen Störungstheorie angewandten Integrationsmethoden fasst

Gylden dahin zusammen, »dass sowohl das von Hansen angewandte Integrationsverfahren, als auch

das Leverrier'sche, welche beide ebenso wie die Mehrzahl der übrigen angewandten Methoden im

Grunde identisch sind, streng genommen der wissenschaftlichen Berechtigung entbehren«. Und die

großen Arbeiten der letzten Jahrzehnte seines Lebens zielten eben auf nichts Geringeres hinaus, als

die gesammte bisherige Anschauung der Kepler'schen Ellipse als Ausgangspunkt für die planetarische

Bewegung durch eine neue zu ersetzen, welcher nicht die principiellen Mängel der alten anhaften. >^Die

neuen Integrationsmethoden«, sagt Herr Backlund, »die Gylden zu dem Zwecke schuf, und zwar in

erster Linie die sogenannte horistische, gehören zu seinen genialsten Leistungen«'. Und er weist darauf

hin, dass die Untersuchungen, welche den Kernpunkt der zweiten Periode von Gylden's wissen-

schaftlicher Lebensarbeit bilden, nach dessen eigener Meinung das Hauptresultat seiner Forschung reprä-

sentieren. »Gylden«, fährt Herr Backlund fort, »hat mit diesen Arbeiten eine neue Richtung eingeleitet

und neue Methoden geschaffen. . . . Dass sie epochemachender Natur sind, sei es direct oder indirect,

scheint mir keinem Zweifel zu unterliegen. Bei seiner eminenten mathematischen Begabung erfüllte

Gylden die Vorbedingungen, Epochemachendes zu leisten. . . . Ihm fiel es nicht schwer, auf die Anerken-

nung der Zeitgenossen zu verzichten, strebte er doch vor allen Dingen, die Wahrheit zu ergründen«.

Ist auch Gylden in seiner schöpferischen Neubehandlung des Störungsproblems dem allgemeinen

Verständnis zunächst vorausgeeilt, und »verlangen seine Methoden«, wie Herr Backlund sagt, »der Natur

der Sache gemäß einen gewissen Zeitraum, um die astronomischen Anschauungen zu beeinflussen, resp.

in ihnen das Bürgerrecht zu erwerben«, so übersteigen doch jene wegwerfenden Urtheile, die über die

großen Arbeiten Gylden's laut werden, noch die Grenzen bloßen NichtVerständnisses. Und in der That

fragt man vergebens nach einer sachlichen Begründung dieser absprechenden Urtheile, die über die

Theorie Gylden's von Diesem und Jenem — gerade in Schweden — so leichthin gefällt werden.

Besonders warmen Dank möchte ich noch an dieser Stelle Herrn Brendel aussprechen für die

vielseitige Belehrung und reiche wissenschaftliche Förderung, die er mir in Bezug auf Gylden's Theorie

fortgesetzt hat zutheil werden lassen, wie er ja auch der Einzige ist, der unermüdet bisher bestrebt

gewesen, den Ideen seines großen Lehrers in Deutschland allmählich Eingang zu schaffen und der

Gylden's Richtung bei uns gefördert hat. Und das im folgenden auf Hilda angewandte Integrations-

verfahren beruht ja auch auf der von Herrn Brendel in seiner Theorie der kleinen Planeten gegebenen

' H. Gj'lden, »Nouvelles recherches sur les series employees dans les theories des planetes«. .^cta Mathematica, Tome 15 et 17

- Om bestämningen af ojemnheter med mycket läng period i theorien lor planeters och satelhters rörelser. Översigt af Kongl.

Vetenskaps-Academiens Förhandlingar 1895, Nr. 7, Stockholm.

Olika methoder att bestämma de horistiska termerna i den differentialeqvation, som förmedlar härledningen af ojemnheterna

en planets longitud. I. Cf. ibidem 189Ö. Nr. 6.
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Beivegitng iviii Typus 2/3 im Dreikörperprobleui. 313

Modification der Gylden' sehen Methode der partiellen Integration, die dieser selbst benützte, ehe er

seine letzte, die horistische Methode, noch in ihren allgemeinen Zügen schuf.

Als Einleitung schicke ich eine kurze Analyse der Gj'l den" sehen Grundprincipien voraus und nehme

bei Entwickelung der Störungsfunction Gelegenheit, einige noch nicht veröffentlichte Formeln Gylden's

anzuführen, die ich bereits in Stockholm bei meinen Rechnungen für Gylden verwandte. Zugleich habe ich

den Versuch gemacht, die folgende Darstellung für Hilda so zu geben, dass sie ein leicht verständ-

liches Beispiel der wirklichen Anwendung von Gylden's Principien bildet. Auch sind in

derselben Glieder dritter Ordnung berücksichtigt worden, die Gylden nicht näher in den Bereich

seiner Untersuchungen gezogen hat, und es ist bei Berechnung der Lücke gezeigt, dass diese Glieder in

einem extremen P"alle, wie Hilda, einen bedeutenden Einfluss auf das Resultat ausüben. Entsprechend

der neuen Gylden'schen Anschauungsweise treten dabei in den folgenden Untersuchungen im ganzen

sechs verschiedene Gliedertypen auf: Die von Gylden sobenannten »elementaren«, die »charak-

teristischen« und die »coordinierten« Glieder, von denen die beiden ersteren Gliederarten in den

Entwickelungen für die partiellen Derivierten der Störungsfunction für jeden Planetentj'pus, wenn man ihn

nach den Gylden'schen Principien behandeln will, gesondert zu bestimmen sind, während die coordinierten

Glieder nach Integration der Differentialgleichungen für 5 und o auf der rechten Seite der Differential-

gleichung für die Zeitreduction auftreten; ferner die bei der numerischen Rechnung mitzuberücksichti-

genden, noch in Betracht kommenden gewöhnlichen Störungsglieder. Aus allen diesen Gliedern setzen

sich die rechten Seiten der zu integrierenden Gylden'schen Differentialgleichungen in S, p, J zusammen.

Bei der Integration dieser Differentialgleichungen ergibt dann die Variabilität des langperiodischen Theiles

Ti in den Winkelargumenten der auftretenden trigonometrischen Functionen die sogenannten >exargu-

mentalen« Glieder, während die Berücksichtigung der Variabilität der langperiodischen Functionen

^, t/, TT, Zj (insofern es sich nicht um die elementaren Glieder der Form B, sondern um die charakteristi-

schen handelt), die sogenannten »Zusatzglieder« liefert. Auch ist im Folgenden den Gliedern zweiter

Ordnung ersten Grades in den Derivierten der Störungsfunction von vorneherein Rechnung getragen und

beim dritten Grade sind, wie der zweite Theil zeigen wird, auch die exargumentalen Glieder noch

berücksichtigt worden, da dies für Hilda nothwendig war, während beim nullten Grad die Glieder

dritter Ordnung in P und Q mitgenommen sind. —
Die Weiterführung der numerischen Rechnung und die analytische Darstellung der Störungen

höheren Grades für den Radius vector sammt der von der Neigung herrührenden Glieder, sowie der

Breitenstörungen, Entwickelungen, die ich zum Theil bereits durchgeführt habe, werden in bald

erscheinender Fortsetzung dieser Studien folgen,

Halle, im Februar 1902.

Der Verfasser.

41*
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314 H. li lieh hol'.

Erstes Capitel.

Ableitung der Gylden'sehen Form der allgemeinen Differentialgleichungen

der Planetenbewegung.

...Denn die sinnliciic lirfalirung in Überein-

stimmung mit dem Denken zu bringen, bleibt

doch das höchste Ziel der Wissenschaft.

Gylden.

Um die Grundprincipien darzulegen, nach denen Gylden da.s Problem der gestörten Bewegung
behandelt, gehen wir aus von der bekannten allgemeinen Form der Differentialgleichungen des Problems

der drei Körper,! durch welche die Bewegung eines gestörten Planeten um die Sonne charakterisiert wird:

d'^" z 8Q \

wo die Störungsfunction Q bestimmt ist durch die beiden Formen:

m'
j

1
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316 H. Bnchholz,

Diese drei Bedingungen (5) bestimmen aber mit den sechs Bedingungen (-i) die neun Größen a,ß. . .7,

und damit das neue Coordinatensystem x,,y^,z^ nicht vollständig, weil sie nicht unabhängig voneinander

sind. Denn die drei Gleichungen (5) stellen nur zwei von einander unabhängige Bedingungen dar. Der

Übergang von x,y,z auf das System x^,y\,Zj ist also auf unendlich viele Arten möglich. Es bleibt somit

zur Bestimmung des Coordinatensystems x^,y^,z, eine Bedingung zur freien Verfügung. Als solche wählt

Hansen die, dass Cj = sei, so dass der Radius vector stets in die x^y^-Kb&ne. fällt. Damit ist aber offen-

bar die Betrachtung der Bewegung i n der Ebene der Bahn von derjenigen der Bewegung dieser Ebene

im Raum getrennt und das .rj,j)'j,c:j- System ist vollständig charakterisiert, nämlich als beweglich im

Raum, und zwar so, dass seine .v-jj-^- Ebene stetig durch den Radius vector des gestörten Körpers geht.

Diese Trennung der Bewegung legt Gylden seinen Betrachtungen nun gleichfalls zugrunde.

Hingegen definiert er die Bewegung der Bahnebene im Raum in durchaus anderer Weise als Hansen,
wie wir später bei Betrachtung der Breitenstörungen sehen werden. Deshalb gehen wir auf die Hansen-
sche Behandlung der Bewegung der Bahnebene im Raum zunächst nicht ein, führen aber die Trans-

formation der allgemeinen Störungsgleichungen (1) auf das ideale Coordinatensystem x^,y^,z^ für die

beiden ersten Gleichungen, d. h. für die Bewegung des gestörten Körpers in seiner »momentanen« oder

-instantanen« Bahnebene in Kürze durch, da wir so die Form der allgemeinen Bewegungsgieichungen

erhalten, die Gylden zum Ausgangspunkte wählt.

Da nach Voraussetzung 2^ = ist, werden die Gleichungen (3):

x = a.t-i4-aiJ'j

- = 7-1^1 +T1JV1

oder differentiert:

dx

(Tt
~
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperprobleni. 317

Schließlich werden die Derivierten der Störungsfunction:

3fi
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318 H. Bnchliolz,

Die Relationen:

8Q _ 3Q dv 8Q dr

"bx^ 8v dx^ Zr dx^

3Q _ 9ß dv 8ß dr

' S,^^ 8i' dy^ dr dy^

gehen daher über in:

&o
1 8Q . 8fi

-— = — — -^— sin i' + ^ cos V
öx^ r dv dr

8Q 1 8Q 3Q^—=-^ — cos ;;+ ," sin v.
oy^ r öv ör

Setzt man die so erlialtenen Formen in die rechten Seiten von (6), multipiiciert passend mit sin v und

cos y, respective noch mit rund addiert, so folgen die Hansen'schen Formen in Polarcoordinaten, wo r

der wahre Radius vector und u die wahre Länge ist:

,J-'t, dr dv ,„ ,,
80

fl/'' a t d t ö V

dt^ \d tj r dr

oder:

d \ .dv]
,,.^, ,

8ß

(7)

und in diese Gleichungen substituiert Gylden seine neuen Variabein S, Tj und p.

B. Ableitung der Gylden'schen Form der Bewegungsgleichungen aus der Hansen'schen.

Anstatt die Gleichungen (7) als solche in r und v aufzufassen, können wir die zweite als Gleichung

in r, die erste aber als Gleichung in r- — , der Flächengeschwindigkeit, auffassen. Integriert man diese
dt

Gleichungen für das Zweikörperproblem, indem man die rechten Seiten Null setzt, so ergibt die Integration

der zweiten bekanntlich die elliptische Bahncurve:

a{\—e^)

\+e cos (v—11)

"

die Integration der ersten ergibt die Flächengeschwindigkeit als eine Constante:

indem wir die Masse des kleinen Planeten, in, hinfort gegenüber der .Sonnenmasse 1 vernachlässigt denken.

In der elliptischen Bewegung bleibt also der Radius vector immer zwischen den endlichen Grenzen:

a{\—e) < r < a (1+f)

eingeschlossen.
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperprobletn. 319

Betrachtet man hingegen die gestörte Bewegung, so sieht man zunächst, dass die Planeten Bahnen

beschreiben, die zwar stark von Ellipsen abweichen, sich aber innerhalb endlicher und selbst sehr großer

Zeiträume nicht über gewisse Grenzen von ihnen entfernen, indem die Beobachtungen zeigen, dass der

Radius vector des gestörten Körpers für endliche Zeiträume in endliche Grenzen eingeschlossen bleibt.

Gylden's Bemühungen waren darauf gerichtet, mathematisch nachzuweisen, dass die Halbaxen der

Planetenbahnen nicht bU.iß füi' endliche, sondern für unbeschränkte Zeiten innerhalb endlicher Grenzen

verbleiben, so dass die Bahnen «periplegmatische« Curven darstellen, die stets zwischen zwei endlich

entfernten concentrischen Kugelschalen verbleiben. Eine solche Lösung des Problems der planetarischen

Bewegung, welche als solche die unbedingte Convergenz aller gebrauchten Entwickelungen und des

Integrationsverfahrens bedingt, nennt Gylden eine »absolute« und diese würde also auch über die

Stabilität des Planetensystems entscheiden. Durch seine ersten eingehenden Convergenzuntersuchungen'

hinsichtlich dieser Frage, sowie vor allem durch seine letzten großen Convergenzuntersuchungcn- ist

Gylden seinem Ziele stufenweise näher gerückt, indem er Convergenzverfahren von wachsender Voll-

kommenheit ausbildete. Ein abschließendes Urtheil darüber, wie nahe Gylden diesem Ziele gekommen

ist, wird erst nach Veröffentlichung seines Nachla ses möglich sein. Das eine indes steht fest, dass

Gylden durch das principielle \'ermeiden der Entwickelungen nach Potenzen der störenden Masse

der alten Theorie, die sicher zu keinen unbeschränkt convergenten, im Gegentheile häufig zu diver-

genten Resultaten führen, und durch sein ganzes neues Verfahren den ersten großen principiellen

Fortschritt in der Ausbildung der Störungstheorie seit Laplace's Zeit gethan hat. Zugleich aber

hat er vollkommenere Rechenmethoden geschaffen, als es die vorherigen waren. Denn es ist aus-

drücklich her\orzuheben, dass die Gylden'sche Bahn keineswegs bloß von Wichtigkeit für theo-

retische Untersuchungen über die Stabilität des Planetensystems ist, sondern sie ist auch von

Bedeutung für die praktische Störungsrechnung. Hat auch Gylden zunächst seine »absolute Bahn«

definiert mit Hinblick auf die elementaren Glieder, so will er bei Berechnung einer Bahn doch

nicht diese allein, sondern auch die charakteristischen und wichtigen gewöhnlichen, d. h. eben alle

wesentlichen Glieder berücksichtigt sehen, und gerade zur Erreichung dieses Zieles, die praktische

Störungsrechnimg durch seine Theorie zu fördern, hat er sein Tafelwerk für die kleinen Planeten

geschaffen, auf welches bereits im Vorwort hingewiesen wurde. — Auch wenn man also der Gylden"-

schen Theorie die Eigenschaft absprechen würde, eine absolute, d. h. unbegrenzt giltige Lösung für

das Problem der planetarischen Bewegung zu geben, was man sich mit Recht indes noch gar nicht

erlauben darf, so bleibt sie darum trotzdem ein Fortschiitt über die vorherigen Methoden.

Indem wir im folgenden also die Frage offen lassen, inwieweit es berechtigt sei, anzunehmen, dass

der \oii Gylden eingeschlagene Weg auf eine absolute Lösung führe und aus diesem Grunde auch

die Gylden'sche Teiminologie der ahsoluttn Bahn zunächst noch vermeiden (z. B. halbe große Axe

a = 'Protomctcr», ein ewiges endliches Grundmaß, Planetenbahncurve periplegmatisch u.s.f.), beschränken

wir uns vielmehr darauf, die von Gylden zur Behandlung der gestörten Bewegung gegebenen Grund-

principien in kurzer und möglichst einfacher Weise darzulegen, während das Verfahren der partiellen

Integration durch seine Anwendung auf unser Beispiel erläutert werden wird. Dass dies Verfahren —
während die horistische Methode auf die absolute Lösung abzielt -- indes von vorneherein nur eine

für beschränkte Zeit giltige, convergente Lösung ergibt, sei gleich hier erwähnt. Denn man ist

bei der partiellen Integration nicht streng imstande, das Verschwinden hyperelementärer Glieder in tier

Zeitreduction zu beweisen, wie wir in der zweiten Abtheilung sehen werden.

Aus dem Gesagten kann man schließen, dass die Gleichung der Bahn, da sie sich wenigstens inner-

halb endlicher sehr großer Zeiträume nicht über alle Grenzen von der Ellipse entfernt, durch eine der

1 Gylden, Untersuchungen über die Convergenz der Reilicn, welche zur Darstellung der Coordinatcn der Planeten angewendet

werden. Acta mathematica, t. 9 (1887).

- G\-Iden, Nouvelles recherches sur les scries cm|iloyecs dans Ics thcories des planctes. Acta mathematica, 1. 15 et 17(1892).

DcnUschriftcn der inatiicm.-naturw. C-'lasse. L.N.XII. ilj. ao
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320 H. B II c hh olz,

Ellipsengleichung analoye P'orm wird dargestellt werden können, und in diesem Sinne setzt Gylden fin-

den Radius vcctor:

.= ^-^i=^,
(8)

wo, wie sich später ergeben wird, a eine Constante, <] eine langperiodische Function und p der Inbegriff

der elementaren, der charakteristischen und der noch in Betracht kommenden gewöhnlichen Glieder ist.

Indem sich v] und p als Functionen von v ergeben werden, erhält man auch den Radius vector als;

r =f{v).

Der Größe a kommt eine bestimmte geometrische Bedeutung wie in der Ellipse nicht mehr zu; a ist

die halbe große Axe der nichtgeschlossenen im Räume doppelt gekrümmten Bahn.

Wie Gylden die Gleichung für den Bahnvcctor in einer der Kepler'schen Form analogen ansetzt,

thut er dies auch bei der Beziehung zwischen / und v, welche den Ort des Planeten in seiner Bahn zu

einer bestimmten Zeit festlegt. An Stelle der Kepler'schen Beziehung;

^dv , /-— t;

dl =*V'' (• — '-")

setzt er;

wo S eine kleine Größe ist, so dass die letztere Relation noch genähert die Flächengeschwindigkeit in der

gestörten Bewegung darstellt. Selbst für große Zeiträume sind jedenfalls p und 6' kleine Größen. Wäre

erwiesen, dass sie es für unbeschränkte Zeit bleiben, so repräsentierte der .Ausdruck (8) den Radius vcctor

der absoluten Bahn im Gylden'schen Sinne. Die P'unction 5 enthält gemäß der später sich ergebenden

Definition für tj keine elementaren Glieder, d. s. die den secularen Gliedern der alten Theorie ent-

sprechenden Glieder. Als willkürliche Function hätte Gylden Tj beliebig, also z. B. auch tj ^ consl.

definieren können. Da Gylden sich indes die rein periodische Form aller Entwickelungen gerade princi-

piell als Ziel gesetzt hat, so definiert er, um das .Auftreten säculai-er Glieder zu vermeiden, wie sich spätei'

zeigen wird (cf. Kapitel IV, Integration der Gleichung für p), Tj eben als langperiodische Function

von V, weil dadurch 6' gleichfalls in Form einer periodischen K'eihe erhalten wird. Erwähnt sei noch, dass

die Analogie in der Form mit den Kepler'schen P'ormen natüiiich nicht willkürlich, sondern \-on Gylden
gewiUilt ist, um nicht unnülhig die allmählich zur Behandlung dieser Formen gebildeten Rechenregeln der

Kepler'schen Astronomie aufzugeben.

Um die Gylden'schen Functionen 7j,>S,p als /(v) zu gewinnen, müssen dieselben in die Hansen-
schen Bewegungsgleichungen (7) des Planeten in seiner instantanen Bahnebene an Stelle von r und u ein-

geführt werden. Dabei hat Gylden in ganz neuer Weise an Stelle der Zeit t die wahre Länge v als un-

abhängige Variable eingeführt, was für die praktische Störungsrechnung große Vortheile bietet, während

es rein mathematisch gleichgiltig ist, ob v oder / als independente Variable figuriert, was an dieser Stelle

nicht nachgewiesen werden soll. Gylden hat sei'ie Hauptgleichungen, wie er sie schließlich zugrunde

legt (von den Darstellungen hinsichtlich der »intermediären« Bahn ist überhaupt im folgenden

nicht die Rede), in zwei Darstellungen gegeben, die nur unbedeutend voneinander abweichen. Die

ursprüngliche, auch von seinen meisten Schülern in ihren .Arbeiten zugrunde gelegte, die sich

nur unwesentlich von der in den Orbites absolues und in der Vorrede zum Gylden'schen Tafelwerke

gegebenen Form unterscheidet, soll auch für das Folgende den Ausgangspunkt bilden.
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Beivegiiii^i^ vom Typjis 2 .? /»/ Dreikörperproblem. 321

Fuhren wir jetzt dieGy Iden'schenCoordinaten in das System (7) ein, so wird die erstere Gleichung,

niil Minblick auf die Glciciiung (9), durch welche S eingeführt worden, indem ja in = bereits an-

genommen worden, was ebensogut nach der folgenden Transformation geschehen könnte:

dil l+S ) iv

oder:

differentiiert:

oder:

oder:

wo:

d ik\/a(l—ri^)(dv _ 8ß

dl' } T+s i J7
"~

"fv

\_ ks/aQ—r^ -) ( _ ks/ajl — ri^) dS_^ k\/_a_ 1 d-q' ) _ 8

Q

r^ 1+5 1~ (1+S)- dv~ 2 r+S s/iZZ^i m] - "~dU

ka(l—ri ') dS I ka{l --q^) d-q' _ du

r'{l+Sy^ Tv^ 2 r'^(l+S)-'(l-Y|ä) dv ~ ' Vi

' "i^ii^SY Q-^i-^.,% (10)
\ + S di<

'
^ ~ 2 1— 7,- ^/w'

a(l— 7j2) 8i;

gesetzt ist. Dies ist die Differentialgleichung in 5.

Um die Differentialgleichung in [j zu erhalten, transformiert Gylden die zweite Gleichung von

System (7) mit Hinblick auf (8) und (9). Es wird zunächst:

i 1 / 1
dr _ ^^^dr _ ^dr dv k\/a(l—ri'^) dr

also:

// dt dv dt \+S dv'

(1 1 I

d^r _ yl'2a(l—7)2) Jä7 j j d-rf dV 1 dSdr
dt- r2(l+S)2 Idv- 2 \—-q^dv dv 1 + S dv dv

1

da nach (10):

dS 1 1 ^^^(j^5),g

ist.

\ + S dv 2 l — -q^ dv

d^-r
Durch Einsetzen des erhaltenen Wertes von — und von:

df'

dv\-_ka{\—-q^)

dtj~ r*(\+S)-

42*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



322 H. Buch holz,

{n System (7) wird dessen zweite Gleichung:

womit an Stelle von t jetzt v und — an Stelle von r in der ursprüngliclien Gleichung getreten ist. Um p
r

an Stelle von — einzuführen, hat man nach (8):
y

1 1+p
r a{\—-ri^)-

also:

1

J r 1 {d{J 1 +p JYj-

dv a{\—-if)\dv 1

—

-rf dv )'

mithin:

1

J27_ 1 id-p 2 drf drj
,^

l+,o fd-ffX' 1 +p J-Tf

Ji;2
— fl(l_-^2jh7^

"*"

\—-(f T/T Jy
"^ "

(1 —'iff [dv I
'^

1— Tjä dv'

Durch Einsetzen in Gleichung (11) folgt, entsprechend geordnet:

^-p = -!^^-^+(i+Si^e!'-^p + 25+5^'-(i+srp
dv^

' /l— -/j2

1 .^,^
,_ 2 W%(M:^^o'?:^[o^p),

wobei:

1— Tj2 Ji-ä ,
(1— •ri'ä)ni/v/ 1— Yj- ~ ^y

80

(12)

3 r

=
a{\—rf) dv

(12fl)

gesetzt ist.

Die Gleichung (12) in p ist diejenige, deren hitegration den Radius vector:

a(l-rj2)
r rr

1+p

als Function von v ergibt. Die Gleichung (10) in S spielt nur die Rolle einer Hilfsgleichung, da S in der

rechten Seite der Gleichung (12) enthalten ist.

Die beiden Gleichungen (10) und (12) ersetzen nun aber das System (7) offenbar noch nicht vollständig,

da jede der Gleichungen des Systems (7) eine Differentialgleichung IL Ordnung, und zwar auch die

Gleichung in p eine solche, ilie Gleichung in 5 hingegen I. Ordnung ist. Die Gleichung I. Ordnung, die

-zusammen mit den Gleichungen (10) und (12) das System (7) ersetzt, wird gegeben durch die Beziehung

zwischen / und v in den Gylden' sehen Coordinaten. Diese aber folgt, indem wir in (9):

,^dv Äv/ö(l— Yjä)

dt 1+5

r durch p mittelst (8):

.7(1 -Y)2)
r =

1+p
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Beivegmig vom Typus 21."^ im Drciki'irpcrproblein. ^523

ersetzen. So folgt:

.U _ r^l+S) _ air(l-Y,)4

dv-k\/a{\-r,^)~ k{\^?f ^
^''^- (13)

Nun nimmt Gyldcn an, dass die mittlere Entfernung a der neuen, von ihm definierten Planetenbahn

mit der Grüße n, welche in der Ellipse der mittleren täglichen Bewegung entspricht, durch dieselbe

Relation x'erbunden sei. wie in der Kepler' sehen Theorie und setzt daher auch:

"="!_> (14)

oder, wenn man die Masse m des kleinen Planeten nicht vernachlässigt:

n = ^^ •

(72

Dieses 11 entspricht aber nicht mehr in allen Fällen der mittleren täglichen Bewegung, sondern stellt eine

Integrationsconstante dar, die wir mit Herrn Brendel als »Bewegungsconstante« bezeichnen wollen.

Die wahre, in der Natur auftretende, mittlere tägliche Bewegung, die später mit«, bezeichnet werden

wird, lernt man erst nach der Integration der Grundgleichungen kennen (cf. Gap. V'). Später wird für den

2
Typus — im V. Gapitel eine numerische Tabelle aufgestellt werden, die zeigt, wie sich die mittlere tag-

liehe Bewegung ;?, mit 11 und gewissen anderen Größen ändert.

im Hinblick auf die fundamentale Definitionsgleichung (14) wird jetzt Gleichung (13):

3

dt (1— 7l2)'2"

Die Größe p zerlegt Gylden nun (wie wir hier aus dem III. und IV. Capitel vorwegnehmen

müssen, was dort aber natürlich begründet werden wird) in der Art, dass er setzt:

p = (p)+i?,

wo (p) alle »elementaren Glieder des Typus B« enthält und auf Grund der Bedingungsgleichungen

für /) und -, wie sich gleichfalls später zeigen wird, die Form:

(p) = Tj cos {(1 —<;)v— ir| =1 T( cos v

hat, indem ; die .Apsidenbewegung charakterisiert und - eine andere Bedeutung hat als die Perihellänge II

der Ellipse, in der ja:

(p) ^ ^ cos {v—11)

ist. Die Größe R hingegen umfasst nach Gj'lden die übrigen, d. h. die -charakteristischen« und die

noch mitzunehmenden großen gewöhnlichen Glieder. Der durch Gleichung (8) eingeführte Radius

vector der »Gylden'schen Bahn<, wie wir von nun an einfach sagen werden, nimmt also die Form an:

a(l-Yi2)

»--iTpT^y:^ (16)
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324 hl. Bu chliolc,

oAcv:

.+
"

1 + •/] cos V

wo:

a(\—ff) ^ a{\-rf)
^

' l+(p) 1 +-ri cos V ^ '

und:

V r= (1

—

(;)v— TZ

ist. Bei der wirklichen Berechnung einer Gylden' sehen Bahn hat man r aus (16) zu berechnen und (p)

und R ergeben sich später, wie wir sehen werden, durch Integration von zwei getrennten Differential-

gleichungen.

Die Gleichung (15), welche die Beziehung zwischen der Zeit und dem Orte des Planeten in seiner

Bahn gibt, transformiert Gylden nun noch, indem er den Begriff der »reducierten Zeit- C und der

»Zeitreduction« T' einführt, und zwar durch folgende Entwickelungen.

Analog der Form:

(r) = ^^^^ (18)
1 +-rj cos V

setzt G3'lden, gleichfalls in Analogie mit der elliptischen Bewegung:

(r) = a(l-TjCos£), (19)

wo E der excentrischen Anomalie in der Ellipse entspricht, aber eine andere Bedeutung hat, die

wieder nicht geometrisch, wohl aber später analytisch zu definieren ist. Aus (18) und (19) folgt leicht:

1
—(] cos E —

1 +71 cos V

/ ? C2ü)

cos£= ^+ ^°^^
sin £ = >^^i^^ sin V.

1 +/] cos V 1+TjCOSV '

Differentiiert man die letzte dieser drei Gleichungen, indem man tj als constant betrachtet, so folgt:

„ ,„ \\/\—-(fsm\! . v/l—-fcosv)
cos EdE — '.^^ -, Tj sin v+ —

l
clv

(l+7jC0SV)- l+'/jCOSV
)

(1 +7j COS v)2

oder:

i-fj sin- v+ cos v(l +Tj cos v)i<-/v

y / 1 Y 2

cos EüE = —-^ ^—-7, (ti + cos v)(/v,
(1 + 7] cos V)- '

also:

(1 + TJ cos V)- cos V

oder, mit Hinblick auf die zweite der drei obigen Relationen (20)

:

dE _ s/l-rf
_

dv 1 +7) cos V
(21)
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BiUYi^ini^i; vi'iii Typus 2 .V /;;/ Drcikörpcrprobicm. 325

Multipliciert man diese Gleichung mit der ersten der Gleichungen ('iO), so folgt;

(1
—

-rj cos £) -— = - -^
dv (1 + vj cos v)-

Nun ist aber aus der elliptischen Bewegung die Entwickelung der wahren Anomalie .1/ bekannt,

nämlich:

M^^ E—cs\n E — (v — W)-\-'^BuS\n n{v— W),

wo:

B, = -2e

ist. Diese Relation acceptiert Gylden der F'orm nach gleichfalls und setzt:

G ^= E— Tj sin £ = v+ S5„ sin iiv, (24)

wo:

V = (1— ;)i;--

und die B genau durch die Reihen (23) definiert sind, wenn man in denselben e durch tj ersetzt, indes

die der mittleren Anomalie der elliptischen Bewegung entsprechende Größe G, wie sich gleich

zeigen wird, anders definiert ist, als Min der Ellipse.

Durch Differentiation von (24) folgt bei constant gehaltenem tj:

(/£—•/) cos EdE = i/\+'!inB„ cos itvclv.

also:

JE
(1 -TiCüsE)-— = l+lllB,, Cns IIV- (2ö)

UV

Der Vergleich von (22) und (2H) ergibt die wichtige lüitwickclung:

,/'""'^'^'
,.,
= 1 + 1 « B., c( .s // X-, (26)

(1+7] COS V)-

wo also

:

v = (l-;)f-n

imd als besonders wesentlich hervorzuheben ist, dass Gjiden ilurch seine Definition vun Yj erreicht, dass

die rechte Seite der Gleichimg (26) keine langperiodischen Glieder enthält, obwohl aul' der linken

Seite das langperiodische Tj- steht, indem Tj imd -, wie wii' später zeigen wertlen, ja langperiodischo

Functionen sind.

Ehe wir nun Gleichung (15) mit Gylden weiter transformieren, erinnern wir ims, dass in der

elliptischen Bewegung die mittlere .Anomalie .1/ delinieit ist durch:

.17= u[l-z)
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326 H. Bnchholz,

und die mittlere Länge L durch:

L - iU+ri,

wo II die Länge des Perihels. Bezeichnet man also in bekannter Weise durch:

n— «t = s.

die »mittlere Länge der Epoche^', d. h. die mittlere Länge zur Anfangszeit, so wird

L = iil+e,

also:

und somit in der Ellipse:

Andererseits aber hat man in der elliptischen Bewegung, wie bereits erwähnt:

M ^ v+ Sß„ sin UV,

wo:

v = v-Y[

ist. Eür die Kepler' sehe Bewegimg hat man daher:

H/+S— n =z v+-ß„ sin ;/v

oder:

wo:

nt-irz — v+'LB„smn\' — v—1 e-^\n{V"\\)+ '" c- sin 2(i/ -11)— --- 1;^ sin 3 (i;- II)+ . . , _ (27)

V—J/= —~B„ sin n\

die »Mittelpunk tsgleichung" ist.

Die formelle Analogie der folgenden Gylden'schen Beziehimgen zu diesen in der elliptischen

Bewegung auftretenden Formen wird sogleich in die Augen spiingen.

Zunächst transformiert Gylden Gleichung (15) in die folgende:

3

dt _(\— rf)2 1+5
dv [l+UAf R

l+(p)

wo offenbar der erste Factor der elliptischen Bewegung entspricht, der zweite für S ^ R = aber gleich I

wild. In weiterer Transformation setzt Gylden, da ja, wie sich später zeigen wird, (p) =: Yj cos v ist:

^^dt_ (\-r^)2 (l-v)^)^
" — ~

Y2 +
l+S

wo also:

ist.

du (1 + V] cos v)-
"*"

(I +•/] cos v)-

v = (l-?)t;-

R
-Tj COS^

(28)
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Bewegung vom Typus 21.1 im Drcikörpcrproblcm. 327

Man sieht .sofort nach dem Vorhergesagten, dass das erste Glied der elliptischen Bewegung streng

entsprechen würde, wenn t, und ;: Constanten wären, während sie wirklich langperiodische Functionen

sind, was, wie gesagt,später evident werden wird. Indes betrachtet man sie in(28) doch zunächst alsConstante,

berücksichtigt aber den dadurch entstehenden Fehler in einer gleich zu besprechenden besonderen Weise.

Das zweite Glied in (27) hingegen verschwindet für i? = lS ^ 0. Nun entsprechen ja der Zeit t in der

elliptischen Bewegung die Werte r,, und i\^ des Radius vector und der wahren Länge, in der gestörten

Bewegung hingegen die Werte r^^+ or und v^^+ hv, wo Sr und Sf die Störungen sind. Bei Gylden, wo v

als independente Variable an Stelle von / tritt, hingegen entsprechen in der ungestörten Bewegung

einem bestimmten Werte von v die Werte r^ und /„, in der gestörten Bewegung hingegen die Werte

r^+ Sr und /„+ §/. Demnach stellt also das erste Glied der rechten Seite von Gleichung (28) eine

Beziehung dar zwischen der wahren Länge v und der gestörten Zeit, wenn man so sagen will, oder,

wie Gylden sagt, der »reducierten« Zeit, die er zum Unterschiede von der ungestörten, wirklichen

Zeit / mit C bezeichnet, so dass also:

rfC (1-7)2)2

dv (1 +''^1 cos v)-
(29)

ist. Das zweite Glied von Gleichung (28):

dT {\—ff)2

du (1 + Tj cos v)-

1+S
R

1 +Tj cos V

77 — 1 (30)

aber repräsentiert, wenn man so sagen will, gewissermaßen die Störungen der Zeit. So dass nach diesen

ganz eigenartigen Definitionen Gylden's der Zusammenhang zwischen / und v, d. h. zwischen Zeit und

Ort des Planeten in der gestörten Bewegung definiert ist durch:

dt d'Q dT
dv dv d V

so dass:

also:

dv dv '

(/-Q = r (31)

ist.

Diese Differenz der wahren und rcducierte n Zei t,
7"', bezeichnet Gylden als die 'Zeit-

reductioii«.

Analog nun, wie in der Ellipse, wo:

ist, die Zeit / definiert war durch

:

V ^ v— U

definiert Gylden in der gestörten Bewegung die reducierte Zeit l, durch :

n^+ \ — G+z,v-\-~

Denkschrirten der mathcm.-nattirw. CI.iüsc. BJ. l.XXII.

(32)

43
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328 H. Blich holz,

und, in Analogie mit Gleichung (27), welche die mittlere Länge L in der ungestörten Bewegung

charakterisiert, setzt Gylden in der gestörten:

nt+ K — i'+lB„ sin 77 v+ T. (33)

Da aber v = (1— c,)v— 7: und:

B,, sin nv z=i B„ cos 11 (cv+ 11) sin itv—B„ sin n (^v+ir) cos 77f

st, so wird, wenn wir differentiieren und setzen:

S^dB^cosni^iv+Tz) . vJß„ sin (?i;+:r) f/X
/ ; sm UV— ; ; cos nv ^ —j , (33 a)
4^ dv ^-J dv dt

offenbar:

M ^- = 1 + 1 »7 «„ cos 77 V+ —- .

dt dt

Wir leiteten aber ab Gleichung (26):

—^ ^-^ := 1 + S 77 /?„ COS 11 V.

(1+7] cos V)-

oder:

Es wird demnach auch:

da . (l-rj2)T d\
• dt (1+7]C0SV)'^ ,//

*^
^

(l + Tj cos V)2
~ dt dt' ^ '

\n Gleichung (34) wird nun aber durch Addition der Größe —^ der Fehler ausgeglichen, der
dt

dadurch begangen worden war, dass wir die Größen tj und 71 im ersten Gliede von Gleichung (28) als

Constante betrachtet haben. Denn es ist ja:

«C+A ^ i7-hSß„ sin 77V,

also differentiiert eben:

n —,= \+ hu B„ cos 11V+ —-
,dt dt

wo IiU B„ cosnv dadurch entsteht, dass rj und :r nicht variabel, sondern als constant betrachtet werden,

dX
während das Glied -—

,
gegeben durch Gleichung (33a), dieser Variabilität Rechnung trägt.

Daher wird die ursprünglich für die reducierte Zeit C gegebene Definition (29) und ebenso die

Relation, welche an Stelle der Gleichung (28) sive ursprünglich (15) trat:

dt d'C dT
n -— = 77 — + —

,dv dv dv

also:

nt = n^+T
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Dcii'cgniig vom Typus 2 3 im Drcikörpcrproblem. 329

bestellen bleiben, wenn wir die Größe A'' x-on T in Abzug bringen, wie es in Gleichung (36) geschehen.

Danach erhält man also, wenn man die UilTerentialgleichung (30) für T entwickelt, indem man den

ersten Kactui- durch die Entwickelung;

(1+ Yj COS V)'
^ 1 + S« /?„ cos nv

ersetzt imd im zv\'eiten nach Potenzen von Sund R entwickelt, das folgende Resultat, wobei wir also

beim nullten Grad bis zu Gliedern di'itter Ordnung inclusive gehen:

'^^ = S-2R—2RS+'iR'+ ?,SR''—AR''+ . .

.

dv

+ |6i?-2S-12ie-'+ 0i^S-...SYjcosj(l—;)t;-7r|

-3yj-- R+
j

|- 5— C>Ä'+ . . .Iyj- cos 2 {(1 -<;)j;-5r}

(19 /

-fOA'Tj'' cos v+ j— /?— S, Yj-' cos o5(I— c)v — :i|
' 4

(36)

_c/X
dv

iJie der Kepler' sehen Gleichung für die Ellipse analoge Gleichung in der Gylden'schen Bahn

aber lautet nach den ausführlichen letzten Entwickelungen:

G = £-Yjsin£= 7//+A— (;i'+7:)-r. (37)

Um sie zu losen, muss man offenbar obige Differentialgleichung für T integriert haben und zu deren

Integration muss bereits diejenige der Gleichung in R (indem p = ([j)-\-R ist) und ebenso auch diejenige

der Differentialgleichung für 5 geleistet sein, indem Sund /? gefunden sein müssen, ehe man behufs

hitegiation von (36) die rechte Seite aus S und A' bilden kann.

Ist T gefunden, so ist aus (37) auch das Gylden'sche E, welches der excentrischen Anomalie

der Ellipse entspricht, zu finden.

Zum Schlüsse ist noch die Relation zwischen dem Gylden'schen E und v zu finden. Man hat dazu:

X sin X
tg -^ =

2 l + cos.r

Aus den Gleichungen (20) folgt aber:

•n-f-COSV 1 +Y, cos V+ Yj+ COS V (1 + Yl)(l +C0S v)
1 + cos £ =: I

-^ — — ^^ ^-^

ferner:

also:

4-Y, cos V l+YjCOSV 1+YjCOSV

Mn h = - sin V,
1 +Yj COS V

£ _ sin£ _ \/l -Tj-sinv _ :'l— '1, v
'^ T ~

1 +CÜS £ ~ (1 H--^)(l4-cosv) " V r+^ ^ '2

43*
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330 H. B u cliholz,

Also entspriclU die Gylden'sche Relation, welche den Zusammenhang zwischen v und E ergibt;

tgY =
l+Y] E

t<J" (38)

wo:
V =1 ( 1 — ?)f— Jt

ist, gleichfalls der Form nach völlig der Kepler'schen:

V /l
tg ^- = ^ '

e E

wo:
V := V— n

und e constant ist, v\iihrend bei Gylden v ^ (1 — g)t'-'it ist und tj eine langperiodi sc he Function

bedeutet, die wir bei hitegration der Bewegung für den Typus -- näher kennen lernen werden, E aber

eine andere Bedeutung zukommt, wie der excentrischen Anomalie in der Ellipse.

Zum Schlüsse dieses Capitels stellen wir die eigenartigen Gylden'schen Differentialgleichungen der

planetarischen Bewegung, deren Integration uns in unserem Beispiele beschäftigen wird, in extenso

zusammen:

wobei:

ist.

Die Gylden'schen Grundgleichungen für die planetarische Bewegung:

^" 2 \ — ff dv\+S dv

dv-
'

( 1— 7j2 dv ' )dv

1 ^^'^VA^.f^%(i±^^ö?^|(i^-r.)
1 — t/- dv- ( 1

-
-(('f \d V ! 1 —-(f

- d V

dT
dv
= S-2R—2RS+3R' + :iSR'-4R''+..

+ [GR~2S-\2R--i-6RS- . . .}•/) cos|(l— ?)f-

— Srjä/y? <-
j
— S-6i?+ . . .jr,-^ cos 2 S(l-<;)i;-5i|

+ 6i?7j3cos v+|-Ä'- .S"| TJ-' cos 3 j(l —?):;-- 7r|

_ JX
dv '

p_ f.2

8Q
und = du

^ ^a(l--f) "bv

(39)

(40)

Durch dieses System ersetzt Gylden die Hansen' sehen Gleichungen (7), indem er die alte An-

schauung einer Kepler'schen Ellipse als erster Näherung für die planetarische Bewegung, die der

Variation der Constanten bei Laplace und bei Hansen zugrunde liegt, aufgibt.
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Zweites Capitel.

Die Gylden'sche Darstellung der Störungsfunction und ihrer Derivierten in

der Brendel'sehen Form und die numerische Entwickelung für Hilda.

A. Der allgemeine Gang der analytischen Entwickelung.

a) Erster Weg. Successive Berechnung der ß, {, 12, P und 0, A und B.

Die Entwickelung der Störungsfunction, welche, \-olIständig durchgeführt, bei Gylden einen

beträchtlichen Theil seiner Schriften beansprucht, wollen wir hier wenigstens in ihren llauptzügen

insoweit andeuten, dass die folgenden l'ür Hilda durchzuführenden Rechnungen nicht bloß den Charakter

eines zu befolgenden Rechenschematismus, sondern das Gepräge eines verständlichen Zusammenhanges

erhalten.

Die eigentliche Schwierigkeit der Integration der für S und p gewonnenen Differentialgleichungen

liegt offenbar in den Grüßen /-" und 0, insofern als diese die partiellen Derivierten der Störungsfunction il

sind, diese letztere aber den irrationalen Theil:

1 1

A \/r-'+ r'ä- 2 rr' cos//

enthält, der einer directen Integration hinderlich ist. Da man durch Ralionalmachen nichts gewönne, weil

sich dadurch Gleichungen vom achten Grade ergeben wüi'den, so besteht der einzig mögliche Weg in

einer Reihenentwickelung, in welcher jedes einzelne Glied integrabel ist. Der Charakter der fürQ und damit

zugleich der für P und anzusetzenden Reihenentwickelung ist natürlich durch die Differentialgleichungen

in keiner Weise bedingt, vielmehr an sich wif kürlich. Jedoch ist klar, dass die gewählte Form der Reihe

auch a priori die Form bedingt, in der man die Integrale 5 und p erhält. Laplace entwickelt il nach

Potenzen von r und r', dann aber entwickelt er r und r' nach Potenzen von c und c' durch Kugel-

functionen, und zwar entwickelt Laplace nach Vielfachen der mittleren Anomalie (also der Zeit).

Gylden hingegen entwickelt il in eine nach // und nach Potenzen von r und r' fortschreitende trigono-

metrische Reihe, die er in eine Entwickelung nach Potenzen von p, p', tj und y/ überführt, wobei er im

Gegensatz zu Laplace nach Vielfachen der wahren Länge entwickelt.

Da A wieder denselben Wert annimmt, wenn H sich um 2z ändert und dabei r und r' ungeändert

bleiben, so ist A — wenn man von r und r' absieht — eine periodische Function von //und lässt sich

darum in eine Fourier'sche Reihe nach H entv\ickeln, die unbedingt convcrgiert, eine gerade I'\mction

ist und nur Cosinusglieder enthält, vorausgesetzt, dass a nicht unendlich und A nicht Null wird. Jedenfalls

ist also:

-|- = i?„ 4- 'IR, cos H+ 2R.. cos 2H+ ..., ( 1 j

wo ein beliebiger Coefficient repräsentiert ist durch den bekannten .\usdruck:

R. = ^'

f" ,
cos«>H

j^_^^ ^,,^

71 JJ \/r'^-i-r''^ -2rr' COS <^
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332 H. Buchhoiz,

oder:

a \ C" cos n<\d']f

T. r'\ /

Diesen Ausdruck bringt Gyldcn auf die einfachen Formen vollständiger elliptischer Integrale,

indem er unter Beibehaltung der schon von Laplace eingeführten Bezeichnung für das Verhältnis der

mittleren Entfernungen des gestörten und des störenden Körpers:

a—, = n.

die Variable •/_ einführt durch:

so dass also;

ist. So folgt zunächst:

a

^3)

= 1—
X. (4)

^; -«'(1-X) = ^''
(5)

Rn
a 1

i

" cos n'\d'^^

^ ''' " s/l +k^—2kcQS'^'

Mit Hinblick auf die von Jacohi in den fundamentis novis gegebene For:

f^'
cos«'l<i/'jj _i„r''' sm-"'\df\

m:

jo (1 -h k-—2k cos (1j)2 Jy (1 + Ä'ä -2k cos <l>)"^
2

die man durch Einführung der X'ariabeln cp an Stelle von -{;, indem man:

cos '\> = /v' sin- cp + cos cpv 1
—

k'' sin- '^

setzt, unschwer übeifuhrt in die folgende:

r.

r^ cosu'^d'!^
^^

/"'^ sm^"tfd<f oini'~ sin^"tpJ(p

X (1 -HF -2^ cos +)^
"
'i \/T^^sin^ ~

^'"X
V/T^^FIm^

nimmt Jer Cueflicient unserer Fuurici 'sehen Entwickelung die Form an:

o _ 2 ß f^ sm-"cpJ'p
-n.,, — ~ "77'''

»"
/.i n/i -/e^sinätp

oder, da k durch :

k = av/r=x
eingeführt ist, auch:

^ a' sin-"'it/'i 2 a' ,, " /"- sin-"cp<:/rp
R„ = --

,
'//."

,

-' -_1^ ^-^ ^ -^ ^-a"+'(l--/_)L. "
, .

' \
. . a^)

J (vi— a^(l — )() sin- '£ Ti r • J^ v ] — a'- sin-'f 4-a''-/ sin-rp

Jeizt kann man im Nenner:

v/l — a- sin=^'f+ or.-y sin^cp = sjl—a? sin-(p \ / 1 -f- .—^-^r^T~^ ' ^ ^ ^ V \ — a? sm- rp

7. "/ sm- 'i

den zweiten VVurzeltactor nach Potenzen von -— ---
. ,' entwickeln.

1 — a-sm-
'f
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Nachdem wir also ursprünglich die Störiingsfunction 12, oder \ielinehr ihren ersten Th eil . in eine

unendliche Reihe:

-^ = i?„ + 27?, cüs H+2R., cos 2H+

entwickelt haben, entwickelt man nun nach Gylden jeden einzelnen Coefficienten dieser Reihe wiederum

in eine unendliche Reihe, nämlich:

2 a' " f

indem zur Ablsürzimg:

sin2"(p l 1 ,
1-3

,.2

Jo V 1—«^ sin-(p
l-Tr>-+-7^ir>^— •• '/'?.

2.4

a?-/ sin^cp

1— a^ sin^
!f

gesetzt ist. Diese Entwickclung conv-ergiert allgemein, wenn:

«'•/ sin' T ^
,— a^ sm- cp

ist.

Damit auch im ungünstigsten Falle: sin
'f

;= 1 Convergenz stattfindet, ist nothwendig, dass:

1— a2 < 1,

ist. Es ist aber:

und:

-^='-"[^>
r \"

r'
< 1, ferner a- < 1

also:

/ < 1 und -

—

'—r, < 1.

1 — a-

(7)

Wenn nun X < 1 ist, was wir nach den Beobachtungen für endliche Zeiten annehmen, so conver-

1 1.3
giert die Reihe 1 X H

'— X-— . .

2 2.4

Die Entwickclung (1 — /)2 ^ 1 /+ ... aber convergiert, wenn /_ positiv ist für jedes n, so groß

wir es auch Wcählen, also bis zur Grenze « r= oo; die nothwcndige und hinreichende Bedingung, dass

Convergenz stattfindet, ist also, dass:

a-— < 1

ist. Für den l'"all nun, dass erstens -^ > a, ist diese Bedingung sicher erfüllt, da liie eine Bahn ganz

r
innerhalb der anderen liegt. Ist aber zweitens —j- < a, dann ist die obige Bedingung sicher erfüllt, wenn

sie für den kleinsten Wert von , erfüllt ist und dieser ist:
r'

a(l-g) _a(l — g)

a'{\+e') ~^l + c'
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334 H. Buchholz,

Vüv diesen Fall also i;eht obige Bedingung über in:

'-'.r!<.-

oder:

\+e'

\—e\- la?- 1

Ist 1? < —
,
go ist diese Bedingung sicher erfüllt. Für gewisse Werte von oc ist erforderlich, dass:

2

;2aä— 1l-e>^/-^(l4-.0

ist. Betrachten wir als extremsten Fall den äußersten kleinen Planeten Thule, für den a ^ 0.82 ist und

setzen für die Jupiterexcentricität nach Leverrier c' = sin tp, wo cp = 2° 45' 56'.'5, so findet man,

da loK c' — 8.683513 und log a = 9 913814 ist:

also:

logf^^^)' . (1+c') = 9.87544,

1 -c > 0.7506, d. h. e < 1 -0.7506, mithin e < 0.2494.

Factisch ist aber für Thule e =z 0.0823, also die Convergenzbedingung wirklich erfüllt. Für Hilda,

wo a =: 0.760 ist, erst recht. Die Bedingung:

1 — «2 < 1

ist also auch für den kleinsten Wert von — und mithin für alle kleinen Planeten erfüllt, vorausgesetzt,
r'

V
dass — < 1 bleibt. Unsere Reihen convergieren also wenigstens so lange, als diese Voraussetzung

r'

erfüllt bleibt.

Führt man in der unendlichen Reihe (7) nun nach Gylden noch die Bezeichung:

2 ri sin^'-^f^/y ^
(1 — a^sin^tp)^

(8)

ein, welches elliptische Integral für Hilda später in 65 Werten behufs vollständiger Entwickelung der

allgemeinen Grundlagen der Störungsfunction zu berechnen ist, so geht die Entwickelung (7) zunächst

über in:

R„ — ^ a" + ' (\—-/Y- !
ß") — 4- ^'•/

• ß''l , + 44-5^' •/' ß''lo- (9)

eine Entwickelung, die Gylden definitiv überführt in die folgende:

^n = p-(i-x)^h'"-Yl"x+vi"r-Tl"x'+vl"x'- (10)
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Ben>e_^nug vom Typus 2/3 itii Drcikörperprohlcni. 335

indem er:

2 fl sin^'-^d^ _ „

"^^ (I— a^ sin-(p)2

1 ^„2^2 sin2"(pi,
«»+3 T_

3 — 'l

oder:

1.3.5...(2.-1) ,^
2.4.6. ..25 TT

sin2«+Sfp jtp

'o
(l-«2sin^cp)2f^

h ~
2 "+'

1.3
y1-"

2 .
4 "^"+2

(11)

setzt. Dabei hängen die 7 lediglicii von dem Verhältnisse der mittleren Entfernungen a =1 -, ab, da dies
cl

bei den ß der F'all ist und sie sind für Hilda später gleichfalls numerisch zu berechnen.

Bisher ist nun aber nicht die ganze Störungsfunction:

aQ = m'[-^ — ~cosH), (12)

sondern bloß deren erster Theil — entwickelt worden. Um das ganze 12 nach Potenzen von y zu ent-
A

,

" '•

a
wickeln, multiplicieren wir das zweite Glied in (12; mit — und bedenken, dass nach dem Früheren:

a'

^ r,

also:

ist. Dann folgt:

a' r a aviu a „ /

T — —=-j «VI -7

flö = 'm'\R,, + -l

r r' a' r

cosH+2R^cos2H+. .

.|

Und die Entwickelung der Störungsfunction wird ganz allgemein:

aä=zäo+ 2Q, cosiy+2Q2 cos 2H+ . . . +2Q„ cos nH = 2XQ„ cos iiH,

wo der Factor 2 nur für n ^=: fortzulassen und:

(13)

r'

Denkschriften der matheni.-n.iturw. Cl. LXXII. Bd.

Ü„ =: m'-j(\-y)2 | -7^" _.^i."y_+ .f..«y_2_ . . . | (14)

14
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336 H. Buch hol-,

ist, lind wobei (il'fenhar:

ist für alle Werte von u mit einziger Ausnahme von ;/ := 1, wo

T^'=T,V•-y«•^ (16)

7X\ setzen ist. In dieser Weise berücksichtigt man unter Beibehaltung der allgemeinenEntvvickelungs-

form (10) das zweite Glied des Ausdruckes (12) für fi, indem man zu den Bedingungen ( 1 1 ) mich die

Bedingung (16) hinzufügt.

An Stelle dieser Entwickelung nach / führt Gylden schließlich eine snlche nach r>, o'^ Tj-, y/- ein.

Da nach dem früheren:

1-t-p

und analog für den störenden Körper:

ist, so folgt:

.a ! \r'J V 1+fW VI— r,'2/

Indem:

ergibt sich, wenn wir bis zum dritten Grade incl. gehen:

/ = 2,o-2,o'

— 3 ,0'^+ 4
f.
p'- f/

-+ 2 Tjä— 2 Tj'
-

+ 4 ,0
-^— 6

r>
-p'+ 2 p p' - — 4 p Y; -+ 4 p'yj -+ 4 p Y;

' -— 4 p'y,
' -

y-2 — 4pä_8pp'+4p'^'

— 1 2 p-^+ 2 8 p-p'- 20 p p' - -+- 4 p' •'+ 8 p Yj ^+ 8 p y,'
^'- 8 p'y; -- 8 pV,' -

•/_3 = 8p'^— 24p-y+24pp'^-8p'=*

Entwickelungen, die allgemein convergieren, solange p und p' kleine Größen sind, was für endliche

Zeiträume nach den Beobachtungen angenommen werden kann. Ist eine Integrationsmethode imstande,

lS, (p), 7? und T durch unbeschränkt convergente Entwickelungen darzustellen, welche also für

unbegrenzte Zeiträume giltige Näherungen ergeben würden, so wäre die Löisung eine »absolute« im

Gylden' sehen Sinne.

Schließlich wird:

/ ^ ^'
(I+P)" (1— 7l'7'+

l

= 1— ?/p+(/;+l)p'

n(u+l) „ / ,, / »(«+!) /., .. / ,N /..+ -^~—^p2— 7;(H + npp'+ ^——'p'^—nji' + (i!+\)rf'

ii(i!+l)(ii+ 2')
., n(M+\'y' „ , n~(u+\) ,„ (;/— l)7/(;/+l) ,.,

+ ;/-p Yj- » ( » + 1 )p'yj- ;/ ( ;/ + 1 ) yr/- 4- » ( //+ 1 I-'p'y/-
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Betveguuil vom Tvpiis 2 .V /;;/ Drcikörperprobkiu. 337

Diircli Einsetzen dieser Werte in (14) lolgt die ursprünglich \'on Gylden für die Entwickelung der

Stitrungbfunction gegebene Form, t'urtschreitend nach Potenzen \"un ,o. ;/, y,-, tj'-, nämlich allgemein:

Liil — 2ln'l'"ü(ll.s.s').,,yrJ•'rJ'^'r^'^'f^'-''' cos iiH,

wo der Factor 2 wieder für ;/ -=: fortzulassen und:

ii„ = ii/'lHl{n .s .s'),.,.;j'';j"r['''r/-

(17)

(18)

ist. Die vierfache, bezüglich fünffache Summe ist durch den Index angedeutet. Diese Coefficienten ü„. die

niu' Functionen des numerisch zunächst genähert bekannten Verhältnisses y. sind, hat nun

Gylden voll.?tändig als Functionen der 7 entwickelt, für die großen Planeten bis zu den siebenten Potenzen.

Diese Relationen ii z=. /(•(), die wir für die numerische Rechnung bei Hilda brauchen, sind:

I. Für den 0. Grad inclusive bis zur 3. Ordnung:

"„.0.0 = Yi-"

"h.1.0 "In -7i

ß„.2.o = '^^^T^'+(2«+ 3,)y;"+4t.V"

'•In.,.. = - " '""^g'^""^^^^"-(»+ 2)^T!"-4(»+ 3)Y!-"-8Yl".

II. Für den I. Grad inclusive bis zur 2. Ordnuns

12,, + ,.,.,= -(;i+l)(H+ 2)Yi-"+i-2(2»+ 5)Tj-"+i-8Y,'"+'

ß„_,.,., = -«(«-1)y,V"-'-2(2«+1)y1-"-'-8y^"-^

iJ„-i.i.o=-(«-l)Y,V"-'-2Yl-"-'

Qo.2.0 = 3t}-ö+ 4y.^-"

IJ,,,., = -2-7,V'-10y1-'-8y.V'

i2,,,.„=--],V'-2Tl'.

(H+l)(H + 2)ä

"„+1.-J.1 —

+ 4(3H+ll)Y.l-"+'+ 24Yi-""^'

;;2 /|j J
\

ii„-i.2.i = -^^ ^Tj-"-i + (3»^'-t-4//+ 2)Yl-"-'+4(3«+ 5)Yi-"-' + 24Yi-"

«,,+!.. o^ ^'"^^^"'^^^
A-"^'+ (2»+ 5jy!-"-'+-1yV"-

iJ«_..2.u = '-^^^^Y,V"-'+ (2«+l)Yl-"-'+4Y.V"-'

£3o.3.o=-4y;"-12y'-0-8y^-"

l},.o.,=2Y^'+22Y!'+44Yi' + 24Yi'

iii.2.o = Yi'+ 5Yl' + 4Yi'

(lU)

44*
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338 H. B 11 c li h 1 z .

ß„_i.o.i = «T,V""''+27;-"-i

fii.o.o='?,V'.

(19)

Die zur Berechnung der Störungen der folgenden Grade erforderlichen 13,, werden später da, wo wir

dieselben bei der numerischen Rechnung brauchen, angegeben werden.

Bei der Integration unserer Differentialgleichungen für S und [j brauchen wir nun aber nicht die

Entwickelung der Storungsfunction selbst, sondern vielmehr diejenige ihrer Derivierten;

P 2
2"
8r

Q =
3Q

a{l—ff) iv

Diese entwickelt Gylden gleichfalls als Functionen der ii und damit als solche der -(. so dass auch

die P und Q nur wieder von dem numerisch zunächst genähert bekannten Verhältnis der mittleren

Entfernungen a abhängig erscheinen.

Da es hier, wie gesagt, bloß darauf ankommen kann, den Gang der ganzen Entwickelung insoweit

anzudeuten, dass die späteren Rechnungen in ihrem Zusammenhange verständlich sind, begnügen wir

uns hinsichtlich dieser Darstellung mit folgenden kurzen Bemerkungen.

Weil:

ist, so wird:

Ö =

_^(1-V)
1+p

1— Yj^ 8(aQ)

(H-p)2 dv

oder, wenn man den ersten Factor entwickelt und ü nach v differentiiert:

Ö= -(1— 2p+ 3p^— •/j'^+.. . )2S«S2(«.s.5')v.v'py''^'Y'''sin iiH
8//

Denkt man p und -q aus der Klammer in p und Tj unter dem Summenzeichen multipliciert, so folgt

allgemein:

Q = —2£«Ö(«.5.s'),.,. py^'fYj'^"' sinH^—, (20)
ov

wo die Q unter dem Siunmenzeichen gegebene F'unctionen der ü und damit also der i sind, somit auch

nur von a allein abhängen, nämlich:

—.Qin.s.s'),.,' = ii{n.s.s'),.,:—2ii{n.s—[.s'),.,< + 3ä(n.s—2.s'),m (21)

Ganz analog wird, da:

8Q _ 8fl 8p

8 r <s [j 'br

ai\—ri^) 8Q

r^ 8 p
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ist,

Bewegung vom Typus 2 .V /;;; Dreikörperproblem. 389

P=-(l—rj2)
3 p

oder, in gleichem Sinne ent\vici<eU wie bei Q:

ail — m{n .s .s').,../[/[j'^\-''r^'~'' cos iiH,

9p
also, da^ ^ sp^-' ist:

8a Q
z= S5ß(«.s.5')v../p"~'p''''rr"V"''' ^os iiH

und somit;

p = —(1—•fj''')üi;A-Q(n..s-.5')v.,.p''-ip'''fr''V-''' cos «//,

oder, wenn man s+1 lür 5 schreibt:

3aQ

8p
S(5+ l)iK« ••5+ 1 • A.v'p'p"'-1-''-l'"'' cos «i/

und

:

Pzr 2SP(«.5.s'X.vpy^'7j2''Yl'2^' cos 7^//, (22)

wo tur ;i =: wieder die 2 fortzulassen ist und die P lediglich Functionen der l^J und damit der / also

von 7. allein sind, nämlich allgemein:

;;/

-, P{n .s.s'),,' = — (5+ 1)

y

(n . s+ 1

.

s'),../ + {s-+ 1 ) li (h . s+ 1 . s'X-i..—

.

(23)

Führt man die hiermit allgemein angedeutete Transformation wirklich durch, so erhält man nach

Gylden als Resultat die folgenden Relationen für die Coefficienten der Entwickelungen (20) und (22)

I. Des 0. Grades inclusive bis zur 3. Ordnung:

Pn.o.o ^ —^».1.0
]

Öh-O.O ^= iiii.O.O

Pii.i.o = — 2Q„.2.o } ö'i-i.o =^ '2/1.1. ü— 2Q„.o.o

•fii.2.0 = — 3Q„.3.o ) ö»-2.0 = ii|i.2.0— 2ft„.i.o+ 3Q„.o.O-

II. Des I. Grades inclusive bis zur 2. Ordnung:

(24)

P«+ 1.0.I ^= — ^M+ l.l.l

Pil-l.OA ^= —i^H— 1.1.1

.< «+1.0.0=: — "/(+!. 1.0

.«11— 1.0.0 = — "ii- 1.1.0

Ai.1.0 = — 2£3o.2.o

.Pi.o.i = —^1.1.1

Pl.O.O = ^'^1.1.0

Ö;i + 1.0.1 =^ "«+1.0.1

0)1-1.0.1 ^= ^11-1. Ü.l

ö»+l-0.0 = ii/t+1.0.0

Qn-l-0.0 ^= ^«-1.0.0

Öl-O.l ^= fll.0.1

öl.O.O = ßl.0.0

Ph+1.1.1 = — 2$J„+i.'j.i

Pii-lA.l = — 2Q„_i.;;.i

Pii+IA.O^ — 2fl„+ i.oo

•P(i—1.1.0 = ^2Q„_i.2.o

•fo.2.0 = — 3J2o.;i.o

Pl.1.1 =: —2^1.2.1

-2Q,.,.o• 1 .l.ü

Öh+i.1.1 =: ^/i+i.i.i — 2fi,,+i.o.i

ö»-iii ^ i^H-i.i.i — 2Q„_i.o.i

ö«+i.i =: ^((+1.1.0— 2ß„+i.o.o

ö«-i.i.o ^ iJ)i-i.i.o— 2Q„_i.o.o

öl. 1.1 = '^1.1.1 — 2lJi.y.i

öii.o ^= ^1.1.0 — 2Q1.0.0'

(24)
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340 H. B II c h h o Iz

,

In den Entvvickelungen für (} und P (20) und (22) ist nur noch der heliocentrische Winkel H durch

die wahren Längen v und v' des gestörten und des störenden Planeten auszudrücken. Dazu denken wir

uns die feste ,r,jVj-Ebene, die Ekliptik, und die instantane Bahnebene xy des gestörten Planeten, der sich

zu einer beliebigen Zeit in P befinde, so dass die Neigung / und der Knoten S^ des Planeten zugleich die

Neigung und den Knoten der in die momentane Bahnebene fallenden osculiercnden Ellipse repräsentieren.

Ferner denken wir uns die momentane Bahnebene x'y' des störenden Planeten, welche gegen die erstere

um den Winkel % geneigt sei und die Neigung /' gegen die .t'jj'j-Ebene habe.

Die Schnittpunkte beider Bahnehenen mit der .Vj j'j-Ebene seien 5 und S'. ihr gemeinsamer Schnitt-

punkt S"; P und P' die momentanen Orte des kleinen Planeten und Jupiters m ihren Bahnen. Dann folgt

aus 1PS"P' nach dem Cosinussatze der sphärischen Trigonometrie:

cos H = cos S"P cos 6"'P'+ sin S"P sm S"P' cos 6

= cos {S"PS"P')—2 sin S"P sm S"P' sin'^ --

oder, wenn man die Längen s und;' des Schnittpunktes S'in der augenblicklichen Bahnebene einführt, also

PS" = v-s

P'S" - v'-b'

setzt, auch:

cos H ^=. cos (i;

—

v'— s+ s'j— 2 sin {v— z) sin (v'— s') sin'''-—
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Bewegung vom Typiia 2/3 im Dreikörperproblem. '34 \

Führt man jetzt noch die auf die Bahnebene des gestörten Planeten reducicrte Länge v'^ des

störenden Planeten:

v[ = v'+ B-z'

ein, so wird:

cos // = cos(f— ti^)— 2 sin(f — e) sin(ti'— s') sin-—. (25)
Li

/y
Da für die kleinen Planeten höchstens = 90, so ist im allgemeinen sin ~ < v - , also

• 2 1
- > -

s'"" _- < — Deshalb kann man, da W in der Regel eine kleinerWinkel ist, der weit unter 90° liegt, z.B. 10°

betlägt, zunächst sin- — vernachlässigen, was also besagt, dass man Glieder vom Quadrat der Neigung

fortlässt, denen später in der zweiten Abtheilung indes nachträglich noch Rechnung getragen werden wird.

Vorläufig indes machen wir diese Vernachlässigung, die z.B. auch in Herrn Masais großer Arbeil'

zugrunde gelegt wird, wo Herr Masal von //= v— v' direct ausgeht. Aus:

sm"*— ;=

folgt nun aber:

H—v~v\
oder:

H- v-v',

also:

ÖV

Wenn man nämlich das zweite Glied rechts in Gleichung (25) und somit zweite Potenzen der Neigung

nicht in BetracJit zieht, so ist ja nach der Figur:

£ = ft+ Z'

also: ^.

='_^ — h'

Nun ist aber:

also:

oder auch:

cos (ä— U,') = cos b cos /''+ sin /' sin b' cos 6

cos (b'—b) z= cos b cos b'+ sin b sin b'

cos {b'—b)— cos iSl
—

So') ^= sin b sin b' (1 — cos 6),

^ .
b'-b+ Sl-S.' .

£'-£
o j u o^—2 sm sm —-— := 2 sin b sm b' sm--—

.

Mit sin- — verschwindet offenbar die linke Seite letzterer Gleichung. Indes bleibt rein numerisch
2

^—£' für Jupiter und einen kleinen Planeten stets endlich, oder in anderer Motivierung, da:

sinb sin(ii— ü')

' Hans Masal, Formeln und Tafeln zur Berechnimi; der absuluten .Störungen der Planeten. Kongl. svcnsUa VctensUaps-

.•\cademieiis llandlingar. Bandet 23, No. 7.
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342 H. Ruch holz,

also:

. , „ sin & . .

sin (Sl—SJ) = -.—r sin 6
sin«

ist, so wird, weil / und % von derselben Größenordnung klein werden, doch ^— sJ auch hei abnehmendem ()

s'-s
nicht klein. Daher wird also sin mitsin''^ — zugleich verschwinden und folglich bei Vernachlässigung

2 2
' e ö

der Glieder vom Quadrat der Neigung:

s'=s,

also:

H— v-u'
gesetzt werden ki'mnen.

Unter dieser Annahme werden die Fintwickelungen für P und O:

P = 2i:P(» .s.5'X../py^''-/j'''T]'-''' cos fiH. . . (26)

ö = —2SMg(M.5.s')v.v'pW"'V"''' sin nH..., (27)

wo für w =z die 2 fortzulassen und die P und 0-Coefficienten unter dem Summenzeichen durch die

I^elationen (21), (23) und (24) zur numerischen Rechnung vollständig gegeben sind.

Als einzige Aufgabe, um die Entwickelung der Derivierten P und Q zum definitiven Abschlüsse zu

bringen, bleibt nur noch die Transformation des Argumentes v' auf das Argument v, da wir für die weiteren

Entvvickelungen und die Integration natürlich nur die einzige Variable v, die auch in den Differential-

gleichungen für S, p, T als unabhängige Veränderliche auftritt, haben müssen. Hinsichtlich dieser Dar-

stellung, die Gyl den bereits in seinem ersten größerenWerke Hind in größter Ausführlichkeit in den Orbites

absolues^ gibt, schließe ich mich Herrn Brendel's Behandlung an, die auf eine etwas modificierte Form

der Entwickelung, die Gylden für P und gibt, führt, da wir diese Brendel'sche Form der numerischen

I^echnung zugrunde legen wollen. An und für sich verdient keine der beiden Formen vor der anderen den

Vorzug. Von dieser sehr mnfangreichen Transformation, hinsichtlich deren ich im Detail auf die beiden

genannten Werke Gylden's, sowie Herrn Brendel's -Theorie der kleinen Planeten« verweise, sei indes

hier das Grundprincip angegeben.

Nach den Entwickelungen des ersten Capitels ist die Beziehung zwischen der Zeit und dem Ort

des gestörten Körpers in seiner Bahn gegeben durch die Relation:

»/+ .V = z' -2t| sin 1(1 -?)?;— 7:] +^ T|2 .sin 2\(\—c)v-ti]- . . .+T. (28)

Analog ist für den störenden Körper:

;;//-+ A' = v'—2-r{ sin \{\-z')i^-A+ ^-r\'" sin 2\(\—z')v'-t^\- ... + T'. (29)

n'
Multipliciert man jetzt Gleichung (28) mit (j. =::— , so folgt:

3
?/'/ = [j.t;— |j.A— 2|JL-^ sin \(\— z)v—z]+^ [rq^ sin 2|(1 —;)?^— tt]— . . . -t-;j.7. (30)

1 Hugo Gj'ldcn, Undersökningar af theorien för liimlakropparnes rörelser. (Untersuchungen zur Theorie der Bewegung der

Himmelskörper.) I, 11, !II Bihang tili svenska Vet. Acad. Handlingar Band 6, No. 8, Band 6, No. 16, Band 7, No. 2.

- Hugo Gvldcn, Traite analytique des orbites absolues des huit planetes principales (Berlin Mayer und .Müllei
;

Paris

A. Herrmann; Stockholm F. & G. Beijer).
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem ^ 343

Wie früher setzen wir nun:

(1 —(;)v—K=rv

(1—q)i;— TTi =v„
wo:

?,
— |J.;'

ist, sowie weiter:

(l-?>'-7:'=iv',.

Dann folgt aus Gleichung (29) und (30):

v' — \i.v+B+G+ <yi (31)

wobei:
B= \'—^\

und:
3

G = — 2[JLTj sin v+ 2t/ sin vi + — [j.tj- sin 2v+ 2tj''' sin 2vi + . . . (32)
4

ist.

Dabei ist die Größe T' fortgelassen, da sie ziemlich klein ist, vorzüglich aber deshalb, weil sie nur

solche Glieder enthält, die \-on der mittleren Bewegung Saturns abhängen und T' deshalb keine großen

Glieder bei Hilda erzeugen kann; T' repräsentiert ja Störungen, die Jupiter durch Saturn erleidet; indem

wir T' fortlassen, vernachlässigen wir also bloß die »indirecten« Saturnstörungen für Hilda, d. h. die

Störungen, welche dadurch entstehen, dass Saturn den Jupiter stört und diese Modification der Jupiter-

bewegung ihrerseits wieder die Hildabewegung beeinflusst. Diese Vernachlässigung ist aber deshalb

erlaubt, weil wir schon die >directen« Saturnstörungen (von Saturn auf Hilda) wenigstens bis auf

die elementaren bei der Rechnung zunächst vernachlässigen werden.

Damit nun durch die Gleichung:

v' ^ \).v+ B+G-^\>.T

v' rein durch r ausgedrückt werde, ist v' aus den Argumenten:

v'i = {\—q,')v'—TJ

in Gleichung (32) heiauszubringen. derart, dass an Stelle des Argumentes \^' vielmehr:

tritt.

Aus Gleichung (31) folgt:

v-v' — {\-)£)v—B~G-]xT= n\— G (33)

wenn man setzt:

(1— |jL)f

—

B—\iT= n\.

Unsere Aufgabe ist nun also, cos (v— v') als Function von v zu entwickeln, d. h. r' auf r zu trans-

formieren. Aus Gleichung (33) folgt:

i.'^(;V+ rJ)= -u\ + G+ v-(-'v'+ t:')

oder, wenn man:

an Stelle \-on ?'/»' setzt, auch:

v'i =: -n,, + f7+ v,. (34)

Denkschrillen der innthcm.-n;itnrw. C.l, LXXII. bd. 45

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



344 H. Buch holz.

Die Berechtigung davon, dass man in dieser Weise ;'r' durch v ausdrüci<t, erhellt wie folgt. Nach

Gleichung (31) ist;

;V=[x?'j;+?'ß+ ?'G+ .J.?'r,

Da nun ?' eine äußerst kleine Tlröße ist, so kann man c' G und fj,?'?' fortlassen, erhält also;

c!v' = \).c.'v+ q'B

oder:

Jetzt bezeichnet man;

Dann wird;

c!i>'+Ti' = [i.c.'v+Ti'+z'B.

c'r'+ K' — c,?'+ 7r,.

wo ?, und :r, bekannt sind, da ;'-' und A' durch die Jupitertheorie gegeben sind.

Um jetzt cos u{v—v') als Function von v zu entwickeln, entwickeln wir zunächst y/ sin \',' nach dem

Taylor' sehen Satze;

— i\ sin (7^'j— Vj— Li) =: — ({ sin {n\— \^+ f(G cos (Wj— v,)— . . . (35)

Sowohl bei der nun folgenden, wie hei sehr vielen späteren Entwickelungen, so bei Bestimmung

der elementaren und charakteristischen Glieder für Hilda, bei Bildung und bei Integration der

Differentialgleichung des Hildatj'pus u. s. f. hat man immer da, wo Producte \'on trigonometrischen

Functionen auftreten, dieselben durchweg in die algebraische Summe der Summe und

Differenz dieser Functionen zu zerlegen, was bekanntlich mittelst folgender F'ormeln geschieht;

sin a.sin ß = — cos (a+ ß)+ — cos (a— ßj

sin a.cos ß = — sin (ot+ß')4- -- sin (a— ß) \ (36)

cos«. cos ß ^ -5- cos (a+ß)+ — cos (a— ß).

Setzt man nun Gleichung (35) in (32) ein, so folgt, wenn man bloß bis zum I. Grade inclusive geht;

G = — 2[J.Tj sin \:— 'l-(( sin (n\ — \\)

also, wenn man diesen letzteren Wert in (35) einsetzt;

Yj' sin \\ =z —(! sin {w^—v,)—

2

[V(]-r( sin v cos (w, — v, )—2 [j-yj'- sin {n\ — v,) cos (n\ — \\)

oder mit Hinblick auf die Grundformeln (36);

t/ sin v'i ^ —Y sin in\— \\)— |xrjY]' sin(w,+v -v,)+ |xYjYj'sin {n\—v— \-,)

— y/- sin (2w,--2v,) + Glieder 3. Grades etc.
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Bewegung vom Typus 2j3 im Drcikörpcrprobleni. 345

Ebenso tindet man:

Tj'^ sin 2 v'i =: " Tj'- sin 'l{:W^— \\ + G)+ ^ i{'^ sin 'l{w^—\\)+ .

Durch Einsetzen der beiden letzteren Ausdrücke in (32) folgt G rein als Function von f bis

inclusive zu Gliedern 11. Grades;

G = — 2(ji.Tj sin V— 2Tj'sin {w^— Vj)

3+ -— [j.7j"^ sin 2v— 2jj,Tjyi'sin (w^+ v— Vj) f /^^x

5
+ 2{XTr)7j'sin(w^—V— Vj)—17 V^ sin (2Wj—2Vj)

+ Glieder 3. Grades.

Jetzt kann man mit Hinblick darauf, dass:

V—v' = (1 — (J.) v—B~ G— \i.T= w ,— G

ist, cos n{v—v') nach Potenzen von G nach dem Taylor'schen Lehrsatze entwickeln:

( nGy^
cos ;; (v— v') = cos ;/ w^+n G sin n w^ cos niv^+ . . . (38)

und hat nun für G in dieser letzteren Gleichung den .Ausdruck (37) einzusetzen. Das zweite Glied rechts

in (38) wird dann, indem wir beispielsweise die Rechnung mit den drei ersten Gliedern von G (37)

andeuten, auf Grund der Fundamentalformeln (36j:

iiG sm HW^ = — 2h|j.Tj sin v sin uw^— 2y/« sin niv^'im iyii\—\\)

3+ — «[j,Tj2 sin nw^ sin 2v
4

= «[J.Tj cos {\!+llfV^)— ll[).-fl COS (HWj— v)+ Tj'h COS [(n+ 1)«', — V

33 3
Y/«sin[(;/— l);yi+v,] ~ «[xtj^ sin (uw^ + 2\)+ — n\vr(- sin (nw^—2\).

Beim Bilden des dritten Gliedes rechts in (38) hat man, da der III. Grad zunächst ausgeschlossen

wurde, auszugehen \'on:

G = — 2|j,Tj sin v+ 2Yj'sin (/y, — v,),

also für G- zu setzen, nachdem man wieder die Formeln (38) angewendet hat;

G- = 2iJ.-Tj-— 2|x-Tj2cos 2v— 4|j.tjt/cos [;yi + v-Vj] + 4|j.T;Yi' cos (ii\—v— \\)

+ 2t/''^— 2tj'''^ cos (2;i'j— 2Vi).

Dieser Ausdruck ist nach (38) mit — n'^ cos inv^ zu multiplicieren und dann wieder irit Hinblick

auf die Formeln (36) weiterzubehandeln. Führt man in diesem Sinne die Transformation vollständig

45*
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346 H. B u ch h alz,

durch, so erhält man als Resultat cos h{v—v') entwickelt als reine Function von :; allein,

nämlich:

cos n{v—v') = cos n^v^+g^^^ cos (uiv^-i-y)

+^37) cos{ntVi— \')

+.^3Vcos[(«-l)n'i-+-v,l

+Ä'Y cos [(«+ 1)^1— Vj]

+^g7j^ cos {nn\ + 2\')

4-^7 Tjä cos (ti Wj— 2 v)

H-^g'^Yj' cos [(m— 1 ) W 1 + V+vj

+^9Yj7]' cos [(n+ i)m^ +V—Vil

+ÄoWcos|(;/— 1)^1— v+Vj]

+^iiTjYj' cos [{n+ 1 ) /Vj—V— Vj]

+gl2fl'^ cos /^Wj

+^„iri'2cos[(»—2);vi+ 2vj

+^i^7j'2 COS [(?^+ 2)Wi~2Vj],

(39)

wobei;

A = "t^; ^3 -«IJ-; Ä -h; ^^ = +;;; g^ - —ini' -^ni.
(.

^, z:.|^' + -|«lJ.|; g^ = -nin-\)[>.; g^ - -h n {n+ 1) [j.; ^„ =+»(«- 1)|J.; ^,,
= -//(«-

(jj* 5 )

gi2 = -"-
^13 =('2'

"'s" 'Vi'
<^i-t--/2

• 8

gesetzt ist. Bei dem Ausdrucke sin u(v—v') tritt in (39) nur an Stelle des cosinus überall der sinus.

Auf die ganzen weitläufigen weiteren Detailentwickelungen gehen wir nicht mehr ein. Im Princip

bestand unsere Aufgabe darin, P als Function von v zu entwickeln:

P= 2SP(M.s.s')vv'py''1"''l'^'''cos«(w— ^')-

Da nun aber;

p = Y) cos 1(1

—

q)v— t:)\ +R — Tj cos \+R,

was, wie schon erwähnt, später klar werden wird, so ist;

5(5-1)
f/ = |(p) + i?|'-=(p)^+s(p)^-'.i?+

1.2
(['Y--R'

wo (p) »den elementaren Theil der Form 5« repräsentiert, i? den »charakteristischen und den

gewöhnlichen«. Entwickelt man daher P nach Potenzen dieses letzteren Theiles, so folgt:

wobei;

P- P,,+ P,R+ P.,R'+ . . .+P.R'+ . . .,

P, = 2^P,{n.s.s')wW.{[j'Yff-'f{""' cos {v-v')

(40)
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Pj = 2'LP(nA.O)o.oR cos n{v- u')

+ 2SP(«.2.0)o.oi?(p) cos n(u-v')

+ 21P(n.lA)o.oR[j' cos niv-i/)

\

Betvegiiug udiii Typus 'll.'-i im DrcikinpcrpiDblciu.

und spccicll jeder einzelne Coefficient gegeben ist durch eine unendliche Reihe, nämlich, indem

bezüglich ^ 0, 1, 2, 3, . ., zu setzen:

Pq = 2i:P(H.O.O)o,oCOS n(v—v')

+ 2SP(m,1,0)o.o(p)' cos n(v—v')

+ 2SP(M,0.1)o,or>' cos u{v—v')

+ 2SP(«.2.0)o,o(p)^ cos ii(v—v')

+ 2SP(«.l.l)o.o(r>)p' cos n(v—v')

+ 2SP(M.0.2)o.op'^ cosM(t;— ;;')

+ 2SP(w.0,0),.ür;^ cos n{v-v')

+ 2"LP{n.0.0)Q.\f{'^ cosn(v—v')

347

S, A-, V, V

(40 aj

etc., wo für H = der Factor 2 vor der Summe wegfällt.

Analoge Entwickelungen folgen für Pg, P.j etc. Wirklich zu bilden sind dann die .Ausdrücke

('p)2, (p), (p)', p cos m(i;— v'),^' cosn{v—v'),iß cosn{v~v') eic, immer in Hinblick auf die Fundamental-

formeln (36), was im einzelnen durchzuführen uns hier natürlich viel zu weit führen würde. Vereinigt man,

wenn man in Besitz aller dieser Entwickelungen ist, die Glieder gleicher Argumente und ordnet dieselben

gradweise, so ergibt sich als Entwickelung der partiellen Derivierten P der Störungsfunction Q eine

unendliche Reihe, die nur die .Argumente \',\\ und w^ enthält und fortschreitet nach Potenzen von •/], v/

und P, nämlich:

P = Sß„.ü.ocos /;Wj + S5;;'|ijTr) cos n{w^ + \)+ ^B\^l\-;ri cos n(w^—\-)+ . . .

+P{ S5);0 cos nw^-^^B+\\;°-(\ cos {nw^+ \-)+ ZB-\\-S cos n(tv^-\)
\

+Rn^Bl%,^cosHfV,+ ...\

+ ,

(41)

wobei das Wesentliche ist, dass die 5 nur Functionen der P, also völlig bekannt sind, da ja die P
bereits als Functionen der Q durch (24) und diese als Functionen der 7 durch (19) ermittelt waren, die y

aber Functionen der ß nach (11) und damit \on c. allein sind. Somit hängen die B gleichfalls nur von dem

a
zunächst numerisch genähert bekannten Verhältnisse der mittleren Entfernungen —, = a ab, sind also

für j e d e n Planeten berechenbare Größen.

Diese allgemeine Gylden'sche Entwickelung nun transformiert Herr Brendel noch in eine etwas

andere Form, die wir als Grundlage für die numerische Berechnung wählen werden. Zum Übergang auf die-

selbe müssen wir aus dem dritten Capitel vorausgreifend entnehmen, dass die Functionen S, R. T jede einen

langperiodischen, einen kurzperiodischen und einen gewöhnlichen Theil besitzt, indem eine jede derselben

langperiodische und kurzperiodische elementare, langperiodische und karzperiodische charakteristische,

sowie schließlich gewöhnliche Glieder enthält. In diesem Sinne ist also:

T=-iv+Ti+T,+ Tg,
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348 H. Blich hol:

wo T/ der lang-periodische, J/, der kurzperiodische und J. der gewöhnliche Theil ist, während das Auf-

treten des säcularen Gliedes 71' später bei den-Entwickelungen für Hilda klar werden wird. Nach Herrn

Brendel trennen wir nun in der Art, dass:

also:

wird.

Da aber nach dem Früheren:

ist, so wird:

nw, =
indem zur Abkürzung:

gesetzt ist; oder, wenn man:

bezeichnet, aucli:

T=^v+Ti+K

iitv^ = »(1

—

\i.)u—nB— ii\i.T

\ = ii{\— \i..^)v— uB— n]).Ti— u[).K,

lJ,(l-fT) = 1A2

(1 —\)..^)v—B— [i.Ti = w

w^ = w— \).K. (42)

Nach Potenzen dieses kleinen Theiles /v von 7 (indem 7/ der größte Theil von T ist) entwickelt Herr

Brendel w^. Nach dem Taylor' sehen Lehrsatze wird dann:

sin nn\ =r sin niv— //;j,Acoshw sin nw—

.

Durch Substitution folgt jetzt die Entwickelung der Gylden" sehen Derivierten P in der Brendel'-

schen Form, die wir zur (Irundlage und zum Ausgangspunkte der numerischen und analytischen Behand-

lung des Hildatypus wählen wollen, indem noch w an Stelle von w^ gesetzt werde:

P — ^B„A).o cos 7r;i;+i:i);+j')^jTj cos {!iiv+v)+ 'LB'-l\ji cos(«w— v)

+ 1 B(+l\ -ff cos (;/ w+\'^)+ 1 B);;l\ t/ cos [ii iv— Vj)

+ Sjß„.2 o"fj" cos juv

+.S5<+2-)Q-r)- cos {mv+ 2v)+ lB\-^'i^ri^cos(mv—2v)

+ ^^,m"\ '^n' ^''JS (un>+ v+ v^)+ 'i:Bl+l\ -ffq' cos(«?y-4-v— v,)

-^'^^!,TiA
'«' '^^'S (//n'-v+ v,)+ i:5(--) -ffq' cos (h;i'-v— V,)

+ SiJ„.o.2''l'^ cos HtV

+ 1BI+~1 -q'-' cos (nw+ 2y;)+ lBl^^], V' '^»s (uw—2y{)

0. Grad
1. Grad

1. Ordg.

2. Grad

+ i?|i:5,;;0,.,cos inv+ lB+\-^/'-q cos (iiif+ y) + lB-[^^Hicos (nw-y)

-«0.1 *-l'cos(»/y-+-v,)+ i:i>;iV"V"«(;/w--v,)-S5+J-10-

+ liK\)Ln Bi, 0.0 sin ;/n'+i;/; 5<+i^-/j sin (11 n> + y)-^-lii Bl-\l^-q sin {iiiv~y)

+ lnB^+^l\ -/j'sin (;/«'4-v,)-i-i;»£;j-,i; Tj'sin {nlv—v^)

II. Ordnung

(43)
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Bewegung vom Tvjvis 2/.V im Drcihörpcrproblem. 349

+ RH-^B;-l^,CnsU1V+

-ai?/viS;/5'o ,sin uw .... >

IlHC^I^Y^'-^ B„.OA) cos niv+ . .
.|

l

1. OlillUllU

(43)

+

Einen völlig analogen Ausdruck erhält man für O. nur dass stets an Stelle des cosinus der sinus

tritt und umgekehrt, und dass außerdem die Klammerglieder von (j./v das entgegengesetzte Vorzeichen

erhalten, also auch das Glied dritter Ordnung in [iRK; an Stelle der B aber treten A Coefficienten, die

ebenfalls sofort angegeben werden sollen.

Man bezeichnet nun in der Gylden'schen Störungstheorie ein Glied, welches die »'e Potenz von t^

oder Tj' enthält, als ein Glied «'«-''i Grades; ein Glied, das die «te Potenz der störenden Masse m' enthält,

als ein Glied wter Ordnung. Und zwar wollen wir eine von Herrn Brendel in seiner im Vorwort citierten

schwedischen Abhandlung über den Hestiatypus (Om användningen ..) bereits angewandte Bezeich-

nungsweise gleichfalls gebrauchen und ein Glied, das die 7;te Potenz der störenden Masse enthält und mit

derselben auch seinem absoluten Betrage nach vergleichbar ist, als ein Glied rein ;/t^''" Ordnung

bezeichnen; hingegen ein ("rlied, das die ;?'<; Potenz der störenden Masse. enthält, aber seinem absoluten

Betrage nach mit ihr nicht verglichen werden kann, indem es einen kleinen Divisor von der Ordnung o

enthält, schlechthin ein Glied 7;'^'' Ordnung nennen. Dabei sollen die Glieder rein ti^'^^' Ordnung dinxh

lateinische, diejenigen der «tcn Ordnung (die also einen kleinen hitegrationsdivisor o enthalten) durch

griechische Buchstaben bezeichnet werden, so dass infolge dieser Bezeichnungsweise der Charakter

eines Gliedes sofort direct kenntlich gemacht ist. Um zu bezeichnen, dass ein Glied überhaupt >^von der

Ordnung« eine Größe sei, wird im folgenden nach Gylden das Zeichen: -rc angewandt werden und

wenn es »der Ordnung nach größer«, bezüglich kleiner ist, die Zeichen >, respective <. Um also zu

bezeichnen, dass ein Coefficient a„ rein von der Ordnung der störenden Masse und ein anderere.,,

schlechthin \'on der Ordnung der störenden Masse sei, schreiben wir kurz:

,
m'

a„ 3: m
,

a„ 10= -^

In den Untersuchungen über den Hildatypus wird dies Zeichen, ohne dass wii- nochmals auf seine

Bedeutung zurückkommen, stets anerewandt werden.

Es wird sich später zeigen, dass die:

Air,, r,
''^' ,- '"'

A ni: m'; B ^sz m'

;

R nr. -—
;

A 3: —

sind. Demnach repräsentiert also in unserem Ausdrucke (43), in dem offenbar die Glieder nach dem

0., 1., 2.... Grade geordnet sind, der erste Theil, der weder R noch K enthält, die Glieder erster

iii'-
Ordnung; der zweite und dritteTheil in R. bezüglich in K, da i?-i?, respective KB znz — ist, die Glieder

zweiter Ordnung; der Theil in R-, R- K, K- (d. h. natürlich das ProdLict eines Gliedes aus der trigono-

metrischen Reihe i?- in ein Klammerglied!) die Glieder dritter Ordnung u. s. f. Somit ist in dem all-

gemeinen Ausdruck für P sowohl der Grad, wie die Ordnung eines jeden Gliedes völlig übersichtlich

gegeben und die Form (43) ist dabei völlig streng, wenn man die Glieder vom Quadrate der gegenseitigen

Neigung vernachlässigt, die indes später leicht hinzuzufügen sind; während praktisch der .Ausdruck (4S)

vollständig ausreichend ist, wenn die Neigungen klein sind.
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350 H. Bucliholz,

In der Gylden' sehen Theorie entwickelt man also direct nach Grad und Ordnung und so lange

R,K,'(\ und Tj' kleine Größen sind, was für lange Zeiten sicher stattfindet, convergiert der Ausdruck (43)

unbedingt. Nach der alten Theorie würde es endloser Rechnungen bedürfen, um zu den Gliedern dritter

Ordnung zu gelangen, während wir dieselben später, beim Hildatypus, gleich in der ersten Näherung,

wie mit einem Federstrich, mitnehmen werden. Bisher ist man im allgemeinen nur bis zu Gliedern

II. Ordnung bei Anwendung der Gylden' sehen Methoden gegangen und nur Herr Brendel hat bei

Hestia, wo die Glieder der 3. Ordnung vom 0. Grade als verschwindend klein gar nicht in Betracht

kommen, einige Glieder 3. Ordnung höheren Grades, die groß werden, bereits dort mitgenommen. Bei

Behandlung der Lücke des Hildatypus zeigte sich indes die Nothwendigkeit, den Gliedern III. Ordnung

hinsichtlieh des 0. Grades vollständig Rechnung zu tragen.

Als Resultat der ganzen zuvor im Princip angedeuteten Entwickelung ergeben sich, wenn man

dieselbe im Detail ausführt, zur numerischen Berechnung der Brendel' sehen 5, respective ^ Coeffi-

cienten in den Enlwickelungen für P und Q, folgende Relationen zur Ermittelung der Störungen:

I. Des 0. Grades inclusive bis zur 3. Ordnung:

ß„.n.o = 2P„.o.o 5o.ti.o = -Pii.o.ii ^„.0.0 = — -«Öh.o A.o.o = i

Bll, = 2P„,.o 51,, = A.,.o All, = -2nO„,.u A^^^ = [ (44)

Bl:^ , = 2P„.2.„ 5^-„ = P..2.0 Ali^ = -2nO„ ,.. A^^, ^ 0,

wobei die F und durch die Gleichungen (24) als Functionen der gegeben, also bekannt sind; ferner:.

II. Des I. Grades inclusive bis zur 2. Ordnung:

i.l.U

5(+'j = P„+,.o.,-2(«+l)P„+,.u.o 5(+i) = Pi.o.i-2P,.ü.o

ß/ji) = P„_i.o., + 2(y/-r.)P„-,.o.o 5(-') = 0.

£+>•>/ = 2P„.2.ü+ 2«(i.P„.i.o 5+!:i-" = 2Pu.2.o

B-\-Y> = 2P„.o.,-2 »;xP„.,.ü ß,r!:i° = o

S|>;|-" = P„ + i.i.,-2(H+l)P„^.,.,.u ß+>;|-" = P,.,.,-2P,.,.u

5-;;V'^ = p„_,.i.,+2(«-i)P„_,.,.u ßo:i:l-" = o-

(45)

} (46)

^(+i)„ = -»
I
Ö„.,.o+ 2«!xg„.o.o

\ 4+/?o =

A\-;-l]^ = - « ! 0„ . 1
.0-2« ,i.0„ .0.0

\
A[-l\ =

A\+^\ = _(K+1)| g„+,.u.i-2(»+l)g„^,.u.u
i 4+o'.i = -Oi.u.i+2gi.u.o

^<-!), = -(K-l)ig„^,.o.i + 2(>;-l)g„_,.o.ui A(J\ =

^"Vr = -«! 20„.2.o-2«iJ.g„.,.o! AkuV" =

^+VV° = -("+i)ig„+,.i.,-2(H+i)g„+,.,.oS .4+i;{-"= -g,,,.,+2g,., ,,

^->yV" = -(«-i)!g„._, .,., +2(7^-1 )g„_,,.uS ^-i;i" = 0.

Der einfache Zusammenhang dieser Brendel'schen und der Gylden'schen, inGylden's Tafelwtrk

tabulierten '•A" und -B« Coefflcienten wird noch angegeben werden.
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Bewegung vom Typii9 2.'^ im Dreikörperproblem. 351

b) Zweiter Weg: Successive Berechnung der j3, y, ^, A, B.

Außer dem im vorhergehenden angegebenen Verfahren Gylden's, successive aus den ß die y, aus

diesen die Q, mittelst derselben die P und und aus letzteren schließlich die Entvvickelungscoefficienten^

und B der partiellen Derivierten P und Q der Störungsfunction ü zu berechnen, hat Gylden in seinen

späteren Jahren noch eine andere Berechnungsform für die A und B autgestellt. Dieselbe ist nicht nur von

Interesse deshalb, weil sie zwei Operationen — die Ermittlung derfi aus den y und der P und Q aus den 12

durch eine einzige — die Berechnung der »o)-« aus den y und danach der A und B direct aus diesen

ö-Transcendenten — ersetzt; sie bildet zugleich eine wertvolle Rechencontrole. Denn die ß sind

controlierbar, wie wir sehen werden. Sind also nur die y richtig gerechnet, die durch eine einfache

Operation folgen, so müssen die aus diesen y VVerien auf die genannten zwei verschiedenen Arten

gerechneten A und ß-Coefficienten übereinstimmen.

Was mich indes speciell veranlasst, diesen zweiten Weg Gylden's hier noch anzugeben — der im

Anschluss an das bereits Mitgetheilte ganz in Kürze dargelegt werden kann — ist der Umstand, dass ich

in der Lage bin, die noch unveröffentlichten Endresultate dieses Verfahrens, nämlich die ^
und B als/(8-), hier anzuführen, die ich von Gylden in Stockholm während meiner für ihn ausgeführten

Rechnungen erhielt und die zudem im folgenden bei der Rechnung für Hilda als Controlformeln wirklich

zur Verwendung kommen.

Nach dem Vorhergehenden ist ja allgemein:

= [-,) Q-' + 2
(-^j (^)

q"0 cos H+ 2
[^j (y Q»o cos 2H+ . .

.

(47)

wo C','' gegeben ist durch das Integral:

2 ..
, , r^" sin-" (fd'fCW = _ a"+i

'^

Jo V/ 1 — *" sin- cp+ a--/ si
n"''

imd:

p..^^ 2p" sin^"y ^cp

-'o (1— a2sin2(p)2

ferner:

i.„_ 1-3-5. .(25—1) ,_^o,^, 25+1)
''"

2. 4. 6... 2s '^»+^

ist.

Durch Differentiation erhält man:

a

8
,— = [V)

-^»'"+ 2 -^~ [^)
EO"^ cos H+2

[^) [^j
£('") cos 2//+ . . . (48)

wobei:

8 C("'^

or

ist. Mit Hinblick auf den früheren Ausdruck:

aber folgt:

-^. = -20-A
Denkschriften der mathem.-naturw. CI.issc. LXXII. Bd. ^q

.M fa'Y'„, , „ r fa'\"'+^
r
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352

also:

mithin:

H. Buchholz,

8r 0-/

£("') = —2(1 -/) -^^^ i-«C<"'>.

Genau wie im vorliergehenden O}^ nach Potenzen von / cntwicivclt wurde, kann man nun auch C<;"^

und £'"') entwicl<eln. Als Coefficienten dieser Entwickelungen:

ergeben sich die Werte:

W — In h f.^^ '2 /. •
• •

£("'> = Tjj;'"— •/]'/'-"x+T|!,""y/- . . .

.,1.» _ 1 -3. 5. .(25-1) ,+2.-+ l 0(25+1)
' — - . ^ „ --

i'n+ s2.4 6... 25

(49)

(50)

(51)

q]"" — [2/+«]t;"-" +2(/+1)y;'|-'/

deren erster früher schon abgeleitet wurde.

Bei dieser zweiten Art der Gylden'schen Entwickelung von P und ö braucht man aber außer den

»niederen« 7^-" auch die »höheren« f^-«, y?-", zu deren Ermittelung eben die y] dienen. Um sie zu

erhalten, differentiiert man zunächst:

und erhält:

(r'i+ r'2—2 rr' cos H) 2

dr
=: —ma'

f2— ,,,-' cos H

oder, mit Hinblick auf:

r'i—rr' cos H = ^ »A^+ r^-r'^
j

auch:

»'i
Zr

1 / am
A 2a2 \a'

m+2

Danach erhält man:

fr=-(T'»
\ I a

-«'(1-7)!"' • /lirj +-'
-.

^ '' IVA/ m 6r

m 9

(52)

(53)

hl V , / a
Ersetzt man hierin I .1 und l-r-

auf die Entwickelungen (49) und (50):

H(+2

nach Gleichung (47) und (48), so erhält man mit Hinblick

a? ( 2
v»i+2.jr — )~,nl.n i ^m.ii I .ftn-t-2^ l_a2 ^-1 (54)

eine Gleichung, aus der sich für ;;/ ^ 1.3.5..., bezüglich die 7'", y'^", y''^".
. • ergeben, und die sich

auch bereits im 3. Bande der »Undersökningar«, S. 51 und 52 abgeleitet findet.
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Bewegung vom Typus 213 im Drcikörpcrproblcni. 353

Durch iMultiplicatiun von (48) mit;

Igt die neue Fundamentalentwickelung;

a / \ r

wobei die 6- zwar als Functionen von a dargestellt werden könnten, indes nach Gylden für die

numerische Rechnung besser durch folgende Relationen zu ermitteln sind:

"n —
1(1

11
^liii 11 — .,ni.;; i_ ,,ni.ii

1 — 'l ^ 'u

n nin— 2)

- - ^2 + 7 ^1 + 2 4 ^«

11 11(11— 2) n(!t~-2)(n— 4)

•' ^ 9
^

9 4^ 2 4.6

(56)

;/ ii(n-2) n(u—2)(M-4) n(n— 2)(n~A){n-Q)
,„

' ^
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8

Bis zu i)-^"" inclusive hat man nämlich die % numerisch zu berechnen. Die Formeln (55) und (56)

finden sich erst in den Orbites absolues, Band I, S. 392.

Aus diesem i)- nun lassen sich die Entwickelungscoefficienten A und B der Derivierten der Störungs-

function direct darstellen, durch Formeln, die sogleich angeführt werden sollen, da wir sie bei der

numerischenRechnung für Hilda verwenden werden und die, wie gesagt, bis jetzt noch nicht veröffentlicht

sind.

Will man diesen Rechenschematismus wirklich anwenden, so hat man, wie folgt, zu verfahren.

Zuerst rechnet man, wie beim ersten Weg (über die Q und die P und Q), ein für allemal die ß^"^ und

y'". Wie dies numerisch geschieht, was hinsichtlich der ß^"' keineswegs einfach ist, werden wir sogleich

bei Hilda sehen. Sodann rechnet man aus den -(]" die:

'lo — ' M) '^ ^ n

T^J" = (2+ n)'(\-"+A:'i],"
\

(57)

^ji-" = (4+ w)y.i-"+6yJ-",

wo n = 1, 2, 3. . . zu setzen und der höchste Index // durch das bei der numerischen Rechnung der y'"

erhaltene höchste y bedingt ist.

Danach rechnet man mittelst dieser y] -Werte:

— lo

,y3.Jl

Il
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354

wobei die Formel;

H. Bnchholz,

+ 2a^hi-"-riJ-«+T4-"-,

eine Controle für die Richtigkeit der numerischen Rechnung bietet.

Auf Grund dieser Relationen rechnet man:

und hieraus schließlich:

To- l-aä2 rV+^rif,S-n

h —
1— a' .\t- -3-^"-^r^ fo"- 1o

:5.H

(59)

(60)

Danach erhält man direct die niederen und höheren d- durch Einsetzen der diesbezüglichen

7-Werte in die Formeln (56).

Die definitiven, bis jetzt noch nirgends mitgetheilten Formeln für die Gylden'schen ^ und 5 als

Functionen der r)- sind für die Glieder erster Ordnung die folgenden:

I. Für den 0. Grad:

^o.o(«— h)o.o = -2m {)••"

Bo.o(n,— ]i)o.n = +4nxy\-"

II. Für den 1. Grad:

Ai,o(n-i-\, — «)ii.o = 2M{l~ntf)i^l^" +2n»\"

Ai,o(n—], —f!)o.o = 2«(l-f-M(p)})-,',-" + 2M{>J-«

Ao.iin, — «+l)o.o = n(2n—\)»l"—2ni)-\-"

Ao.iin, — M— l)o.o = -n{2n+ \)»l" —2jti)-\-"

i
"1 '!

!m (61)

Bi,o(n+l, — M)n,o = -2(3- 2H'f)^-" —8&1" ]

Bi.<j(n—1, —ii%.o = —2{3+ 2ii'f)»\"—8iy}," ! '

Bo.iiii, — «4-I)o.o = —2(2«— 3);>J-"+8*J-"

Bo.i(n, —n—\)^,Q = +2(2ii-\-3)»l" +8&1-"
in Yj'

In der Brendefschen Bezeichnungsweise hätte man in (Gl) und ebenso in (62) bloß rechts tp

durch [X zu ersetzen und an Stelle der linken Seite die in der folgenden Zusammenstellung (63) gegebenen
A- und 5-Coefficienten zu setzen.

nehmen.

Die Angabe der weiteren A und B für den 2. und 3. Grad würde hier zu viel Raum in Anspruch

Wir brauchen indes zur Controle der Berechnung der »H ilda-Lücke.. im fünften Capitel für den
0. Grad auch die A- und ;?-Coefficienten der zweiten und dritten Ordnung als Functionen der 0-. Da ich
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Bewegung vom Typus 213 im Dreikörperproblem. 355

diese Formeln seinerzeit nicht von Gyiden erhalten habe, sollen sie hier abgeleitet werden. Dazu

haben wir offenbar bloß in den Formeln (19) des zweiten Capitels, welche die Li als Functionen der v

geben, die y mit Hinblick auf die Formeln (56) desselben Capitels durch die W auszudrücken und

finden so:

%, o.ü =-- K"
'

> {Q\a)

Q„.,.o = 3{^;"+4a•^"

Q„.:j.ü= -4{>J-"-12d;-"-8a'J-".

Aus diesen Relationen erhält man aber mit Hinblick auf die Formeln (24), welche die P und als

Functionen der Q, sowie der Gleichungen (44), welche die^undJ5 als Functionen der P und O geben, die

folgenden Werte für die A- und ß-Coefficienten 0. Grades:

Erster Ordnung:

Zweiter Ordnung:

Dritter Ordnung:

Ä^^;%^ — -6Ha-,V"-14;/{>J"-87ia-.i"

Zu erwähnen bleibt noch, dass auch eine directe Darstellung der A und B als Functionen der

niederen y möglich ist, die Herr Masal in seiner bereits citierten großen Arbeit »Formeln und Tafeln. .
.«

vollständig ausgeführt hat. Einen besonderen Vorzug vor den beiden anderen Gylden'schen hier mit-

getheilten Methoden verdient dieser von Herrn Masal ausgeführte dritte Gyiden' sehe Weg zur

Entwickelung der Störungsfunction indes insofern nicht, als die Rechenformeln, welche die:

^,5=/(T)

geben, für die höheren Grade äußerst complicierte sind. Für den 0. und I.Grad hingegen sind sie noch

ziemlich einfach und haben, indem wir sie hier beispielsweise anführen, folgende Werte, bloß mit Rück

sieht auf die Glieder erster Ordnung. Nämlich für den:

0. Grad:

Am)(", -«)= -27;v,V" '

ß,.u («, -n) - +2«t'" +4t;-". (Ö2)

1 Der Strich über dem y besagt also, dass für alle Werte von « bezüglich y^" = t'-" ist, mit Ausnahme vim i; = 1, wo

^1.1 _.,1.1 __ a'j ist.
Tii 'ü •>
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856 H. Blich holz,

wo:

1. Grad:

.4, „ («+1, -n) — 7,V" \{n^-h'ln)-2n^'!^\+2n'i\"

Aui) (n-l, —n) = -7,1" i(«^+2»)+ 2 7;-'rpj +2n'(\-"

ßi.o (n+1, — «) = T,V" i

-(«-+ «,)+ 2 «-'fl +YJ " ;--(4//+ (J) + 4H'f '(
-S-^"

/?,.„(«- 1, -7/) = Y,V"|-(n2+ 77)-272ärpJ+7; "
| - (4 H+ 6)- 4 »

'f
j -8-4"

.4o.i {n, -n+\) — -(l"(n^— n)~2n'i\-''

A,.i («, -«-1)= --7/,-"(3m2+ 7?)-2m-/|"

5o.i (n, -n+l)=z -^l-"(n~~ii)+ 6-(\"+S'(l-"

Bo.i {II, -77-1) = +-7l-"(377- + 7/)+ -4-"(8774-6.)+ 8-4 ".

n' \_

n 1

-s' 1

(62)

? • 1-s

ist, und es in erster Annäherung schon genügt,
'f
= [j, zu setzen.

Zum Schluss dieser allgemeinen Übersicht über die Entvvickelung der Störungsfunction soll noch

der Zusammenhang der Gylden' sehen und Brendel'schen .4 und B mitgetheilt werden. Auf Grund

desselben kann man bei Berechnung der absoluten Störungen eines kleinen Planeten, welcher sich im

Gylden' sehen Tafelwerk tabuliert findet, die in demselben gegebenen A- und i?-Coefficienten bei

Anwendung der Brendel'schen Entwickelungsform direct benützen.

• Zusammenhang der Gylden'schen und Brendel'schen Entwickelungs-Coefficienten der Störungs-

function.«

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

^K.o.o = ^(77, — ?7)„.o

;

M'^-\>^-JB{n-\, -77)0.0

;

J?i+;>,j = ^(/7 + 1,-77)0.0;

^Ä..=^("' -«^-1)0.0;

^,^,tV.o.i = ^(". -« + 1)0.0;

^Srl.'o = ^("-2, -«)o.o;

ylo.0.0 =0, aber: i'o.o.o = -ß(0, -0)o.o
'

^i,t,'l,=^0. aber5< + 'i=^2ß(l, - 0)o.o

^"n 0.1 — ^ •

1.0 1
— ^'

/i - 1

.

1 .

1

^ß\.r\^ ist bei Gylden nicht tabuliert.

= yS(77 — J, —77+1) für die Werte von 77 = 2 an; -ß' ,'1
,

H+ l.1.1

für 77 ^M : 4+ 'I = - ^(77-1, -77 + 1)0.0 :
5(+'), = B(ii - 1, -77+ I)ü.ü.

= J5(77— 1, —77—1),, „ für alle Werte von 77 = 1 an; -^IrA — ^'

für 77 = 0: A\-^-\ = -A(ii-ir l, —ii-hl)+ A(u ~l, 11- l) = 0.

5(-2) — ß^„ + ]_ -,i+ i)j^B(n—l, -II— l).

B'^yl ist bei Gylden nicht tabuliert.
(63)

1 In den Hillstalcln (cf. Seite XIX, Zeile 16—17 von unten) aber hat Gyklcn den doppelten Betrag von seine

J?(0, — 0)0.0 gegeben.
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Betvegung vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 357

jB\-ß
u •' = ^("- —"— 2)o.o für die Werte von n — 1 an

; -^l^^^^ = ^
'

« = 1

A\-^\= —A{i!, —n+2) ist bei Gylden nicht tabulierl.

11 = 1

B(^ = BOt, -n+2)
11 =

» »

H=:0

dagegen:

^tol = ^("' — «+ 2)+ß(», -u~2) ist bei Gylden niclit tabuliert,

H = H =

4To% = —^(»r-"^2)+^(;r^7r^= 0.

10. /fi„.i; = !-<S2.o(«, —70o.o+^(«, —n)i ol für alle Werte von n,

aber:
M = H =

Ao.2.0 = 0; .So.2.0= !ß2.o(M, -n)o.o+B{n, —n)uo\-

11. ^H.o.2 =i^o.2(", — jOo.o+'S(", — ")o.i! für alle Werte von n,

II = ij =

aber: ^0.0.2 = 0; 5o.o.2 = {B^.oiii, — 11)0.0+ Bdi, — "ji.oS-

Ferner ist bei Gylden gleichfalls noch nicht tabuliert:

^'+2> — ^(n+L —«+1) für alle Werte von n — 1 an
; .5; ^,"» — 0,

H— 1 .1.1 ^ ' ^ U. 1 .

1

'

yS^+V , ,
= jBui+\, —n— 1) » » » » M := 1 an,

» = 1 ;i = 1

aber: A\+^\ — —A{iv^, -^^n^\); 5{,+/\ = ß(H^ -V^O,
» = i; =

^<+i\ = —A{ii—[,-^^if+\) + A(n +X,^-^^ = 0,

« = )( =

B\+l\ - B(r^,^'^:^7+]:)+B(n^^-^:^7^).

Ebenso sind beiGj'lden andere Glieder noch nicht erschöpfend tabuliert. In der Vorrede seiner

Hilfstafeln spricht Gj'lden aus, dass die Aussichten zur Vervollständigung seines Tafelwerkes ' für die

kleinen Planeten wohl nicht ganz fehlen würden.—

(G3)

B. Die numerische Entwickelung der Störungsfunction für den Planeten 1 1^1 Hilda.

Wie bereits erwähnt, ist die numerische Entwickelung der Störungsfunction für die Mehrzahl der

kleinen Planeten durch das Gylden'sche Tafelwerk bereits zum größten Theile durchgeführt, insofern, als

in demselben wenigstens die wichtigsten .4- und .ß-Coefficienten größtentheils tabuliert sind. Zunächst hat

' Im Gj-lden' sehen Tafel werk sind mir die folgenden Druckfehler aufgefallen:

I. Auf Seite 84 muss in Colonne » = 5, Zeile 1 bis 30, 8 statt 9 stehen.

II. Auf Seite 87 muss in Colonne « = 7, Zeile 13, in der 6. Decimalc 7 statt 1 stehen.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



358 H. Blich holz,

Hen'Masal' in seiner »ß-Tafel« für alle Werte von log a =: 9.300 bis log a = 9.850 die Transcendenten

ß(f>
tabuliert und damit die Grundlagen für die Gylden'schen Hilfstafeln geschaffen, welche für die

Argumente log a. =: 9.620 bis log ot ^ 9.800 die aus den ß folgenden •('.", y^", 7?", sowie die.4 und B geben.

Für Hilda müssen indes diese Rechnungen von Grimd aus durchgeführt werden, da das Hilda

entsprechende log a^ 9.881 nicht mehr in den Gylden'schen Tafeln enthalten ist. Zunächst ist das

elliptische Integral:

ßSf

2 r^

•K j

sin^" (fd(f

(1 —a- sin^ (p)2

und zwar die folgenden Werteserien desselben:

ß(/) ß») ßn)...ß^y )

ß(3), ß(3) ß(3)...ß(^
(
/ (64)

m ßf. ^^'{^
)

numerisch für Hilda zu bestimmen. Durch unter Gylden's Leitung seinerzeit ausgeführte

Rechnungen und die dabei von ihm erhaltenen Aufschlüsse bin ich in der Lage, die folgende Darstellung

in seinem Sinne zu geben, wie sie sich sonst nicht findet. Auf alle in den Gylden'schen Tafeln nicht

fabulierten kleinen Planeten, also auf die verschiedenen Planeten des Hildatypus, auf Thule u. a. m.

finden die folgenden Vorschriften daher Anwendung.

Da die Einzelberechnung dieser 65 ß-Werte, die nach (64) zu bestimmen sind, mit erheblicher Arbeit

verbunden wäre, hat Gylden zu ihrer Ermittelung im Anschluss an Hansen ein abkürzendes Verfahren

gegeben, das wir benützen wollen.

Zunächst rechnet man den Grundwert ßj," direct, entweder mit Hilfe einer hypergeometrischen Reihe

oder, was häufig günstiger, durch mechanische Quadratur, oder auch durch das Gauss'sche Ver-

fahren des arithmetisch-geometrischen Mittels. Die folgenden ßl/' aber bestimmt man nicht direct, son-

dern mittelst der Relation zwischen drei aufeinanderfolgenden ß, bezüglich deren Ableitung auf Gylden's

»Untersuchungen zur Theorie der Bewegung der Himmelskörper« verwiesen sei: ^

(2« + l)ß(f)-[2H+ 2+ a3(2»-s+3)]ßWi+a^[2»--s-f4]ßW2 = 0, (65)

die, wenn man:

^
2 w -t-

1

n 1 o Q^-"=
2»-^2-4-a^(2»-.+ 3)

'" = ^' ''''^

2 m— s -t- 4
f" = "-^ o„_^,, '^,X,+-i, (66)Zn+i

setzt, übergeht in:

t
—JnVn+1

piy sin2« mdvf
1 Hans Masal: Table de l'integrale I j servant d la detei-mination des perturbations des petites planetes

Ju (l-a2 sin2 tp)2"

dar Jupiter et Saturne.

2 Cf. Undersökningar af theorien för kimlaknipparnas rürelser, Band 11, Seite 23. [Die deutsche Übersetzung dieses übrigens

zum Theil veralteten Werkes (das zu Gylden's ersten größeren Arbeiten über die Mechanik des Himmels gehört), welche vom Ver-

fasser vorliegender Abhandlung ausgeführt worden ist, befindet sich im Besitze Herrn Professor Seeligers.]
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BciL'Ci^'ini;^' L'oin Typus 2-3 im Dreikörperproblem. 359

oder, als Kettenhruch geschrieben:

»,. = -'
.

Jn^

1 -
^"+ '

1— ...

/h+v-I

1 —/»+-*«+ v+1

Für große Werte \'on ii nähert sich i>„ der (jrenze:

hm(t%,) = l+a^.

Darnach hat man also, nachdem X„ und /„ berechnet worden, einen Ausgangswert d„ für genügend

hohes n anzusetzen und aus diesem successivex)-„_], 0-„_2. . .i\ zu berechnen. Im Besitze dieser ö-^, t>-p (^^ • •

erhält man dann aus:

/'/, = i>,Ah (68)

successive /'oi/'i,/'»- • i-in^' mittelst dieser Werte und dem direct berechneten ßy nach der Beziehung:

ßit, = ^iPPn (69)

successive ßj", ß.',". .ßil'- Den Endwert ß,',' bestimmt man dann zur Controle gleichfalls wieder direct

mittelst mechanischer Quadratur oder hypergeometrischer Reihe. Das Übereinstimmen des direct gerech-

neten Wertes ß|!,' mit dem durch die Formel (69) erhaltenen verbürgt die Richtigkeit der ßJ/'-Serie.

Aus dieser ßJ/'-Serie ergeben sich jetzt die übrigen ß, nämlich:

ßi?', ßf>, ß,'P, ßJ?>

mittelst der Recursivtormel:

ß(f+2) = ß;f)+a2ß(^+2), (70)

indem man ßj'^', ßJa', ßl?,',
ßj'.'' wieder direct berechnet mittelst Reihe oder Quadratur und dann zunächst

aus ßil'
successive ßjf, ß^'o'.

• -ß,?' rückwärts rechnet nach derGleichung(70). Ebenso bei ß,';'", ß)/', ßf. Zur

Controle dieser ganzen Rechnung ermittelt man dann wieder ß^^\ ß^^' etc. direct und wenn diese

letzteren Werte init den durch das Recursivverfahren erhaltenen Endwerten ß„" etc. übereinstimmen, so

ist die Richtigkeit aller ß überhaupt gesichert. Direct rechnet man also sowohl die fünf Anfangswerte:

ßl,'^ ^, ^, ßl)'^ ßi.'^

wie die lünf Endwerte:

ß^y, ß^^, ß^^, ßg, ß^,

und zwar ßß^', ßj?,', ßJI', ß[^', ßj?,' eo ipso, um überhaupt das Recursivverfahren anwenden zu können, die

Werte ß^V, ß^^', ßj,'^', ß;'', ß;«' aber zur Controle.

Was dabei die numerische Wahl des Index ;/ in:

betrifft, so ist Folgendes festzuhalten. Bei einem einfacheren Planeten genügt es schon, h = 12 oder 14 zu

setzen; bei Planeten des Hildatypus aber muss man von vorneherein mindestens etwa /^ = 20 oder

höher ansetzen. Wählt man nämlich den Index ;/ zu niedrig, so convergieren die » nicht in der .Art, dass

man mittelst derselben solche ß'/' erliält, welche auf Grund von (69) zu einem ßo" Wert führen, der mit

dem direct gerechneten übereinstimmt.

Für Hilda setzte ich zunächst:

,%,, = 1 + «2,

fand aber so einen Wert von ßj,", der von dem direct gerechneten noch um 12 Einheiten der li. Üccimale

abw ich. In der X'ermuthung, noch zu niedrig gegriffen zu haben, setzte ich:

Denkscliriftcn der mathem.-naturw, Classe. BJ. LXXII. 47
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360 H. B 11 c li h alz,

erhielt dadurch aber in der K'eihe der » von ^}^.^ an bis zu \ wieder genau die gleichen Werte, ein Zeichen,

dass die Wahl von n = 24 doch hoch genug war und die genannte Abweichung blieb so bestehen. Um

sie zu beseitigen, lührte ich die ganze Rechnung zum drittenmale siebenstellig durch und erhielt so ein

genügendes Resultat.

Ehe wir die gefundenen Rechenresultate für Hilda mittheilen, erübrigt noch eine Bemerkung über

das bei der directen Berechnung der
ß'f'*

einzuschlagende Verfahren. Man kann die ß einerseits berechnen

mittelst einer hypergeometrischen Reihe, und zwar: die Werte
ßo'',ßo^', ßö'", ßö'', ßi"'

''^"s:

'" ~ 2.4.6. ..2» (2 2«H-2 2.4 (2 »+ 2) (2 « + 4) (
^ ^

hingegen ß;.y,ß;-^ß;^^',ß;'3>,ß;|' aus:

_.
1.3.5... (2»-l)

1 L ^ 1 ßM ^'^^-^^^ ^-^ ß^-
I (72)

^" ~ 2.4.6 ..2n ±\ 2 2m+ 2

'

2.4 (2h+ 2)(2«+ 4)
"^

' )' ^ ^

( 1— a^) 2

wobei in (72) rechts in der Klammer;

1— a«

ist. Im allgemeinen convergieren diese Reihen so schnell, dass schon nach Mitnahme einer kleinen Zahl

von Gliedern der Rest der Reihe numerisch zu vernachlässigen ist, indem z. B. die folgenden Glieder nicht

mehr in Betracht kommen, wenn man bei sechsstelliger Rechnungan ein Glied der Reihe gekommen, das

z. B. 0.000001 beträgt.

Bei Planeten hingegen, für die a so beschaffen, dass die Reihen (71) und (72) langsam oder eventuell

gar nicht mehr convergieren, ist die Berechnung der ß mittelst mechanischer Quadraturen anzuwenden,

die auch andere Vorzüge, z. B. den der Selbstcontrole der Rechnung bietet. Das allgemeine Verfahren

der Bestimmung elliptischer Integrale auf diesem Wege besteht kurz in folgendem.

Es ist:

^j'/fif)df = <!> = 1 jl/(0°)+/(5°)+/(10°)+
. . . +/(85°)+ -l-f(90l\ (73)

Setzt man indes einerseits:

<I. = lji/(0°)+/(10°)4-/(20°)+...+/(80°)+ { (90°)
j,

(74)

andererseits:

<D =lä/(5°)+/(15°)+ ...-f-/(75°)+/(85°)i, (75)

so liegt der wahre <1>-Wert zwischen den beiden durch (74) und (75) gegebenen, deren arithmetisches

Mittel also für <I> zu adoptieren ist, und wobei eine Rechencontrule darin besteht, dass (74) und (75)

nahezu den gleichen <I>-Wert ergeben müssen.

Der Wert unseres elliptischen Integrales ß',f
ergibt sich demnach als Mittel aus den zwei Werten

1(1 sin2"(0°) sin2"(10'') sin-" (80°) 1 1 | ,_„,

ß;f)
= — ) ^—^

^ H !^ j + . . . H ^
^ + Y j (76)

9 ( 2 |-i_gj2sin2(0°)y2 [1— a^sinä (10°)] 2 [1 a2sin2(80°)]2- [i_a2]T)

1 ( sin^"(5°) sin2"(15°) sin^" (85°)
)

ßlf := -q- . ^ + 7 + . . + 7 , {.'O
'

[1— a-sin2(5°)]2 [1—a^sin2(15°)]2' [1 -aäsin2(85°)]2 )

die für das bestimmte a des betreffenden kleinen Planeten numerisch auszurechnen sind.
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Bewegwiii vom Typus ZjS im Dreikörperproblem. 361

Dabei ist noch zu bemerken, dass für n = die Formel (76) nicht brauchbar ist, weil das erste Glied

derselben in diesem Fall unbestimmt wird. Das zu berechnende Integral wird in diesem Falle:

X
^cp

(1— a- sinä(p)2

Wendet man auf dasselbe die Formel der mechanischen Quadratur an, so ergibt sich, da die zu

integrierende Function für tp ^ den Wert 1 annimmt:

I
</<p 1 1

(1— a2sin2(p)2
9| 2

+
1 + .

)

[l-a2sin2(5°)]2- [l-a2sin2(15°)]2-

Man kann also auch sagen, dass in der Formel (76), wenn n = ist, das erste Glied gleich — zu

setzen ist.

Indem ich nun nach Gylden für Hilda der Rechnung den folgenden a-Wert zugrunde legte:

loga = 9.8810475,

erhielt ich zunächst (indem logil'ii+i ^ 0.1981684 angenommen wurde) die folgenden Werte:

o

I

2

3

4

5

6

7

8

9

lO

1

1

12

•5

14

>5

i6

17

i8

19

20

21

22

23

24

log ).;;

9.5008016

9.6768929

9.7220503

9.7438396

9.7560741

9.7640431

9.7696470

9.7738029

9.7770080

97795552

9.7816282

9.7833482

9,7847983

9.7800374

9.7871083

9.7880433

9.7888606

9.7895971

9.7902497

97908302

9.7913662

9.7918474

9.7922863

9.7926883

9-7930577

log/,1

9.4169I08

9.3834869

93747129

93711532

9.3693624

9-3683358

9.3676928

9.3672635

9.3669629

9.3667441

9.3665799

9-3664537

9.3663545

9.3662749

9.3662103

9-3661571

9.3661I28

9-3660755

9.3660438

9.3600167

93659932

9-3659727

9-3659550

9-3659392

log a-H

0.2422677

0.2140832

0.2066580

0.2035157

0.2018689

0.2008910

0.2002599

0.1998278

0.1995185

0.1992893

0.1991134

0.1989767

0.1988676

0.1987791

0.19S7063

0.1986455

0.1985938

0.1985490

0.19S5090

0.1984716

0.1984341

0.1983929

0.1983424

0.1982728

(78)

)

Dabei sind diese, wie überhaupt alle folgenden Rechnungen zweimal unabhängig durchgeführt.
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362 H. Bnchhol'.

(79)

Um die Grenze der Vervvertbarkeit der hypergeometrischen Reihen in einem so extremen Falle

wie Hilda, zu prüfen (nur für Thule ist ja a noch größer als für die Planeten des Hildatypus), wo die

Reihe (72), da ß^ > 1 ist, divergiert, wurden die folgenden Werte gerechnet. Zunächst nach (71) die
ßf,-^'

wobei die Reihe für ßj/' und ß[," bei a"", die Reihe für ßj,^' und ßj,'' bei a''^, die Reihe für ßj,"' erst bei a""

abgebrochen werden konnte; die Reihe (72) konnte für ß^^ bei ß-", für
ß^l'

aber bei ß-''" abgebrochen

werden. Die numerische Divergenz hingegen trat ein bei ß^'j', wo die Reihe bis zum Gliede in a?^

immer abnahm, um, wie man sich überzeugt, an dieser Stelle umzukehren und wieder zu wachsen, so

dass die Ermittelung von ß[-^', ßj^', ßj^' überhaupt nur mittelst mechanischer Quadratur möglich war.

Ich fand; '

I. Aus den hypergeometrischen Reihen:

log ßW = 0.0886963

log ß(?) = 0.2961145

log ß(5) = 0.5409142

log ß[/^ = 0.8167040

logß<;')= 1.1159814

log ßW = 9.3842637

log ß^ä^) = 9.7393370.

II. Durch mechanische Quadratur;

log ß</) = 0.0886963

log ß(3) = 0.2961147

log ß(5) = 0.5409150

log ßW = 0.8167048

logß[f)r= 1.1159842

log ß(y = 9.3842636

logßfg) =9.7393375

logßg' =0.0958159

log
ßfg)
= 0.453538

log ß(|> =0.812366. 1

Was die etwas stärkere Abweichung des durch die Reihe und des durch mechanische Quadratur

erhaltenen Wertes von
ß[f'

betrifft, so ist festzuhalten, dass die aus der Reihe (71) gerechneten ß-Werte

insofern weniger zuverlässig sind, wie die durch mechanische Quadratur erhaltenen, als man nicht weiß,

wie groß der vernachlässigte Rest der Reihe ist. Denn die letzten vernachlässigten Glieder können zwar

für sich klein, ihre Summe aber kann groß sein, während bei der Reihe (72), die einen regelmäßigen

Zeichenwechsel hat, der Fehler stets kleiner ist, als das erste vernachlässigte Glied.

Weiter fand ich für Hilda;

(80)

log ßj,') = 0.0886963

log ßO) = 9.831766

log ß^i) = 9.722742

log ßW = 9.652050

log ßW = 9.599405

log ß^') = 9.557348

log ß^') = 9.522282

log ßW = 9.492189

log ß(') = 9.465820

log
ßl,')
= 9.442347

logß<'„) = 9.421191

log ß(V
= 9.401933

log ßW = 9.384258

(81)
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Bewegtiiii^ vom Typus 2/3 im Dtcikörpcrproblem. 363

log
ß(f)
= 0.2901 14

log ßf) = 0.1 13492

logß!/) = 0.030 16:-.

log ßf>= 9.973341

log ßf ) -_= 9.929573

log ßf = 0.540904

log ßf = 0.413157

log ßf = 0.348662

log ßf = 0.302328

log ßf = 0.265469

log ß(,') = 0.816703

log ß<"' = 0.726790

log ß.^' » = 0.6759 1

4

logß^') = 0.637518

log ß^"> = 0.606060

logß(9)= 1.115981

logßf)= 1.051098

logßf = 1.010066

log ßf = 0.977715

log ßf = 0.950516

log ßf = 9.893754

log ßf = 9.863338

log ßf = 9.836859

log ßf = 9.813386

log ßf = 0.234618

log ßf = 0.207979

log ßf = 0.184482

log ßf = 0.163433

log ßf = 0.579191

log
ßl;

> = 0.555638

log ßf = 0.534618

logßf = 0.515607

log ßf = 0.926865

log ßf = 0.905856

logßf = 0.886910

log ßf = 0.869629

log ßf = 9.792290

logßf = 9.773124

log ßf = 9.755556

log ßf = 9.739338

logßf = 0.144349

logßf = 0.126882

logßf = 0.110772

logßf = 0.095816

log ßf = 0.498233

log ßf = 0.482222

log ßf = 0.467389

log ßg = 0.453538

log ßf = 0.853727

logßf = 0.838991

log ßf = 0.825246

logßf = 0.812366.

(81)

Der Vergleich der so durch die Formeln (69) und (70) erhaltenen Endvverte der ß mit den direct

gerechneten, durch die Formeln (80) gegebenen Werten zeigt die Richtigkeit der sämmtlichen in (81) ent-

haltenen ß -Werte. Die Abweichung des direct berechneten Wertes von ßj-^ mit dem recursiv erhaltenen

Werte von ß|-^', die nur die sechste Stelle entstellt und für das Folgende belanglos ist, konnte nicht

beseitigt werden, da die directe Berechnung der Quadratur für ßf sowohl, wie das Recursivverfahren für

die 12 Werte ß',;'', dreimal unabhängig durchgeführt, stets zu denselben Resultaten führte und belanglose

Abweichungen in den höheren Decimalen, als durch das Recursivverfahren bedingt, nicht ausgeschlossen

erscheinen. Dabei wurden ßf , ßf und ßf 7-stellig gerechnet und dann 6-stellig gekürzt.

Mittelst der so erhaltenen Werte der ß fand ich für Hilda folgende Y-Werte:

,0g .^1.0 9.9697438

log-7i-i = 9.014555 »

log (]/- = 9.305884

logYj-^= 9.176240

log
yJ-* = 9.004643

log f/> — 8.843633

log Yi-'''= 8.689615

logYi" = 8.540569

log
yJ-**
= 8.395248

logYi« 8.25282:;

logY,f" = 8.112714

logY.V" = 7.974503

l'Jg To 7.837875

(82)

1
' Dabei ist ent.sprechend den rrühcicn allgemeinen Entvvickcliingen bciBereclinnng dieses Wertes d ieSub t ract ion von a'

bereits ausgeführt. Und ebenso ist dieselbe bei allen denjenigen der folgenden niederen und höheren fj, y und ft berüeksiehtigt

in deren analytischem Ausdruck Yy'

bezeichnet sind.

Yo' auftritt, die dementsprechend in den Formeln (SM) bis (S9) durch -rj'-', y''-' etc.
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364 H. Buch holz,

logYjO:

log-fV':

lOg-fl'-:

log 71" =
Iog7i' =
log vi- =
log 'd'^

=

logTr =
!ogTj' =
log x^-"

=
logT3-^ =

log7l°:

logTl'

log tI"

9.455604

9.253325

9.07 754S

; 8.914828

9.327931

9. 162(344

9.006833

8.857029

9.299701

9.149290

9.003469

8.860965

9.136802

: 9.174198

; 9.034237

log 7;-'=: 8.760056

log7;-5=i 8.610688

log7l-G= 8.465256

log7;'' = 8.322831

Iog-4*=: 8.711438

log7i'5.= 8.568989

log 7.^« =8.428987

log 7.^-7 = 8.290950

log 7^-^=8.720991

log 7^-'"' = 8.583027

log 7^-6 = 8.446701

log -iY^ = 8.896338

log7i-' = 8.760105

log 7' -5 = 8.625250

Hieraus ergeben sich folgende Werte für die niederen -i]:

log tjjV = 9.756634 log yj}-« = 0. 1 52935

logYJi' = 9.664451

log 7],'-= 9.847277

log Tji-3 = 9.788548

logT|,V''= 9.715504

logYiJ"= 9.633900

log fiY' = 9.546530

log7]Ji = 0.048943

log-rjl'- = 9.946718

log7jJ''= 9.844326

log 7]}-*= 9.741256

logYjJ"= 9.637377

log Tj;« = 9.532682

log 7! -8 =8.182783

log 75-9 =8.044664

log7>-'0 = 7.908143

log7l-" = 7.772973

log 7.^* =8.154531

log7.^-ö =8.019467

log .^1.10 _ 7.885560

log 7i-' = 8.311737

log 71-8 =8.177952

log 7^-9= 8.045148

log7|-6= 8.491562

log 7.1' = 8.358864

log 7' -8 = 8.227032.

log 7).^-o= 0.31 1214

log 7]^' = 0.196804

log -Aj.^" = 0.084335

log Yi.i-3= 9.972793

log 7).^-*= 9.861686

log 71^/5 = 9.750750

log 7j.^-6 = 9.639834.

Und damit die folgende erste Serie von höheren 7-Werten:

log 7;]-o = 0.453967 log 750 = 0.9 1 3276

log 7^' =0.148583

log
7i;

2 = 0.35 1659

logfj'i = 0.719725

log 73-2 = 0.753584

log 7;j-3 = 0.276616

log 7;]-' =0.193871

log 7i]'^= 0.105784

log72-6 = 0.013757

log fY — 0.664690

log 73-^ = 0.571980

log
7-J-5
= 0.476340

log 7^-0= 0.378374

log 7;;-°= 1.233837

log 7-^-'= 1.068303

log 7^-2= 1.050839

log f,^ — 0.954644

log 7^--*= 0.856201

log^:;.5_ 0.755928

lQg.^.3.G_ 0.654131.

Aus diesen erhält man als höhere tj:

logT;i]-ö= 1.214306

logi^i]' = 1.075454

log7i3-2= 1.199607

log7];]-3= 1.173566

log 71-^-0= 1.928970

log 7)3-1= 1.796206

log 7)3-2 z= 1.830252

log 7)3-3= 1.771851

(82)

(83)

(84)

(85)
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Bewegnilii vom Typus 2/3 im Dvcikörpcrpvoblcm.

und daraus die folgende zweite Serie von höheren (:

log 72-0= 1.275759

logY5i= 1.107339

log 75.-— 1.244347

log7J;'3= 1.210096

365

log Yf° = 2.059568

logrJ'= 1.913325

log7f-= 1.971568

Jpg ^5.3 _ 1.917085.

(86)

.'\us den Systemen der niederen 7 aber erhielt ich für Hilda die folgenden Werte der niederen

»)--Transcendenten

:

log djo = 9.969744

logdj'zr 9.014555

log *J- = 9.365884

logO-J-3= 9176240

log
^J--*

r= 9004643

log ^J-5
- 8843633

log&J*'=r 8.689615

log &!'=: 8.540569

log djs= 8.395248

log öjo = 8.252822

log 0110=8.112714

log *Jii = 7.974503

7.837875

log &Jo = 9.455604

log
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366 //. Buch holz,

log ;>•;» = 1 .275759 log i'>-Jo = 2.059568

logä--;-' = 1.107339 logÖfi = 1.946009

} (89)
log d5.2— 1.244347 logöJ-= 2.046167

'

log^-=*= 1.210096 log a-j-^=: 2.029191.

Dcimit ist die Störungsfunction fürHildain den Grundlagen entwickelt Die Berechnung der .4 und ß
beginnt im V. Capitel, wo die Grenzen der Lücke im System der kleinen Planeten, die hei Hilda auftritt^

in erster Näherung bestimmt werden.

Drittes Capitel.

Die Bestimmung der elementaren und der charakteristischen Glieder für

den Hildatypus.

Unsere eigentliche Aufgabe ist es nun, die allgemeinen Gylden'schen Bewegungsgleichungen, die

am Schluss des ersten Capitels angegeben sind, für den Hildatypus wirklich aufzustellen und dann durch

Integration derselben die Größen 5, f>,
T zu bestimmen. Diese Integration wird im folgenden zunächst für

den 0. und 1. Grad durchgeführt. Im später erscheinenden zweiten Theile dieser Untersuchungen, wo die

Integration für den 2. und, soweit das erforderlich, für den 3. Grad durchgeführt werden wird, ist dann

schließlich mittelst der so erhaltenen definitiven Werte von S, p, T der Radius vector als Function von v

zu berechnen; ebenso ist die Beziehung zwischen der Zeit und dem Orte des Planeten in seiner

Bahn, d. h. die Relation zwischen / und v für die Planeten vom Hildatypus w^irklich herzustellen und die

Bestimmung der Breitenstörungen auszuführen.

Um die erste dieser Aufgaben zu lösen, die allgemeine Form der Gylden'schen Differentialgleichungen

der planetarischen Bewegung für den Hildatypus wirklich herzustellen, müssen wir zunächst nach

Gylden's Princip in den unendlichen Reihen, die wir für P imd ö gewonnen haben, die langperiodi-

schen und die kurzperiodischen »elementaren« und ebenso die langperiodischen imd die

kurzperiodischen »charakteristischen« Glieder für die Planeten des Hildatypus ermitteln, da diese

Glieder den wesentlichsten Theil der Functionen P und Q '"epi'äsentieren. Ihre Bestimmung wird den

Inhalt dieses Capitels bilden. Erst nachdem P und Q präcisiert sind, können wir die rechten Seiten der

Differentialgleichungen aus ihnen bilden und dieselben hierauf integrieren.

Nach dem Principe Gylden's berücksichtigt man also die Glieder von vorneherein nach ihrer

Wichtigkeit und nicht successive einfach nach der Potenz der Masse, in die sie multipliciert sind, wie

in der alten Theorie. Gylden's eigentlicher Grundgedanke ist, in P und einen solchen Theil mit-

zunehmen, dass der vernachlässigte Rest der Reihe unter einer gewissen Grenze bleibt, derart, dass die

durch die Lösung der Differentialgleichungen charakterisierte Bewegung niemals von der wirklichen, in

der Natur stattfindenden Bewegung sich über gewisse Grenzen entfernt, sondern sich von derselben

höchstens um Werte unterscheidet, die hinsichtlich ihrer Größenordnung mit der störenden Masse ver-

gleichbar, also kleine Größen sind.
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Bewegung vom Typus 2/.? im Drciköyperpmhlcni. 367

2
Wir wollen nun die langperiodischen und die kurzperiodischen Glieder fürden'lypus —

o

aufsuchen. Denn diese Glieder sind für die verschiedenen Planetentypen durchaus verschieden. Für den

Typus — z.B.umfasst inclusive bis zu Gliedern zweiten Grades P bezüglich 29, Qnuv 17 solcher wesent-

liehen Glieder. Gerade für die Typen niedrigzahliger Commensurabilitäten, zu denen z.B. auch

der Hecubatypus (— )
gehört, hingegen ist ihre Zahl sehr groß und ihre Bestimmung mühsam. Wenn wir

bis zum zweiten Grade inclusive gehen, was zunächst in dieser ersten Abtheilung geschieht, so zeigt sich,

2
dass ö für den Typus -^ bezüglich 171 und P bezüglich 216 kurzperiodische und langperiodische

Glieder umfasst. Dabei sind aber außerdem in gleich von vorneherein noch gewisse gewöhnliche

Glieder, 35 an Z^hl, von den auf Seite 67 [375] angegebenen Argumenten zu berücksichtigen, da die-

selben theils in der Differentialgleichung für R bei Bildung des Productes -'- zu charakteristischenOD o ~ Jv

Gliedern führen, theils zu Gliedern, die in Tgroß werden. So dass also Q bezüglich 206 von vorneherein

mitzunehmende Glieder enthält, und im ganzen beim Hilda-Typus, wenn man nur inclusive bis

zu Gliedern zweiten Grades geht, 422 Gieder der Störungsfunctionsentwickelung als wesentlich von

vorneherein berücksichtigt werden müssen. Außerdem müssen dann bei der numerischen Rechnung

später noch eine Anzahl gewöhnlicher Störungsglieder mitberücksichtigt werden. Dass die Gylden'sche

Theorie in den besonders schwierigen Fällen des Systems der kleinen Planeten so verwickelte Resultate

ergibt, wird man ihr nicht zum Vorwurfe machen, da die alten Methoden in diesen Fällen überhaupt

ganz versagen.

Allgemein können wir zunächst die Differentialgleichungen in S und p wie folgt schreiben, da die

Functionen P und O in trigonometrischen Reihen angesetzt sind und damit die periodische Form der

Lösung bedingt ist:^

oo

dS 'V

dv

also:

S=fl„-2?^cos(X„t;-5„) {\a)

Ferner

^+p^^b„cosil„v-B,.) (2)

also:
oo

p = IC COS {v—Y)+ 2^ "3 cos {l„v—B„), {2a)

wie man sofort durch zweimalige Differentiation und Einsetzen ersieht:

00

^' = -Tcsin {v^T)-y> ,-"^'; sin (l„v-B„)
dv <—

' 1 — Ar,dv

00

p\ = -X cos (v-Y)- )^, p^ cos {l„v-B„)
dv- —-' 1

—

f^7i

1 Dass die strengen Differentialgleichungen des ersten Capitels durch die obigen Kormtn ersetzbar sind, wird im vierten

Capitel begründet werden.

Denkschriften der mathein.-naturw. Gl. LX.\Ü. Ud. 4S
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368 H. Bnchholz,

In der That folgt die ursprüngliche Differentialgleichung (2), wenn man letzteren Wert zu dem

durch Cla) gegebenen p-VVert addiert, der also die Differentialgleichung erfüllt. Im vierten Capitel werden

wir jedoch auf diese Integration der Gleichung für p, von einem anderen Gesichtspunkt ausgehend, aus-

führlicher zurückkommen.

Auf Grund der Gleichungen (Ij und (2) wird aber auch die Gleichung in T, deren rechte Seite sich

aus 6" und R [indem ja p =: (p,)+ i? ist] zusammensetzt, periodische Form annehmen:

oo

d T V-^ = /» Cn cos (k„V-B), (3)

n

so dass:
oo

T - c„+ \ ^ sin Ck„v-B„) (3a)

ist. Diese Gleichung ist also derjenigen für 5 analog.

Zu betrachten haben wir demnach nur die beiden Gleichungen (1) und (2j. Auch wenn nun die

Coefficienten a„ und /'„ in der Differentialgleichung klein sind, so werden sie offenbar im Integral

doch große Werte annehmen, wenn in den Integrationsdivisoren X„ und 1 — X'f, bezüglich \„ nahe gleich

oder gleich 1 wird, da dann — und —"— im Integrale groß sind, auch wenn a„ und bn in der Differential-

A,, l— 'kf,

gleichung klein waren.

Wird aber der Integrationsdivisor X„ in(la) nahe gleich Null, so wird auch X„ unter dem Cosinus

sehr klein. Der Cosinus nimmt nun denselben Wert an, wenn sich X„y um 2:: ändert. Dies geschieht, wenn v

sich ändert um , und dies ist somit die Periode des Gliedes. Wird X„ nahe gleich 0, so wird diese
X„

also sehr lang. Imgleichen Maße wie X„ abnimmt, wächst die Periode des Gliedes, und deshalb nennt

man diese Glieder 'langperiodische«. Beispielsweise wird, wenn X z^ _ wäre, da. a zm m', also circa

1

^

j

oüü
——— ist, das entsprechende Störungsglied im Integral gleich — , also sehr groß, obwohl es ursprünglich

in der Differentialgleichung sehr klein war.

Wird ferner der Integrationsdivisor X„ in (2 «) nahe gleich 1, also auch X„ unter dem Cosinus nahe 1,

so wird die Periode:
360

des betreffenden Gliedes also nahe 360°. Diese Glieder, deren Periode also nahe gleich der Umlaufszeit

ist, nennt man »kurzperiodische« Glieder.

Es werden also in der Differentialgleichung für 5 die langperiodischen Glieder durch den

Integrationsprocess vergrößert, die kurzperiodischen hingegen nicht; während bei der Differentialgleichung

für p umgekehrt die kurzperiodischen Glieder im Integral groß wei'den, die langperiodischen aber nicht.

Ganz allgemein wird nun im folgenden der langperiodische Theil einer periodischen Function durch

Beifügung des Index /, der kurzperiodische Theil durch Beifügung von ^, und der Inbegriff der gewöhn-

lichen Glieder, welche die Function enthält, durch Beifügung des Index g an die Function bezeichnet

werden, so dass:

S = 5,+ S,+ 5„. \

p = (rj)+R /

i? = i?;-4-i?t+Ä.
J

(4)

wo \
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Bewegung vom Typus 213 im Dreikörperprobletu. 369

ist. Dabei wird sich zeigen, dass die durch (p) repräsentierten »elementaren Glieder der Form B i<urz-

periodisch sind, und ebenso wird das Auftreten des secularen Gliedes '(v in T später evident werden.

Die mittlere Bewegung von Jupiter steht nun also zu derjenigen von Hilda sehr nahe im Ver-

hältnis 2 : 3, oder es verhält sich die Umlaufszeit von Jupiter zu derjenigen von Hilda wie 3 : 2; denn da.

ksJ \ + m
n = y

a2

und nach dem 3. Kepler'schen Gesetz:

a^ : a'3 = T-' : T'\

so verhalten sich die Umlaufszeiten umgekehrt wie die mittleren Bewegungen. \n der That beträgt die

Umlaufszeit von Jupiter circa zwölf, diejenige von Hilda circa acht Jahre. Demnach setzen wir für das

Folgende:

n' 2— 3.,

wo §2 sehr klein, also:

,
l + Ss

ist, und erinnern uns, dass die allgemeine Form des Argumentes rv, das in der Entwickelung der

Derivierten der Störungsfunction P und Q auftrat:

nw =: m(1 — \i.^v—nB—«[xT/^

war.

Um zunächst die langperiodischen und kurzperiodischen Glieder in der imendlichen Reihe P
[cf. Gleichung (43), Cap. II] zu bestimmen, wollen wir diejenigen Werte von n aufsuchen, für welche der

Factor von v in den .'\rgumenten w der einzelnen Glieder bezüglich oder 1 wird. Es wird offenbar

n(\— [Aj) ^ im 1. Gliede für ;; ^ 0; das gibt des langperiodische Glied i^o.o.o, indem wir eine Con-

stante als ein Glied von oo langer Periode betrachten. Für n := 3 wird 7/(1 — \i..,) nahe =i 1, und es folgt das

kurzperiodische Glied ß:5.o.o cos 3»f. Im 2. und 4. Gliede wird der Factor von v gleich «(1 — [x^)-!-!, also

gleich 1 für n = 0; daher ergeben sich zwei kurzperiodische Glieder B\)'!uof\ cos v und B[)*<}\ Tj' cos Vj.

Im 3. und 5. Gliede wird der Factor von v gleich m(1— [ig) — 1; also gleich — 1 für » = 0, mithin

folgen zwei kurzperiodische Glieder Bl)T\^Qf\ cos v und Bq~^\ -q' cos Vj; ferner nahe gleich für n ^ 3,

daher hat man zwei langperiodische Glieder B'iTuo'fl cos {Siv— v) und iJ'ul'iTj' cos {3jv— \\); schließ-

lich nahe gleich -hl für h ^ 6, also folgen zwei kurzperiodische Glieder 5i37/.'iiTj cos (6w—v) und

BUM cos (Qiv-v,).

Damit sind die Glieder der I. Ordnung hinsichtlich des 0. und 1. Grades erschöpft. Um auch noch

die langperiodischen und kurzperiodischen Glieder 2. Grades der 1. Ordnung zu bestimmen, so ergibt

offenbar das sechste und dreizehnteGlied für;/:;:0 die langperiodischen Glieder J5ü.l".uV,- und B„ai !''/'•

für n = 3 hingegen die kurzperiodischen Glieder 5^ o.qyj- cos Sji' und 5.(.o.:>Tj'- cos 3«'. Im zehnten

und elften Gliede wird der Factor von v bezüglich gleich und nahe gleich 1 für n =: und n =z 3; im

ersten Falle folgen die beiden langperiodischen Glieder 5oÄ'1'l' ^os (v- v,) und Bü'ui-q-q' cos (v— Vj);

im zweiten die kurzperiodischen Glieder 5,rY.V^'l' cos (3w+ v— Vj) und ß.'r!'.'i'V^i'cos(3w— v+ v,). Das

siebente und vierzehnte Glied hingegen ergeben offenbar weder langperiodische noch kurzperiodische

Glieder. Hingegen wird der Factor von v im achten und fünfzehnten Gliede »(1 — |Ji.,)— 2 nahe := — 1 für

n =3, ferner nahe gleich für m = 6 und schließlich nahe gleich +1 für ;/ = 9; man erhält also im

1 Hingegen ist: k;c ^ »»(,1 — (ij) (/—«ß— K|j.V, wo aber V= -[oV-hTl ist, wie in Capitel IV, .'\btlieilung II, A, 4 gezeigt.

48*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



370 H. Biichknli

ersten Falle die kurzperiodischeii GWsdevBliTÜori^ cos (3w— 2v) und B'f.i!2ri'- cos (Sw— 2vj); im zweiten

die langperiodischen Glieder BtiA)-(f cos (6w— 2v) und Bt.S''if{^ cos {ßw— 2v^); schließlich im dritten

die kurzperiodischen (Glieder BtiVff' cos (9w— '2v) und Bii^krl'' cos (9w;— 2v,). Das neunte Glied, in

dem der Factor von v gleich m(1— [j,^) + 2 ist, indes liefert wieder keine langperiodischen oder kurzperiodi-

schen Glieder. Hingegen ergibt schließlich das zwölfte Glied, in dem der Factor von v gleich n{\ -ji^)—

2

ist, offenbar für m = 3, 6, 9 bezüglich das kurzperiodische Glied Btr.\rir( cos (3w—v— vj, das lang-

periodische ^erf.'i 'iVcos (6w— V— Vj) und das kurzperiodische Glied 5g7f.'| -rjY cos (9m^—v— v,).

V'on diesen 27 Gliedern werden indes die drei folgenden Null:

Bfr.^l'til ''\ ^os \-.
-^droü V '^'^s Vi

,

5{ri j'^V cos (v--Vi),

da für jedes o., d. h. für alle kleinen Planeten deren Coefficienten verschwinden. \m Sinne der eingeführten

Bezeichnung umfassen also P; und P* folgende:

Glieder I. Ordnung in P 0., 1., 2. Grades:

Pi Pk

-So. 0.0

"3.1.0

"3.0.1

5o.2.0

-So. 0.2

"0.1.1

5 (-2)
"6.2.0

"6.0.2

"e.i.i

7] cos (3w—v)

Y cos (3w— Vj)

7]Yj' cos (V— Vj)

T^ cos (6w— 2v)

Tj'^cos (6w— 2vi)

Tj-/j' cos (6 W— V— Vj)

-S:3.0.0 cos 3w

"0.1.0
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Bewegung vmu Typus 2/3 hu Dreikörperproblem. 371

Da R selbst, wie sich zeigen vvii'd, durch eine trigonometrische Reihe gegeben ist, so treten bei der

Multiplication dieser zwei trigonometrischen Reihen in Pjj^ neue Argumente auf, wenn man mit Hinblick

auf die Fundamentalformeln (36) des zweiten Capitels die Producte der trigonometrischen Functionen

zerlegt. Dabei setzt sich allgemein die Periode des Productes der langperiodischen oder kurzperiodischen

Functionen / und 5 additiv und subtractiv zusammen aus den Perioden der Functionen selbst. Denn sei:

y(
z= m cos (xv+ l^)

i =r II cos (yi'+l.2),

wo w. /;, /p ^2 Constante und durch ,r die Periode von/, durch j' diejenige von | gegeben ist, so sind,

wenn ar und _}' nahe gleich sind, / und J langperiodische, wenn .r und _j' nahe gleich 1 sind, kurz-

periodische Functionen. Und da:

/ .i = ,y Hill cos |('.v+_v)!'+ /j + /,] + — mit cos [(x—r)u+ l^— l.. (7)

so bestimmen x+y und x—y in der That die Perioden des Productes. Speciell ergibt das Product zweier

langperiodischen Functionen eine langperiodische Function:

Ferner gibt:

und es kann gehen:

y.i • ^i = 'h-

V.i ^k = 'l'A- ; yßk = 'h+'h • 7.'% = 'h ; (8)

Fassen wir also durch Gleichung (6) zuerst den langperiodischen Theil von R ins Auge, so ist x

in (7) gleich zu setzen. Suchen wir dann den Theil des Productes von 7?, mit Klammergliedern, für

welchen x+y, respective x—y entweder oder 1 wird, so tritt dies, bei x = 0, ein für_;' :=: und y := 1.

Der Factor von v aber wird im ersten Gliede von (6) gleich für ii ^ und nahe gleich 1 für n ^= 3,

wodurch das langperiodische Glied Bl^\!^ ^ und das kurzperiodische B\"-^ ^ cos Sw entsteht. Für das

zweite und vierte Glied wird //(l — [J-^j+l gleich 1 für ?/ =r 0, man erhält also die kurzperiodischen

Glieder 5+,'q^-°-^ cos v und 5 +J|'j'^rj' cos v^. Während im dritten und fünften Gliede n{i — [tg)— 1 gleich — 1 für

« = 0, nahe gleich für «:=3, und schließlich nahe gleich +1 für « = 6 wird. So folgen die kurzperiodi-

schen Glieder ß^j'g'^Y] cos v und i?~|]j'''Y cos Vj; ferner die langperiodischen 5^,'^^-'^7] cos (3w— v)

und B ^l^-\^rj cos {3^v—v^), schließlich die k u r z p e ri o d i s c h e n Glieder B-\\f-fi cos (Gtv—v) und

B^Q^^-rf cos (ßrv— v,). Von diesen Gliedern fallen indes zwei fort, da allgemein:

^111(1 — "

'

^-1.1.0 _
-^ u.ü.l — ^

ist. Einen Theil der zu berücksichtigenden Glieder zweiter Ordnung erhält man also, indem man R
multipliciert mit folgenden Klammergliedern:

(P,,),

ßi.a
•"o.o.o

B-[l-° -q cos (Sw—v)

B-l-\-^icos{3fv-v,)

Bll^cosStv

B+\yri cos V

5+J:J0ri'cosv,

5g-J;i-0 7)cos(6w—v)

B-l\-^icos{6fv-v^).

(9)
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372 H. Buch holz,

Zweitens haben wir nun noch den kurzperiodischen Theil von i? ins Auge zu fassen und dabei

die langperiodischen und i<urzperiodischen Glieder, die aus:

Pr^ - R, SIS',;, cos 7/.w+Sß+V.;-,"Ti cos (nw+\-)+ ...\ (10)

liervorgehen, zu bestimmen. Dazu ist in unserem Schema (7; x ^ 1 zu setzen. Für x = 1 aber wird x+y,

respective x^y gleich oder 1, für dieWerte_>' = 0, ji' = \,y ^^ 2. Man erhält demnach in diesem Falle zu-

nächst wieder genau die gleichen langperiodischen und kurzperiodischen G heder wie zuvor, also die in (9)

gegebenen Glieder. Außerdem aber erhält man noch folgende gewöhnliche Glieder, für die der

Factor von v gleich 2 wird, die später bei Multiplication mit der trigonometrischen Reihe Rk nach

den Fundamentalgleichungen (36) Gap. II auch wieder zu langperiodischen und kurzperiodischen Gliedern

Anlass geben. Es wird aber in (10) im ersten Gliede der Factor von v nahe gleich 2 für x =z 6, also

entsteht das gewöhnliche Glied 5'.''! „ cos 6w. Im zweiten und vierten Gliede wird der Factor

von v: ?f(l— ii,3)+l nahe = 2 für« = 3, woraus die gewöhnlichen Glieder iJ+j'-y'^Yj cos (3w-l-v) und

5+J-'j-°Tj' cos (3w+ Vj) folgen. Während im dritten und fünften Gliede »(1 — [J-o) — 1 nahe =: 2 wird, für

M = 9, mithin die gewöhnlichen Glieder 5,-'q'''-/j cos (9w— v) und 5-J-,'"tj' cos (9;f— Vj) folgen.

Einen weiteren Theil der Glieder zweiter Ordnung erhält man also durch Multiplication von R^

mit folgenden Klammergliedern:

iPR,)i

51.0
"0.0.0

B7l-l"-f]cos{3w—v)
3.1.0

3-1.1.
•^3.0.1B7l-l-°-q'cos(3w—v^)

(Pi^^l

Bll^cosSfv
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Bewegung vom Typus 2/,V im Drcikörperprnblem. 373

Die Glieder dritter Ordnung in den Ausdrücken für P und kommen wohl bei den meisten kleinen

Planeten nicht mehr in Betracht. Der Versuch für denHildatypus zeigt jedoch die Nothwendigkeit,

zur Bestimmung der Grenzen der Lücke denselben in diesem Ausnahmefalle Rechnung zu tragen. Ich

berücksichtige dieselben in P imd nur hinsichtlich des 0. Grades und erhalte aus den Gliedern:

S 52-0 Qi?2 (,Qg „„,

.

v„ |j,_B^i-o^^^^7^-^ sin niv ; ^^J^'' IJ--5,,.o.o A'j cos um

für // =: 3 und n = 9 die folgenden Glieder dritter Ordnung in P für die Planeten des Hildatypus:

Bli^Rl cos 3m+Bl^,Rl cos 9

w

+3ilBI-°,R,K, sin 3w+9ikBI-1,R,K, sin 9n>

9 81
:y li'Bs.o.oRl cos 3«'

—

- [ißBg. 0.0Kl cos 9w,

welche bei Einsetzen derWerte von i?,, und K„ zu langperiodischen und kurzperiodischen Gliedern Veran-

lassung geben. Dabei ergibt das Glied S5^'^Yi'Qi?Jj cos wh' für w =:: ein constantes Glied : ",y -^o" (? f*!'
^^^

zwar schon sehr klein, aber doch noch in jCq auf S. 79 [387] Berücksichtigung gefunden hat.

Stellen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so sind im paitiellen Differentialquotienten P der

2
Störungsfunction für den Typus — folgende Glieder zu berücksichtigen:

P = Ä,.o.o+ ß:^o.o cos 3 w +ß,!.t',!
'1 cos v +^i.T.'ü '1 ^os (3?r— v) +B^Äm '1 ^os (ß'v - v)

+ ß(+\' V cos Vj +B(-'l i cos (3;r-v,) +ß,<-'> r/ cos (6«'-v,)

+ 5o.2 ü -^^+ ßo.o.2 V^ +"öu.1'iT'j' cos (V— Vj)

+ 5;5.2.o Tf cos 3w + -Si:!^^ '^^ COS (37i'-2 v) + B^;^l, rf cos (6«'-2v) +^,^^0 '^i^
cos (9w'-2v)

+5.(+^) T|-/j' cos (ßn'+ v—\\)+ B.':~"l ''i'!
cos (3«'—v— Vj )+ ßg(-2> y]Tj' cos (6;r—v— Vj)+ ß,'--| t,Y cos (9w—v— Vj)

+ 5,(-\)-rj7j'cos (3/i'— v+ Vi)+ ß,(;-2> t/^ cos (3n'—2v,) +5^.0^^^'^ cos (Qw-2\\) +5^--.Itj'-' cos {91v-2v^)

+5.^.0.2 V" cos 3w.

Glieder 1. Ordnung.

+ {Bl-l^cosQw-JrB+\-^^-^-fl cos(3w+ v )+ 5-J;J-0tj cos (9w—v )

+ 5+J;J-o Tj' cos (3 w+Vi)+ 5g;J;J-o 7j' cos (972'—V,)
I

. Ä?i.

+ {Sj;0.o+5<:;;.oCos3«'+ 7?+};i«-^ cos v +5-;:,V"rj cos(372-v)+ 5-}:J-o-/] cos (67t. -V)

4-5+J;;-0Ti' cos Vi+ ß-i;|" Y cos (37r^Vi)+ 5-i;;-0
7]' cos (6;r-Vj)

|
{R,+ Rk)

+ !35:j.,,.osin 37Z'+Üßr,.(,.osin 671' +35^+';, rj sin (37;;+ v )+ 35.(+|> -t]' sin (37i'-:-Vi)

+ 3i?.<-'J,-/j sin(3;r -V )+ 6ß,(-'>Tj sin (671^ -v )4-95g^-'),-7j sin(97Z'-v)

+ 3ß(-i', t/ sin (3;r -\\)+ QB(~]\ <( sin (t5 7y-v,)+ 9i?,(-ij r/sin(9;/'-v,)| .|j.(/ü.+ A'.)'

Glieder II. Ordnung.

+ !&;;;«„ cos 37r +52.0^ cos 9;i'i .i?^

+ \ 3B.l-% sin 3 71- +95,; ;»„ sin 971- *
. ..R, A",,

— I^ß.s o.ocos 3«'+ — 59.0.0 cos 9w| .|J--A'^.

Glieder III. Ordnung.

(15)

1 Cf. Bemerkung auf Seite 76 [384].

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



374 H. Blich holz,

Für die partielle Derivierte Q folgt ein ähnlicher Ausdruck, nur fidlen hier noch einige Glieder fort,

nämlich:

.lo.o.O = Ai+^^2 = ^u'T!^ = ^o'.öV = A'ä'} = ^0.2.0 =
/) — 41.0 — /i + i.i.o — 4-1.1.0 — 4-1.1.0 — A

Es folgt:

ö = ^3.0.0 sin 3w 4-^.[7\]rj sin (3w—v) +^J-'), -rj sin (6m'— v)

-+A(+]\ ;( sin Vi +Ä}-;^lH sin (S^r-v,) +^<-') r/ sin (67i'-vJ

+ ^^^;'{T,-^'sin (v—Vj)

+ >l3.2.oV'sin3«' +Al-^2J,Tj2sin (3«-—2v) +>lß(-2),T,2 sin (6;r-2v) +^g^7-j 'f sin (9j;'-2 v)

+^.<+'J Tj-r/ sin (3h'+v— Vj)+
.4.J-2j

yjTj' sin (3«'— v— Vj)+ ^(-2) yjt/ sin (O/;' -v- Vij+^^j-^} tjtj' sin (9;r -v— \j)

+.4.(-ij
T(Y/ sin (3«'- v+ v,)+ .4.(7;-.^ r/-' sin (3«'-2v,) +.4|,-=i t/-' sin (6w-2Vj) +^;{--/, r/- sin (;9h'-2v,)

+ 43,0.2 V^' sin 3«'

Glieder I. Ordnung.

\ Al:t,^, sin (Sw +^+|;i" 'l
sin (3w+ v) +^-|;,^-o

/] sin (9«-— v)

+ A+i;|-0r/sin(3«'+ vJ+^-i!"r/sin(9w-vJ|.i?,

{ yl|,^„ sin 3«'+ + A^!:'," ^i
sin (3«'— v )+ ^,7 |;J,-"

y] sin (67;'— v
)

+ ^+J;|o V sin V, +^7>:i« Tj' sin i^w^v^-\- A^\;\^ V sin (t]«'-v,) j .(i?,+ i?,)

I
3yl;i.o.o cos 3j;'+ 6/l6.o.o cos 6w +3 A|+'|] tj cos (3«'+ v )+ 3^.<+", t/ cos (3«'+ Vi)

+ 3^!^-,'[i7j
cos (3«'— V )+ 6.4(,;7i>,Ti cos (6«^— v )+ 9>lg(7i) tj cos (9m'—v )

+ 3A[7i>7j'cos (3«'-v,)+ (3.4,<7'>Tj' cos iS>w-\^)-¥^A\-]\ t,' cos (9w-v,)| .}s.{K^-vK^y

Glieder II. Ordnung.

+ {^2-('oSin3w +Al-l^sxn'dw\.Rl

-\ZAl-^^ cos 3fy+9ylgi„% cos 9w] .[xi?„A;,

— .Y^a.o.osinSw+Y^s.o.o sin 9w .\}?K\-

Glieder 111. Ordnung.

+ {A.o.üCOs6w+A<+;) Y) COS (3w+v )+ ^,<-'^,-^ cos (9w— v )

+^.(+1) Yj' COS (3 n'+ v,)+
.4,J7',^

<{ cos (9w'-Vi)|

gewöhnliche Glieder I. Ordnung.

Ehe man nun aber diese Werte von P und in die Differentialgleichungen einsetzen kann, müssen

die Functionen i?/, R^ und Z^ bestimmt werden. Bei der dann auszuführenden iMultiplication von Producten

trigonometrischer Reihen hat man mit Hinblick auf das Gylden'sche Princip bei Zerlegung der Producte in

Summen und Differenzen mittelst der Gleichungen (36), Gap. II, immer nur die Glieder, welche lang-

(16)

1 Cf Bemerkung auf Seite 76 [384].
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Bewegung vom Typus 2 3 im Dreikörperproblem. 375

periodische und kurzperiodische Argumente aufweisen, beizubehalten, alle anderen aber zu

verwerfen. Eine Ausnahme machen nur die gewöhnlichen Glieder der Argumente:

Qw, 3;p+v, 3w+Vj, 9w—v, 9w— v,

für den Hildatypus, die in J groß werden, die auch bezüglich der zweiten Ordnung gleich mit zu

berücksichtigen sind, so wie sie im Ausdruck (16) bezüglich der ersten Ordnung bereits explicite (5 an

Zahl) angegeben sind; während eben die Glieder zweiter Ordnung dieser Argumente noch implicite

in den Producten von R und /(T mit den Klammergliedern enthalten sind; und zwar sind es 11 Glieder der

obigen Argumente, welche sich aus (16) durch Ausführung der Multiplication ergeben. Schließlich ergeben

sich gewöhnliche Glieder der obigen Argumente, und zwar 19 an Zahl, wie man unschwer findet, noch

aus den folgenden, und zwar bloß den folgenden Producten:

\ %-'i cos Ciw-v)
\

( +[<')''( cos (3w— V,) )

\ A+Yl-'' -q sin (6w+ v)+ 4+i,;|-o t/ sin (6w+ v,) * . ß, cos 3«';

. ) ^tuo-n cos (6.i;+ v)
I— D[JL

'

.' .•(•, sm 3w;
( +A(+^lri' cos (6w+ \\) )

i
ß4-^cos(6ji'-v)

) ,
Y,-^sin(6n'-v)

)

) r I ,n (
-^H.Ö.üSinOwv -9;j., ,' ..4,u,.c,cos9«';

( + ß-, y/ cos ( b «'- v, ) ' ' + Y.^
-q' sm(6fv~\\) )

— 9|x>l9.u.o cos 9«'.Yj sin 3«' ^

+Al-^^ sin 9w. ßi cos 3w >
;

2|x^i2.o.o cos 12^. YfiTj sin (3w+ v) )-12l.

^,-';';,"-0 sin (12n'-v) )

• ßi cos 3tv;
^i2'i'o"'1

sin (12n'-v)

( 4^V.o-1 cos (12,1.-^ V)
) .— l^'J..

'i
; . Y, sm 3w.

( +,4(-.;;'.,Ti'cos(12w-Vi) )

Und es ist noch zu bemerken, dass die Glieder der genannten .Argumente Vyiv. 3»'+ \-, 3«'+ v,.

9jf— V, 9w— Vj nur in und nicht in P mitgenommen sind, weil auf der rechten .Seite der Differential-

gleichung für
fj
das Glied — auftritt, Wcährend ein ähnliches Glied in P, also P '-'''

oder Po nicht auftritt
dv dv

Als definitives Resultat erhält man dann schließlich, wenn man zunächst bis zu Gliedern

2. Grades inclusive geht, .Ausdrücke der Form:

F=P^^+ P^ + P,^

Q= 0„ + 0, + 0,

und dementsprechend auch:

P = i?„ + P,+P,
T= T„+T, + T.,,

Donkscliriflcn der iiKilhL-m-iMtiitw. i'l. I..\.\U. I'.il. „
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376 H. Buch hol'.

wobei z. B. Pg die Glieder 0. Grades (I., II. und III. Ordnung), P, die Glieder 1. Grades (I. und II. Ordnung)

in Tj und Tj' und schließlich F., die Glieder 2. Grades (I. Ordnung) inT,-, Tjy/, r/- enthält. Infolgedessen erscheinen

dann also auch die rechten Seiten der Differentialgleichungen geordnet nach Gliedern 0., 1., 2. Grades,

S(j dass die Integration successive gradweise auszuführen ist.

Um die Werte der Functionen S/, S/,.. Rj, R,, und A'/,. für den Typus ~ zu bestimmen, wnllen wii-

übersichtlich, wie folgt, verfahren. Im Hinblick darauf, dass:

2— 0., 1 — 5.,

[X, — —3-
• '^Iso: 1 — |Ao = -y-<

und:

»(1 — ix.,)v
—nB— n \i.l 1

ist, lassen wir 7? die natürliche Zahlenreihe durchlaufen und erhalten leicht für H ilda das folgende, offenbar

für die verschiedenen Commensurabilitätstypen sich vei'schieden gestaltende

Schema:

ü

10

11

Vi.

®

4

3"

5
3''

2i'

7

3''

3

3!'

10

I I

Uli'

Ulf

tili'

luv

©

3'

3i'

10

II

4c

13

3

(0

3'

- vj

4

3'

5

IUI'

niv -+- V

3'

V I

4
3"

5
3''

2v

Zv

10

11

4r

nw + 2v

nii' + v+ V,

IUI' +- 2v,

3'

3v

10
¥''

11— ''

'j

4i'

13

y
14

V

17

T

lir

luv

niv —

luv

Q

+ 3"

(P)

iv

(17)
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Bewegtui^^ mni Typus 2 3 im Drcikörpcyprnblciu. 377

wclclios l'iir den Hildatypiia über ;/=rlL' hinaus keine typischen ArKUmentlijnncn melir aulweist.

Uassclbe ergibt direct die folgenden langperiodischen und kurzperiodischen Arguinenie:

const. /

uiv-

niv-

ntv — V

nw — V,

iw]k.
'iw

Zw

6)t' — V
low — V ,}

k.

nw
niv -1- V— V,

V-l-Viniv

nw — 2v

uw— V— V,

const. ( .

v-v,
j

•

'iw )

'iw— y+ Vj)

3;y— 2v
'itv— v— Vj,./c

3ft;-2vi )

6»y— 2v
I

))ü — V— Vj /

Qw - 2v,
)

9;y— 2v )

hv — V — Vj Ä

'J;i'— 2v,
)

(18)

und elcmnach in S,R,KA\c folgenden in Betracht kommenden Glieder:

ciinst.

1^(1 cos (V— Vj)

Lang periodische:

»elementar, Form .4.-

•r, cos (3w— v)

i( cos (3;f— V,)

Y,- cos (6;f— 2v)

Y|T/ cos ( 6 ;i'— V— V, )

Y, - cos ((3»'— '2v,)

charakteristisch.

Form C

Yj cos V

Kurz periodische:

elementar, Form B-

cos 3?j^

^ cos (H/y — v)

Yj' cos (tJfV— V,)

rf cos 3/y

I
Tjy/ cos ('6iv+\-— v,)

(((( cos (3»i'— v+ \"j)

y/- cos 3 71'

Y|- cos (3 w— 2v')

Yjy/ cos ( 3 /y — V— V, )

y/- cos (3/i'— 2\'j)

Yj- cos (9w—2v)

YjYj' cos f9W—V— V,)

t/- cos (9;t' - 2v,)

\

\ -chai'akterislisch,

/

I'orm D .

(19)

49*
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378 H. Hh eil holz,

Um den Charakter dieser Glieder näher kennen zu lernen, schreiben wir sie in etwas anderer

Form. Da:
2—8.,

also:

ist, so wird:

3(l-tx,)= 1+5,

3w = (l+3,)i;-:35-3|j.7',.

Setzen wir noch im Augenblick zur Abkürzung:

cv+-t = II; sit^+ 'i = II,

und bedenken die Werte von v und Vj, so erhält man leicht:

»Form A^-

Langperiodische Glieder:

f const.

] <(!{ cos [c, y+ (Tc— IIj)]

»P\)rm B'

Kurzperiodische Glieder:

Tj cos [(1— <;)v— :r]

r{ cos [(1— ?j)y— ;rj

Langperiodische Glieder:

f rj cos [02^—35— 3 ;j,r/+ nj

7j' cos [o^v -35— 3|j,r/+ li,

\

» Form C«
,

^\- cos [2 o, f— tiü— 6 (j. J;+ 2 FI]

i riTi'cos[2o,t;—65-6|J,r,+ ll + li,

' Tj'^cos[252i;—65— 6|j.r,+ 2ll,|

»Form D>

(20)

(20)

Kurzperiodische Glieder:

; cos [(1 +83)1;—35-3[j.r,]

YlcosL(l+23,)i^-65-6|Jir,+ n]

V cos [(1 +2o,)t;—65— tiu.r,+ il,
I

T|2 cos [(1 +8.3)t;-35— 3!J.r/l

qr( cos [d + SJ y - 3 5- 3 (J.7,-0 + ^

]

I

-/jTj' cos [{\+\)v

-

35— 3|xr,+ II—nj

r{-' cos [( 1 + 8, ) r- 3 5 - 3 fj. 7/
1

•f cos[(l-8,)i;+ 35+ 3p.7,~2lIJ

rj^cos [(I-o,)t;4-35+ 3[J.r— II— IIJ

t/^ cos [(1 -o,)(;+ 35+ 3(Ar,-2 11,1

(f cos [(1 +3o,)i;—95— 9;j.r,+ 2tl]

TJ7)' cos [(1 +33,,)t;-95— 9[j.7',+ ri + n,]

Ti'ä cos [(1 +3a,;)t;-9S— 9rj.7"/+2llj|. ]

Unter diesen Gliciiern enthalten offenbar die beiden ersten kurzperiodischen 5._, nicht; dieselben

treten demnach für jeden Wert der mittleren Bewegung, d.h. bei allen Planeten auf. Der Factor von t; ist in

ihnen nahezu gleich 1 (da, wie sich später, cf. S. 120 [428], zeigen wird, allgemein: ; iii: m'), und wenn

die störende Masse verschwindet, so verschwinden diese Glieder offenbar nicht, sondern eine

Combination von ^y+ ji und c, i^+ tc, bildet die Perihellänge und eine Combination von tj und yj' die Excen-

tricität der Ellipse, in welche die gestörte Bewegung bei Verschwinden der Störungen übergeht. Aus

diesem Grunde nennt Gylden, im H inblick auf die Elemente der Ellipse, diese Glieder »elemen-

tare Glieder^.

Die übrigen kurzperiodischen Glieder hingegen, welche o^ enthalten, treten in der angegebenen Form

offenbar nur für die Planeten des Hildatypus auf, indem ihre Form durch die Annahme über das
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Bewegmii^ vom Typus 2/S im Th-fikörpciproblcm. 370

Verhältnis der mittleren Bewegungen bedingt ist. Je nachdem |a einen andei^en W'ert hat. sind diese

Glieder lür die verschiedenen Planetentypen verschieden, imd aus diesem Grunde bezeichnet Gylden sie

als »charakteristische Glieder".

Unter den langperiodischen Gliedern enthalten wieder die vier ersten o^ nicht, sind also für jeden

Planeten vorhanden und verschwinden nicht mit der störenden Masse; mithin sind sie »•elem entär«,

während die übrigen Glieder, die o., enthalten, in der angezeigten Form nur beim Hildatypus auftreten

und somit charakteristisch« sind.

in diesem Sinne unterscheidet also Gylden vier Classen von Gliedern, und zwar nennt er:

I. Glieder der Form .4 < alle Glieder vom Argument;

c,v— A,

also die langperiodisch-elementären Glieder.

II. »Glieder der Form i?< alle Glieder vom Argument:

{\-q)ü—B,

also die kurzperiodisch-elementären Glieder.

III. »Glieder der Form C« alle Glieder vom Argument:

also die langperiodisch-charakteristischen Glieder.

IV. »Glieder der Form Z)« alle Glieder vom Argument:

(1— o)t;— £»,

also die kurzperiodisch-charakteristischen Glieder.

Dabei tritt in den .Argumenten der Glieder vom Typus C und Typus Z) die mit der Zeit langsam \'er-

ändcrliche Größe Tj auf, d. h. der langperiodische Theil von 7, welches durch die dritte Gylden'schc

Fundamentalgleichung der planetarischen Bewegung definiert war. Dieser Umstand, dass im .Argument der

trigonometrischen Functionen, aus denen sich die rechten Seiten derGylden'schen Differentialgleichungen

der Bewegung zusammensetzen, selbst wieder eine variable Größe auftritt, während außerdem rj und rc

variabel sind, compliciert später die Integration. Gylden begegnet dieser Schwierigkeit durch partielle

Integration, und die Variabilität von Ti im xArgument der trigonometrischen Functionen führt, wie wir

später sehen werden, zu seinen sogenannten »exargumentalen« Gliedern. Bemerken wollen wir noch,

dass in den Gliedern (20) bei Hilda zwar auch 2\, SS^, 5-4-c u. s. f. als Factor von v auftritt. Die Argu-

mente wie {\-\-2h^)v+ .... (l-t-52±c)ü+ . . . etc. sind aber doch alle »von derForm Z)-, indem der Factor

von V von der Einheit nur um eine kleine Größe von der Ordnung \ abweicht und dies der eigentliche

Sinn dieser Gylden'schen Definition ist.

Man sieht auch direct — um dieses Fundamentalprincip der Gylden'schen .Stiirungstheorie am

Falle des Hildatypus völlig zur Evidenz zu bringen — , dass ein Glied der Form A. da bei der Integration

m' ist:

wir«.l, also die störende Masse nicht mehr enthält und mithin, wenn diese \'crsch\vindet, in eine Combination

der Elemente der Ellipse übergeht. Ganz analog bei den Gliedern der Form B, wo:
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380 H Buch Im Iz,

ist; so dass diese Glieder »elemcnt;ir< sind. Wäiirend liingeLjen iiei den Gliedern der Foi'in '
' Lmd dei'

Form D, wo 5 bei der Integration in den Nenner tritt, da o niclit von der Ürdnimg der störenden Masse

ist, ulTenbar:

a„ m b„ m'

ist; so dass diese Glieder, »\velche die i-;leinsten, mit der störenden Masse nicht verschwin-

denden lntegrationsdi\'isoren enthalten'^', mit der störenden Masse immer verschwinden.

Es werden also, mit Hinblick auf das Frühere, durch die Integration der Differentialgleichung für 5

die Glieder der Form A und C vergrößert, bei Integration der Differentialgleichung für
fj

hingegen die

Glieder vom Typus B und D. Und deshalb ist:

dS
, o / ^ m'

dv

m' m'
i?j. 31 —-

;
R, zn: ^.

Was die Differentialgleichung für 7 betrifft, so ist ihre rechte Seite offenbar zum Theil x'im der

in'
Ordnung in', zum Theile aber auch von der Ordnung — . Daher wird offenbar diu'ch die Integration:

5

^ m'
, T **''

A '^'
Ti^zn:-^; aber T, zn: — oder ^

.

0''

Hingegen wird stets:

(/ T, in'
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Bewegttiis. vom Typus 2/.? im Dreikövperproblem

.

381

elementaren Ülieder der Form A in der DilTercntialgleichung für .S stets mindestens vom 2. Grad, wie

2
wir ja auch beim Typus ^- sehen, und sie tilgen sich später bei der Integration für den 2. Grad gegen

^
, wie hier schon beiläufig- erwähnt sei, da es für dieConvergenz von fundamentaler Wichtigkeit ist.

2 dv

Auf Grund der Entwickelungen dieses Capitels können wir jetzt für die Planeten des Hildatypus für

die Functionen S, i?, A' die folgenden Integralansiitze mit unbestimmten Coeflicienten machen:

.S = a„ + a^ cos 3«' ^<-T->'H cos v +^-2'1 ^os (3n'— v) +'^4'') cos (ßw— v)

4-cr^T/ cos Vj +"-1'^ cos (3w— v,) +flr,'l' cos (6f!'— v,)

+ t7-Tj- cos 3;r +t(,iTj- cos (8«' -2 v) +a,/rf cos (6w— 2v) +i;,-T|-cos(9»'— 2v)
\ (21)

+ a^r((( cos (?> iv -^\—\\) + a ^..-((il 00% i?>iv - w ~\\)+ '}.y-^-r((i cos{Qn'—\- — v^)+ a^^-({(! cos (9«' — v— v,)

+ ii,:(;f! cos C?,n' - v+ v,)+ (7,.^yj'- cos (3w— 2 Vjj +''-u<'^i''
cos (ßw—2\\) +(/,,,T/-cos(i»;r—2Vj)

+ i/,„T/- cos 3«' +Sa

Dabei ist also:

Si = £7„+ a^/fj cos {'r,iv — y) +'^.^^(1' cos (ßw— 2 v) \

-Fa^Tj' cos (3w— v, ) + a,-T,T/ cos (6if — V— \\) \ (21«)

+ o(jßT/2cos(6w— 2vi),
\

während der Wert von S^- die übrigen Glieder von (21) umfasst, die in (21 a) nicht enthalten sind und .S,,

den elementaren Theil der Form A in 5 bezeichnet. Und dabei sind also alle:

Ferner erhalten wir für R, da die Glieder der Form B nach (p) kommen:

R — Z>„+ ßj cos '?>w +ß/'i cos (3if— v) +ß-i''l
cos (6w— v)

4-ß3Ti' cos (3W— Vj) +ß.5''l' cos (ßw— Vj)

+ ß-Tj''cos3w H-ß„Y|- cos (3«'— 2v) +ßj//]- cos (6w— 2v) +ß,7Tj- cos (9w— 2v)

+ ß,,,TjT/ cos (3»'+v— V, )+ ß,/r(Y/ cos (3w— v— Vj) + ß,:.,Yf/ cos (6w— V— v,) + ß,^YjT/ cos (t)fr—V— V,)

H-ß,,Y,-(]' cos (3«' —v+ Vj )+ ßi.jY/- cos (3w— 2vij +ßiüY/- cos (Ulf— 2 Vj) +ß,,,Y/' cos (Ulf— 2 V, ) + /?a

+ ßinYj'''* cos3w,

)(22)

wo wieder:

R, =: /'„+ ß.,Yj cos (3w-- v) +ß,4-^- cos (6w— 2v)

+ ß.jY;' cos (3w— Vi)+ ß,^YiY/ COS (6«'— v- v,

)

\ (22a)

+ ßj,.Y/- cos (Ü«'— 2v,)

und säm mt li c he;
rrt-

sind, also auch ß.,, ßg, ß, ,. ß,;,, ßi,-,,
obwohl sie ja bei der Integration der Gleichung in o keinen kleinen

Divisor erhalten, den sie aber bereits bei der Integration der Differentialgleiclning für S erhalten haben.

.Auf den ersten lilick kininte es befremden, dass Gylden, analog wie p, nicht auch S zerlegt. Indes

enthält eben p wirklicli elementare Glieder vom Typus 5, während 6" keine wirklicii elementaren
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382 H. Bvchholz,

Glieder enthält. Denn die Glieder in den Coefficienten c7,_, und a.^ in unserem allgemeinen Ansatz für S

sind von der Ordnung m' und sogar rein von der Oidnung vi', verschwinden also mit der störenden

Masse und sind zwar Glieder elementarer Form, aber keine wirklich elementaren Glieder, was

wohl zu unterscheiden ist.

Schließlich ist, da K, = ist:

Ki;+ K^ = 7, sin ?>iv -^'li'^i ^i" (6«'— v) +'U{'l ^'" ('^W'+v)

+ -C-r/ sin (ßiv — v^)

+ Y-Tj- sin 3«' +Tn'^r ^'n (3w^— 2v) +Yi7'1" sin (9rv— 2v)

+ (n'ff
q' s\n C^fv -+- V— v,) + 'c,.,TjT/sin (3;i'--v— v,) + y,„Tjt/ sin (9«'—v— v,)

+ -C,,-/jT/sin i'Aiv—v 4- v,) +Y,..,t/- sin (3«' — '2v,) -f-Tiü'']'" «in (U«'— 2v,

)

(23)

wobei:

+ Yi„-f|'- sin 3«' +"r2n'1^ sin (3w+2v)

+ Yoi'''j- sin 6«'

+ Too^jT;' sin (6w+ v~ V, ),

K„ = Y|.7j
sin ('3w+ v)

+ 7^|,Tj- sin (3»'H-2v)+ -CjjTj- sin Gw+ '[.,.,rfq' sin (6w+ v— Vj)

der besonders grof3e gewöhnliche (das sind die Argumente der >coordinierten« Glieder, et'.

Capitel IV, Gleichung 117) Theil von A' ist, der gleich mitberücksichtigt werden muss und:

( — 1 = YjTj cos (3w— v) +Ti4'l'^ cos (6w— 2v)

+ -(./q' cos (3w— Vj)+Yjj'fjT|' cos (6^1^—v—Vj)

+ Yi,;V^ cos (6w— 2v,)

/dT\

(24)

oder:

\dvla

dTi
--— r= — Yii + 'M '^os (3w— v) +Yn''l" cos (ßw— 2v)

(24«)
+ Y:.Tj' cos (3n' —Vjj+ Yir,

']''"/ cos (1)«'—v— \-,)

4-Yi,;-']'-
cos (6«' - 2vj)

+ (?)
ist. ^^^A,

Es führen nämlich die gewöhnlichen Glieder der Argumente 'Aw-k-y, 3«'+2v, 6«' und 6;fH-v— v,

in K bei der Multiplication der Klammerausdrücke in (1,")) und (16) mit A' wieder zu kurzperiodischen und

langperiodischen Gliedern imd sind deshalb in 7v' mitzunehmen, v\ährend dies bei R nicht dei' Fall ist

In den Ansätzen für S und R ist dabei der Coefficient vom Index 6 deshalb fortgelassen, weil das

große gewöhnliche Glied vom Argument 3m'+ v, das für Hilda in T auftritt (cf. Cap. IV), in S und R
nicht enthalten ist. Indem «^ und ßg in 5 und R fortgelassen sind, stimmen offenbar die Indices von

a, ß, Y, 5, R, T im übrigen überein, was für die weiteren Entwickelungen aus formalen Gründen wünschens-

wert war. Die a, a, ß, y sind die bei der Integration zu bestimmenden Unbekannten des Problems.

1 E.S ist nämlich, wie im Capitel IV, Abtht-ilung II. A, 4, gezeifft; (- — ) ^ Y||-|- —:, also' = —To+f— J
• "'O

( . _

\dvn dv dv \dv 11 \dv/l

Ucincn con.st aiitcn Thcil enthält und y« vom 2. Grade ist.
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Betveguii^i; vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 383

Die fiir i?t und Ri erhaltenen Ausdrücke sind nun in die Werte (15) und (lü) von P und wirklich

einzusetzen, um zum Inbegriff aller für die Planeten der Hildagruppe existierenden elementaren und

charakteristischen Glieder inclusive bis zum 2. Grad zu gelangen. Bei der Ausmultiplication der trigono-

metrischen Reihen hat man nach unserem Princip nach den Gleichungen (36), Cap. II bloß die lang-

periodischen und kurzperiodischen Glieder zu berücksichtigen, alle anderen Glieder aber, die bei

der Zerlegung der Producte in Summen und Differenzen entstehen und die verschiedenartigsten neuen

Argumente aufweisen, zu verwerfen; mit Ausnahme jedoch der gewöhnlichen Glieder in Q vom

Argument:

6w, 3n>+v, 3w-f-Vj 9n>—v, 9w—v,,

da diese, wie sich zeigt, für den Tj'pus -/.Jn Jgroß werden.

Ehe wir das Resultat dieser ganzen Operation, die zur Controle zv\-eimal unabhängig und während

des Druckes noch ein drittesmal durchgeführt wurde, angeben, soll bei den Gliedern der dritten Ordnung

0. Grades in P gezeigt werden, wie dieselben gefunden werden. Da offenbar, weil es sich um den 0. Grad

bei diesen Gliedern der dritten Ordnung handelt:

RfJ\t := pjYj cos 3iv sin 3n> := — ß^Yi sin 6iv

V,- := '(- Sin- 3iv = — (- •(- cos bw

ist, so geht der in Gleichung (15) für die Glieder dritter Ordnung in P gefundene Ausdruck über in:

— Bl^^^ ßf cos 3n' + -- B^^'^ ß^ ^os 6w' cos 3fv+ — Bl^^ ß'f
cos 6«- cos 9fv

-\ [i,5.j' y'y ßj Yj sin 6w sin 3w+ — \iB^-^^[i^'i^ sin (iw sin div

9 9 81
[J-'-ßs.o.oYi cos 3w+ — {i-^Bs.o.o'd cos 6w cos SwH \i-^Bcj q 07? cos ßiv cos 9n' =z

4 4 4

=
jl

B^l. + \ BlS.0 + ~ 5|.o°.o
I

ßl '^os 3k;

+ |~ H-^:';o°,o+ l I^^J.o.o
I

ßiT. cos 3«;
) (25)

(9 9 81 )

-^
\

\).^Bs.o.Q + — (A^^s.o.o H [A^-ßg.o.o} f, cos 3w[4 8 8
j /

Die Glieder dritter Ordnung in findet man analog.

Combiniert man schließlich die Glieder gleicher Argumente und ordnet, so findet man als W'erte von

P und Q bis inclusive Gliedern 2. Grades für den Typus ^/^ die folgenden definit ivcn Ausdrücke, welche

in die allgemeinen Gyl den 'sehen Bewegungsgleichungen einzusetzen sind: '

' Dabei sind aber in dem Wert (2G) für Q, wie in der zweiten .'\bthcilung dieser Untersuchungen dargethan werden wird,

nocli eine .•\nzahl gewöhnlic her Glieder zweiten Grades mitzunehmen, die bei Berechnung der .Störungen 2. Grades in Multi-

plication mit — neue elementare und charakteristische Glieder ergeben. Denn in der Differentialgleichung (6) des IV. Capitcls für p
'^^

fdR\
tritt ja die Größe Q^ I

3^
I
auf.

Denkschriften der mathem.-naturw. Classe. Bd. L.X.XII. 5q
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384 H. Buchholz,

Q =: q^ sin 3rv-i-g./q sin v +<li'] s'" (3w— v) +9ü'^1 sin (6^— v)

+ q.^-q' s'mv^ ^qr^-q' s'm {3n>—Vj^) +q^-q' sin{6iv—Vj)

+ q^rf s'mSiv +q^,,rl' s\n (3iv-~2\-) +q^rji~ sin (C)iv— 2v) +^,^Tj- sin (9;^— 2v)

+ ^,,TjT;'sin (3«'+v— Vi)+ ^j37]T/sin (3n'— v— Vi)4-^i|/f,Tj' sin (G?^'— v— v,)+ ^,.,Yjt/ sin (9w— v— Vj)

+ (7,„T,r/sin(3w~v+ v,)+ ^j^Tj'- sin (3«'— 2v,) +<7i7Y'' «in (6;z' -2v,) +q.ior{' sin (S)«'--2Vj)

+ (?,,Yj'- sin 372' +^>i'f'i' sin (v — Vj)

(20)

. erjSin6«' +g.^-qsm(3n>+v) +^'^T| sin (9w— v)

+giq' sin (3w+ Vi) +^5'']' sin (9w— Vj)+ G,

wobei die Glieder in den ^ die elementaren und charakteristischen, diejenigen in den ^ aber die

gewöhnli chen Glieder sind, welche in Jgroß werden; G umfasst die übrigen gewöhnlichen Glieder,

die keine kleinen Divisoren beim Integrationsprocesse erhalten, und die also im Integral nicht groß sind.

Die wenigen zu berücksichtigenden unter diesen gewöhnlichen Gliedern »G« bestimmt man direct bei

der numerischen Rechnung.

Somit repräsentiert jetzt in der That der Ausdruck (26) den wesentlichen Theil der Function Q
derart, dass die Summe der vernachlässigten Glieder gegenüber den mitgenommenen klein ist. Wenn wir

also diese Glieder aus (26) in die Differentialgleichungen einsetzen, so wird deren Integration jedenfalls

eine bessere Darstellung der in der Natur herrschenden Bewegung ergeben, als es bei der alten Störungs-

theorie der Fall ist, welche nicht die wichtigsten Glieder in diesem Umfange von vorneherein in Rechnung

zieht. Mit welchem Grade von Genauigkeit und für wie lange Zeiträume dabei die Gylden'sche Bahn

die in der Natur stattfindende Bewegung wiedergibt, soll in dieser Abhandlung nicht zum Gegenstande

der Untersuchung gemacht werden, da diese Frage wesentlich mit der Integrationsmethode zusammen-

hängt und allem Anscheine nach in endgiltiger und befriedigender Weise nur bei Anwendung von

Gylden's horistischer Integrationsmethode oder einer Modification derselben ihre Lösung findet,

eine Methode, die auch die Nothwendigkeit zeigt, Gliedern dritten Grades von vorneherein Rechnung

zu tragen, von denen wir bloß zunächst in diesem ersten Theile abgesehen haben. Doch denke ich

bald auf diese Frage und die horistische Methode zurückzukommen.

Als Werte für die Coefficienten fand ich folgende Ausdrücke, ' indem gradweise geordnet, ist:

Q=Q,+ Q, + Q,.

0. Grad. Coefficienten in Q„:

(7i
= A-Aj,.o- 1 41o ß, + 3l.A.o,oT.+

jl 4io- { 4:^+ J ^lo
I

ßl

I.Ordg. II. Ordnung _ ,,\_A1.0 __ "- /ll.O {o^
t^j ^ ^3.0.0 ~ ^9.0.0^ Pl^l

— A.o.O" — A-s.o.o-i A.u.ü 1t? / (^27)

4 8 8 ' '

III. Ordnung113 9
g^ = A.0.0+ — ^J:^Koßi + ~4:o.oßi - Y |aA.o.oYi+ -^ IJ-A.ü.oTi-

1 Bei Bildung der definitiven Werte von P und ist nicht zu vergessen, dass in Q alle durch Multiplication mit A'

entstehenden Glieder das entgegensetzte Vorzeichen, wie im ."Xusdruck von P |cf. Gleichung (43), Cap. II] haben, indem diese

Glieder in P positiv, in Q aber negativ sind.
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Bewegung vom Typus 2j3 im Dreikörperproblefn. 385

I.Grad. Coefficicntcn in Q,:

n — J__ J + IIOO I _ Jl.O o , 11.0 o >l-'-'-"ß
^2 — ^ ^;i;i.O l'l^^

r,
'^ÜM.üVi^ r,

'^ö. 0.0 1^3
r, -i-l-O l^l

3 3 3- — lx.43.o.oT6+ 3[j.>lü.ü.üT4+ — M'.ti'.Ui- -^ MSu'.ofi

1
„ _ j(+n , _L j + i.i.oß , J_ ji.o ß j ^1.0 g ^~i-i<'3,

3 3
+ 3 [1^0.0.075+ IT M!Ä"i Vi- V ^"^370.1 'fi

?. = ^^'.{,-y4:S.oß4 + |^^irßi-|M3.o.oT.+3M6.o.oT„+3^4-n-^,

^. - 41'!.+ { '-ifTlir ßi+|4ioß. + Y^^}:r ßi+|-MUUx-f M^i^Ui

ö- — 4( + n . _ 41.0 ß _i_ L 4+1.1.0 ß , -JL^i.o ß
52 — '^3-1.0^

P
'^6.0.0 Ha ^

,y
'^0.1.0 In ^ ^ ^o.o.oPi

+ 3(i-4+'.!.T,+ -!A--i,,.o.oY4

Ä = 4V.\+{4+i:l-°ßi + |^i:S.oß3 + |4+J:l°ß. + |41oß.

9
+ 3!J'4V.\Vi+--IJ-A.o.oT5

^i=47^1.+ |41oß. + |^^l:rßi+ |4ioß2- |m..o.ot.

(28)

& = ^[r^\+Y'^i;o.oß5 + |^^i:!"ßi+|4ioß3-| 1^-^-0 075

- 3 V-At^\ T, + 6 p. .4',T
;;. , Ti + 1 ^r^Io' i° ßr

2. Grad. Coefficienten in ().,:

q, = ^4,.,.,,+ 1 -i-l;i-"ß.+ |4:S.oß. - l^ili" ß.+ -^ ^^!:i-"ß2

3 93
- — M3.0.0Y21 + 3 Mo.o.oY, + \ MfjTi'.o Ti-— ia4:i'.1 T4

50*

(29)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



386 H. Biichhoh

(7, = ^(+1) + ._ 4-1.1. "ß + L 41 ß L 4 -i.i.iiß . ._L j-i.i.oß
'/» — ^;i.i.i^ ,, -^y.u.i Hi^ „ -\.o.oP9 „ '^a.i.y i-'s^ ^ '^B.0.1 P2

•-' ^ ^ dd

3 9 3- — M3.0.0T22 + 3M0.0.0T9+ --1^
^!j1'i T., - ,; lJ-^!r,'.'o T5

'Zn = --I3.0..+ |^^i:l-"ß,+ i-^ii,ß,o+ |^<?:i:l-"ß3- 1 J^i;|-"ß5

+ Y 4-:i:l-" ß3+3iJ.A.o.oYio+ f M[,:o'.\ t,, - 1- ij-47o.\ t5

^1. = 472%- |4^':rß4- |4ioßi7- y 4:S.oßu-3,.^o.o.oTn

+ 3Mb.o.oT,o- y P.4+AT.+ 3I.4-') y«

^t3 = 47!\-}^^J:i"ß."|^^l:rß5-Y4:Lßis~ |41oß.5

- V ^0^:1 •"
ß. - SMo.ü.oYiH - 4 !^^4(+/)o T5 - 4 M!,+o", T4+ 3 jx^-' • Ye

/7 — aI<-2) L4 + l.I-0ß L Jl.O ß L Jl.O o __ J + I.l
H\\ — -^-S.ü.-i ^'^3 0.1 1^5 ^ ^6.0.0 I-'IS 2^-0-"'^'* Y O-ö-l

(29)

- 3 [x.46.0.0Yi9-—lJ-4+o'.iTä

^15 = ^[7r!.+ I 41oßn - |4;Ö.oßn + \^\1;''^,~ \ Ma.o.o Tu

3 9— [x^3.o.oYi7 + Y M(,7i'.o Te

,7 — /!(--)_( Jl.O ß — /Jl.O R L 4 + 1. 1.0 R, J-l.l.Oo
'/iC, —^6.1.1+ ^ ^3.0.0 l'l2 ^^3.0.0^18 ^ "^cTo.l P4+Y »-l'O ^'^

+ Y4"i:I-°ß2- y!J-^3.o.oYi2- yP'^3.o.oTi8+ y !^47'.\vg

^n = ^^7i:!.+ {4;S.oßi3-|4:o.oßi9-|4:i:!"ß5+|^3:i;l-"ß3

3 3-- [J..43.0.0T13- -M3.0.0T19

a — 4<-"> -4- — 4'-" ß -4- — 41.0 ß ^ L 4-1.1.00 , ^ j -1.1.0(5
^18 — Aj.o.o^^ ^ -^ü.o.oHii-+^ ^ ^S.o.üPii+ 2 ^3.1.u l-'i+y ^6.1.0 P2

3[x^6.o.oYii - — Ia47i'.ü "^4
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem.

2 r^3.i.oi5

^20 — ''^97o%+ ^" ^'O.O ßl3+ :^ 4:o.O ßl6+ \^ A^Ö;!'" ^5+

/j — A(+U L Jl-O
fi _L J_ Jl R L J -1-1 -OO J_ 4-1.1.OD

V21 — ^0.1.1 r)
3.0.0l^8^

r) o.O.O 1 9 „ '^3.1.0 rs^ ^ "^3.0.1 I2

- Y ^6^I-'i'° ^^"*' 7 A"i:l-°ßi- f l^-i^.o.oTs + -| P-'-ls 0.0Y9

387

(29)

Analog erhält man für P:

P =: p„+Pi COS oiv+p./f^ COS \' +/'4T| COS (3w—\') +Pf,ri cos (6>y— v)

+P3'ri' cos \'i+/'5''l' cos (3;i'— Vj)4-j'7-Tj' cos (ßiv~\\)

+ /-',,rj^ cos 3jy 4-/'i4Yi^ cos (3»w— 2v) +/7j-rj'' cos (6w— 2v) +p.^,^ri^ cos (Otv— 2v)

+;'j,iTjTj' cos (3/i'+V— VJ+^ijjTjTj' cos (3;y— V— Vi)+/',^r|7)' cos (6W— V— Vj)+/72jTjYl'c0S (9W— V— Vj)|

+/iiiTj7]' cos (3w— v+Vj)+/'j^r/'^ cos (3w— 2Vj) +Pi.Ji'^ cos (6w— 2vj) +P22'^^ cos (9^^— 2Vj)

(30)

+/?j,,7)'^ cos 3^

wobei:

+;'23'ri-r|'cos(v-v,)

Constanter Theil;

Po = ;ßo,oj+ - Ä:°.o ßi + - P-Sa.o.oYr+ - B^:l, ß?

Ordng.

II. Ordnung III. Ordng.

(31)

0. Grad. Coefficienten in P„

1

p, = B3.0.0+ [Bll^ + -Bi-l,] ßi+3[j.ßß.o.oYi

I. Or'dng!

II. Ordnung

+ ) — B"'^ + ^ «-0 + - B'" '
ß'^^

j
r, •".i.O.O ^ . -".3.0.0 ^ . ^9.0.0 ' l'l

/
4 'J-O-o 4^ -"g.o.orPi'i

+ ['•' < -S3 0.0-4 -ßs.o.oH -Bg.o.o > Y?-

( 4 8 8
)

III. Ordnung

(32)
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388 H. B 11 eil h o l z

,

1. Grad. Coefficienten in P^:

r,
— R! + I)4. _L «1.0 3 . _L H+I.l.Oß . J__ßl.O ß ^ ü-l-'Oß,

/'s
—

-^u.i.ü^ r, -"(i.ü.o 1-^4 ^ „ 3.1.0 Pi^ 2 ».coHa^ r, .t.i.ü '-"i

3 3 3
+ — |i.ß.,.ü.oV„+ 3|x5o.o.o-a + -IJ-^g'+'^Ti + Y '""^s.T.o Ti

^3 = 5+i.,+ 1 i?,|i;!„ ß5 + 1 i^^J;l-° ßi+ 1 ^^.;;:o ß3+

+ Y^6:l;i''ßi+ Y !^^3.o.o74+ 3li.ß6.o.oY6+ 3!J.ß6(^.'^fi

+ Y Be.ir ßi + f !^^3.o.o Y5+ 3li.ß,<^.V Y»

(33)

3
i^5:S:i:hi

A = 5^:^'! + |^^i:l-"ßi+5J.^oß5 + |^J.if:o ß3 + v^.:i:l"ßi+| ^^^^'^1

-yH-'^irolhi-

2. Grad. Coefficienten in P,;

p, = 5,,.o + 1 5
'.-^.o ß, + jB-\:l-o ß,+ 5J;„o, ß, + 1 5+;;lo ß,

Ao = ^.S.t.'K I ^e'.-o^o ßs + Y 59:J:l-° ß. +Ko\ % + { ^lir ßa

+ 3[j,5o.o.o Yn+ —\^B(-'l T» + — t^^^-;», y.5

(34)
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Bewegung vom Typus 2j3 im Dreikörperproblem. 389

r,, = B:u>., + - Bl-o^ ß,o + -^ 5+J:J« ß3+ - 5-J;i-° ß,

9 3

/'.3 = ßo.o..+ |5J.o''.oß.o+ |5-J:J-0ß3+ i-5-J;;•"ß,+

^ iL, Cj

Ih. = B^t^+B^:S.o ßx4 + ^ i^Jio ßu + ^ Ell, ß„ + I iJ+l;r ß4

(34)

13 3
+ V '^»"lir ß2- -^r

|J-^3.ü,ü Tu+— [^^3.0.0 T,7
Li ^ Li

« — R(-2) ni.o ß I _Lri.o ß . _Lri.ü ß _i iJ+i-iüß.
Fi8 — -°o.i.i

^
-^u. 0.0 1^15^ ^ -"li.o.o r'ia^ 2 3.0.0 r'is^ 2 "•'•*^ '^•>

_R+l-l-Oß 4_J_R-1-I.0ß^^ 2 -"o.ü.l H4^ ^ -"3.1.0 '-'s
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390 H. Buclihol:

13 3

^sTo:'
" ßs— — \>-B's.o.o Ti3 + — \>-B:i.o.^ Yi9

Li dt ^

(34)

Z'^: = Bi^+ I
5 >

-J^o ß,. + Bll, ß,3 + i- Ä[^„ ß,, + I 5-1 ;r ß.

Z'.. = ^^:o^+ \ Bll, ß,, + i?J.;5^,, ß„ + I 5^[;«, ß.„ + ^ B-^\ o
ß^

+ V-^«^i:l'"^^~'^=''^^-"'^'^'^^" T '''^^'"o^'i "^•''

/'.s = 5JA'K I ß:[;^o ßs + 1 ^^.^l^o ßB + { ^^i:i" ß3+ ^ ß^i:!° ß.

+ 31x56.0.0 Y32 + - !^^i."S.\^T6 + 3|x5g'-i)Y5+ 3|x5J-VT4-
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Bewegniiii vom Typus ?,.)' /;;/ Drcikörpcrprobleui. 391

Capitel IV.

Die Integration der Differentialgleichungen des Hildatypus mittelst des

Gylden'sehen Verfalirens der partiellen Integration in der Brendel'schen

Modifleation.

I. Vorbereitung' der Integration.

A. Übergang auf die zu integrierenden Differentialgleichungen des Hildatypus.

Im Besitze von P und können wir aus der allgemeinen Form der Gylden'schen Differential-

gleiciiiingen für die planetarisclie Bewegung:

1 dS

d^
17-

1+5 dv

( 2 d-(f

= -{l+SfQ-
1 d-q'

2 1— 'q^ dv

f 1 — Tj- dv S dv

\ 1 d^yf 2 (dr('\- (1+5)2^7)2 )

(0

(2)

\

dj
d V

S-2R—2RS+3R'+ ^SR'-4R'

+ {6R^2S-~\2R^-i-6RS-. ..jyjcosv (0

3-q'R + — S-6Ä+ . . . -q' cos 2v

+ 6 A'tj'' cos v+
j
— ä'— 5 [/)' cos 3v

(3)

iiX

dv

jetzt leicht die specielle gewinnen, welche für die Planeten der Hildagruppe der Integration zugrunde

zu legen ist.

Zur Bestimmung derjenigen Genauigkeitsgrenze, die zu erreichen wir dabei \orläufig anstreben,

diene folgende allgemeine Erwägung. Es ist in Bogenmaß ;: ^ 3.141 .. . :::: 180°, mithin circa:

1 gleich
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392 f^- B " chholz ,

Man kann also, wenigstens in allgemeinem Überschlage, schließen, dass ein Störungsglied von der

Größe m' =: ^ etwa in Bogenmaß den Betrag von 3'4 hat (indem die Jupitermasse m' = ist).

1000
" 1048

Will man den Ort eines Himmelskörpers, was wir uns vorläufig als Ziel setzen, auf eine Bogenminute

genau angeben, da dies zu seiner Auffindung am Himmel ausreicht, so muss man also die Glieder, welche

so groß wie m' sind, deren Logarithmus mithin etwa 7.0—10 ist, noch mitnehmen. Die Glieder, welche

fyi 1

von der Ordnung -^ sind, sind natürlich um so größer, je kleiner 5j ist. Ist 8j etwa gleich , so ist

etwa gleich — . Die charakteristischen Störungen können also den Ort des kleinen Planeten um
Bj 10

ein paar Grade ändern. Die Excentricität tj (indem tj znz e, d. h. der elliptischen Excentricität der Größen-

ordnung nach vergleichbar) ist bei den kleinen Planeten auch im Durchschnitte gleich — , ebenso groß

1 1 2
wie die charakteristischen Glieder. Im Ealle der charakteristischen Planeten (— , -;-, ^etc.l kann also

der Unterschied zwischen der gestörten und ungestörten Bahn ebenso groß sein, wie zwischen der

m'
Kepler' sehen Ellipse und der Kreisbahn, Glieder von der Ordnung ^^^ können sogar sehr groß werden.

Bei Beurtheilung der Größe eines Gliedes darf man aber nicht vergessen, dass es noch mit irgend

einer Potenz von y] oder tj' multipliciert ist, und dadurch verkleinert wird. So hat beispielsweise ein Glied:

m' in' . . 1

nullten Grades der Ordnung ^^ die Größe i^ cu'ca gleich
§1 \ 10

1

ersten » » » -5^» * i^''!*
\ \ 100

m' m' . 1

zweiten » » » ^ » >'

s"''!
§1 \ 1000

m''' 1

Ein Glied von der Ordnung -^— gleich .^^^^ ist schon ziemlich klein, während ein solches von
^ ö^ '^ 10000

i\t '

'^

der Ordnung --^i^— nicht klein zu sein braucht. Außerdem aber hängt es natürlich nicht bloß von dem

absoluten Betrage einer Größe ab, ob man dieselbe vernachlässigt, sondern davon, ob sie klein ist

im Verhältnis zu einer größeren Größe.

In diesem Sinne also haben wir die Größe der Störungsglieder zu beurtheilen und wollen demnach

in unseren Differentialgleichungen die Glieder, welche rein zweiter Ordnung sind, also die Glieder rm ;;/''-,

und erst recht die Glieder 33= ni'^ etc. ganz fortlassen, sie hingegen, wenn sie mit kleinen Divisoren

m'-
behattet sind, mitnehmen, und zwar die Glieder von der Ordnung —^— noch beim ersten und zweiten,

Si

die Glieder im -^;— aber nur noch beim nullten Grade. Indem wir in die rechten Seiten der Differential-
«1

gleichungen (1), (2), (3), die für den Typus 2/3 im Capitel III ermittelten speciellen Werte der Functionen

P, O- S i-iii'-l R einsetzen, haben wir nun also zu bestimmen, welche Glieder von der Ordnung m''^ etc.

werden und mithin fortzulassen, und welche dagegen mitzunehmen sind.

Betrachten wir die Differentialgleichung füi" 5, so ist in derselben:

{\-¥SfO- Q+ ^SOA-'iS'O+ SH).

Das Glied S'^O kommt für uns, weil von der 4. Ordnung, überhaupt nicht in Betracht. Das Glied

S'O ist von der 3. Ordnung. Es ist aber S^ :n: ui'- und O 3: ;;/', also S^O rar ;»'', fällt mithin fort. Ferner
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ist zwar (5j)7 0,) =ni -^^5-, aber nicht vom 0. Grad, fällt also gleichfalls fort. Die folgenden Glieder

5'f(öi + öä) unJ Sl(0,,+ 0, + Q.,) aber fallen erst recht fort.

Allgemein war nun -j^ tu' und daher:

^5 , , , dS, dS,, dSA—- zm m , d. h. -— , -— , —- zm in'
dv dv dv dv

\

imd ebenso Si, S^,| z^ tu', dagegen 5; > ;;/'.

In Bezug auf das Product SQ fällt somit, da vS^ im ;;;' ist, das Glied S^^{U,^ + U^-i-0.,) znz ni'- foi't.

in'-
Hingegen liefert {Sy)iOQ offenbar Glieder der Ordnimg -^ » indem (S^)i die Glieder der Form C in den

Coefficienten oi., und n.^ repräsentiert, während offenbar die übrigen Glieder in S^ der Form B und D, weil

von der Ordnung;;?', im Product mit 0„ Glieder :ei ;;/'- ergeben. Ebenso gibt iS.,)iO„ mitzunehmende

Glieder zweiten Grades zu: —--. Schließlich liefert auch das Product (>SV);0, in: ^^ mitzunehmende Glie-

der zweiten Grades, während S>Oj und 6\0., Glieder dritten Grades ergeben und daher für uns jetzt fort-

fallen.

Das zw^eite Glied der Diffei-entialgleichung für S zerfällt in die beiden Glieder:

1 1 d-q^ 1 S Jt,-

T T^^ IV^Y 1 — Yj2 Jr"

•

Denken wir das erste dieser Glieder— (1 —Tj-)~"' "—^ entwickelt, so fällt von dieser Entwickelung

dfi^ dr'
bereits das zweite Glied x- —-^, weil 4. Grades, fort, denn es ist -ri- und ebenso--^ vom 2. Grad, da:

d V dv

Tjä = x-+ Sy.i;+SSx„x,„ cos [(?„—;„,)+ 1'«— !'«.],

also:

ist.

',— = — 2SS(c„— ;,„)x„x,„ sin [(;„— ?„,)t'+ r„— T,
d V

Bei der Integration der Gleichung für ,o werden wir nämlich sehen, dass

Y] cos {c,V+ T^) = •/. cos (;t'+rn-l7., cos (^^^l^+ T,,)

Tj sin (yV-k-Ti) = X sin (;t'+ rj+ Xy.^, sin (-^t'+ T,)

ist, woraus durch Quadrieren und Addieren folgt:

Tj2 cos2 (;!,'+ -)H--f;- sinä (cr+5:) = t;- = xäjcos-' (;r+r)+ sin-('c;!'+r)|

+ Ix2{cos2(?,,t;+ rj-f-sin-(;„£;+rj|

+ xlx„{ cos (ci'+ rj cos (?„i'+r„)+ sin (cü + F) sin (?,,f+r,) j .

+ SSx„x,„Scos(?,„t;+r,„) cos (<;„i;+r„)+ sin («„iii+r,,,) sin (sijt'+r,,)!,

oder, wenn man das dritte Glied der rechten Seite mit in der Doppelsumme enthalten denkt. Icann man

auch kürzer:

T,- =: X-+ ii X-;+ x x x„ x,„ cos
s (;„ — ?,„) t'+ r„ - r,„

}

sciireiben.

51
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894 H. B 11 c lihitlz ,

Mitzunehmen ist hini;ec,en diis erste Glied der Entvvickelung - - -—
. Weiter ist:

Z dv

—- rnr Itl , weil C zsz in ist, also 0„ -r^ =n: ni"
dv

'

d V

und S,
'—^ vom 3. Grad, beide Glieder fallen also fort. Als zu integrierende Differentialgleichung für S

' dv
erhalten wir somit innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze, die natürlich sowohl im Princip, wie

in der praktischen Ausführung auch weiter gesteckt werden kann, wovon wir aber, um überhaupt nur

erst einmal einen Anfang in der Behandlung der ganzen verwickelten Aufgabe zu machen, zunächst in

dieser ersten Abtheilung absehen:

dS_ ^ ^ ^ ,,eN^ o/c^r> Q/c.n 1 d-'i

dv
9o-Öi-Öä-3(S,),Öo-3(S,),(?„-3(5,);Ö, - -

^-^ . (4)a

F'ühren wir die Integration zunächst für den 0. und 1. Grad in diesem Theile durch, so haben wir

vorläufig erst folgende Differentialgleichung zu integrieren:

et V

wobei wir also in öo ^^'^ ^ur 3., in öi bis zur 2. (nicht aber rein 2.) Ordnung gehen.

Um die zu integrierende Form der Differentialgleichung für p bis inclusive der Glieder 2. Grades

festzustellen, ist zunächst im 1. Glied der 2. Zeile der Differentialgleichung:

dv^

im 2. Glied ist:

—-
] vom 4. Grad und von der Ordnung ;;/-;

d V I\di

im 3. Glied ist:

dv

so dass die zu behandelnde Differentialgleichung zunächst die Form hat:

!^ + p = - l-A-,^ + (l + S)-^0J'^'+2S4-S--(l+S)--'/^.
V- i. \ — rr dv )dv

(5)

Nach den Entwickelungen von Capitel III ist aber

und [jj; > ni'. Ebenso aber auch p/ > iii', obwohl p/ durch den Integrationsprocess nicht vergrößert wird,

denn es ist offenbar schon:

^,.+H>"''

Fassen wir zunächst das 4. Glied der rechten Seite ins Auge:

— P^2SP~S-P,
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so ist offenbar S^P^ nc ;;/'', fällt also fort, S'-^P^ :^ -—- aber ist vom 1. Grad und darum auch zu vernach-

lässigen. Hingegen ist:

m^ nt
{S^)i ^ ^ und {S.^)i HU — , während S'„, (5,)t., (5;)^- 1 =n: m'

sind. Dalier ist:

mitzunehmen, hingegen (S^)iP., und {S.,)i(P^-^P.^), weil vom 3., bezüglich 4. Grad, fortzulassen.

Betrachten wir weiter das 3. Glied:

Sä -Sl+ S\+ Sl+2S,S^ + 2S,S,^2 S, S.,,

so ist:

S'l =n: ;«'- und S'l vom 4. Grad.

Diese Glieder fallen also fort, während (S.)} nc -^5- mitzunehmen ist. Aus demselben Grunde sind

m'-
2S„(5j)/ und 2S„(So)/, obwohl schon ziemlich klein, weil von der Ordnung —— , doch mitzunehmen, hin-

gegen ist zwar S^S., 5> ;;/- aber \-om 3. Grade und deshalb fortzulassen, so dass also:

zu setzen ist.

Vom 1. Glied der rechten Seite in Gleichung (5):

ll— T,- dv ' ~)dv 1 — 7j- dv dv dv dv dv

untersuchen wir zunächst das Glied Q-y-. Es ist:
dv

dv dv \dv h \dvJi \dvJ2

wobei:

—^ ^ —71 sin v+ Gliedern rein I. Ordnung,
dv '

da ? 3= m' ist. Von diesen Gliedern der Ordnung ni' in
(fi)

aber sehen wir natürlich ab, da dieselben in

.Multiplication mit Glieder der Ordnung m''^ ergeben. Mitzunehmen ist also nur:

--ö^^=+iÖo+a)-fiSinv,

da —0., —^ Glieder 3. Grades ergibt. Ferner sind die Glieder, welche aus:
~- dv

m'
folgen, mitzunehmen, da alle ß 3c ~ sind.

Und ferner sind die aus:

(a^e.)Qun.-0.(f).,
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396 H. B II c- h holz,

resultierenden (ilieder mitzunehmen, während:

OA— und Q, T- als vom 3. Grade und 0., ~- als vom 4. Grade

fortfallen. Dabei werden jedoch bie langperiodischen charakteristischen Glieder in R^ und i?.,, d. h. die

von den Coefficienten ß^, ß.j und ßj^, ß^,, ßj^ durch die Differentation mit 3^ muUiplicieit, da nach Capitel 111:

Tj cos (3w— v) r= -q cos (8j,f— 3ß

—

SixTi-^H) etc.

TJ-' cos (6w— 2v) = -fjS cos {2%v-6B-6i).T,+ 2U) etc.

ist, so dass diese Glieder der Form C in i^^] und \^- I rein von der Ordnung ;//' werden, weil:
XdvJi Xdvjo

5iß2- \h, 2,ßu. Siß,.v SJi.Jnr»/,

da ja alle ß zni -— sind. In Multiplication mit ergeben diese Glieder von -- und , 1 also Glieder'S, - \dv/i \dvl'>

der Ordnung m'-. Und es tritt also bei der Differentiation o^ und nicht o^ als Factor auf, da ebenso partiell

differentiert werden muss, wie integriert wird, und Oj, nicht aber ^2 der Integrationsdivisor wird, wie in

Capitel IV, Abtheilung II, A 4 eingehend auseinandergesetzt ist.

m'
Übrigens wäre auch wirklich 5.,.— ^c m', denn 5, S., 8., sind alle von derselben Ordnung oder, wenn

sie nicht alle sehr nahe gleich sind, so ist immer S^ das größte; es können also 5 und 3^, klein sein

gegen 8^, aber niemals erheblich größer als 8^.

Mithin ist: .

-Q %=(Qo+Qo-ri sin v-(g,.+ö, + 0.,)(^^)^

-(Ö0+ 0.) pars
(f)^-ö„

pars
(f)^.

Im Product —2SQ -^ wird:
dv

25„öof^und2S,ö.^^h-^

da Soö=n: m' aber (p) :^ m'" ist, weil elementar. Dagegen sind die Glieder 2. Grades, die aus:

2(5,),Öo'fi sin V

entspringen, mitzunehmen, während:

2S,Q,'^, 2S,(Ö,+ 0,)-^sinv und 2S,{0,+ 0, + Q.^-qsmv

offenbar Glieder von einem höheren als dem 2. Grad ergeben, die darum jetzt fortfallen,

Das Product 25^ — - ferner ist von der 3. Ordnung, also in demselben bloß:

mitzunehmen, da sämmtliche übrigen aus dem Product entstehenden Glieder zwar 3. Ordnung, aber höher

als vom 0. Grade sind. Es ist also:

-^SQf^ = +2(S,),Q,-ri.mv-2S,0,[^^\.
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Betvegitiig vom Typus 2 3 im Dreikörperproblem. 397

Ini Glied — S'-Q -^ ist —5-0 —r^ ni: ;;;'-\ aber schon vom 1. Grad, wenn man 5,, und Q,, einsetzt,
dv ~ dv

//?

während —S'^Q ~- von der 4. Ordnuns ist.
dv

Schiie(31ich ist noch das Glied — —J- -,- zu untersuchen. Es ist entwickelt;
1— Yj^ dv dv

2(l-^i^)-'Tr^ = 2
dv " dv

Da aber -p- 3: ;»' und 2. Grades, so ist bereits das 1. Glied ~ r^ vom 3. Grade, und fol£;lich
dv dv dv

fällt in der Differentialgleichung (5) das Glied ~-^—
-
-—-—;— fort, während das Glied —2—-^ (-— mit-

1— Yj- dv dv dv \dv Jo

zunehmen ist, wo hingegen —2 -—^ { -^—l und —2—^ -,— vom 3., bezüglich 4. Grade sind.
'' ^ dv \dvji dv \dvj2

'^

Als Differentialgleichung für p in derjenigen Form, die der Integration zugrunde zu legen ist,

erhalten wir somit:

dv- ^
u -o^^^y/y """Kdvjo

+ 2S,-P,-2(S,),P„+ 25o(5i), + Öo rj sin v-öo pars (^)^-g, pars(^)^

+ 2S,-P,-2(S,),P,-2iS,)iP,+ 2S,(S,),+{S^l
^ (6)

+ 0, rt sin V ^ Q, {^\- 0, pars ['^^)^
- Q, pars

(g)^

.2(.,.a.smv-2^(^)^

Diese zu integrierenden F"ormen der Differentialgleichungen sind immer zuerst zu präcisieren.

wenn man die an alj'tisc hen Störungen eines kleinen Planeten nach den (jylden'schen Principien

berechnen will. Denn sie werden \erschieden, je nachdem P,0 und R, S eine verschiedene Form haben.

Beim Tj^pus ~ z.B., wo keine langperiodischen Glieder für den 1. Grad auftreten, also (5])/ =r und
o

//?
ferner (J

——
" zu: in'- ist etc., sind die rechten Seiten der zu integrierenden Differentialgleichungen in ganz

d V

2
anderer Weise zusammengesetzt, als in imserem Falle der Bewegung vom Typus — . .ledoch haben 5

und A' für die \"erschiedenen »Classen« kleiner Planeten die gleiche analytische Form (hingegen \'er-

schiedene Argumente), so dass die zu integrierenden Differentialgleichungen für die verschiedenen Typen

derselben Classe mit Ausnahme der Argumente der Form nach gleich werden. Hinsichtlich des Begriffes

der Planetenclasse sei dabei auf Herrn Brendel's Theorie der kleinen Planeten verwiesen, da auf diese

Betrachtung weiter einzugehen außerhalb des Rahmens der hier zu behandelnden Aufgabe liegt
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398 H. B iii-Iiholz,

Indem wir, wie schon gesagt, in diesem ersten Theile zunächst die Integratii.in für den 0. und

1. Grad durchlüiiren, haben wir jetzt also die folgenden Gleichimgen zu behandeln:

^=-öo-Öi-3(S,)/Öo (7)
all

- 2 S, - P, - 2 (S,), P„ - 2 S,(S,),+ 0„r; sin v-g„ pars
(^j^)^

-0, pars f^)^

(8)

B. Genäherte Darstellung der a und 7 durch die [i für den o. und i. Grad.

Wir wollen nun die a- und 7-Coefficienten mit Vernachlässigung von Gliedern 2. und rein I.Ordnung

durch die unbekannten Coefficienten der Function R ausdrücken, wodurch wir die wichtigsten Theile

von vS und T, ausgedrückt durch die ß erhalten. Offenbar ist dann:

(9)

S ^ a^Tj cos (3w— vl+ a^Tj' cos {3n>—Vj)

/v* ^ ßj cos ßw+ ßä Tj cos (Stv—v)+ ß^Tj cos (6w

—

V)

+ ß37j' cos (3w— Vjl+ ß^Tj' cos {6w— \\)

-T-r + R=2S oder, da -j— ^ m'
dv^ dv^ 3:

R = 2a2Tj cos (3^— v)+ 2a3Y|' cos {Zw—vJ,

also, mit Hinblick auf den formell bekannten Integralsatz:

a, = Y ß2 ; «:, = - h-

Die Gleichung für T aber wird innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze:'

'(^ = - 2 P„+ 5. ^ 2 Ä'. + 6 R,;(, cos v
)dv
f

— T—2ß, cos 3;t'+ (a^, — 2ß,+ 3ß,) tj cos CSiv -v)— 2ß,Tj cos (6h^— v)
'

(10)

+ («3 — 2ßJ t/ cos ^3w-\-^)— '2[ir(l' cos {Gn'—\\) \

+ 3ßiTj cos (37r'+ v). ^

1 Es ist '^ ^ •c+P^'''''-"^'S'-"'i2 GlieJer. Bildet man Taus — - durcli In t egration, so eilüilt man in Tevstcn s den scciilaren

Theil ('', und zweitens aus den exargumental en Gliedern den secularenTheil Yo''. ^^^^ i'" ganzen 7"^ y ''+P^''"^'''''-'^'^
Glieder

wo 'fv = (•(•+( o)"- Bildet man demnach aus T, das den secularen Theil y enthält, durch Dil leren tiation— , so erhält man in —

-

dv dv

erstens den eonstunten Theil ~[ und zweitens aus den exargumentalea Gliedern den constanten Theil —'Co. als im ganzen

Y— Yo = Y '^'- "^'^^ Näheron, Abtheilung 11, .1, Nr. 4 dieses Capitels.
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Beweguiiii vom Typus 2i3 im Di-äkih-pcypyoblcm. 399

Nach dem früheren ist aber:

dT JT, JK
dv dv dv

= 7 + TTT + 7-,' ^^o T - Y+ Y«

A' rr
Yi s'" '^^v+ '{^([ sin (6w— vj+ y^Tj sin {?>w+ \)

+ '{;([ sin (6w— Vj)

—^ = — Tü+ Y2''i
'^os (3;f— v)+ YgT/ cos (B/f — v,),

also durch Differentiation:

--- z= ?— Yu +1 1 +5iiYi cos 3»'+ Y./1 cos (3w— v)+ ( 1 +2o,)Y4Tj cos (ö^f— v)

H-YgV cos (3w— Vj)+ ( 1 +20j)Y5'fi' cos (G;y— vj

+ (2 + 5i)YGfjcos(3w+ v),

mithin:

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



400 //. Hu Chi! Ol'.

Dabei bedeutet;

qf>
- ^;i.o.o ; ^i^' = — ^.VU.o- 61x^0.0.0;

„11] — -^ /12.0 L /i-i' j- _L 42 . ji_., 41.0 ^,,/|i.o Oiisj., „„.
'ii — ~ -^3.0.0 Y '•"•'^ 4 a-f'O 9 Mii.o.u r l^'^g.o.o^^i-'' '^^00'

lV.4;j,0,ü H [J.-Aj.o.o

2 2

# = 0;

^(0) — 4(+i) .

'is — '^0.0.1 '

<lf }4%' # = y^i:".o-6MB.o.o.

„(0) _ j(-n . „fi)
ii ^li.l.U ' '••'4

q\''

^6.1.0 "i^'Ai.l.O

4j:o.u+3[J.^:i,o.o.

fj.-4,i ,).(

,(()) _ 41-n .

'i(i — '^6.1.0'

0"" — J'-" •

„(1) — J-Iliij_ J-1-1-0 ()„ J( 1) j_'^,, Jl -1)

(15)

,(1) — /|-l-1.0_i L J-ll-ii Oll /ll- li _i_'^ii /if-i) •

Ih —77^9.0.1 + ,^ '^;i-0.i •'l-''^.i,(,.i+'^|J-Ai.o.i '

,;<-' — — 4'0

'J7 — ,, ;i.(j.u

Aus diesen Delationen ersieht man, dass für den Typus - zwischen den q die folgenden, für das
o

Spätere wichtigen Beziehungen bestehen:

# = #; qf^ = o,

die auüerdeni die numerische Rechnung vereinfachen.

(16)
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Bewegung vom Typus 2j:^ im Dreikörperproblem.

In analoger Weise findet man für die /^-Ooefficienten in P:

P = ;',i+/'i c(.)s 3n'+/'jjVj cos V+/Y1 cos (3«'— v )+/',. tj cos (6w— v) )

+p^H' cos Vj +;vY cos (3w—Vj)+7'.y/ cos (6m'— v,). )

Die Werte:

p,^pP+p<i%+p<Ph+P^h

P,=Pf^+P'i%+P'i'%+Pf%

P,= Pf+PT^i+P^h+Pf^h

p,^pf+pi!'^i+p^'h+pf^k

r, ^ Pf^+P\^^?,+P<i%+P\^%

P, = p(fi)+p(^i)^^+pf)^^+pf)p..

401

(17)

(18)

Dabei sind die
p\J'

wieder sämintlich Functionen der bekannten Entwickekingscoefticienten B der

Derivierten P, und zwar;

9 81

9 •>
'

p<p^B(:\^ (-11 .

i.i.ü '

„10)— ß{+u. ,,(1)— _^j5+i.i.o, J_n-i.i.u_o D| + r)_ Q,,
' -i.ll.l

p"^
•".•i.0.0 ' ^!f> = y5j.(;'o-0ix5o.o.o.

1 1 9

«(2) — Ri-ö • „(4) — Di.ü Q„R
^'t — -"o.o.O' P-i —^ •°:j.o.o~"^I-^-°:*-""-

(19)

52*
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402 H. lUiL-hholz,

i'ii — •^^i.n.l' ' .•) —
.^

^ 11. 0.1 ^
._, -'^fi.o.i '-' r-"tj.(i.i '

Pn —
''o.iio' P;> —

,, "ü 11.0 >JI-^-"3.o.o-

„(0) — 5f-i)-

„(Ol — R(-i)-
/^7 — •''^li.o.l

'

P\r

P? _ßl.O .

"S.1.0
Qh R(-n o-ijM R(-it-

„(41 —RIO
i^li — -"o.u.ü •

f^ 7 — ,, -"H.0.0'
„(5) := 51 ,

(19;

Und man erkennt, dass:

pf) z= pf = ;;(;t^ = pf;

P't'^Pf- pf - pf>.

(20)

Schließlich findet man für den gewöhnlichen Theil von Q, der in die Differentialgleichung für die

Zeitreduction große Glieder liefert:

W(jbei:

0^ =; g^ sin (bn'+g.^ri sin (3«'+v)+^_jTj sin (9w— v)

+g.^-ri' sin ('iiv+ \\)-\-g^'f{ sin (9n'— v,

Ö3 — 03 ^^<i3 ri^^.^B Hs^^ö:! l-'fi

o- — ö(0)_(_o(l)ß -uo-l-lß +p'-tlß

a — o-(0)_Lo-(l)ß +o-(:<)ß,_)-o-(fi)ß.

(21)

(22)

und:

^(») = A.fl.o ;
g['' = ^Al.U+ I A':o.o+ 3M..o.o-9[x/l9.o.o.

ö-(O) — A(+U 2 (1) — -_^+l-l-0_«M^(+l) •

a — ^ ^6.1 "r"^6,i.o'
W'l ^ /]'-o

.

2

^.f =-^^-0% -9(1.^9.0.0.

(23)
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Bewegmig vom Typus 2I'-I im Dreikörperproblem. 40:i

A3 ^.S.O.l' Ö3 ~ ^0.0.1 ^ r, 6.0.1 "r^li.0.1'

^•(.ii — ji.u . rf(ri) — __ /ii.o —Qm /!,,„,,

öfj — ^9.0.1' •^.i — „ ^6.0.1 ^^r^'-<A>.\ '^i-''"^12.u.l^ ^ ^12.0.1 '

^(') — — .-!'" • o-(5) — J_^i.o +3a^., o„.

(23)

Schließlich:

CM _ ö^2)
Ö4 4^*';

^P = 4''^^-

(24)

IL Ausführung der Integration.

Bei der nun folgenden Integration der Gleichungen für S, .o, T wenden wir das Gyl de n'sche Ver-

fahren der partiellen Integration an, und zwar in der Modification, welche Herr Brendel demselben

gegeben hat, also dessen in seiner Theorie der kleinen Planeten dargelegte Methode, welche auch die

Behandlung strenger Commensurabilitätstypen ermöglicht. Von besonderem Vortheil erweist sich dabei

die Brendel'sche Berechnungsweise der charakteristischen Störungen, welche in der »Theorie der

1 2
kleinen Planeten« beim Tvpus — angewendet, sich auch beim Typus — benutzen lässt.

A. Die Integration für den o. Grad bis inclusive Glieder III. Ordnung.

1. Integration der Differentialgleichung für S.

Für den 0. Grad gestaltet sich die Integration noch äußerst einfach. Um in der Bezeichnung mit

dem folgenden in Symmetrie zu bleiben, schreiben wir die Differentialgleichung in S für den 0. Grad:

dS

dv
= — O^'-i sin Zw, (25)

wo öy> — ^1 direct durch die Formeln (14) und (15) gegeben ist; während für die folgenden Grade die

Coefficienten der rechten Seite der Differentialgleichungen in S und [j nicht mehr direct durch die ^

bezüglich p gegeben sind, was uns zu dieser neuen Bezeichnungsweise veranlasst.
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404 H. B II c- li h n ]
'

,

Da die Variabilität von Ti im Wini<elargument:

n> r= (1 —\>.2)v—B— \i.Ti

keine Glieder 0. (Irades, sondern, wie wir sehen werden, stets Glieder eines höheren, als des bezüglich

zu integrierenden Grades erzeugt, so lindet man beim 0. Grad ganz einfach incl. bis zur 3. Ordnung:

wobei

:

Sq ^ i^o+ '^x
cos 3w,

A A^-^ A ( A'^-^ /12.0 /12.U )

At.0.0 ^6.0.0 p [
x^e.0.0 1 ^a.0.0 li.o.o «.o.o ( p.)

'-3(1-[.J ' 6(l-|x,)'^' (l-[J^i) '^ (6(l-|i.i) 12(l-[x,) \2{\-^,)

t^)4(l-(i.J 4(1 -(.jC^'"^'

(_ 3^3.0.0 3A3.0.0 27 A'j.n.o \ ,

+ \''
\

4(1 ~,x,) 8(1-|V 8(l-,J.,)^'^l•

/ 2 \ 2 - S,

Führt man den hitegrationsdivisor Sj ein mit Hinbück darauf, dass beim Typus I
—

I ja [ij
—

- 3 / 3

2
ist und ersetzt Yj durch ßj mittelst Yj = — — ß^, so erhält man ';

So = a,+ iq'+ q"f., + q"'[i^ cos 3 w, (26)

wobei:

, ^3.0.0

All, 6ti.A.o.o

!(H-Sj) (H-Sj)2

/|2.0 /12.Ü /12.0

3.0.0 -^3.0.0
. 9.0.0

(27)
2(1 +5i) 4(1+ 3j) 4(1 + 8j)

"^2(l+§i)2 2(1+8^)2

__ 9fj.M3.o.o _ 9iJ.M:i.o.o 81iJ,M9.o.o

(l+Sj)'^ 2(1 +3,)'^ ^ 2(1+0,)«

Dabei ist (?„ Integrationsconstante, über die später verfügt werden wird (cf. Abtheilung C, die Inte-

grationsconstanten); die .4 sind berechenbar, Sj ist aus den Beobachtungen zu bestimmen und es

repräsentiert^' die Glieder der 1., q"^^ diejenigen der 2., ^'"ß'f
die Glieder der 3. Ordnung. Die einzige

noch unbekannte Größe im Integral (26), ßj, ergibt sich durch Lösung einer cubischen Gleichung, deren

Discussion den Inhalt des nächsten Capitels bildet. Das Integral S^ ist mithin nach Bestimmung von ß,

vollständig bekannt.

Die gewöhnlichen Glieder in 5„ folgen aus:

dS „,
dv

für alle Werte von n, mit Ausnahme von n = 3, also aus:

S„.o.o = '^^^— cos nw, (28)
nyd +8,)

wobei die wenigen, überhaupt in Betracht kommenden Werte von // sich bei der numerischen Rechnung

ergeben.

Dass |j.[ also o, luiJ nicht o,, liitcyiaticinsdivisor wird, ist in Nr. 4 dieser Abtlieilung gezeigt.
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Beweguu,ii vom Typus 2 3 im Drcikörperproblcm. 405

2. Die Integration der Differentialgleichung für p.

Die Differentialgleichung für
f>
wird, da nach den Entvvickelungen vom Capitel III elementare Glieder

der Form B für den 0. Grad überhaupt nicht auftraten, also (p) = ist, einfach:

^+i. = 25,-P„-0„fo. (29)

Auf der rechten Seite ist P^ ^ p^+p^ cos 3w durch die Formeln (1<S) und (l'.ij bekannt; S^ haben

wir eben siefunden. Um 0„ -r" zu finden, bedenken wir, dass:

0„ = Syl^.o.ii sin »w+ U|j-° ^Äg sin )?w— Sm[ji^„.o.üA'q cos ;/w

dRn
_,-= — (l+5JSj sin 3w
dv ^ '

ist. Also wird man aus:

da offenbar:

„ dR„ „ . dR„ . ^ At ,, r, diXi,

" Jy ßt' ""-•
fli'

— i;/[j.^„ 1, oA„ —r-^ cos nw,
^ dv

ist und das 1. Glied für ;; ::= 3 und ;/ ^ 6, das 2. und 3. je für m = 3 und n ^= 9 kurzperiodische Glieder

ergeben, das folgende Resultat erhalten:

Öo ^ = 2^ Äi.o.üß, ^-^^o.ü.oßi cos 3w

-
I^^lo +^ ^9;o%

I
ß? cos 3 rv

\ (30)

(3 9 I+ j^ [J-d +Oj)^3.o.o— -^[j.(l+5j)A,.,i.,) fijYj cos 3/1'.

Zunächst wird daher die Differentialgleichung in R:

d^R— +i? = 2./,,+;^,,+ U/')i + (/')oPi + (/'3)Ti + 0')4ßl+ 0')äßiTi + (/'Vfli cos3/t;,
Jj;ä

wobei:

yPJi — -"o.O.O 2 0.0.0^ 1 _f. 5

/ \ o r> ° !J-j4o.ij.o

9
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^06 ^- ^ " i-'/' holz,

1 1 1 /4--0 >4'-^-"

i^,^"
y.o.o(r).i — 2 ^••i'-"-» 4 ^i^-'o'o 4 "•"" i+Sj 2(1 + 5i)

J2.0 , ~
I , ?

^9.0.0 1 + 0, ^i.ü . 1 +'^1 ^1.0

yPh- 4 lJ-^3.0.0 4 f^^g.u.ü 2(1 + 3,) 2(1 + S,)

3 9- — [j,(l +S,)y4,.o.o + -^ IJ.(1 +81)^9.0.0

ist.

, , 9 'J ,R 81 9 1^'^ ^3.0.0

_ 91x^3.0.0 81[xM9.o.„

4(l+8j) "^ 4(1+8,)'

Aus dem formell bekannten Inte.oralansatz aber erhält man:

'^^ +M, = ;^„-(2 8,+5;')ß, cos 2>n\

mithin:

(28,+8'f)ß, = -(;.),-(;.), ß,-(p)3T,-(p),ß?-(;')5ß,Ti-(;')6TI-

Ersetzt man jetzt 7, durch ß^, so ergibt sich als Bestimmungsgleichung der Unbekannten ß,:

(28, + 3?)ß, :=;/+;/'ß,+/"ß^ (31)

wobei:

, D 2^3.0.0
;, = 53.0.0 - -j^^-

^ -^0.0.0+2 ^<3o.u-Y^^ ^Ai.o.o iTt:8^+ (l+6i)2

„w_i_ R2.0 ,± n:;.o ,J_ R2.0 _ 3.0.0 . ^3.0.0 ^9.0.0
./^ — o •"3.0.0"^ A -"3.0.0"^ A -"9.0.02 ^:i.o.o-- 4 ^3.0.0-- 4 9.0.0 1+5^^2(1 +81) 2(1 +8J

h ^ 1 .0 _ l_^i . 1 .0 2 1^^3.o°.o 9 1^5/ 0^, 3MJ-,
(32)

4 "3.0.0 4 9.0.0 2(1 +Si) 2(1+5,) (l+5,)ä

^9|J-^9:o.o 3 , ^9 9[i.'^5.3.u.o ^ 9|J.253,oo

+ (1+8^)2 - T f^^'^-"" + T !^-^»" "

- TTTs^ + 2(1 +s7r^'

81 [i.^59.0.0 18|j.M3.o.u 9iJ,M3.iio _ 81[j.ä.49.».u
"^

2(l+8,)ä "^ (1+5,)^^ +'(1+3^)3 '(l+8,)3

ist. Diese Relationen, in denen wir der Übersicht halber gleiche Glieder absichtlich nicht ZLisammen-

gezogen haben, sind nun für Hil da wirklich numerisch zu berechnen, was im V. Capitel geschehen

wird. Ist somit ß, ermittelt, so ist auch das Integral:

i?„ = 2.„+;.„- ^'+;'-'tf '^' cos 3,. (33)

bekannt, da/J^ gegeben ist durch:

/'o = -2^0.0.0—^ -ß-ijl.dßi + --./'''•^^.ooßi— -7 |i53.ooTi~ -^-Boloßi-
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Bewegung vom Typus 2j3 im Dreikörperproblein. 407

Die gewöhnlichen GHeder in Rg bestimmt man aus;

d'^R— +R = 2S,-P, = S(25„.o.o-5„.o.o) cos nw,

also, indem man nach der Variation der Constanten integriert, was in der Abtheilung B, b, 2, bei der

Integration der allgemeinen Gleichung für p durchgeführt ist, gemäß dem dort gegebenen Verfahren aus:

7? - ' *

^

fC/i.o.u — TT ;

2 /w(l-[j.,) + 1

also aus:

-^^-—-^-^'^ (2S„ o.o-B„.o.o),

i?„.o.o =: '^"•°-r^"-°-" (34)

wo n ^ 3, 5„.o.o durch Gleichung (28) gegeben und:

•^0.0.0 =: 2 5o.o.o— -ßo.o.o

ist.

3. Integration der Differentialgleichung für T.

Im 1. Capitel haben wir gesehen, dass die Zeitreduction definiert war als Differenz der wahren

und der reducierten Zeit:

r = t-Q

und dass die Differentialgleichung zur Bestimmung der Zeitreduction, wenn wir jetzt die Glieder

0. Grades bis zur 111. Ordnung incl. mitnehmen, ist:

-- = S^2R~2RS+3R-2+SSR'^4R^ (35)
dv

so dass also die Zeitreduction durch diese Differentialgleichung nicht diroct gegeben, sondern gleich:

n

ist, wenn T aus obiger Differentialgleichung bestimmt wird.

Um nun die Differentialgleichung (35) für den Hildatypüs für den 0. Grad wirklich aufzustellen, ist:

S„ = flo+ öi cos Sw; i?g = ^o+ ßi '^^^^ 3/1'.

Da infolge der Bestimmung der Integrationsconstanten (cf. Capitel IV, Abtheikmg C und Capitel V)

a„ und /'„ rein 1. Ordnung werden, so wird:

a^^b^ =E m'-
;

a^b^ zm iii'-
;

b^ in: in'-,

also offenbar:

SR = i/|,|i, cos 'Siv+ — a^ ß^ + -j rtj [5, cos 6;;'

7?^ = 2/'„ß, cos 3»'+
., ßf + -^[i'i cos Gw,

Denkschfirtcn dtr mathtin.-naturw. Cl. LXXII. lid. 53
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408 H. Blich holz,

wo das letzte Glied in R' zwar ein gewöhnliches ist, jedoch bei Hilda groß werden kann und darum

in r gleich mitzunehmen ist. Während wir das Glied dieses Argumentes im Product S'A^ wo es mit dem

kleinen Factor a^ multipliciert auftrat, vernachlässigt haben. Ferner wird:

o 3 1 3
i?3 — — h^f^cosQw^ ^oß'f+ — ßJcos9w+ — ßJcos3w.

Schließlich gibt:

o o 3 3
3Si?- = -^ rtoß? + -i7"oP?cos Qw+ — rtiß2cos3w+ — öjßf cos9;y

wo zwar das Glied vom Argument 97t' wieder ein gewöhnliches ist, jedoch groß werden kann beim

Typus -^ und deshalb gleich mitgenommen wurde.

Die Differentialgleichung für Twird daher für den 0. Grad bis inclusive zur 3, Ordnung:

(36)

dv
-- = c-o+ 7+ K-2ßi-2aoß, + 6Z7oßi + ^ «ißl-3ß-]) cos 2,w

wo gesetzt ist:

+ f~ß?-a,ß,-6i.#J+|-aoß?) cos 6n.- (ßj+ |.7,ß?) cos 9;z;,

c^ = a„-2Z7o-flißi--6Z'„ßj+— ./,ß'f

|R.

(37)

Es enthält somit <;•„ alle die Glieder, welche einmal mit der reinen Masse (nicht dividiert durch 5,)

multipliciert sind, denn es ist z. B.:

m'^ , in' in'

6^,ßj3.^:^,;.'-^,

m'
enthält also einmal die reine Masse, da ^ sehr viel kleiner als 1 ist; letzteres deshalb, weil, wie in

öl

111

Capitel V bewiesen, ^^ stets größer oder höchstens gleich in'3 ist, weshalb also ^ stets kleiner als (oder

gleich) \y«? oder ///'li" ist. Mithin ist also, infolge unserer Anordnung, Cg stets rein I.Ordnung, in y

aber sind nur diejenigen Glieder aufgenommen, welche nicht die reine Masse enthalten, also bloß

Potenzen von [\. In diesem Sinne müsste man also auch, wenn man z. B. bis zur 5. Ordnung gienge, das

15
Glied --

ß|, welches dann auftritt (cf. Capitel V), zu (, die übrigen Glieder rein 1. Ordnung aber zu c^^

8

nehmen. Indem nun infolge dieser Anordnung c^ stets rein I.Ordnung bleibt, kann es durch Wahl

der Constanten <?(, zum Verschwinden gebracht werden, weil dann t?,, von derselben Ordnung

wie c„, d. h. von der Ordnung in' wird; denn offenbar wird ii„ von derselben Größenordnung, wie die

Größe, die durch Wahl von «„ verschwinden soll. Würde man hingegen <.•„+ / zum Verschwinden bringen

durch Wahl von a^, so würde a„ zm
^o+ T. also, wenn '( groß ist, so würde auch a^ groß. Es darf aber

(cf. Capitel V), wenn wir zu einem convergenten Resultat gelangen wollen, rtg nicht größer als von

der Größenordnung m' werden, und deshalb eben wird im folgenden a„ so bestimmt werden, dass bloß

Ci, allein verschwindet, da 7 bei Hilda groß werden kann, worauf wir in Capitel V ausführlich zurück-

kommen werden.
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Bewegung vom Typus 2/^y im Drcikörperprableiu. 400

Nach dieser Bemerkung, die indes bereits hier zu machen von größter Wichtigkeit ist, kehren wir

zur Integration von Gleichung (36) zurück. Allgemein hatten wir gesetzt:

r= '(V+Ti+ K,

wo, wie sogleich nachgewiesen werden soll;

T = Co+ Y+ Yo

ist, und die kleine Constante y,, aus den langperiodischen Gliedern J/ entspringt. Ist Ti, wie jetzt beim

0. Grad, gar nicht vorhanden, so hat man einfach -j — t'g+ Y- also:

T={c^+ -i)v+ K,

mithin:

dT dK
dv " dv

Der formell bekannte Integralansatz für A' aber lautet:

A' == Yi sin 3iv+g!^ sin 6w+^gSin 9tv.

Die aus dem unbestimmten Integralansatz resultierende Form der Differentialgleichung ist somit:

-- — <r„ + Y+ (l-l-3,)Y] cos3w+ 2{l+h^)gUos6tv

+ S(l+?j^)g^cos<dtv.

Der Vergleich mit der ursprünglichen Form (36) der Differentialgleichung ergibt demnach:

a^-2^^-2a,[i, + 6b,^,-3f,+ ~a,f,

^, ^ 3ßf-2^,ß,-12^>„ß^+ 3aoß-j
"'

4(1 + 8,)

"'
12(1 +S,)

(39)

(40)

(41)

(42)

Hat man also über die Constante c^^^ verfügt (dass man dies willkürlich thun kann, ist in

Abtheilung C dieses Capitels bewiesen) und ist ß, bestimmt, was wie gesagt, im \'. Capitel geschehen

wird, so ist auch b^ bekannt. Denn es ist ja:

b„ z= 2ao+p„,

oder, wenn man in dem zuvor angeführten Wert von p^ noch Yi durch ß, auf Grund der P'ormel

2 „

7i = -
Yqp§-ßi ei-setzt:

/.„ = 2./,+ /;,+ //,ß,+ //,ßj,

53*
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410 H. Buch hol z,

wo;
//„ = — -ßü.O.

"] — -ö.'i.o. uH— - •O:).o.o+ -^ü.D.ü

2 l + Oj 2

7, _ ^ r2.0
".) — -Do. 0.0

2

ist.

Mithin ist das Integral der DilTerentialgleichung (36):

r„ = 'iV+K (43)

jetzt vollständig bestimmt, wenn man für 7 und in 7v für 7j,^o^',
_4f.^'

ihre nunmehr bekannten Werte

einsetzt.

Zu bemerken ist noch, dass wir im vorhergehenden für Yj nicht den Wert (40), sondern nur

den Wert:

gesetzt haben. Dieser Wert ist indes schon so genähert, dass man, nachdem ^„, Z'„, ßj bestimmt sind, die

Rechnung höchstens noch einmal mit dem strengen Wert (40) zu wiederholen braucht.

Die gewöhnlichen Glieder folgen aus der Gleichung:

, = |5„.o.o— 2i?„.o.ojcos«n',
dv

also aus:

^ Sji.o.o— 27?„.o.u z.^-.
«jj.o.o — , K^V

H

wobei

:

^0.0.0 ^^ 2i)o.o.o — 3oü.o.o

ist und 5„.o.o und i?„.o 11 durch (28) und (34) gegeben sind.

4. Über die in der Zeitreduction auftretende Constante.

Wir wollen nun die in T (das also nicht direct selbst die Zeitreduction ist, indem vielmehr

1 7 7*

t— ^=i — T die Zeitreduction ist) und die in -— auftretende Constante noch etwas näher betrachten.
n dv

Bei der Entwickelung der Störungsfunction trat zunächst das Argument:

w^ — (\-]i)v-B-\i.T (45)

auf, wobei die Zeitreduction für Jupiter und andere sehr kleine Größen bereits vernachlässigt sind.
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Bewegung vom Typus 2 L3 im Dreikörperproblem. 411

Dabei ist also in (^45) 7 definiert durch die Differentialgleichung;

~ =. S-2R-2RS+?,R^+?.SR^-AR\ . .

av

+ \QR~2S-\2R--\-QRS- . . .] tj cos v

-Syi^ä+J -|-5-67e+.,. [yi-'cos2v
^ (46)

_dX
dv

Nach unseren bisherigen Entwickelungen enthält nun die rechte Seite dieser Gleichung Glieder

aller Formen, also langperiodische (der Form A und C), kurzperiodische (der Form B und D) und

dT
gewöhnliche Glieder, sowie Constanten. Daraus schließt man, dass auch -— Glieder aller dieser

dv

Formen enthält. Und damit muss auch T selbst Glieder aller dieser Formen enthalten, mit der Aus-

dT
nähme, dass statt der Consta nten Glieder in --—

,
jetzt in T seculare (von der Form constans mal v)

dv

dT
auftreten, die — nicht enthält. Bezeichnen wir den secularen Theil mit yc, und den Inbegriff aller

dv

Glieder der Form A kurz mit (A) etc., so wird also:

T=--iv+{A)+ {B)+ {C)+ {D)+ {G), (47)

aber;

^J= c,+T+(yl)+ (5)+ (C)+ (Z))+ (G). (48)
UV

Wenn nun, und das ist das Wesentliche, unsere trigonometrischen Reihen die gewöhnlichen

Reihen der alten Störungstheorie wären, so dass alle Glieder die einfache Form:

sin ,

^Qg ^ const.Xf+ const.

hätten, dann wäre c^+ y = T- ^^'i'" haben aber in der Gylden'schen Störungstheorie T noch in den

.Argumenten, wodurch die »exargumentalen« Glieder entstehen, und darum ist c^+ y mit y nicht

identisch, wie sich gleich zeigen wird.

Offenbar könnte man nun auf die Idee kommen, aus n\ das T ganz herauszubringen, indem man

nach Potenzen von 7" entwickelte, also z. B. das Glied:

cos L „ „( cos
-r

sin

sin
\^v-uB-u]>.T]^ =

^j^^
(kv~nB)±: nixT ^^^(Kv-nB)

M-fx- T'^ cos

2 sm (kv-iiB). . .

setzte. Dann würde man ordinäre trigonometrische Reihen erhalten, wie in der alten Störungstheorie; man

darf aber eben nicht nach Potenzen von 7 entwickeln, da nach Gleichung (47) die Potenzen von 7 auch

Potenzen von ^v enthalten würden, und weil andererseits die langperiodischen Glieder in 7groß sein

können.
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412 H. Bn chholz,

Aus diesem Grunde theilt man eben auch bei der Entvvickelung der Stürungsfunction T so, dass:

T-^iv+ {A)+ {C)+K (49)

wird, wo also 7i^ sämintliche kurzperiodischen und gewöhnlichen Glieder enthält; so folgt:

w - (\-\i)v-B~ix(T-K) = (l-ix)v—B-i}.\'-!V+ (A)+ {C)],

also:

Wj := W— \i.K.

Wenn man nun nach Potenzen von |jl/v entwickelt, so tritt in der Entwickelung der Stürungsfunction

nicht mehr das Argument w^, sondern vielmehr das Argument w auf:

w = (1 — [x)f— |J,YW+ periodische Glieder,

oder, wenn:
[x(l+r) = [J-ä

gesetzt wird, auch:

w ^ (1 —1X2)1^+ periodische Glieder.

Trotzdem aber tritt als Integrationsdivisor nicht 8^,, sondern vielmehr 8j auf:

_ 2-5^ _ 2-5.3

wie wir gleich sehen werden, obwohl 8.^ im Argument der Glieder steht.

Definiert man nämlich im Sinne der Brendel'schen modificierten Form der Stürungsfunction die

Function F so, dass — kein constantesGlied enthält, so kommen aus Gleichung (48) die Glieder der
dv

Form {A) und (C) zu , -, hingegen die der Form (B) und (D), sowie die gewöhnlichen Glieder zu -

,

so dass:

dT dV dK ,^-,-c^+^+-— + -^ (50)
dv du dv

wird, wo also — nur langperiodische Glieder (der Form .4 und C) enthält. Integriert man aber jetzt
dv

Gleichung (50), so folgt:

T={c,-\--()v+V+K,

aber hier enthält F außer den langperiodischen noch ein seculares Glied 7„f, so dass-

dT
pars const.

hingegen:

pars const.— =: c^+ fdv

pars secul. r= Cg+Y+ Yg = 7

ist, wie wir gleich näher sehen werden.

Nach dieser Darstellung enthält somit weder A' noch T; ein constantes oder seculares Glied und

dasselbe gilt von '^ -
; hingegen enthält ^' außer den periodischen Gliedern noch die Constante — 7„.

Beispielsweise ist bei Hilda eines der langperiodischen Glieder 1. Grades:

pars T, — '([/q sin (3w-v) = '('/'] sin {^,v~3B-3<j.Ti-hU), (51)

also:

pars -r— = Y,Ti cos {3w— v) ( S., — 3[a -^~
dv ' ' " dv
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Bervegung vom Typus 2 3 im Dreikörperprobleui. 413

Da aber nach dem aus Capitel III bekannten Integralansatz:

ist, so wird (51).

dTi
pars -j— =. Yä''] cos (Stv—v) (51 a)

7 7* Q Q
pars ^' ~ %-l2fl cos (;3iv~v) — — (xy^vj« - — [j,y/(]''* cos (6w-2v),

wo:
3

y [iVi"^ = const.,

so dass allgemein:

ist, wo also Yo eine kleine Constante bezeichnet; und zwar ist dieselbe vom zweiten Grade.

Die Gleichung für n>:

w=z(\-^)v~\i.(c„+-()v-ii.V

wird, da K den secularen Theil Yo^" enthält:

n> =z (1 — |j.)t'— [j,(C|,+ y)i'— l-i-Yo^+ periodische Glieder

^ (1 — [Ji)f— [jLYf+ periodische Glieder

^ (1 — [j.2)L'+ periodische Glieder,

wie bereits angegeben. Mit Hinblick auf (51) wird somit:

w = (l-[j,j)t;-|AF,

wo K noch den secularen Theil -(„v enthält. Durch Differentation von (52) folgt:

dw
,

dV~- — 1— (J, — [A --
dv dv

dV
und da ~- kein constantes Glied enthält, so ist:

d V

dw
-~— = 1 —IX, + periodische Glieder
dv

und dabei ist das das Wesen tliche, dass der seculare Theil \-on »i^ zwar gleich (1 —[Xg)»', der con.

stanteTheil von ,- hingegen gleich 1— tx, ist, und aus diesem letzteren bestimmt sich der Inte-

grationsdivisor. Sei nämlich zu integrieren sin niv, so wird, wenn man setzt:ö

sin ;; Wt/t' = sin ! «( 1 — [x,)ti— ixFj^^t' =: -. -coö;/;r+ P

offenbar:

dP n div
, =: sin II w sin II w

,dv »(I — |Xj) dv

und da:

dir , dV

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



-j 1-1 H. B u ch holz,

so:
dP fjL . dV
,- =~— sin MW -r-,
aw 1 — |J-i "^

also:

( sin ntvdv — y-, ^ cos nw +
,

sin nw —- dv (53)
J n(l— [Xj) 1 — (J-W <^^

und das Wichtige ist, dass rechts nicht V, sondern -— auftritt, weiches letztere l^einen constanten
dv

Theil enthält. Somit ist der bei den Integrationen auftretende kleine Divisor eben 5^ und nicht \, wie-

wohl Sg zunächst im Winkelargument enthalten ist. Und es ist festzuhalten, dass zwar:

V^-i.v+Ti,

also auch:
dV dTi ...^

dv dv

aber:

^=m (55)
dv \dvji

J 'T'

ist wo also—^ so zu verstehen ist, dass man aus T den langperiodischen Theil Ti nimmt und nach v
' dv

differentiiert, [—] hingegen so, dass man das ganze 7 nach v differentiiert und dann den langperiodi-
\dvjl

sehen Theil herausnimmt; mit anderen Worten, V^ ist das Differential des langperiodischen Theiles
dv

von r, und (— ) der Theil von ''-'—
in Gleichung (48), der langperiodisch ist, und beide unterscheiden sich

\dvll dv

eben außer um exargumentalc periodische Glieder höheren Grades, höherer Ordnung um die kleine

/ i T^^

Constante 7,,: denn, wie wir sehen, enthält zwar K- j nur langperiodische Glieder. Bei der Integration

aber tritt zu den langperiodischen Gliedern noch y^t;:

jQ,<. = r.^-,.=j'^ä.= V ,56)

und wenn man (56) differentiiert, folgt:

dT\ dTi ,
dV

,
-

. Yn =— ^57)
.dvJi dv du

oder auch

:

wie wir durch (52) bereits an dem Gliede für Hilda beispielsweise sehen^

Die beiden Größen

IJ., = [j,(l +C0-H7+ Y0J = [J-O +-7)

unterscheiden sich bloß durch diese kleine Constante („.

Sämmtliche Störungsglieder, abgesehen von den elementaren, haben nun im Argument die Größe

n{\-~\K2)v, also die Periode
"'"-, indem der sinus, bezüglich cosinus denselben Wert annimmt, wenn
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Bewegniii! vinii Typus 2/.? //;/ Dreikörperproblem. 415

(1 — ijL^)'' um 2:r wächst. Ist dabei [i.., rational, so wird die Bewegung periodisch, da dann die Störungen

bei einer ganzen Anzahl von Umläufen denselben Wert annehmen. Dies ist der F'all der strengen

Libration: o^ = 0. Der Umlaut' oder die Periode des ungestörten Planeten ist 2z, diejenige der

2% 2
Störungen . Ist also z. B. im Falle eines Planeten vom Hildatypus a., = ^r-, so ist die Periode der

1 — ]!.,
•' "^

'
- 3

StörLingen 6-, d. h. drei Umläufe: d. h. nach drei Umläufen haben die Störungen wieder genau denselben

Wert angenommen, wähi'end der Planet nach ein, bezüglich zwei Umläufen nicht an dieselbe Stelle

kam. Die Bewegung hat dann also die Periode dreier Umläufe.

Wird speciell in den charakteristischen Gliedern:

sin (3tv— v) = sin {^.,v— 3B--3\).Ti+\\i

n' 2
0., =^ 0, also [i.^ =: ^ rational, d. h. streng gleich — , so verschwindet v ganz aus dem Argument, es

bleibt nur: — sin (3iJ+ 3[j,J'/+ II; und da in T; auch v aus den Argumenten verschwindet (abgesehen

von den Gliedern der Form A), so wird in diesem besonderen Falle:

sin (3;f— v) == sin
[ const.— sin j const.— sin [ const. . .

.J j j
= const.

Die Glieder der Form C hören also überhaupt auf zu existieren, d.h. sie werden constant

und es tritt strenge Li bration ein. Diese Unterscheidung von u.j und [>.., muss bei allen, auch den

gewöhnlichen Planeten gemacht werden, ist bei diesen jedoch unwichtig, da hier dieser Unterschied

sehr klein ist. Ist dieser Unterschied jedoch groß, so sind solche Fälle, falls nur äußerst genäherte

Libration eintritt, nur nach der Gylden'schen und nicht nach der alten Störungstheorie lösbar,

welche letztere diesen Unterschied von ij-j und {>.., nicht kennt. Der Fall der genäherten Libration

^ 11
'

u
tritt ein, wenn 3., nicht =: 0, aber sehr klein ist. Setzt man ij.., =r — , wo ;;., =.

, so repräsentiert «.,
- II., - 1 + 7

'

diejenige mittlere Bewegung, bei deren Commensurabilität zur Jupiterbewegung Libration eintritt. Von der

Größe H,, »der mittleren Bewegung in Länge«, hängen aber gerade die wahren Umlaufszeiten ab

und die Berechnung von h, ist später bei Berechnung der Bahn von Hilda erforderiich zur Berechnung

der Argumente der auftretenden trigonometrischen Functionen. Indes liegt ein weiteres Eingehen auf die

interessante und schwierige Frage der Libration nicht innerhalb des Rahmens der hier zu lösenden

Aufgabe.

B. Die Integration für den i. Grad bis inclusive Glieder II. Ordnung.

a. Die genäherte Integration bei constantem -q, ((, n, z^.

Die Integration unserer Differentialgleichungen unter Berücksichtigung der Glieder I.Grades wird

schon complicierter als die Integration für den 0. Grad. Wir haben bereits im 1. Capitel, bei Einführung

der Gylden'schen Definitionsgleichungen für den Radius vector (8) und die Flächengeschwindigkeit (9)

daraufhingewiesen, dass tj eine langperiodische Function sei, und ebenso ist n eine solche. Die

Bestimmungsgleichungen für diese beiden Functionen werden wir jetzt bei Integration der Differential-

gleichung für {1 gewinnen.

Entsprechend den in der Natur wirklich herrschenden Verhältnissen sind aber -q und - sehr

langsam veränderliche Größen, und daher erhält man schon eine gute Näherung, wenn man sie als

constant betrachtet. Diese Annahme ist aber in rechnerischer Beziehung von großem Vortheil, indem

die numerisch auszurechnenden Integralformeln für diesen P'all bedeutend einfacher werden, als bei der

Denkscliriften d. in.ithein.-n.iluiiv. Classe. LX.XII. BJ. ^4
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416 H. Bnchholz,

strengen Integration, wo man Tj und ^ als variabel betrachtet. Ja, es wird für einen längeren Zeitraum

der Fehler, den man begeht, wenn man tj, ti, t/, ttj als constant ansieht, nicht wesentlich in die Wagschale

fallen. Aus diesem Grunde dürfte es angebracht sein, zunächst diese genäherte Integration der Differen-

tialgleichungen für die Planeten der M ildagruppe durchzuführen, nachträglich aber natürlich dann die

strenge Integration. Das Gylden'sche Princip der partiellen Integration kommt erst, wenn man tj, ;:, ({, tTi

als variabel betrachtet, zur Anwendung. Jetzt kommt es nur zur Berücksichtigung der Variabilität

von Ti im Winkelargument, d. h. zur Berechnung der exargumentalen Glieder in Betracht.

Ehe wir indes unsere Differentialgleichungen unter dieser Voraussetzung, dass tj, tj', ~ und -j con-

stante Größen seien, integrieren, wollen wir uns Rechenschaft von der Größe des Fehlers geben, der

durch diese Annahme entsteht. Dazu müssen wir einiges aus dem Folgenden vorausgreifend entnehmen.

Es ist, wenn wir für den Augenblick zv+ % mit TT bezeichnen (cf. Abtheilung h):

i
i/Tj COS (Xf =F 11) = —

-(i
sin (Xw -h Fl)

a dri COS IT , a d-n sin 11 . ,

H ' COS kv zh ' sm Kv
X2 dv r^ dv

+ äußerst kleine Glieder.

Indem man -q und t: als constant betrachtet, erhält man:

ivq cos (Xr =F ri) = — rj sin (kv =F 11),
"^ k

begeht dabei also den Fehler;

^ a dri cos 11 , a dv sin ü . ,

F ^ ' cos kv rt sin kv.

X2 dv X2 dv

Nun ist aber, wie in Abtheilung b bewiesen werden wird;

d-q^^^U

dv cos cos

also der begangene Fehler immer;

X»

und da a =ai 111' und, wie wir gleichfalls sehen werden, c: m: m' und ?„ ^ "1' ist, so ist jedenfalls;

Fin: .

Es ist nun;

1. Bei den gewöhnlichen Gliedern X nicht klein, also;

F HU m''^.

2. Bei den charakteristischen Gliedern X zu: 5,, also bei diesen der durch Annahme der Constanz

von Tj, -f', JT, z, begangene Fehler;
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Bewegung vom Typus 2'.'^ im Drcikörperpvnhlcm. 417

3. Bei den elementaren Gliedern X = 0, mithin hier der begangene Fehler:

F beliebig groß.

Daraus folgt also:

\a. Dass bei den gewöhnlichenGliedern Tj und - direct als constant angenommen werden dürfen.

'la. Dass bei den charakteristischen Gliedern Tj und - zunächst zwar auch als constant

eingesehen werden können und man so schon eine gute Näherung erhält; dass man aber bei Planeten,

für welche Oj sehr klein wird — und Hilda gehört zu diesen —, die >-Zusatzglieder>' :

a dr\ cos n , a d q sin 11 . ,
' cos kv :+: ' sm X u,

X2 dv X-' du

doch berücksichtigen muss, wenn man die Abweichung vermeiden will, die bei Vernachlässigung dieser

Glieder sich nach einiger Zeit bemerkbar macht.

3a. Dass bei den elementaren Gliedern hingegen-^ und :: niemals als constant betrachtet

werden dürfen, weil hier der begangene Fehler beliebig groß würde.

In diesem .Sinne begehen wir also in der Differentialgleichung für 5 bei hitegration über die Glieder

der Form B und D, wenn wir yj, t/, h, -^ als constant ansehen, nur einen Fehler von der Ordnung in'-'>

denn es ist:

,
^-^i cos

n

dv

die \-ernachlässigten Glieder also:

a ^"^ sin
"

X2 du

hl den Gliedern der Form C wird der begangene Fehler

in' d

§2 dv ' sin §2 §2
'

also infolge der Multiplication mit der kleinen Größe ?„— ; immerhin für einige Zeit noch nicht beträchtlich;

während bei der Integration über die Glieder der Form B in (p), die wirklich elementar sind, Vj, -, Tj', Zj

als variabel angesehen werden müssen.

1. Die Integration der Differentialgleichung für 5.

Als Differentialgleichung für S" hallen wir bis inclusive zu Gliedern 1. Grades gefunden:

~ = -ft,-Öi-3(5,),0„ (60)

und als unbestimmten Integralansatz für S^^.

S, ^ a.,ri cos V +x,ti cos (Sw— v )+ a.Yi cos(6iv -v ) )1 . / . i .41
^gj^

+ a^rf cos Vj + 7..5TJ' cos (3 >v— \\)+ a^r/ cos {6iv— v^).
*

)

5-1*
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• 118 H. Bitchholz,

Es wird daher:

(S"i); öo == — Qi'^-i'l
s'" ^+ ~ '/i'-/'i

^'''' (6*^— v)
j

1 'l
^"'^

Im Integral der Differentialgleichung (60) sind aber noch gewisse Glieder 1. Grades in Betracht zu

ziehen, welche infolge der Variabilität von 7, im Winketargument der trigonometrischen Functionen bei

Integration über die Glieder nullten Grades entstehen. Es sind dies die von Gylden sobenannten

»exargumentalen« Glieder, und zwar diejenigen vom 1. Grad, indem aus den Gliedern 0. Grades auch

exargumentale Glieder höheren Grades entstehen, da Foder T, Glieder dieser Grade enthält. Dieselben

müssen wir berücksichtigen, wenn wir die Integration der Gleichung (60j bis inclusive zu Gliedern

2. Grades, also der Gleichung (4) dieses Capitels durchführen.

Da nach dem Früheren T, keine Glieder 0. Grades enthält, so ist die Berechnung der exargumentalen

Glieder 1. Grades noch sehr einfach. Während bei Integration der Differentialgleichung (4) inclusive bis

zu Gliedern 2. Grades, nicht bloß die aus der Integration über die Glieder 0"=" und I.Grades entstehenden

exargumentalen Glieder 2. Grades allein zu berücksichtigen sind, sondern auch exargumentale Glieder

2. Grades dadurch noch entstehen, dass Ti selbst Glieder 1. Grades enthält, da ja nach Capitel III:

oder:

ist.

''-—^ = —
Yii -f- •/./fj cos (3w— v)+ 'C3Yj' cos (3«'— Vj)-f-Glieder höheren Grades

dv

~- —
Yj'^l

cos (3w— vj+ TgT/ cos (3w—Vj)+ . . .

Die exargumentalen Glieder, welche aus dem Integral Jsin3w;^t' infolge der Variabilität von 7"/

in ;f entstehen, findet man nach Gylden's Vorgang durch das Princip der partiellen Integration.

Allgemein ist, indem man zunächst so integriert, als ob T' constant wäre:

jsin {k,iV— Bn — n]^V) = cos (X„t'— 5„ — 7<[j.F)+ 4>,

wo 4> zu bestimmen ist. Dazu differentieren \^'ir und erhalten:

1 / dV\ d^
sin {\„v— Bi, — n[).V) — -\ sin (l„u—B„— i'-li-V) [^"~'"l'-'J~) "*"

T' '

also als Bedingung für <I>:

J4> nu. dV . .

-^— = H ^— Sin (X„y— ß„ — //U.I-'),

dv x„ dv

mithin als Integral infolge der X'ariabilität von V:

I sin (XiiV— B,,— ini.V)dv = cos (\„v— B„-iil>'V)

J ^/<

H
I

sin (k„v~-B„— iiii.V)dv.

\„J dv

C63)
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Bewegiiui^ voiii Typus 2/3 im Drciköi-pcrprnblciii. 419

Hier ist
'^— wieder eine tri2:onometrische Reihe, das 2. Glied rechts in letzter Gleichung repräs^tiert
dv

also auch wieder eine trigonometrische Reihe mif F im Argument, auf die man also von neuem die

dV
partielle Integration anwenden kann, wenn wir für — seinen Wert setzen:

dv

^— sin {l„v~B„- iii).]')dv - J ; Y., y, cos (3h'-v)+ 7.,y/ cos (3«- - v,); sin (k„v- B„-ii\).V)dv.

du

also:

j
sin 0.i,v—lii,--ii[i.V)dr= -T.,J'r, sin (3/i'— v+ A„t- ß„ — ;/|j.r)i/r

dv 2 "

-(„yrt sin {'.^ n>— \- ~Ki,v+ B„ + II \>A") d i'

H TriJ'V sin i3 iv - \\ + h„v ~ B„ -- I! [).V ) d

r

-j.^ Jyj'
sin (3 w— Vj — A„ r+ B,, + ;/ \i. I ') d v.

Die beiden Argumente enthalten also (3 — »)|xF und (3 + ;/);j.F und die Integration wird jetzt

wieder ebenso partiell ausgeführt, was aber zu exargumentalen Gliedern zweiten Grades dritter

Ordnung führte, von denen wir hier absehen.

Mittelst Formel (63) erhält man nun aus der Differentialgleichung:

dS fdS\ ldS\ fdS\ r^ r, r^ ic^AX

dv \dvJo .dvJi Kdvjo -i ->^-

direct die exargumentalen Glieder ei'sten Grades, nämlich:

dv 31 >S||-(-pars exarg. S^ ^ a^ cos '•w—ii/||j, -— sm nivdv,

also, da:

ist, auch:

dvj» - " '
^ "

' ~ ' ''Vdv

dV
pars —

-^
= Y^Tj cos (3;f— vj+ YsY,' cos (3;y - Vj)

3 \ia. •!., 3 ita, (,
pars exarg. 6, i= — -— - - yi cos \- h —*----- ti cos (b/v— v)

2 1-? 2 l+28i+ ?

_l
.1 J '^ y' COS V, H !—3-^^ y/ cos (6W- v, ).

2 1-;^ 2 l+2 5i+?i

(65)

Da das Princip der Berechnung der exargumentalen Glieder \on fundamentaler Wichtigkeit ist

und die Ermittlung der exargumentalen (jüeder höherer Grade, zumal des dritten, wesentlich complicierter

wird, so wollen wir es gleich hier noch etwas ausführlicher betrachten. Es ist exclusive Glieder I.Grades:

~ — ~q^ sin 3;f, (66)
dv

wo;

3;f = 3(1 — [j-jf—3ii— 3(i.F.
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120 H. Buch holz,

Betrachtet man Firn Argument als constant, so würde;

5= rt, cos 3;;;, (67)

wo:

a - ^' ---gl-1- 3(1-,.,) -1 + 3,

Das Integral (67) ist aber nicht vollständig, weil l' im Argument constant angesehen wurde. Sei

der vollständige Wert von >S:

S—a^co?,?jiv+ '\ (68)

und bestimmen wir
'Jj

so, dass (68) das vollständige Integral wird, so erhält man zunächst durch

DitTerentiation:

dS dcosSw d'h ^ . ^ diu d'h

-r- — '?, -. h -.— — ~ 3a. sm 3iu- h ^-

•

du dV du ^ du du

Dies muss gleich {66) sein, also:

— q, sin öiv = — 3t7, sm 3w h -r--
du dv

*

Die Differentialgleichung für die exargumentalen Glieder in S, und zwar bloß für die aus

dem nullten Grad entstehenden, wird somit streng:

—i = 3a, sin '3w q, sin 3/y. (69)
dv dv

Nun ist aber:

daher wird:

dw
,

dV
dv dv

~ = —öiici, sin .iiu-—
du du

oder, wenn wir für —— seinen Wert einsetzen:
du

d<h 3 .
3,

. ,

~^— ~
.y \>-<-^iiin

sin V - -, V-^i.-i.fi sm (6w \)

(70)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist schon 1. Grades, 2. Ordnung; man kann sie also integrieren,

indem man tj, y/, ti, tTj und F als constant ansieht, da die aus (70) durch Variabilität von K wieder ent-

stehenden exargumentalen Glieder 2. Grades von der 3. Ordnung würden, und wir solche Glieder

ja nicht mehr mitnehmen. Daher folgt einfach:

'^=^Y T^-^ cos v+ --
6(1 „;/„-(! ^^^

-^1 cos (b;.^- v,

/ (71)

^ T 1 -f ^
'''' "^ -^ T 6(i-,V-(i-c.) '' '"' ^'^"'>^'
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Beivegiiiii; vom Typus 2j3 itti Dreikörperproblent. 421

was mit (O.'i) identisch ist. Somit ist also S, wie es aus den Gliedern nullten Grades \-ollstän>.iig ent-

springt,

5 = i:7j cos 3;f+ -^,

wo 5„ = (7, cos'Aii' ist, die exargumentalen Glieder <\i jedoch zu 5, kommen, da sie ersten Grades sind.

\n dieser Weise werden wir später auch hei Bestimmung der exargumentalen Glieder hiUieren

Grades, die verwickelter wii'd, \erfahren.

Die Diflerentialgleichung (60) für S wird nun durch Vereinigung der Glieder gleicher Argumente:

(72)

— = 0*" sin An'+ O'^'r, sin v+ Of^rj sin (?,n'-y)+0';'^ri sin (Gir-v)
dv

+ OfV sin Vi + Oi"*'r/ sin (3«'- Vj)+ 0|"r/ sin (()»' -v,), )

0:;^=-^,; gr=-^,; 0^'=-^,

wo

:

ist, wobei die ^ durch die Formeln (14) vollständig gegeben sind, nachdem in (14) ß^ bis [1 bestimmt sind,

(was sogleich durch Integration der Gleichung für p geleistet werden wird). Denn die Coefficienten

der ß in (14) sind bekannte Functionen von a = —7 und gegeben durch (15), somit sind also die

Coefficienten in (73) (nach Ausführung der Integration der Differentialgleichung für p) gegebene

Größen.

Durch Differentation von (61) erhält man aber:

7 Q
—-i = —(]— g)^./^] sin V — (3j + c)a,//j s\n (ßiv— v ) —(1+2^^+ :; )a^-q sin (6w;— v)
dv " "

(74)

—(1— gJßgTj'sin Vj-(Oj + ;j)a3T/sin(3/z^— Vj)— (I+2Sj+?j)a5T/sin(6w— Vj).

Damit ergeben sich für die gesuchten unbekannten Coefficienten in (61) die Werte:

a., — q.,+ ^ (q,r^., + \xa^-Q

3 ,

l+25j

3 / s

(75)

a. =
l+2o,

1i
. r,. - t^-^
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422 . H. Biichlinlz,

Hier haben wir in den Nennern ; und ?^ gegen 1, niciit aber gegen o, vernacliiässigt, da 3^ selbst

klein ist. Denn es ist:

1 1 c

l+25i + ? H-28j (l+2§j + ;)(l+28,)

und hier kann das 2. (Ihed rechts gegen das 1. vernachlässigt werden, was jedoch nicht der Fall ist bei11? )

Si+s \ 3i(Si+?)'
(76)

Sind die ß bestimmt (die folgende hitegration der Gleichung für p ergibt dieselben also), so sind

auch 'i;
und Yh bestimmt, da sich diese, wie wir gleich sehen werden, aus den ß und den q zusammen-

setzen. Das Integral der Differentialgleichung (60) sive (72) ist mithin:

S, = a, cos 'ifv+ a.;r\ cos v -fc..,T] cos i'Aw— v )+ fl.r, cos (6w— v ) )11 .1 - i

^7^^
+ a.{(( cos Vj + oig-r/ cos (3«'— Vj )+ a-,T/ cos (6«'— Vj), )

wobei die Coefficienten durch die Relationen (76) gegeben und a^ — q^ durch die Integration für den

0. Grad bereits gefunden ist; tj und t/ sind nämlich, wie wir jetzt gleichfalls sehen werden, auch

berechenbare Größen: das Integral (77) ist also vollständig bekannt und für Hilda numerisch

auswertbar.

Die gewöhnlichen Glieder in S^ bestimmen sich aus der Differentialgleichung:

^=-01 (78)
dv

mit Hinblick auf die Kntwickelung von Q im zweiten Capitel also einfach aus:

.S"i
= i;vS,',V.n-1 cos (//«'+ V) + S 5,1 ri'i'jTj cos (IIIV^X)

-+- i:S,';'o!i V cos («/r+v, i+iSVr.T/.i y/ cos (mv— Vj),

(+ll _ ^».1.0

(79)

wo:

>->».i.o

|-(l + 8i)+l

(.(+1) _ ^"01
^,0.1 _ -

y(l+Ojj+l

ol-l) -^ll-i-O
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Bewegniii^ vom Typus 2 3 im Dreikörperproblem. 423

Die einzelnenGliederder rechtenScite sind nun \viri<licli auf Grund der früher lür denTypus ^ ent-

wickelten Werte von P, O. S imd R zu bilden. Dabei ist offenbar:

^)^i= -(l+23,+?)ß^-/jsin(6w-v)-(H-25,+Cj)ß,Ysin(6;i;-Vi).

Indem man durchweg das Princip der Zerlegung der Producte trigonometrischer P'unctionen in

Summen und Differenzen befolgt, wie es bereits im zweiten Capital zur Anwendung kam (cf. Gleichun-

gen 36 ibd.) und aabei nach Gylden's Princip bloß Glieder langperiodischer und kurzperiodischer

Form, wie sie für den Hildatypus in Betracht kommen, mitnimmt, alle übrigen aber verwirft, so findet

man nach einiger Rechnung unschwer die folgenden Resultate, indem;

zu setzen, wobei 0|t+/i durch Gleichung (13), Qg durch Gleichung (21) gegeben, und:

^dR ,^ ^ IdR

dv Iv /ü ^m.
ist:

Qi^-(\ sin V = — ^, Yj cos (3w— v) H g^-fi sin (6w— v)

-Q dR
dv

- ^iPi + — ^ißiCos3w

1

+ — i5'lß4+ (&+?Jßl \ -'i
«^"S V+ ~ {<?,ßä+ (ö°3+ '75)ßl ( V COS Vj

+ Y !?iß4+ ('?2 + '7jßi I
-^1 cos (3w-v)H- — !9iß5 + ('73+ '77)Pi I V cos (3w-v,)

+ —
\ {gi—^d ßi \

•'; cos (6w-v)+ -- K,§-5—^5)ßi I
r{ cos {Qw-v,)

ISJß^i^:! a^^fl cos v +a,x,-rj cos (6w— v )

+ aj ag'Y cos Vj +i7j a^r/ cos (üw— \"j)

2Pj(Si)/ = V\'^if\ cos v +PiCi..,-q cos (6w—v )

-t-PjagTj'cos Vj +/?j a3 t/ cos (6iv~\\)

dR
-s^>QA^) = ^^i^h?^i'^os3

dv /o'

iv.

(82)

Da dies letzte Glied aber von der Ordnung ^^, also dritter Ordnung und dabei rein zweiter Ord-

nung ist, so lassen wir es seiner außerordentlichen Kleinheit wegen fort.

Durch Combination der Glieder gleicher Argumente erhält man also die folgende zu integrierende

Differentialgleichung in p:

--4- +p = P,^+ P!,^^ CO- ?>w+ P'^)r^ cos V +P*'*'ri cos(3w—v ) + F<'^>tj cos (6w- v ) /
dv- II I

. (83)

+ P<-~)-f{ cos Vj + P'-'^t/ cos(3m;—v,)-4-F*"^r/ cos (6;j;— v^) )

Denkschriften der malhem.-naturw. Gl. LXXII. IJd. f»n
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424.

wo bedeutet:

//. Buch holz,

Po- —Po+ — 'Zißi

P(^^ = 2a-p,+ -g,?,

PC) = 2a,-p,+ — Uiß4+ (^2+^Jßl \ +K-A)«2

Pf) = 2a,-p,+ - U-iß5+ (.?3 + ?r,)ßi \ +(«.-A)'-3

Pf> = 2a.,-p,+ ^q^+-]-\q^ ß^+ (^.^ +^^) ß^ j

Pf^ = 2o.,-p,+ ^ {q,%+ {q, + q,)M

Pf) = 2ö,-;,3+ i-^i+ ^ |(^^-?,) ßi! +(«i-;?,)^-ä

Pj(6) = 2 «-—;7, + ± 5 (^^- ^^) ß^ I
+ (flj-;?,) ag

(84)

und wo die q, p, g durch (14), (18) und (22) gegeben, indes jedoch selbst wieder Functionen

der ß sind.

Diese Differentialgleichung für p ist nun also zu integrieren. In ganz ähnlicher Weise wie bei der

Differentialgleichung fi:ir 5 exargumentale Glieder auftraten, werden aber auch jetzt in R^ solche

erscheinen. Diese aus der Integration der Differentialgleichung der Glieder 0'^" Grades in R entstehenden

exargumentalen Glieder (indem ja [j
—

{[j)+R ist, (p) aber für den Qten Grad nicht existiert), wollen wir

durch zweimalige Differentation bestimmen. Bezeichne P den Pars exarg., der aus R^ entsteht:

i?o
—

ßj cos3w+ P,

so folgt bei Variabilität von T, im Winkelargument w:

dR,

dv
^ = -ß. s

. s . dT, ] . „ dP
ßj ; (1 +0j) — 3|J. —— \ sm 6-IV+

dv dv

^-^+R^^ |l-(l+oJ2|ß^cos3>f
dv'^

J6(.(l
+ 8,)^-9lx^(4^J{ß,cos3..

o . d'^T, . „ d-'P
-3u.ßj ^sm Siv H \-P.

dv- dv-

Nun ist aber: '

d^i

pars
cJTi_

dv
(•g-/) cos (3w— v)+ 73Tj' cos (3;y—Vj),

also: -— = _(S^ + ;)y.,y] sin {'iw-\^)~(^^ + z^y(.,-r{ sin (37t;— vj.
UV-

(85)

1 Hier kommt der Unterschied von ( j— ) und -j- offenbar nicht in Betracht, denn ob man den betreffenden pars aus dem
\di' ji dv

einen oder andern nimmt, ist ja dasselbe.
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Bewegung vom Typus 213 im Dreikörperproblem. 425

Da aber -^ nur mit ßj multipliciert \orkommt, also in Gliedern zweiter Ordnung, so kann man ;
dv-

und ;, hier fortlassen, denn es ist:

(5i + ?)Yoßi = o,T,ß,+lII. Ordnung.

Daher wird:

Und somit:

cr-T,

du

dTi

-- = — SiYo'') sin (3w—v)—SiTaV sin (3w— V[).

1

- ß, cos 3w = — Yaßi S'1
cos (6w—v )+-q cos v

dv '^
2

H Ygßj [Y^os (6w—\\')-h-q' cos v^\

J ßj sin 3 IV = — Sj 7a ßj |
tj cos (6 n> -v )—'q cos v

|

UV" 2

+ — ^1 h ßi !
"^l'

cos (6k'- Vi)-r|' cos v,
}

,

das Glied:

9!x'^(^)'ßiC0s3w

hingegen liefert exargumentale Glieder zweiten Grades, kommt aber für uns auch nicht später

nachträglich in Betracht, wenn wir die Differentialgleichung für p bis inclusive der Glieder zweiten

Grades, also Gleichung (6) dieses Capitels integrieren, weil es dritter Ordnung wird.

Man erhält demnach R^ mit Einschluss der exargumentalen Glieder durch Integration des vollen

Ausdruckes:

wo P= pars exarg. R^ gegeben ist durch:

P= — } 6[i.(l + 0j)—— \ ßj cos 3w — 3|ißi sin 3w

(86)

dv^ ^
r 1 jjj

j
^^^,

=: CYs"'! cos V +^''!.,ri cos (6w— v )

+ CT3VJ' cos Vj + C'Yst/ cos (6w— Vj),

wo:

:=-3|xß,(l + i-8,); C'=-3[xß,(l + |-S,

und nach dem in Capitel III Dargelegten die Glieder in C elementar vom Typus B. diejenigen in C'

aber charakteristisch von der Form D sind.

Zur Integration zerlegen wir die Differentialgleichung für p nach Gyldcn's Princip in zwei

Gleichungen, indem wir mit Gylden setzen:

P = (P)+ Ä>

wo
(fj)

die elementaren Glieder der Form B, R hingegen alle übrigen Glieder umfasst. Unter

Einschluss der exargumentalen Glieder erhalten wir somit die beiden folgenden definitiv zu

integrierenden Di fferentialgleichungen

:

-^Ä +(0) = POr. cos v+P'-'r' cos v., (87)

dv^
' '

55*
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426 H. Bnchholz,

wo;

/';•) - 2 a,—p., + — ! ^1 ßi + ( ^2 + ^J ßi I + ("i -/'i ) «2- Ct.

gesetzt ist. Ferner;

'^ +/? = P„+ P,',')cos3«'+Pf'^'-/j cos(3jy— V )+P('"7i cos(6>i'—v)

(88)

(90)

dv^ (89)

+ P(-*)7j'cOS (3W— Vj)+P"'»-r]'cOS(6w— Vj), )

wobei bedeutet:

^0 = -/'ü+y^ißi

P(i) = 2^,-^.1+ ^^,ß,

P<^'=2a3-p,

P(S) =: 2a,-/.„+ l^e,+ -~
I (<?,-^4) ßi I +(«i";'i)«2-C't.2

PC-'i = 2a,-;7, + 1
I (^,-^,) ß^ j +(,T,-;;,)a3-C'Y3,

wo wir die Glieder - | i:7iß4 4-(^2 + ?u)ßi ! und —
| ?i ßä+ (^3 +?7)ßi !

in P<'"' und Pj""», die von der Ord-

nung sind, gegenüber den großen Gliedern 2a.j und 2a.,, die von der Ordnung — sind, vernach-

\
'

^h

lässigt haben, weil sie als langperiodische ja in R durch die hitegralion nicht mehr vergrößert werden.

2(7.) Integration der Differentialgleichung für (p).

Nach dem im Capitel III Dargelegten können wir für die Differentialgleichung (87) zunächst den

folgenden allgemeinen Integralansatz machen:

(p) = % cos \{\-z)v-Y ( + S x„ cos * (1 -?„)r--r„
|

,

(91)

wo X und r die Integrationsconstanten und %„ zu bestimmen ist. Aus (Ol) folgen auch die Bestimmungs-

gleichungen von 7) und u.

Man hat ja für den Radiusvector in der Ellipse:

_ a{\—e^)

\+e cos (f— it')

und in der »Gylden'schen Bahn«:

H-(p)+Ä
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Bewegung vom Typus 2 3 im Dreikörperproblem. 427

Nun definierten wir aber (p) mit Gylden so, dass es nur die Glieder der P'orm B enthält, so dass

also:

(p)=rjCosf(l-?)i'-'t| (92)

ist, analog wie bei der Ellipse, für welche tj und tt in e und rJ übergehen, wenn die störende Masse

verschwindet, so dass e cos (f— t:') dem kurzperiodisch elementaren Theile (p) entspricht. Dieser

Gylden'schen Definition entsprechend, muss also sein:

(\ cos {(1— ?)f— tc| = » cos [V— {c,V+ V)]+ Y^%n cos \v—{c,nV+ \^n)\', (93)

das ist aber der Fall, wenn:

7) cos (;?'+ -) cos v-\--ri sin (c!^+ z) sin v = x cos (zv+ T) cos v+% sin (cw+ F) sin i;

+ S7.„ cos (?„r+ r„) cos u+Sx,, sin (?,,r'+ r„) sin v

ist. Diese Gleichung aber ist für jedes v erfüllt, wenn:

Y) cos (;t'+ Tc) = XCOS (?t'+ r) + Sx„ cos (C„l'+ r„)
] (93 ß-)

Y) sin {zv+ 7x) = X sin (cf+ r)+ Sx„ sin (;„r-f-r„)
)

ist. Diese Bedingungsgleichungen von rj und tt kann man aber offenbar auch in anderer Form

schreiben, wie sie Gylden gleichfalls bei seinen Arbeiten voraussetzt;

Tj cos z = X cos r+ Sx„ cos{((;„— ?)f+ r„
}

)

cqQ/,-)

Yj sin 7: = X sin T + Sx,, sin {(?„— c)v+ V„
\ )

oder auch:

7]C0S (:r—r) =x+ Sx„cosf(?„—?)f-(r—r„)i ) /g3^^

Tj sin (tc—D = Sx„ sin \{c.„— z)v—(T—V„)\ . \

Durch diese Relationen, die also der Voraussetzung nach für -q und ~ bestehen müssen, ist nun

auch die Function tj bestimmt. Man findet direct:

Tf = xä+ S xr, + 2y. S x„ cos
|
{^-i„)v+T-r„ \

.

(94)

Während aber in der elliptischen Bahn e cos tc' und <; sin 5t' Constante repräsentieren, stellen

in der Gylden'schen Bahn Yi cos 7: und -^ sin 7: infolge der Glieder x„ .' >(:;„- z)v+V„\ veränderliche
-' I I - sm

Größen dar, die sich indes infolge der Kleinheit von c nur äußerst langsam mit der Zeit verändern.

Durch Einführung der langperiodischen Function -q fasst also Gylden die elementaren Glieder

xcosj(l— s)f—rj und Sx„ cosj(l— !;„)y—r„S in das einzige yj cos {

(1 —;)y- ^j zusammen. Umgekehrt

ergibt sich natürlich die Gleichung (91) auch wieder aus den Definitionsgleichungen (93) von Tj und t:

indem man dieselben mit cos v. bezüglich sin v multipliciert und subtrahiert.

Bei der Integration von (^87) machen wir zunächst auch noch die vereinfachende Annahme, dass

wir von der Saturn- und Uranus-Anziehung absehen und die Jupiterbewegung als elliptisch annehmen,

weil hierdurch große Vereinfachungen in der Rechnung erzielt werden, während 'später, in Abtheilung b)

auch hinsichtlich dieses Punktes die Integration strenge durchgeführt werden wird. Es wird jetzt also

einfach, indem wir gleich 1\ = T' schreiben, an Stelle von Ix„ cos
J
(I — ?„)f— T,, J

nur das einzige

Glied Xj cos (v— F') treten.

Durch Differentiation des formell bekannten Integralansatzes für (p) aber erhält man:

-^^ = -(l-?)2xcos{(l-?)i;-F}-Xi cos(t;-F„),
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428
.

H. Bu c- hhols,

also:

Die Differentialgleichung (87) aber wird, da jetzt:

/j' cos Vj =: V.' cos (v— V)

ist:

-^-JlL+(^j) = po)')^cos{(l-z)v~T}+P(^H^cos(v-T')-i-P<^H'cos{v-T'). (95)

Daher liat man:
(2<;-?2).x = P<').Ä (96)

P(^)%^ = —P(^)%'. (97)

Die erste dieser beiden Bedingungen muss, da x Integrationsconstante ist, für jeden /-Wert erfüllt sein,

und somit ergibt sich als Bestimmungsgleichung für ?:

?2-2?+P|i)=0 (98)

oder schon sehr genähert:

? = -^ P<>\ (99)
2

Die Bedingungsgleichung für v.^ hingegen wird:

p_(2) ./p_(2)— L ^' — 1__

.

( 1 00)
p(i) 2c;—?-

Zugleich erkennt man, da P,'" und P,'-' beide von der Ordnung der störenden Masse sind, dass that-

sächlich, wie früher behauptet:

C zE m'

ist. Hingegen wird:

d. h. elementar, da es die störende Masse nicht mehr enthält; und da auch v. und F als Integrations-

constanten in' nicht enthalten, so enthält in (,o) allein ? die störende Masse.

Das Integral der Differentialgleichung (87) ist also, wenn man die Jupiterbewegung als elliptisch

ansieht, gegeben durch:

wobei:

und:

((>) ^= Yj cos V rr Ä cos
|
(1 — ?)t'— F \

-\-%^ COS (f— F„),

5t'P(2)

?= ^p;''; ^1-
9 12 ' 2c— ?2

P«) z= 2a,-p,+ ~ lg^^^+ (g^ + g^)^^l+(a,-p,)c,,-t:-i, }
(101)

C = -3jxß,(l + ^8,
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Bewegung vom Typus 2 3 im Dreikörperproblem. 429

ist, wo ferner die Excentricität und Perihellän.qe Jupiters, vJ und V aus der Jupitertheorie bekannt

imd die Integrationsconstanten •/. und T, wie wir später zeigen werden, aus den Beobachtungen

zu bestimmen sind. Damit das Integral (101) vollständig bekannt und für Hilda numerisch

berechenbar sei, müssen noch die Unbekannten ß., bis ßj, die ihrerseits die a, i. und 7 ergeben, bekannt

sein, zu deren Bestimmung wir nun übergehen.

2b. Integration der Differentialgleichung für R.

Die Differentialgleichung für R lautet ja:

\-R — P.+ Pj^^ cosSw+ P^^^ri cos(3w-v )+P(''>ri cos (C)tv—v )

dv'-
' ' I

'

^
(102)

4-P(-i> 7j' cos (3w— Vi)+ P('') Tj' cos (Qw- Vj),

wobei die Coefficienten der rechten Seite durch die Relationen (90) gegeben sind, und wir die Glieder

Oten Grades nochmals mitgeschrieben haben, wiewohl sie schon aus Abth-eilung A. bekannt sind.

Durch Differentiation des für die Glieder ersten Grades formell bekannten Integralansatzes

ergibt sich:

-^-^ = -(5i+ Oß2>l sin(3w-v)-(H-20j + Oß4-^ sin (6w-v
)

-(3i+ q)ß3-l'sin (3;i^-Vj)-(l +2o, + q)ß,Vsin (6w-v,),

i-+/?, = ii_(5j+0'|ß2'fi cos(3w-v)+|l-(l+20i-i-;)2|ß^-^ cos(6w-v) )

also:

d'R

+ |l-(8i + ?j)2|ß3yj'cos(3w—Vi)+{1— (H-25i + ?j)2|ß.7i'cos(6w-Vj). \

Mithin erhält man folgende Bestimmungsgleichungen für die vier Unbekannten ß:

ll-(S, + q)'}ß3 = 2a3-p,

Li

Um in diesen vier Gleichungen ß.^, ßg, ß^, ß. als die einzigen Unbekannten zu haben und dieselben

somit wirklich bestimmen zu können, haben wir in (104) für die a und a ihre Werte aus (75) und für

die q, p, g ihre Werte nach (14), (18) und (22) factisch einzusetzen. Zuvor aber wollen wir noch (.,

und Yj als Functionen der ß ausdrücken.

Aus:
/IT—- — S-'2R~2RS+3R'-+ (6R—2S)ri cos v
dv / 1

erhält man, wenn man bloß die langperiodischen Glieder in 5 und R berücksichtigt:

dT,-^ =(a,-2ß,+ 3ß,ß,+ 3ßj-.7,)ri cos (3w-v
)

+ (03— 2ß.,-i-3ßißj)T/ cos (3;/'— v,)
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430 H. B II c li h alz.

So tindet man mit Hinblick auf (14), (76) und (85):

g. +g5 h+g^ i-^ -2ß3 + 3ß,ß,"''3 "~
f5 -4--

oder;

wobei bedeutet:
T3 = Tf-2ß3+ Tfß5,

/7(0)_L/,(1)R o(;

(4)

(105)

(106)

Wir deuten nun die Transformation der Gleichungen (104) beispielsweise bei der dritten

Gleichung an. Zunächst wird offenbar:

j
l-(l^-2o^)^! ß, = -^=^^ -p,+ 1^,+ lß^(^^^-^^)

oder, mit Hinblick auf die für
q,;,, 1\, a^ und Yg gefundenen Werte:

'Vfl<"'+ i3("ß ") 2al2)ß

-;'rß2-;'l3ni4+ Y.^+ Yßi(Ä-?4)+

3?i \ ?f+?l'>ßi . / . ^ 3^. 1 ?i'>ß4+ «i-A + T^^ ^.-^--'- + «1-/
l+26i/ §1+ ? V 1 '^ \-¥2hJ 5,+?

wo:

l+25i
-C' = 4

gesetzt ist. Vernachlässigt man jetzt rechts, außer im ersten Gliede, bezüglich 2 5j gegen 1 und ? gegen 8j

und bedenkt, dass nach dem früheren:

q^
— ^W+iitei- Ordnung

g^ — g(^)+ Ilter Ordnung

ist, so folgt, wenn man alle Glieder, die ß, und ß^ enthalten, auf die linke Seite bringt und zur Abkürzung

setzt:

a^—p^ + ?,q, — F
folgende Gleichung:

l_(l+28,)>+pW--il5i«-J,mjp,+ |rt»_2ÄS)+2e|p, =

In dieser Gleichung sind jetzt aber alle auftretenden Größen, außer den ß, bekannte Functionen der

Entwickelungscoefficienten A und B der partiellen Derivierten der Störungsfunction, gegeben durch

die Gleichungen (15), (19) und (21]). Die ß sind allein die Unbekannten.
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Betveguitg vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 431

In analoger Weise findet man in toto:

! (1-S?)ß2
29W

ß.
2«)+<7','^ßi)

^l-r^
~pr+--q,

2q<P
li- (1 '^i)h

3^
1=5-

§^^^^
Pf,

III. {;,n_2e+2^S ß.+ l-(l+25,)^+/^!:*>--~?l^'-h^^' ß4

1+2S1

F(^,o,+ ^(i,ß^)

+ ^fi">

=
^(f^;'^») -.^'-;.^->ß,H- JM^°>-a^^^^^±^^^^T^

IV. S;,^!)_25V"+2I! ß3+ ! l-a+25i)^+;?f)-^#-h!f'} ßö

(107)

Diese Gleichungen, aus denen für einen bestimmten Wert des Verhältnisses der mittleren Ent-

fernungen, a, die gesuchten Unbekannten ji numerisch berechenbar sind, aber kann man jetzt

bei einer genäherten Integration noch bedeutend vereinfachen. Da nach den Relationen (16) q^^> =: qf^

ist, so folgt, bei Vernachlässigung der kleinen Größen ; und ^j aus den Gleichungen (106) offenbar:

^(4; — .,(5)

wodurch für die numerische Rechnung eine wesentliche Vereinfachung erzielt wird. Die funda-

mentalen Bestimmungsgleichungen I bis IV für die ß werden dann nämlich;

^ißa+ ^ä h=C^
j

<ß2+ 4ß4 = C[
(108)

und es ist einfach, da nach (16) und (20): ^f) = ^f), pf> — pf\ pf^'
= p^^^ ist:

q = (l-Sf); c',^-2q<^+p'P+ 2i

c.— — 4 = 1-(1 +2h^^-^pf- cf^-ii^)

c,=

a =

2(gf+gi'>ßi)
-;'f+|?,;

_ 2(^ffi)+#ß,) _
'
~

Sx+ ?i
^'

2(.^^)ß0 _,.._,o)ß.^l,^^lß,(^)_,o>)^ m.^^^.) ,,,.,

q = ^l^f^Ä ^^o._,a>ß,, 1 ß.(^o)_,.>), Z(fcÄI ^,,.
1+25,

wobei bedeutet:

i
3(i,aj

1+281
3(ißJl

V.(f)
= 3ßi-ai+

y(0)
I3
_ #+9i'^ßi

8.+ q
Denkschriften d. mathem.-naturw. Classe. lid. LXXII. 56

(109)

(110)
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432 H. Blich holz,

Zu bemerken ist noch, dass der durch die Vernachlässigung von ; und Cj in den ß entstandene

in'c, in -
.

Fehler -^r;- also von der Ordnung -^.,- ist.

hl den vier Gleichungen (107), rcspective (lUS) sind nun also [i^
,

[i,,
, ß^ , [1 die einzigen Unbe-

kannten, während alle übrigen Größen gegebene Functionen der numerisch berechenbaren Ent-

vvickelungscoefficienten A und B der Derivierten der Störungsfunction sind. Die Zahlenvverte der ß sind

offenbar aus unseren Gleichungen (Iü7j durch Einsetzen der für die A und B gefundenen Werte auf

Grund der Gleichungen (14) bis (2.'^.) unschwer zu gewinnen. Sie werden später für den Planeten Ililda

von uns abgeleitet werden. Das Integral der charakteristischen Differentialgleichung (102):

R^ — Z»^-f ßi cos 3iv-{-[-i.,-q cos (Sw—v ) + ß.i'fi cos {6iv--v
)

H-ßjTj' cos (3/r,'— v, )-!-ß.'fj'cos (6n>—vJ

ist mithin nach Einsetzen der für die ß gefundenen Zahlenwcrte vollständig bekannt, da auch /'„

und ^J^ bestimmbar sind, wie noch näher im Capitel V gezeigt wird.

Nachdem die ß gefunden, sind aber auch die Coefficienten P'" imd P'-^ in (101), also das Integral ([>),

und ebenso die Coefficienten in (76), also auch das Integral S vollständig bekannt. Denn -q und tz sind

durch die Gleichungen (93) bestimmt und rf und jTj durch analoge Gleichungen, die in Abtheiluiig bj

abgeleitet werden. Die Argumente v imd ii> aber ergchen sich gleiclifalls für bestimmte Epochen als

gegebene Größen, wie die spätere numerische Rechnung zeigen wird.

Die gewöhnlichen Glieder in R schließlich ergeben sich einfach aus folgender Gleicliung

2
(cf, »Kleine Planeten«, S. 100). die für den Typus — modificiert ist:

o

jPR R= 2Si-P, + 0„-^sin v

oo

= V' S
lh^.l\) -q cos (iin>+v ) + b'~l '

, T] ci )s ( // H'— V ) /
^

^
^ ^

^

1

+ /''„'(l.'i -q cos (««'+ \-, )+ /vo.'i -q' cos (iiw— v,)
\ ,

"«.1.0 — -'J;/.1.0 — -D/J.l.ü -^».0 0, ''«.Ol — -C)„.o.l — jJh.U I

f/i.l.ü — -^O/l.l.O — t>//.l.oH /l„.o.O, t'/zO.l — '^^ii.OA — -o«

(112)
-n
0.1

also, indem man nach der Variation der C(.)nstanten integrieit (cf. die allgemeine Methode in

Abtheilung b.2, Integration der Diffeientialgleichung für p), aus:

i?j = \„
\ R'ii^uu-q cos (iiiv-hv ) +R'„.un-q cos (nw-v )

-^-R'-itlhi V cos {nw+ \\) +R],J\ r/ cos (?/»'— v,),

r>(+l) Ph.I-O
. r>(+ l) _ ''"0.1

Kn.1.0 — ; 7. -"-„.Ol —
— (l4-5j) + l(' i_,^ii(i + o,) + I

3
j

(3

r>(-l) _ »11.1.0
.

p(-l) _ ''h.0.1
"ij.l.O — ' —' -'^11.Ol —

1- — (I + oJ-lj" 1-.^— (1 + 3,)—

1

3 / 3

(113)

(114)
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Beivcginii; vinii Typus 2 .?' im DrcikörpcrproUcni. 433

Auf Grund von (112) berechnet man (114) und damit das Integral (113). Die S in (112) sind aus dem

früheren bekannt und durch die Relationen (80) gegeben. Die Summe in (113) enthält nicht n =:= 0,

weil dieses n ja die elementaren Glieder liefert und außerdem ist ;/ i:|r 3, G.

3. Integration der Differentialgleichung für T.

Die Differentialgleichung für T lautete bis inclusive zum ersten Grade:

j '7'

S—2R-2RS+?>R'+ ?,SR'~-AR'
du ,(115)

+ ](jR— 2S— VIR' +6 RS'rq cos y, \

wobei wir also beim U'i-'" Grad bis zu Gliedern dritter Ordnung gegangen sind, beim ersten Grade

aber nur solche der ersten und zweiten Ordnung mitnehmen. Setzt man für S und R ihre Werte ein,

so erhält man analog wie hei S als zu integrierende Differentialgleichung wieder die typische P'orm:

dT

mit dum Integral;

" -*
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^34 H. Buchholz,

\ (115</)

—2RS= — flißi-'2anßi cosSw-agßjYj cos v — aJijTj cos(67Z'^v)

— a., ßj Y cos Vj — «3 ßi Tj' cos (6w— v,)

-(2floßä+ -'^'oa-. + ^'aPi + «iß4+ ^4ßi)'1 cos(3w-v )

-{2a,^, + 2b^a, + a,,[i,+a^^.,+ aJ-i,yq'cos (3w v,)

3 3
3i?- = übji, cos 3iv-i ß^+ -- ßj cos ßw+Bß^ßa'^ cos v +3ß,ßa'^ cos (6w—v )

H-3ßiß3YcosVi4-3ß,ß/fj'cos(6w— Vi)

+ (6Z'oß2 + 3ßißJvi cos(3w— V
)

+ (6Z'oß3 + 3ßißr,)Vcos (3w-v,)

+ 3ßiß4Ti cos(9w— v)

+ 3ß,ß5-/j'cos(9«'— Vj)

-4Rs= -^6b^,f^-3[i\cosSn>-{5bf^^lcos6n>~-[ilcos9n' '

3 3 3 3
äSR- — — a„ß?H a, ß? cos 3w H fl„ß'f cos 6f;'+ - f?i ß'f

cos 9;^'

2 2 2 4

6i?TiCosv = 3ßiTjC0s(3n'— v)+ 6Z'yTj cos v+ 3i?6.o.ü f] cos (67t;— v)

+ 3ßiY] cos (3w+ v),

wo das dritte charakteristische Glied rechts aus dem Product des gewöhnlichen Gliedes i?6.ü.o cos Qw

mit TJ cos V entsteht. Ebenso entsteht aus dem gewöhnlichen Glied Sß.o.u cos G 77' in Multiplication mit

7j cos V das charakteristische Glied Sc.o.o t\ cos (6^— v);

— 2Sti cos V = —2^0 7) cos v— Se.o.o v) cos (6w--v)

— ßjTfj cos (3w— v)— öiTj cos (3w+v)

— 12i?--/j cos V = — eß^Tj cos V— Sß^Tj COS(677'—V)— 3ßjTjC0S(671'+ v)

QRS-(i cos V = 3aoßiyjcos(3w— v),

77«'-

indem hierin z. B. das Glied SßißjTj cos v =e -^^, weil nicht von der Form C, nicht mitgenommen ist, etc.

Das Glied vom Argument (ÜTi'+ v) aber ist auch noch ziemlich groß und mitzunehmen.

Außer allen diesen Gliedern sind auch hier wieder noch die exargumentalen mitzunehmen. Nun

war ja:

wo aber 7; keine Glieder Otcn Grades enthielt. Bezeichne P' den Pars exarg. 7{., so setzen wir;

Tk = 'ii
sin3w+P'

und erhalten:
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Bewegung vom Typus 2'3 im Dreikörperproblem. 435

Fassen wir sämmtliche Glieder gleicher Argumente zusammen, so ergibt sich die folgende zu

integrierende Differentialgleichung, indem wir der Vollständigkeit halber die Glieder nullten Grades

nochmals mitschreiben:

(-^) =1 7„+ r^" cos -in' + T:;" cos Qw

+ Tl"-q cos V + 7;-"rj cos (3w— v)

7;'-'"cos9«^

Tl'"'ri cos (6«'—v)

(117)+ 7,'2't/ cos Vj + Tl"-q' cos (3w—
v'i) + 7,""^ cos (Giv—v^)

+ r;"?) cos (3jy+v)+ r/'^'Y] cos (9w-v)+ r;'"T/ cos (9w~ Vj)

+ r;"'Yjcos(6w+v),

dT
wo die Klammer um ^— bedeutet, dass bei der Integration F (oder 7;) in den Argumenten als constant

UV

anzusehen ist, da in (117) die exargumentalen Glieder bereits inbegriffen sind. Hier sind also die

Glieder vom Argument v von elementarer Form (nicht aber elementar), diejenigen vom Argument

{3w— v) und (6iv— v) bezüglich langperiodisch und kurzperiodisch charakteristisch, die übrigen

gewöhnlich, aber groß, und zwar ist das Glied vom Argument (3«'+v) besonders groß bei Hilda.

Ein solches Glied wie das Glied 7,''
y] cos {3iv-\-\'), welches ein gewöhnliches Argument hat, aber \-on

der Ordnung der charakteristischen Glieder ist, d. h. , nennt man ein > coordiniertes« Glied. Beim

ersten Grad existiert also nur ein solches Glied, beim zweiten Grad indessen gibt es, wie wir sehen

werden, mehrere. In obiger Differentialgleichung aber bedeutet:

7, = (fl„-2Z7„~a,ß,+ |a„ß?-6*„ß?)+|-ß?

7^" = a,-2ß,-2^„ß, + 6i.„ß,+ |-ö,ß?-3ß?

7"! 31

'u
4

7,'!' = a2-a,ßi+ 3ß,ß,+ 6Z'o-2ao-6ß^+ — fiYiTa

.j _fl3-o(3ßi + 3ß,ß3+— [AYiYa
7-(2)

7,'=" = a.,-2ß.,-2a„ß,-2Z'„a,-«,ß,-ajß,-a,ßi

+ö*oß2+ 3ßiß^+3ßi+ 3a„ß,-aj

7;*' = «3--2ß3-2«„ß3-2&oa3-a3ß.^ajß,-a5ßi

+6&„ß3+3ßiß5

7;^' =r a^_2ß,-a2ßj + 3ß,ß.,-3ß?+ 3i?6.o.o-S6.o.o+ - 1^7, Y3

3

2
7f' = fl5-2ß,-a3ß, + 3ß,ß.,+ ^(v/jY3

7i"'=:3ßi-ai
7-(S)

3ßxß.i

7;^' = 3ß,ß5.

7i"0'= -3ß"f.

(118)
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436 H. Bii chhoJz,

'111 111 " Hl ^

Dabei sind also in T Glieder der Ordnunt;- ;«', ,
, , und hinsichtlicli des Oicn Grades auch

Oj Oj oj

in '^ ill
^

noch die Glieder von der Ordnunof , mitLienommen; beim ersten Grad aber sind diese

letzteren Glieder, weil sie da noch mit -q, respective mit rf multipliciert und somit verkleinert werden,

vernachlässigt.

Im dritten Capitcl hatten wir nun gefunden:

T = 'jv-hTi+Tc+Tf,.

Daher ist:

dT__ clTi JTi, JT^

dv dv dl' dv

Es war aber:

T = ''o+ T+ T,,-

Wenn man also, wie wir es jetzt thun, die Glieder nullten und ersten Grades allein ins Auge fasst,

so ist, da Yg vom zweiten Grnde:

'7 = ^u+ T

und die Beziehung:

wird jetzt einfach:

Mithin ist jetzt:

dTi fd T

dv \dl'/i

dTi _ / dT \

dv ^ dv '
i

dT ldT\ dT,, dT,— = c,^+ -!+[ H 1- -^
dv ^dv'i dv dv

IT 7T
Bilden wir also — und '—^ mit Hinblick auf die im Capitel IIl für 7^. = A'*,. und T^ = K

dv dv

gefundenen Werte und nehmen an, es sei:

(7",)i
= y'/I

sin (3w-v)4-Y',Vi' sin (Siv v,),

so findet sich:

'-^ =: Cg+ Y+ (l+3i)Ti cos3;i^+ 2(l+0j)«-{cos6;y +3(1 + 3^)^^ cos 9w
dv

-i-{\—Q)g^-qcosv +(3i + ?)y2'^cos(3w— v) +(1 +25i + ?)y4Vj cos (6w— v)

-^-(1 "?i)ä''1' cos Vi+ (3i+?i)y3V cos (3w- Vj)-t-(l +23i+?i)y,T|' cos {6iv-v^)

+ (2+ \—z)-(,/q cos (:Sw-^v)+ i2+ 3o^ + Q)gfq COS (9w-v)
f

(1 19)

+ (2+ 33j+ (;j)^?,(tj'cos (9w-Vi)

+ (3+ 23j — g)^,'7j COS (ü«'+ v).
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Ben'L'guiiii roHi Typus 2/.? /;;/ Drcikörpcrpriibhin. 437

Das Integral ist also:

7j = (i.'i|4-y)''+ 7i
^""s 'All' +g[ cos ()»' +gl cos iVtv

+g!^yi cos V +'iif[ cos (:;»' -v) -rT^Yj cos (6/;' -v)

+ ^i,'[T/ cos V, +Y:'tj' cos (3»'— Vj)+ Y,.,Tj' cos (Ü7Z' V,),' C-O)

+ Y,.rj cos (o«'+v)+,i,''Tj cos (9;;' v) 4-^i,'|'-f/ cos (<l;i'— v,) \

+g^yi cos (6n' + v), J

\V(^bei:

rC) r^-' 7<-'>

^o+ T-^'o: 'fi-Tips;' •-•"- 2(H-Si) '
-"-^^ "3(T+5;r'

j(i) ji:-) ji^^ 7<-ii

7(5) Jti'') 7('J

T+ = 7^25^^:^" = '^^> "= ^^^•257:^:T ^ 'A;
= "2+o~r

'

7(t<) 7"i'.>) ydO)
„I — I .

„I — I • ,r' — ___±i

(121)

''•' 2+ 3Sj+c ' '^'' 2+ 38i+c; "^'
^ 3 + 2§i-

ist lind wo die T dLirch(l 18) gegeben und sämmtlich vollständig bekannte Größen sind. Das Integral (120)

ist also für Hilda numerisch auswertbar.

Die gewöhnlichen Glieder in 7", berechnet man direct aus der Gleichung (cf. kleine Planeten

2
pag. 102), indem man für den Typus -^ modificiert und nicht auf die X'ariabilität von 7/ im Winkel-

argument Rücksicht nimmt:

dT

also aus:

wo:

= S,-27?,+((iÄ'„-2S„)Y^ cos V,

dv

^i = '^"
1 TnV^'l S'" <'"'•+ v) + r;-',',7j sm (nw -v)

r([,i|T/sin (;/n'+ v,)-fr;-|iT/sin («;r-\,)|,

(7(41) t-'-'

'1.1.0 j,
'

H.1.0 j,

-3(1+5,)^! -3(1+51)-!

T(+l) — ""' 7-(_l, __ "Ol

(122)

(123)

K.O.l ^
'

II. OA
ji

3(l+5,)+l ^(l+o,)-l

^tA - 5(-')-2i?(-»^+ 3/?„.o.o-S„.o.o
}

(124)

und:

ist. Dabei sind die Werte der S und R in (124) aus dem Vorhergehenden bekannt, nämlich durch die

Formeln (28), (34), (80) und (114) gegeben, und es ist jetzt iiz^3,ß,d. Im übrigen sind aber, ebenso wie

bei vS und R, auch in T nur einige wenige gewöhnliche Glieder aus (122) mitzunehmen, wie wir bei der

numerischen Rechnung sehen werden.
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438 H. B iifit/iolz,

b) Die strenge Integration bei variabeln T|, tj', 7t, tt,.

Das allgemeine Verfahren.

In Abtheilung a sind wir dadurch zu den Integralen unserer Differentialgleichungen gelangt, dass

wir den formell bekannten Integralansatz differentiierten und die so erhaltene Form der Differential-

gleichung mit der direct abgeleiteten verglichen, wodurch sich die unbekannten Coefficienten des

Integralansatzes ergaben.

In dieser Abtheilung wollen wir die Integration der Differentialgleichungen direct ausführen, was

natürlich im Resultat auf ganz dasselbe hinausläuft. Nur werden wir jetzt rj, tj', 7t, Tt^ als variable Größen

betrachten, wie sie das in der Natur ja wirklich sind. Dabei können wir uns kürzer fassen, weil wir

bereits in Besitz der zur Integration fertigen Formen der Differentialgleichungen sind, die wir einfach der

Abtheilung a entlehnen. Hervorgehoben sei aber noch, dass die im Folgenden gegebenen Vorschriften,

durch partielle Integration der Variabilität von tj, t/, t:, 7tj Rechnung zu tragen, indem man die

«Zusatzglieder« hinzufügt, auf alle Glieder anzuwenden sind, mit .'\usnahme der elementaren,

bei denen nicht partiell integriert werden darf, sondern T| und ;: von vorneherein als variabel anzu-

sehen sind.

Wir haben bereits in Abtheilung ti gesehen, wie man durch partielle Integration der Variabilität

von Ti im Winkelargument der trigonometrischen Functionen Rechnung trägt und wollen nun zunächst

zeigen, wie man nach Gyldcn das Princip der sogenannten partiellen Integration:

^lldv =: UV—

J

Villi (125)

verwertet, um die Variabilität der langperiodischen Functionen tj, tj', 7t, 7tj zu berücksichtigen.

Offenbar ist, da v= (1— ?)i'

—

ti:

Jtj sin (nw—v)clv = Jtj cos z sin [nw— (1 — <;)t']c/i^+ Jtj sin 7t cos [7tiv—{l~i;)v]dv,

also:

J-(]
sin {uw—v)clv = T] cos 7t Jsin [nii>—{\ —!;)u]ilv-hri sin 7t Jcos [um—(1 — !;)i']r/('

(126)—
I

—— \^\n[nw— {\—c.)v\du^— I
--- / cos [ww— (1 -z)v\dv'.

Nach Formel (63) ist aber:

/ |H/i'=fc (1 — ?)('!'/'' = =F--; ^

—

r^
—^ • l«"'±(i ?)''!+

cos «(1-1J.,)±(1-?) Sin

HU. f'dV sin
, ,, . T ,

I \nu'-i-n :)i']du.+ //(1-1J-,)±(1- ?)j du cos
L -^ 'I

Daher wird, wenn wir vorerst vom zweiten Glied in (126) absehen, damit das Princip deutlicher

hervortritt:

/Ti sin (nw—v)dv = — ^ zl—ri cos u cos [«w— (1 —c,)v]+ -q sin 7t sin [niV—-(\ --?)vlj
j

1
( C'!'^ cos i: r /. ST, f 'i'^l sin tt \ -, , \

"(1— f-i)-(l-c) (j dv J dv )
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Bewegung vom Typus 2/.3 im Dreikörperproblctn. 439

Nun kann man wieder partiell integrieren und erhält:

fdri cos t: ^ ,, . , , dti cos iif i'd-q cosz ('
^ -, j o

I

—L cos[nw—(\ — i;)v]dv = —'—,
I cos[ntv—(l—i)v]dv~ I

—~-^—
j
cos \niv~{l'-i;)v]dv-

Pdf) sin 7c . r ,, . ^ , ^7) sin 7t /'
/, , i j C'^'^fi sin;i /'

^ i, o

1
—i— sin [nw— {l —:;)v]dv = —'—

I sm [nw— {l—(;)v]du— I
—~_— i y,,-) [nfv—([—Q)v]dv'.

Mit Hinblick auf diese Gleichungen und {V27), wo wir wieder nur das erste Glied rechts ins Auge

fassen, wird daher Gleichung (128):

/n sin (nw—v)dv = ^
—-;

--(i
cos (nw—v) 1

' «(1— |xj-(l-c)
^

1 ,J-rjCosr
/, X T

'/t; sin TT )
) (129)

-^
Ki-^,)-(i-c)p {^7^^'"^"""^'~^^^'J-^^'^ir-^"^^""-<'-^^^J)

+ . .. J

wo die vernachlässigten Glieder, abgesehen von den mit -— multiplicierten (cf. 130), von der Ordnung ni''

du

sind, da, wie ein Blick auf die Gleichungen (93) zeigt:

d^f] %
cos „ ,„

dv-2

ist. Bei diesem \'erfahren hat man den Vortheil, dass man die Integrationen, welche -f] und :r als \'ariable

enthalten, ffanz umgeht und statt dessen immer nur die einfachen Integrationen 1 (nw±v)du
'
^ °

/ cos

auszuführen hat. Dann hat man bloß die .Ableitung dy\ . ~ zu bilden, was aber äußerst einfach ist,
' sm

indem nach (93):
"^^

cos cos „ V cos ^, . „ .,

Ti . ä - •/.
. 1 + ^ x„ . [(?„— ?)£;+ !„],

' sm sm •— sui

also:

cos
' einsm V/ N

sm ,, , ,, ,= =F / (?»— ?) y-i, [(in - ;) t^+ 1 ,.
idv '—' cos

ist. Betrachtete man, wie hier nebenbei bemerkt sei, die Jupiterbewegung als elliptisch, so würde:

cos cos cos ,„

' sm sm ' ^'^1 sm ^ ^ '

mithin :

, cos
dri . Ti

sin sm „
-, = zbC/.i (Ij— ?l').

dv cos

Während aber in Wirklichkeit \\ und V nicht xöllig, jedoch so nahe einander gleich sind, dass ihre

Differenz fast unmerklich klein ist, wird jetzt in aller Strenge l\ = T' und unter dieser Voraussetzung

also einfacher:

, cos , cos ,„

sm sm

Denkschriften der niathem.-naturw. Cl. I.X.XII. IM. 57
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440 H. Buchh olz,

also, da jetzt rj' — W und 7t, =:: I'' beide constant:

, cos
«Yl . 7t,

du

Durch diese Annahme einer elliptischen Jupiterbewegung könnte man sich also auch die im

folgenden gegebenen strengen Integralformen für S und R wieder sehr vereinfachen und bewirkte

dadurch einen Fehler, der erst nach etwa 400 Jahren merkbar würde. Ableiten wollen wir indes das

Folgende allgemein, ohne die Beschränkung auf eine elliptische Jupiterbahn.

Wenn wir in (126) auch das zweite Glied der rechten Seite von (127), aus dem die exargumen-

talen Glieder entstehen, mitberücksichtigen, so setzen wir in der ersten Zeile rechts von (126) die ganze

Gleichung (127) ein, in der zweiten aber genügt es, das erste Glied von (127j allein einzusetzen. So

ergibt sich:

j

1

t] sin (HW—v)dv = -; r -; r 'fl COS (jllV— v)

11 \i.

•/lcos7t
l'-
— sm\nw-i\-c)v^dv+ (ls^\n~\ '--- cos[niv~{\-<;)v]dv\) (130)

J dv "^ '

J dv '«(l-lJ-i)-(l-?)

1 \ r d-n cos 7t
r ., ^ ., , rdri sin 7t . \ i , l

H { —^ cos\nw—(l — c)v]dv—l —'— sm [;/7^— (1— c)^']^!;

;i(l— [Aj)— (1— ?) IJ dv '-
"•

^ '

J dv ^
' '

)

In der zweiten Zeile kann man tj cosTt und yj sin tt als constant betrachten und erhält so:

7] cos 7t I sin [7;/y— (1— ?)(;] Jf+ Tj sin it 1 — cos[niv— {\—';)v'\dv

J dv J dv

= / rj cos 7t— sin [«w—(1 —i)u]dv-h i tj sin 7t— cos [niv—(l—i;)v]dv

J dv J dv

=:
I

Tj Sm {HW— V)dV.

J dv

„ ., ,
dr\ cos t: , d-(\ sin 5c , , ,

,- . . ,

In der dritten Zeile kann man — -
,

-— und ——, als constant ansehen, nndet also:
dv dv

f d-q cos 7t ,- /, s , , r d'q sin 7t .

I
—^ cos\nw—(l—<;)u\dv^l —'-- sin [mw— (I—iu]dv

J dv J dv

it] cos 7t r ^ ,, ^ ., , d-q sin 7t , .

'
' cos[iin>—{\—z)v]dv — sin

I

<;«'—( I—?)fJ Je
dv J dv

1 \dri cosTt . ^ ., , . d-q sin 7:\d-n cos 7t . ^ ,, , , d-q sin 7: /, \ li{—L- sinr»w—(1 -~z)v]-\ 4 cos [niv— ([—<;) v]\ ,

l dv dv )/;(1— (Jt,,)—(1— c) ( dv

wobei V im Argument als constant angesehen, also hier keine exargumentalen Glieder berücksichtigt

sind. Mithin wird (130) in toto:

i
Ti sin (niv—\')dv = r

— tTi cos (nw—\)
7/(1— |j.,) —(!—<;)

;/[j.

I -^ sin {nw— v) d V

. dv«(l~lJn)-(l-?)j dv ' >(131)

1 id-q cos 7t . d-q sin 7t

{».(l-^)-(l-?)SM d

+ Glieder \-ün der Ordnung ;;/'- etc

OS 7t . , ,, , , crq siu 7C /INI
sin // w—( 1 — c) f H

,
cos [mw— ( 1 — ?) v]

V dv
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 441

In diesem Sinne also sind die Integrationen auszutuhren. Außer den beiden Formeln:

/ Tj sin (M;r±v)(/f =: T; cosir I sin [;;;i'd=(l — ;)r]./i'=FTj sin - / cos [niv±(\—:;)v] du

dri cos jr ff X T , , 'Ifi sin r. ff ^ ,, . , , ,,'—
1 / sin[invd:^{\ —z)v\dv^± —*— M cos [niv±{^— z)i'\dv-

\

/ (132)

I

rj cos (iiu'zh v)dv = -^ cos ;: / cos [;/«'±(l — ?)t']c/?.'± 'f] sin tt I sin [i!Wd=(l —c.)v]dv

d-n cos ;r rr
x -, , , '^''i

sin tt rr . ^ ,, s . , ,'— il cos[nn'dz{l~<;)v]dv^^—^— 11 sin[iiivd=(\—z)v]dv^

brauchen wir hei Integration der Differentialgleichung für r, nach die folgenden:

/ -q sin {niv d= (v+ v)\dv = tj cos ir / sin [i!n>dz(2— :;)v]dv^-q sin -
|
cos [;;;r±(2 — ?)i']t/!'

_^1^ r^^sin [„;.±(2-,).]^.^ ± ^^2" "
fTcos [»,..±(2-,).]^.=

I -fj sin {»w±(v— f)! c/j; = rj cos t: / sin (/r/r =F ?!')i/r=Frj sin - / cos (////' =F ?f) t^/i'

d-n cos n ff . ^ _ ^ , „ t?-/] sin - fr , , „— ' ' sm (nw-t- ?;')ai»2-!-

—

'—
I l cos {uw ^ (;v) dv-

dv I

I

dv

i -q cos \niv± (v+ v)] d i' = •/) cos :r I cos [//Wrb(2— ?)i']'^t'=tvj sin t: I sin [////• dz (2— :)/•](/£;

dt] cos :: rr ^ , ^ -, . , (^ti sin tc rr . , „ . , . ,

^-7-;— I I cos [////'d=(2-;)r]Ji;-'=F—^-- / / sm [uiv±{2-i)v]dv-

I •/) cos |//«'rfc (v

—

v)\ dv = Tj cos :r I cos (//w =F ?f) dv^hr^ t-in tt / sin (niv =F ^r) t/r

t/T] COS :c ff _ , _ Jyj sin TT rr . ^ _ ^ , .>— / / cos {ntv -i- :;v) dv- -\
'—

1 / sin {iiiv -+- ?/') dv-

(133)

und schließlich:

/ / r, ^ 1 1 , ^ V «IJ- f dV . , ^ ,sm (Hiv±2v)dv = r — cos (»2 «'dz 2t') H 4
I sin (//jf=h 2 (')'/''

«(l-|x,)±2 ^ ' „(l_,x,)±2j dy
^ '

/cos (luv±2 v)dv =:^, ^ -sin («w'-(-2t')H tz —s I cos (iiiv-*- 2 v)dv. \

w(l-!i.i)±2 - n(l-[x,)±2j ji, ^ - ^ )

Analoge Formeln gelten natürlich für y/ und -^.

57*

(134)
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442 H. B 11 c h holz

1. Die Integration der DitTerentialgleicliung für .S.

Nach dem e en entwickelten Princip könnte man natürlich der Variabilität von Tj, r/, t:, -; durchweg

Rechnung tragen Es soll aber nur in denjenigen Gliedern geschehen, die durch die Integration einen

kleinen Divisor erhalten. In der Differentialgleichung für 5 waren es die Glieder der Form C, die durch

den Integrationsprocess vergrößert wurden, und wir werden daher nur in diesen tj, t/, jt, tTj als variabel,

in den übrigen Gliedern diese Größen jedoch Is constant betrachten. Als Differentialgleichung für S hatten

wir gefimden:

— —
Q[P sin 3w+ ö'^^vj sin v+ 0"^-/j sin (3w—v)+ Q'^^tj sin (6m'-v) )

+ Qf^-rf sin Vj+ Q^^^-q' sin (3w - v^)+Ofhf sin (6«-— vj,
/' (^35)

wo die Q durch die Gleichungen (73) gegeben waren.

Die Integration gestaltet sich dann beispielsweise für das erste Glied der Form C in S wie folgt:

—
^^ l'^sin (3«'— v)(ii' = — ^^TjCOSTT I sin [37Z'

—

{\ —(;)v]ilv— q^r^ sin Tt l cos[3«'— (1

—

!;)v]dv

+ q,
—'—

I
sm [3w—(l—i)v]ilv"+ q,

—'—-
I cos I3n>—{l—<;)v\di>^.

''^ JJ ''^ JJ

Da aber:

/
sin ,„ ,. -, , 1 cos ^„[3w—(1-?)^' (/!'= =F5 . [Sw—(\-<;)v]
cos ' Sj + ? sm

cos (5^+?)- cos

ist, so wird auch:

^4— q, ( Yj sin (3w

—

v)Jv =: —-^^- -q cos 5i cos [3w— (1 —Q)v]— j—*-- ''j sin u sin [3«'— (1 -~q)v]

q, dricos tc . r^ ,- ^ -, li '^ifl sin sr _« ,. ^ -* ' sm[3w— (l-g);;]— ^*
y, —^ cos [3w— (!—?)!'_

(5j+ ?)2 dv ' V '/ J

(5i+?)ä t/i^

^, cos (3..-v)-^ 'il^ sin [3,.-(l-.).]

q^ JYjsinTt
/, x n— — cos [3w — (1 — ?)i;].

(^, + iy dv

Als vollständiges Integral für S bis inclusive zum ersten Grad erhält man somit, wirklich aus-

geschrieben:

S^— q^'fi cos 3n'-^ -^ 'q cos vh ^—;^^
y] cos (6;f— v)

H -i ^ t/ cos v, H ;
J;^ -q' cos (btv—v^)

) (136)

^4 /.-, N ?i ('^'1 cosu
. ro /( X T

i/-r sin t: /int+ . •^^ 7] cos (3w— v)— ^^ —^ sm[3M;— (1— c)f]H ^ cos [3jv— (1— ?)f]^ 7 ÜUb (^OTV V; 75 r^ S ; bin U3rU I^I —q)V]-A CUS LOW— 1^1 — i,;iyj ;

Oj +

;

(öj +<;)-' a !; dv '

(57+^r^^
Q!^ , ,^ X <?>; iJT/cosn, . ^„ ,, ^ ., c/tj' sin It. ,„ ,, , -,^ Vcos(3w-v,)---

_^^^ j- '^^
i sm[3ft'-(l-g,)t']+ ^

^^
' cos [3n'-(l - g^jr]
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Bewegtuig vinii Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 443

Nachdem man durch hitegratitin der Gleichung für R die ß bestimmt hat, sind also die q und 7 bekannt;

cos sin
und da -fi .

"

7t und ebenso, wie wir gleich sehen werden, ri' z. nach Integration der Gleichung für (p)
' sm cos

^"^^

gleichfalls bekannt sind, so ist S eine numerisch berechenbare Größe.

Den Integralwert (136) würde man natürlich auch erhalten, wenn man wie in Abtheilung a verführe

und den unbestimmten Integralansatz, aber unter Berücksichtigung der Variabilität von /), y/, -, -Tj

differentiierte und mit der Differentialgleichung selbst vergliche, anstatt, wie eben, direct zu integrieren.

cos
Um einen Ausdruck der Form rj'"> . {uw+ ni.^\), wo m^, n und w., ganze Zahlen sind, zu differentiieren,

halte man, mit Hinblick darauf, dass •/] und :: variable Größen sind, einfach:

cos

oder:

n{\ — [J-i) f

—

11

B

— n |j. Tj+ m.^ (1 — ;) v—m^'a] =

cos
Tj'"' cosjMjTi \n{\— [i.^)v—nB— u[>.Ti+ m2{\~z)v\

± /]'"' sin «?,- ' |h(1— [i^)v—uB— n[i.Ti+ m.,{\ — z)v\

cos , ,
cos r /.NT

fi'"' . (iin'+ m.,\') zz: -n'"' cosm.,i: . \iiw+iii.,(\ —av\
' sm - ^ 1 . gj,.j

sin ^ ,. s n
rh ri"'< sm m,Tz \nn>-hm.A\—(;)v]

und bei der Differentiation wäre mm erst iv und v als variabel und rj und z als constant, und dann tv

und V als constant und tj und ;r als variabel zu betrachten, also:

cos ,

i/r;"'i . (nw+ m.jV) . , ,

sm ^ _ ,„ sm
^ ,, X n / ^*^ /, X= -I- Tj"'i COS ;«2 '^ \_nw+ m.^ (1 — ?) z^j I w h ««.,( 1 — ?)

t/ii cos "
V c/v

"

cos / d

w

+ -^"'' sin m.,-!i ." [7/W+ «;., (1— c)f] 77 i-7;/.,(l— ?)sm "
\ Jy

d(ri"'<cos'm.,T:) cos ^+ -!^^
^ ^-^

. [uw+ mJl—;)iq
dv sm '^

J(t]"'i sin ;;/., 7t) sin ^ /, x -,

Ji; cos

dw
Setzt man hier für seinen früher gefundenen Wert:

dv
dw I dT \

dv \ dv Ji

ein, und bezeichnet für den Augenblick:

" (1 - |J-i)+ «/^(l ~?) = .?i; [Af^) = g.„
\ dv //

so wird:

, cos -, sin ,. , . . I

)/)'"• sm w^Tt . [7/7r+ »;.,([ —?)i;] =Ft;"'' cos »^, K [««'+ «22(1 — ?)t;J ? ^,
1 Ol n LUo

— \ ri"'< sin 7W., :t . 1« 71' + w/., ( 1 — g) t;l ^ -fl'"' cos m., Jt [;/ ;r+ ;;;.,( 1 —i)v]\ ng.-,
) ' " sm " " cos -

'

sin , sin , , .,= =pr,"'> »«'+;;;.,(y— ;v— 7t) ,§, dzri'"' \!ini+ iii.,(v—cf—7t)H/^^„
I cos " /)oi I

j,^^g

sin ,
sin ,= =F?',f]"'' (nw+tii.,v) dz i'i!;fi ' (uiv+ iu.,v)

*" ' cos - cos
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444 H. Blich holz,

lind somit als allgemeine Dil'l'eren tialformel;

cos
,

dri"'> inw+ m.^')

^ — zpj„(i_,j._) + ,.„^(l_;)|T/". " (»«'+ ;;/,v)

dv '^'^^

1 dT \ sin ,

±n\>A— Y("'. (h /i»+ m.^v)

\ dv J, cob \
(^]37)

d('(\™>cosiii,Ti) cos , ,. . -,+^—3 ^-^
. [un<+ui.,{\~Q)v\

dv sm

c/(Tj'"'sinM7.>7t) sin ^ /, n td=^—; —^ \niv + mJ\—z)vA
dv cos

Auf Grund derselben wäre die strenge Integration natürlich ebenso durchzuführen wie mit den directen

partiellen Integralformeln (132) etc. Das erste Glied in (137) liefert die bei constantem t] und n ent-

stellenden Glieder, das zweite die exargum entalen, das dritte und vierte aber die infolge der Varia-

bilität von
-fi
und z entstehenden xZusatzgiieder«. In der zweiten Abtheilung werden wir von dieser

Formel Gebrauch zu machen haben.

2. Integration der Differentialgleichung für p ^^ {[j)+ R.

Als Differentialgleichung für die elementaren Glieder erhält man wieder die frühere Form:

^^ +(p) = Pl^'-f^ cos v+ P,'^"r;' cos Vj, (138)

die wir jetzt aber allgemein, also ohne die frühere Beschränkung auf eine elliptische Jupiterbewegung

integrieren wollen; P,'" und P,'-' sind dabei durch (84) gegeben.

Als Differentialgleichung für die charakteristischen Glieder aber erhält man mit Rücksicht auf

die \'ariabilität von -r], tj', u, Kj nach den vorstehenden Entwickelungen für 5 offenbar:

d'^R
+R= P^+ P^^' cos Sw+ P^'^'-q cos (3w— v )+ P,'"-l cos (6w-v )

dv^

+ P^'*'-q' cos (3w— Vi)-i-P,"='r/cos (ßfy-Vj)

(f-fl cos IT . ^„ ,, , T
d-n sinii ^„ /, \ il >

(l"^"^)
' sm[3w— (1— c;)y]H -'-3 cos [3m'— (I — ?)y]

^

2ö, i^VcosTc, . ,., ,, , , JY sin ff, ,^" ' ^-sin[3w-(l- ?j)f]H '-—, i cos [3w— (1 — ;i)y]
(o^ + Q^yl dv ' V '1/ j

jj,

wobei die P-Coefficienten durch (84) gegeben sind.

Die allgemeine Form der zu integrierenden Differentialgleichungen (138) und (139) ist:

av

und diese lässt sich bekanntlich mittelst der Variation der Constanten integrieren, nach der wir also

auch die beiden Differentialgleichungen für die elementaren und charakteristischen Glieder zu

behandeln haben.
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Bewegiiu^:^ vom Typus 2 .> ;';;/ Drcikörperproblem. 445

Das Integral der Differentialgleicluing: ^

ist:

a; 1= Cj sin at— C^ cos at.

Das Integral einer linearen Differentialgleichung mit zweitem Theil:

^2^+a-'-x,^f{t) (141)
at-

aber erhält man bekanntlich, indem man für x^ wieder den Wert ansetzt:

.Tj = Cj sin al— C-, cos at,

nm- dass man hier Q und C, nicht als Constanten, sondern als P'unctionen von / zu betracliten hat.

Nimmt man an, dass nicht nur .Vj mit x der Form nach identisch sein soll, sondern dass dies auch bei den

dx, dx
ersten Ableitungen nach /,

—-^ und —— der Fall sei — im Sinne der Mechanik, dass nicht nur die
dt dt

Coordinaten, sondern auch die Geschwindigkeiten zusammenfallen — so wird, da:

—-^ = C,a cos at+C.^a sin ai
dt ^ ^

+ ~ sm at -^ cos al
dt dt

ist, nach der Voraussetzung für Q und Cj die Bedingung stattfinden:

dC^ . , dQ
—r-^ Sin at T-^ cos a ^ = 0,
dt dt

denn dann stimmen -j- und -—^ der Form nach überein. Durch abermalige Differentiation folgt:
dt dt

——i = —C.a^ sin at+C.^a^ cos at
dt^

^ ^

äC, , dQ . ^

H

—

yf a cos atA—~ a sin at,
dt dt

wo man jetzt aber die beiden letzten Glieder natürlich nicht abermals Null setzen darf, da sich dann zwei

Bedingungen für L\ und C, ergäben, diese also nicht mehr willkürlich wären. Setzt man indess:

dC, , dC, .—~ a cos at-i z^a sin at =/(/),
dt dt

so folgt, da:

C\a'^ sin at— C.^a- cos at = a-x^

ist, offenbar:

S^ = --^-^-1-^-/(0

also:

^^+a^-x,=m,

d. i. aber die zu integrierende Differentialüilcichung.
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446 H. Buchholz,

Derselben wird mithin dadurch genüge gethan, dass man die arbiträren Ctinstanten Q und C.^ aus

folgenden Bedingungsgleichungen bestimmt:

dC. . , ^Q-—^ sm at —^ cos ai =
dt dt

da ^ da . 1 ^,,,—r^ COS at-\——^ sm tz / = — fit),
dt dt a

Dieselben ergeben durch entsprechende Multiplication mit sin at und cos at und algebraische

Addition:

^=.l/(Osm(./).

Die arbiträren Constanten Q und C, bestimmen sich somit aus:

Q =— jf(t) cos (at) dt

Q =— J/(0 sin {at)dt.

Und das Integral der DilTerentialgleichung (141) wird mithin:

x^ _ sm_at^
^^^^ ^^^ {at)dt- -'^-^-

J/(/) sin (aO'^'- (1-^2)

In Anwendung dieses Principes auf unsere Gylden'schen Differentialgleichungen (138) und

(139) bilden wir zunächst die Relationen:

^i=/(i;)cost;; ^ =:/(z;) sin t;, (143)
av dv

indem wir für f{v) die elementaren, bezüglich charakteristischen Glieder einsetzen. Hierauf

integrieren wir die so gebildeten Relationen (143) und setzen danach ihre Werte in das Integral:

p =: Cj sin V— Cj cos v (144)

ein. Und zwar wollen wir von diesen drei Operationen die erste für die elementaren und charakteristi-

schen Glieder gemeinsam, die beiden anderen hingegen für^diese Glieder getrennt durchführen, so dass wir

die beiden Integrale (p) und R dann zu p zu vereinigen haben. Die folgenden Formelentwickelungen werden

zwar theilweise etwas compliciert, allein die Resultate selbst werden schließlich ganz einfache und

übersichtliche.

Die exargumentalenGlieder in p, die wir in Abtheilung a durch zweimalige Differentatiön separatim

bestimmt haben, wollen wir hier direct bei der Integration mitbestimmen, so dass dann also im

folgenden die P Coefficienten eben nicht durch die Formeln (88) und (90), sondern vielmehr durch die

Formeln (84) definiert sind. Als exargumentalen Theil in den Differentialquotienten (143) erhält man offen-

bar, da:

J f^ 1 1

-—^ z= P|{i> cos 3«' cos y = — P,j'> cos (3w+f)+ — P/,'' cos (3;^

—

v)
dl) dl Li

~~^ = PO) COS \^w sin i; = -- P.j'^ sin i:?)W-\-v) — P''^ sin V6fV — v)
dv 2 2
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Bewegwig vom Typus 2 ? im Dreikörperproblem. 447

und;

/'sin ,,-,,, 1 cos ,„ 3U. CdV sin

J cos 3(1—[Xj)± 1 sin 3(1— (j.j) d= ij dv cos ^

ist:

-r^ =^-f-V cos(3w+!')+^--^V- cos(3w-t;)

WO die Klammern bei -j-^ und ^-^'1 bedeuten, dass jetzt die Integration ohne Rücksicht auf das

Vorkommen von V in den Argumenten auszuführen, dass also die exargumentalen Glieder schon

beilicksichtigt sind. Da nun nach dem Früheren:

( )
:= '(ofi cos (3w— v)+ YgYi' cos (3iv—\\).

ist, so wird:

^Q\ 3 „. ( T,

dv
\i.P^\^''

j

^-
JTJ cos (vH-y)+ Tj cos {QlV— \'+ v)\

-~— JT] COS (v— i;)-!--^ cos {ßw—v— v)\

r,\ \rf COS (\\-hv)-^'ff COS (ßiv— v^-^v)\

(145)

Ts
i'^'

cos (Vj— f)+ -^' cos (6w—
v'i
— f)}|

l^y " 7 '^^''"
il+S" ^"^ ^'" (v+ t^)+ T, sin (6«;-v+ t;)|

^— {t] sin (v— i;)4-Yj sin {^w—v—v)\

C'^W-^.p.f"!^

2^ jri' sin (Vj+t^)+Y sin (6K'-Vi + y)|

^^— JTj'sin (Vj— f)+r|' sin (6w—Vj— 1;)||

(146)

\

Bilden wir die Gleichungen (143) für die übrigen elementaren und charakteristischen Glieder,

indem wir dabei immer nach den fundamentalen Gleichungen (36) des zweiten Capitels zerlegen und

allein Glieder, die zu den Gylden'schen vier Haupttypen A, B, C, D führen, beibehalten, so findet man

unter Hinzuziehung der eben erhaltenen Werte (145) und (146), unter Combination der Glieder gleicher

Argumente folgende Ausdrücke:

ldCA_(dC'\ fdC'/'

dv 1 \ dv J ' \ dv J
'

wo:

d^
dvrj = 7 1

^/^+ ^ --.-tr i
''i '^"^ (^- + ^) + V i ^i

"^ '^ •

s 1

'' '°' ^''^""^

Denkschriften der mathera.-naturvv. Gl. LXXII. Bd. 58
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448 H. BiicJilnilz,

d C"\ 1
^

1 = — P(^^{y) cos (3«'— v+ i;)+ Y) cos (3iv— v

—

v)]

H P<-"{7j'cos (3it'— Vj + i;)+Ycos (3n'—v^—v)]
Li

q^ dri cos Ji

^^ ^T] sin Jt

(5i+?)2 ^^^^

^5 dff cos :rj

sin (3w+ cf)+ sin [3«'—(2— ?)t;]}

cos (3«;+;f)+ cos [3w— (2—c)f ]j

sin (3M'+ ;it')+ sin [3«'— (2— cjt-]

(147^.)

/tJtv '^"''^i? ''M cos(3;z;+s,i;)+ cos[3;^-(2-q)t^]i

p(ö)+ ^ .
r- j2 ^ ^^ 2Qg (ß,^ ._v + j;) + ± j

p(5)+A . ^"^^-^ |rj cos {6fv-v-v)1 ^ P(5)+ A . [i5ii^

2(^2 2+8
^ä

} Y cos (6n'-Vi +!;)+ ^
j

P^t6)+A . Mj_JL3
j^^/ ^qs (ÖM^-Vj-t;)

|

und analog:

wobei:

^i;/ 2 * ' 2 2+ 8, !

t/f / \dv I \ dv

^ sin (v + t;)- - !p<i>+ - • -^-^^j
2 ( 2 «1

Yj sin {v—v)

dv 1
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Bewegung vom Typus 2j3 im Dreikörperproblem. 449

2a. Integration der Differentialgleichung in (p).

Setzen wir für v und \\ itire Werte:

V ^ (1 — ?)«— 7C

Vi = (1 — ?i)«^-'Ci

und führen die folgenden abkürzenden Bezeichnungen ein;

2 i > 2 8, 1

-'>'
2 ' ' 2 2+ 5, \

- '''
'

so ist das Integral der Differentialgleichung für die elementaren Glieder:

-^^ +(p) = P|(l'Yj cos V+ Pj(2)Y cos Vj (150)

gleich:

(p) := C[ sin ü— Cg cos V, (151)

wenn für C( und C^ die folgenden Werte gesetzt werden, die sich durch Integration aus (147a) und

(148a) ergeben:

(149)

(152)

C[ ^ Cj
J-^

cos (cf +7rj Jü+ Cgjr;' cos (qj;+ Zj)(/y

+ C3 J-rj cos {(2—g)i;—7r|(^ü+c^ J-/j'cos {(2—?j)ü— ^rji^f

Cg = c, Jtj sin (?ü+ 7r)i:/y+(r2 J-^ sin (^jt^+ Uj) Jy

+ c^j'q sin {(2— ?)i;— 7t| dv+ c^^-q' sin |(2— g,)!^

—

ttJc^i;.

Unter der Annahme, dass:

(p) = Yj cos {(l—i)v—i:\

hatten wir nun aber für rj und z die folgenden Bestimmungsgleichungen gefunden:

cos . , cos , „ „ cos
, p ^ ,,_^^

sm sm sm

daher ist auch:

Tj

''°'
|(2-?)r;-7:| =: ^

'^°'
|(2-5)i;-r; + Sx„

'^"^
{(2- ?„)t^-r„|. (154)sm '^ ' sm sin
'^ '

Analog ist nun in der Jupitertheorie ursprünglich:

(p)' = 7]' cos j(l -?')!''- 'c'!

und.

sm sm sm

Sind bei der Jupiterbevvegung drei störende Körper vorhanden, nämlich Saturn, Uranus, Neptun, so ist

(wenn man die Glieder dritten Grades fortlässt) der Index 11 in W,, gleich 1, 2, 3 zu setzen und es gehört:

y.[ zu Saturn als erstem störenden Körper,

vc.j zu Uranus als zweitem störenden Körper,

Xj zu Neptun als drittem störenden Körper.

58*
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450 J^- -ß " '" hh <ilz,

Hingegen ist x' ohne Index der eigene Excentricitätsmodul Jupiters. Demnach ist in der Jupitertheorie;

(p) =: -A cos {(!-?) f— rj 4-7.1 cos \{\ — Q^)v— i\\ +-/..^ COS {(1— saj^— ''äi +X3 cos ;(1 — ?3)y— Tgl

und: }i}^^)

cos , „, cos
,

„ cos
,

„ cos
, ,, ,

Yi cos («f-^-TT) = X . (<;w+ I)+%, . (^.v+lij+ v., . ((;.,w+l,)+X3 . few+ l,),
' \

/
sin sin ' - sin

"
sin

wobei nach Gylden (cf. Hilfstafeln, S. XXXV) für Jupiter, Saturn und Uranus die folgenden -provi-

sorischen« Werte zu adoptieren sind:

log x = 8.625232 log ? = 5.517513 r= 27°29' 19"
J

log Xi = 8.177773 log si == 6.402144 1^=312 8 11
|

(156)

logXj = 7.22415 log c, = 5.367276 T, = 101 9 57 )

giltig für 1850.0 und bezogen auf das für diese Epoche geltende Äquinoctium. Nach Abschluss der

»Orbites absolues", wenn die Hauptplaneten nach den Gylden'schen Principien durch

Herrn Backlund fertig behandelt sind, aber werden die Werte (156) durch voll kommenere

zu ersetzen sein.

In (155) sind die Accente absichtlich weggelassen, also nicht (p/, tj'i i'v'-irrJ sondern (p), r), sf+ it

für diese Jupitergrößen geschrieben, da, so lange wir die Jupitertheorie ins Auge fassen, Jupiter selbst der

gestörte Körper ist. In der Jupitertheorie also ist:

(p) = xcos \{\ — c.}v—Y\ -l-Soc„ cos \{\ — c,„)v—V„}

cos
,

cos . ,„ „ cos
, ^ . \ (157)

/j . {qv+t:)—% .
(?i;-fl)-4-Sx„ . (?„f+r„). '

'sin sin sin

Wenden wir jetzt aber die Ausdrücke (155) in der Hildatheorie an, so wird Jupiter selbst störeni.fer

Körper, Saturn rückt in die Stelle des zweiten störenden Körpers u. s. w., und dann also müssen die

Accente eingeführt werden:

, cos , , , , cos , , , „, , cos , , , ,,-. , cos
, , , „, ,

cos ,
, , ,,,

' sin ^ sin ' ' ^ sin " - ^ sm -^
i' * g^ i i

oder:
4

V ""^^ {q'v'+^') = Vx,; ''°'
i^!y+\\); (157a)

sin z^ sin ^ ^

I

denn jetzt sind alle vier Hauptplaneten störende Körper.

In der Hildatheorie also wird:

cos
, ^

cos , „, „ cos , p ^
Tj . {c,v+Tz)=% . ((;t;+ l)+ lx„ . «inV+ T„)

sin sin sin

Yj' . (? V+ Ttj) = Sx;, . (CnV+ \„),
sin sin

(158)

wo, mit wohl für alle Fälle ausreichender Genauigkeit:

?„ — [x?;, und r„ = r;,

und demnach in (157(3) einfach v' durch \xv ersetzt ist, und wo beidemale das n der Summe von 1 bis 4

läuft und man bei Jupiter einfacher gleich x', ?[, Fj für %[, ?j, r( schreiben kann, was Gylden in den Hilfs-

tafeln thut, wo also x',Xi,x.^ etc. durch die Formeln (156) gegeben sind.
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Bewegiitig vom Typus 2 .V /;;/ Dreikörperprobleui. 451

Nimmt man, wie in Abtheilung a, die Jupiterbewegung als elliptisch an, so verschwinden nicht nur

die von der 1; - d - T -Anziehung herrührenden Glieder, sondern es wird auch die Apsidenbevvegung

Jupiters ?^ = ?' = 0, und es ist dann, indem x' und F' die elliptische Excentricität und Perihellänge

Jupiters bedeuten:

, cos , cos „, ri' =: %'

f . iri=x' . I',
sm sm :r, =: 1' =1

(159)
cos

,
cos , „ cos „

r . (;t'+ ::)=v, . (rv+ T)+'/., . 1,
sm sin ' sm

cos
wo also das Glied x, . F, eine Constante ist. Von diesen Formen gingen wir in Abtheilung a bei

der genäherten Integration der Differentialgleichung für (p) aus.

Jetzt jedoch setzen wir strenger:

/
cos

, X- I
cos , , r. N

^

und somit auch: / (160)

Auf Grund der Formeln (153), (154^ und (160) sind nun die Integrationen in (152) direct ausführbar.

Es wird einfach:

Cj = c\ —sin {QV+ Y)+ c^ Y — sin {^„v-\-Y„)+ c\ V ^':sin (;„y+ r„)

+ c,^ sin |(2-;).-r| + ,-3 y^ sin
f
2- c„).-r„| + . V^ sin |(2-;„)f-r„S

Cg = — q ^ cos (:?y+r)— Ci y 2^ cos (?„t.+ r„)- Ca
V "^'1

cos (?„i;+ r„)

- ^3 ^^ cos{(2-c)t;-r| - c-3 y ^- cos{(2-?„)t.-r„| - ., y k:^cos <(2-c„)t;-r„|

Durch Einsetzen dieser Werte in (151) folgt:

(P) =xj^+^}cos|(l-?)t;-r|

. .
(161)

+ Z i'''"(^
+2^-)+''''(7- -^^i! cosi(i-c„).-r,.|.

^-J ' ^K '- -5)// \5k -— 5«/ '

Andererseits aber war der allgemeine Integralansatz:

(p) = xcos {(1— ;)y_r| +v.^^^ cos {(1 -?„)t;-r„|. (162)
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452 /-/. Buch h alz,

Daher erhält man die folgenden Bestimmungsgleichungen für ; und %„:

't«

^ 2—

c

(163)

?»— f^r

?H Cg

die zusammen mit (162) das Integral von (150) repräsentieren, indem c^ bis c^ durch (149) gegeben und

bekannt sind, sobald durch Integration der Differentialgleichung für R, zu der wir jetzt übergehen, ßg bis ß^

bestimmt sind, da nach Bestimmung der ß in ( 149) PJ", P,'" und P/-' nach (84), sowie y, und 73 nach

(105) und (106) berechenbar sind. Die Integrationsconstanten x und T bestimmen wir später aus den

Beobachtungen.

2h. Integration der Differentialgleichung für R.

Die zu integrierende Differentialgleichung für die charakteristischen Glieder war, indem wir die

bekannten Glieder für den 0'^" Grad nochmal mitschreiben:

d-'R—^ +i? = Po+ PJ" cos 3«'+ P^3'7i cos {Sw— V) + !'<'>
-q cos (6h^— v)

dv

+ P<*)Yj'cos(3;y— v^)-4-P(ß'Yj'cos (6w— vj

.. ,d-qcos% . r„ ,, . T
dri sin n

\^* " ' sm\?,w— {\—Q)v\-\ ^-5 cos [3w -(l--?)t'J
(S,+ c)M dv

.^-^^ j^^L-^ sm [3u-(l-c,).]+ -'-^^ cos [3n.-(l -;,).];

(164)

Zunächst findet man durch Integration über die Ausdrücke (147^7) und (148^^) folgendes Resultat,

indem wir der Variabilität von tj, r/, k, Ttj nur in den Gliedern vom Argument 6w;—v— t; und 6w—v^— v,

nicht aber in denen vom Argument 3»'— v—w und 'dw—v^—v Rechnung tragen, da J-r) cos (3w—v— v)

keinen kleinen Divisor enthält, während Jrj cos (6w—v— i^)iif einen kleinen Divisor enthält, also groß

ist, und JJy] cos (6»-t'—V— i;)t/t;- zweimal einen kleinen Divisor enthält, also erst recht groß ist. Setzen

wir zur Abkürzung:

1 \pi^. 3 ,p.^TJ_^,.
5. »2 ' ' 2

2 ' ' 2 S,I o 0. '

*

(165)

so ergibt sich mit Hinblick auf die Formel für die partielle Integration (129):

C"=— P(''>
,

2 ' '1 + 8

_,
pi-i)

I
1 1

-ri
sin (3«'--v+t;) vj sin (3«'~-v— f))

i
+ ? 1-6,-? '

2 ^ M+Oj + ?,

•/]' sin (3w— Vj+t;)-

1-81-Ci
7)' sin (3w^Vj— f)

j

q. d-f\ cos 7t i 1 ,„ , 1 ro /o \ n^•^
' > cos (3w+ ?w)— ^j 5 cos [3^— (2— ?)f]

(8i+?)2 ^1; (l+5j + c (166)
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 4r.3

qi dfislni:
\

I . ^„ /n n i
1 • /o \

q^ elf]' cos TTj
\

1

(8j+Ci)2 ^j; M+Sj + Ci

cos (3»' +?if)- cos [3w— (2— Cj)t^] (•

l-Si-?i

^- Jy]' sin t:A 1 . ^„ .^ . ^ 1 • /., , \

C'
\ . , , 1 ^Yl COS 7C~—-i^ T; Sin {btv—v+v) + ~—-^^

'— cos (67^^+ ?^)—
2+ 25 +c I

' ^ 2 + 2Sj+? dv
U166J

1 ä-q sin 71

25, + ,
{vsin(6;.-v-.)+-^

2+ 25,+ ?

1 ß?Tf] COS Z

sin {6tu+qv) ;

c dv

1 Jvj sin 3T

2+25, + q
7j' sin (6«'— Vj+f)+

2 5,+ ? dv

1 ^Y]' COS TT,

dv

cos [6 «'- (2^ ?)/;]
—

sin [6w— (2— c)i^]

2+25i + q dv
cos (6W+?!?;)—

1 dri' sinit^

2+ 25,+ ? dv
sin (6;t'+?ii')

on-l-rsi

1 dfl cos 7C

Tj' sin (6w— Vj

—

v)-i —

r

^ —z ^ cos [ßw— (2— ?j)ti]-

25,+ ;, dv

1 df]' sin X,

~257+l^ ^fy
sin[6w— (2— ?i)t;] .

Ebenso findet man:

CL' - piß)

2

Lp(-i)
9 I M-

'i^^ I
^1

/] cos (3n' —v+ f) + r -q cos (3w-' —v— f)

-^ Yj'cOS (3w— Vj + t'j+ r Y]'cos (3w -Vj

—

v)\
Ol +?1 1 — Oj— ?! '

^^ t^T) COS 7t ( 1

(5i + ?)ä t/t; l]+rj^ + -

q^ dt] sin TT
j

1

sin (3n'+ ?f)- sin [3*1'— (2— ?)y],'

l-5i-;

1

cos (3;r+ sf) + ::—r
^ cos [3w -(2~;)f (

+ -^

(5,+ :)2 Ju (1+0, + ? ' ' 1—5,-?

^^ drf cos TTj ) 1 . ,., 1'OS TT, l 1 . ^,-, 1 . ^„ ^^ .,

,
i -

—

^~-— Sin {3n'+ ;^v) + -—^ sin {Sw- (2-;,)t^ ,

(0,+ ;,)- i/i; M+o, + c,
^- 1— 5,— ?, ' '• ')

q, dri' sin TT, ( 1 ,^ 1 ,,, , , , ,
I

(s

+ -—-^
{
- Tj cos (6w—V+ ü)+

2+ 2^,+ ; ( ' ^
^

1 (i-/l cos 71 . ,

sin (bn' + ;ü)+
2+ 25, + ? dv

1 Jyi sin X
,,.

, /— cos(b>f+;ü).
2+ 25i+<: dv

(167)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



454 H. Buch holz,

/^ N
1 '^'1 cos 51

,,- .'/i cos (6«'—V— ?;)— —r '-^ sin [bw—(2— ?)f
I

2Sj + (; (

'

2ÖJ+C ^w

1 JTjsinir

28i + g dv
cos [6w— (2— sjt'J

<:'(,,, , 1 dri cos u, . „_,

2+25, + ,, )

" -1 "''' ^""'"'-"^ + ^)+ 2+25,+ ,, -dir^ ^'" (b..+ q.)-

1 Jtj' sin ;Cj

2+25,+ ^ ^i;
cos (6w+ ;,v)

+
25, + ?,

r ,^ N 1 '^V COS TT, . „ ,„ . -,

rj' cos (6«'— V, l^)— ;^ ;-^ -^^;^ SUl
|
6 7!'— (2 — ?) fj—

cos |6«' -(2— ?)i'"

(167)

Diese beiden Werte (166) und (167) sind nun also in:

i?, = C'l sin v—C^ cos t; (168)

einzusetzen und Gylden's Princip entsprechend haben wir bei der Zerlegung der Producte der trigono-

metrischen Functionen in Summen und Differenzen, wieder bloß Glieder der vier Fundamentaltypen

A, B, C, D zu berücksichtigen. Das Resultat dieser etwas weitläufigen Substitution wird jedoch einfach,

nämlich zunächst:

i?, = ß^Yj cos {3iv—v )+ ß4'/j cos (6w— V )

+ ßj-^' cos (3w— v,)+ ßj-rj' cos (6w— V,)

1i \
1

,

1
1 '^''i

cos TZ

(5,+ ?)2 / 1+5, + ; 1-3,-?) dv
sin [3«'-— (1 — c)v]

1 1 Jyj sin jr

dv
cos [3?z'— (1— ?)v]

(5,+ ?)2 / 1+5, + ? 1-5,-?)

ö, i 1 1 j t^Tj' cos t,
i^

{ r 1 s l
——, ' sm [3w— (1 --c,.)v\

(5,+ ?,)2 ( 1+8,+?, ^ 1-5,-?, \ dv L V ,; 1

^5 1 ) Jtj' sin ir.

(5,+ ?,)M 1+8,+?, 1-5,-?, dv
cos [3?!'- (1 — ?,)t^]

ßi—*-i sm [6?f— (l-?)w] + ß,(—*-^ ^ sm [6?d'-(l -?,)«]

„.^Tisin^ r^ /, s 1 r./'^'''i' sin 7t, ,„ ,, , -,

^[—^^— cos[6n' -(l-?)i']+ ßs—St—icos[6n'— (l-?,)y]
l3?f Jf

\

(169)

und es bedeutet:

P(3)
I

;l + 5, + ?)(l-5,~?)

ß. = - I

(l+5,+ ?,)(l-3,-?,)

3|j.P„(»Y.,(2+ 35,+ ?)

ß5 =

(25,+ ?)(2+ 28, + ?) 23,(2+ 5,)(23,+ ?)(2 + 2o, + ?)

3|xP,[%(2+ 35,+?,)

ßi

ß^

(23,+ c,)(2+ 25,+?,) 23,(2 + 5,)(25,+?,)(2 + 23, + ?,)

2P(5)(l+25, + ?) 3|j.P,;"T3('4+105,+4?+ 83f+ 63,?+ ?g)

(2 5,+ ?)'^ (2 + 2 8, + ?)^
"^

25,(2+3,)(25,+?)-'(2+ 23,+?)2

2.p(6)(i+25,+?,) 3ixP,")-f3(4+105, + 4?, + 85f+ 63,?, + ?^)

K- '

(28,+ ?,)2(2+ 25,+ ?J2 !5,(2+ 5,)(2 8,+?,)=(2+ 2 8,+?,)ä

(169a)
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Bewegung vom Typus 2/3 im Dreikörperprobleni. 455

Die Gleichungen (169) und (169 ß) repräsentieren das strenge Integral (innerhalb der a priori

vorgesetzten Genauigkeitsgrenze). Nun ist ja aber, da für Hilda die Commensurabilität so nahe erfüllt ist,

8, eine kleine Größe, während Cj und ? rein von der Ordnung der störenden Masse sind. Vernachlässigen

wir daher 5j, ? und ?j gegenüber der Einheit, so erhalten wir das folgende, der numerischen Rechnung

zugrunde zu legende Integral:

/?j n:
ßg'l COS {2>w— v)+ ß^Ti cos {Qw— v)

+ ß3rj' cos (3>f— Vj)+ ß5Tj' cos {Qw—v^

<—^ sin rSw—(1— s)l'] h ^ cos [Sw— (1— ?)yli
( dv dv - ^ ' 1(Si+?)2

9. c/ti' COS 5:, . i/tj' sin -j
n nl V (170)—

*

i sin [3w—(1— ?j)y]H *—

.

cos\6fv—{\ —c,^)v]} /
'^"^''

, , dt] COS IT .
, „ , . , , ^ , (ivi' COS TC, . , ,

ßi
-^-j;— sin [6w- ( 1 -?) !;J + ß^

- -,--^ sin [6 »z^- ( 1 -cj i;]

/t;
'- '-'/-'• ra ^y

wobei:

ß^^-^-— cos [Qw-{\-^)v\+ % '^^ ^ cos [6w-(l-,-Jt;].

ß, = pf); ß3 = ^/'';

ß4 =

ßi =

^f 3^P0)T,

2(2Si + c) 48i(2o,+?)'

^r 3;.P0)T3
.

2(2S,+Ci) 48j(20j+?j)' )
(!70a)

^f^ ,
3i.pa)T3

.

2(28j+c)2'^4Si(28^ + ?)2'

D/ I _L ^v-^» '3

2(25, + q)ä 48,(25,+ q)'^

ist. Indem wir in den Gleichungen ( 1 70a) für die P ihre Werte nach (84) und für '(., und Yj ihre Werte nach

(105) und (106) einsetzen, sowie für die q, p, g ihre Werte nach (14), (18) und (22) (in welchen Systemen

die Coefficienten der ß numerischeConstanten repräsentieren, die wir nach (15), (19) und (23) für Hilda zu

berechnen haben), erhalten wir vier Gleichungen für die vier Unbekannten ß.,, ßg, ß^, ß^, in denen außer

den ß nur bekannte Zahlen auftreten, so dass die ß aus ihnen vollständig berechenbar sind. Und einen

anderen Anspruch, als die numerischen Werte der ß für einen Planeten der Hildagruppe zu linden, stellt

unser astronomisches Problem nicht. Somit ist das Integral P, eine vollständig bekannte Größe und mithin

auch das Integral der Differentialgleichung für den Radius vector:

P = (r.,)+P, (171)

für Hilda mittelst der Gleichungen (102) und (163), sowie (170) und (170i/) numerisch berechenbar.

Denkschriften der mathem.-nuliirw. Cla.sbc. Üd. l.XXII. gg
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456 H. B

u

chliolz
,

3. Integration der Differentialgleichung für T.

Die strenge Integration der Differentialgleichung für T ist derjenigen für S analog; nur ist zu

bedenken, dass infolge der Variabilität von rj, tj', tz, t.^ jetzt die rechte Seite der Gleichung für T.

dT
dv

— S—2R-2RS+3R'-h3SR~-4R''

\6R~-2S—\2R"+ 6RS\rico5v

(172)

, cos
d-n . IC

sin
bereits Glieder mit enthält, da solche in den Inlegralen S, und R, auftreten. Analog wie in

dv

Abtheilung a erhält man also wieder dieselbe Differentialgleichung für T, nur muss man noch die aus

, cos
df] . %

sin
S, — 27?, resultierenden Glieder mit ; hinzufügen. Die Differentialgleichung für 7 wird dann:

dv " '

dT
dv

- T^+ rj'^ cos 3iv-h Tp cos 6w + T^ cos 9w

+ T(i)7]cosv+r(3)7j cos (3w—v)-h T(^hi cos (ßtv— v)

+ r<2) Y cos v^+Tp 7]' cos (3w-Vi)+ r<'') T|' cos (6w— Vi)

+ r(') 7) cos (3w+v)+ J'«) Tj cos (9w- v)+ T'-'->>-q' cos (Qw—v^)

+ 7/10)7] cos (6w+v)

3^,, d-qcos'K /IST 3^.j Jyi sin 7t ,„ /, ^ ism[3w—{\—<i)v]+j^-^^ —4^ cos [3w—(1— ?)t;]

(173)

(§1+?)' dv

3^5 £? 7]' cos 51, 3^5 ^7]' sin TTj

(g, + c.)^ dv
^'" [3^-(l-q)t']+(g^:^, ^^^cos[6..-(l-0-

-2ß , dti cos 7t .

i^^ü

sin [6w— (1 -?)i;]~2ß.
, c?7j sin X
* dv

cos [6iv^(\ ~z)v]

Sß^^'^^^^^sm [6^-(l-,J.]-ß:^^^^:#^c
dv dv I

wo die r-Coefficienten wieder durch die Formeln (118) gegeben sind. Bei der Integration betrachten wir

7j, 7j', 7t, Ttj, analog wie bei S, nur in den Gliedern der Form C als variabel und erhalten so als Integral;

r, = (<r„+ Y)t'+ Yi cos Sw+g^ cos Gw+g!, cos 9n>

+g!^'q cos v-h'j'., Tj cos {3n>— v)+ y^ tj cos (6w— v)

+^[tj' cos Vj+Y.JTj' cos (3w—v^)+-(^-q' cos (6w— Vj)

+ 7,; 7] cos (3w+v)+ ^(tj cos (9w - v)+gl--q' cos (9w— v,)

+^,'7] cos (6w+v)

JC^i) _ 3 9j M '^'1 cos 7t df] sin 7t

(8, + 5)^ (8i+?)3*
)~^;7;^'^°^t3w;-(I-?)«]-—

^^/^^
sin[3K;-(l-s)i;]

J(4)
I

dv

3q^ i \d'q' cos 5tj

f 1
(174)

-1-

'(5i+ ?i)^ (5i+?i)-''

2ß^ i (^-^ cos 7t

dv
cos[3w-(l-?i)z;]-'^^'?^"^sinL3w-(l—cji'lj

1+281+ ? ( dv

2ßj' {drf cos 7ti

l+23i+Ci( dv

rn /1 NT '^^'1 sin 7t

cos [faw— (1— ;)i;]
'—— sm[Qw—(l-<;)v\

vn ,, X H '^'l' sin 7t, . ^ , ,. , ,,
cos |6w— (1 — q)ti] ~- ^- sin [bw— (1— (;i)f][,
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wobei:

Bewegung vom Typus 213 im Dreikörperproblem. 457

3
To = ^o+ T und c^ = ; y = -- ß«

;

J(l) J(2) 7(3)

Vi - 1+8^
' ^i-2(H-Si)' .^2-3(1 + 8,)'

j(i) 7-(2) 7(3) rw

7(5) 7(6) 7(7)

^^^ l+25j+? ' ^"~ l+25i+ cr' '^""2+3^-? '

7(8) 7(9) 7(10)

o' — I • ffl — I _• a-

—

I

öS 0_i QS _i_ . ' Ott 0_lQR 1 ^ ' *'

ist.

2+ 33j + s
' *" 2+38,+q ' *' 3+ 2Si-?

Für die numerische Rechnung ist dabei mit Hinblick auf den früher ermittelten Wert \'on:

wo ^',"' =öi jw', aber ^^'*ßi und
^'i'^ß,

von der Ordnung — sind, zu bemerken, dass z. B. das Zusatzglied:

\

^1 ^ß4 —^ cos 3m;-(1 -?)z; 3c
' * dv 8

und mithin so klein ist, dass man es bei der numerischen Rechnung vernachlässigen wird. Im Integral

wird man also einfach:

9,='^f und q,=qf'>

setzen, wobei qf^i und qf^ die durch (15) gegebenen Werte haben. Ähnlich hat man bei den beiden

Gliedern in ß{ und ß^' zu verfahren, indem z. B. der in ß^' auftretende Wert P^^^^ nach (84):

Pf) = 2a,-p,+ ^g,+ ^\ (g,-q,) ßi I
+ (a. -^p,) a,

und hierin z. B.:

ist; auch hier wird man bei der numerischen Rechnung Glieder dritter und höherer Ordnung vernach-

lässigen. Im folgenden Capitel, wo wir die numerische Rechnung für den 0'°" Grad bis zur dritten

Ordnung inclusive ausführen werden, sieht man schon, wie die Behandlungsweise des Problems nach

den Gyl den 'sehen Principien zu wirklichen Resultaten führt.

C. Die Integrationsconstanten.

Unsere Differentialgleichungen für S, (i, T (cf. System I, 1,2,3 zu Anfang von Capitel IV) müssen

offenbar vier Integrationsconstanten besitzen.

dri^
Gehen wir vom Zwei-Körperproblem aus, für welches tj constant, also — - ^z ist so wird für

dieses, da P und Q die störende Masse enthalten, also fortfallen:

dv dv^

also:

S = a^ =r const.
; p =z 2ag+a^H-e cos (t^— u),

59*
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458 H. Buchholz,

lind hier sind a^, e,K die Integrationsconstanten. Der Radius vector:

1 + p

wird also für das Zvvei-Körperproblem in den Gylden'schen Coordinaten:

an— e^)
r =: ^

(1 +a^)'^+ e cos {v— ic)

oder:

ä{\ — e) _ p
r 1=

1 + e cos {v— tt) 1 + e cos (v — -n)

wo:
a{\— e'^) . e

_

1— e^

ist. Dabei ist a eine Constante, die einen Mittelwert von r repräsentiert und noch nicht näher definiert ist.

Da sie aber \/on a^ abhängt, so kann man offenbar, da beide Constanten ja willkürlich sind, auch a als

Integrationsconstante und a^ als überzählige, beliebig zu bestimmende Constante

betrachten. Thut man das, so kann man weiter, auf Grund der Relation:

k sJ \ + ifl

an Stelle von a auch u als Integrationsconstante betrachten und somit jetzt n, e, j: als Integrations-

constanten auffassen, rt,, aber als eine Constante, über die wir noch frei verfügen können.

In diesem Sinne verfahren wir auch beim Drei-Körperproblem und betrachten die Gylden'schen

Größen n, ä, V als die Integrationsconstanten, während wir über a^ später verfügen, und zwar im Sinne des

Brendel'schen Verfahrens bei kritischen Planeten so, dass der Theil c des ganzen constanten Theiles

Y von T, welcher (c) rein erster oder höherer Ordnung ist, verschwindet.

Die Integrationsconstante der Gleichung:

3

dv (I + P)^ dv dv

sei A, sodass also, wie auch bereits in Capitel I gezeigt;

nt — «C+A+J

ist, indem man die durch Integration von — entstehende Constante mit A vereinigt, also gleich Null
dv

gesetzt denkt, da sie zu A kommen würde.

In toto sind also bei Betrachtung der Bewegung i n der instantanen Bahnebene, a oder «,

ferner x, F, A die Integrationsconstanten und a^ eine Constante, die zur freien Verfügung bleibt, während die

in R auftretende Constante ^7^ bekannt ist, sobald man über a^ verfügt hat, wie wir in Capitel V sogleich

sehen werden.

Die Veränderungen der instantanen Bahnebene im Raum, sind, wie wir in der Fortsetzung dieser

Untersuchungen sehen werden, durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung charakterisiert, die als

solche zwei Integrationsconstanten, i und besitzt. Sodass die wirkliche Bewegung des Planeten durch

die bei der Integration erhaltenen sechs Bahnelemente n, '/., V, A, /, 0, die aber bei dem hier gebrauchten

Integrationsverfahren nicht strenge den sechs Gylden'schen »absoluten Elementen« entsprechen,

eindeutig bestimmt ist.
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Bewegung vom Typus 2I?> im Dreikörperproblem. 459

Fünftes Capitcl.

Die vorläuflg-en numerischen Ergebnisse der ersten Näherung für die

Grenzen der »Hilda-Lücke« im System der kleinen Planeten.

A. Über die Giltigkeit des Verfahrens in der ersten Näherung.

Bekanntlich haben außer Gylden selbst die Herren Brendel und Callandreau wertvolle

Untersuchungen über das Auftreten der Lücken im System der kleinen Planeten gemacht, ja Herr

Brendel hat bereits erste genäherte numerische Rechnungen für Hilda in seiner Theorie der kleinen

Planeten angestellt. Es ist von Interesse, zu sehen, wie sich im folgenden die Grenzen der Lücke

im Typus f— j durch Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung, die ich mitgenommen habe,

verificieren. Im Sinne des Brendel'schen Verfahrens^ für kritische Planeten werden wir dabei die

Constante a^, über die wir noch willkürlich verfügen konnten, für Hilda so bestimmen, dass der in

dT
pars const. — auftretende Theil rein erster oder höherer Ordnung verschwindet.

dv

Als Wert der Constanten b^ hatten wir im vierten Capitel gefunden:

b, = 2a,+ h,+ h,[i,+h,f^, (1)

wo:

K^
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460

wobei:

H. Blich holz,

If, = 2Bo.oj

6[x
B3.O.O— (1 + 8,) ^3.0,0— «,

21

/ — 51-"
' --"s.o.o

i + g^

^2 = ^o'.o.o+ 65o.o.o-y«o

/3 = 3BII,- ^1^53.0.0-3(1 +S,)A3.o.«

'4 — -'-Do.U.U

(3)

ist.

also:

Da also /„, /,, /;,, 1^, /, rein erster Ordnung sind, so bestimmen wir a^ so, dass:

ö
(4)

wird. Hiermit wird auch a,, rein erster Ordnung, wie wir voraussetzten; denn wenn z. B. l.^ rein

erster Ordnung ist, so müssen, da ß < 1 ist, die Producte /^ß,, /..,ß^, /gß'J
etc. alle kleiner als /., selbst und

somit erst recht rein erster Ordnung sein. Und weiter wird:

3 R'

Schließlich hatten wir für ß, folgende Gleichung gefunden:

wo die p si m' und gegeben waren durch:

2^3.0.0

(4 a)

(5)

p' = ^3.0.0-
l + 5j

/ILO
6.0.0

// ZJl ,
' Rl «•"" ^+^1^ Qy-B&.O.Ü

,

12|J.^6.0.0

/'" = 5i:o.o+ 2 ^i "0" 1^8, 2
^'^•""~

"TTsT (1+5,)^

p

42.0
^3.0.0

42.0
^9.0.01 1 1 ^-0

2 ^3.0.0-*^ 4 -°3.o.o^^ 4 ^9.0.0
i + 5^^2(l + Si) 2(1+8,)

i±Ä .1.0 _!
4 "^3.0.0

31^5^:^.0 Qj^-^älo 3ii.>l.^;°„

4 ^^9-o.o ^(l + S,) 2(1 + 8,) (l + 8,)2

(6)

'i /11.0

+
(1 + 8,)'^

9 |i.2 53.0.0 9|J.'53.o.o
[J.^3.0.0+ -^!J-Ä).o.o /, . ^s!," +

{\ + \f 2(l+ 8,)2

Slii^^g.ü.o 18[j.M3.o.o _^ 9|xM3.o.o 81;x^A.o.o+
2(1 + 8,)^"^ (l + 8,)3 "^"(l + 8,)3 (l + 5,)3

'

aus der wir nun ß, wirklich zu bestimmen haben. Ist ß, gefunden, so ist auch die Constante:

b^ = 2a,+ h,+ h^f.,+h^<^\

berechenbar, sobald man über a^ verfügt hat.
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Bervegtmg vom Typus 2/3 im Dreikörperproblem. 4ül

9
Nun ist für den Typus —

2— S 2—d,
[1, = —— ,

|i., =
3 3

und es war:

also 2— 3[Aj ;:; Oj, oder 2— 3[j,— u[xy = Oj, mithin:

3, =: 5-311Y. (7)

So lange nun Oj nicht sehr klein wird — also bei den gewöhnlichen und auch hei denjenigen

charakteristischen Planeten, für welche 8^ noch so groß ist, dass sie nicht kritisch sind — und zwar

der Größenordnung nach nicht kleiner als die Quadratwurzel aus der störenden Masse, also:

wird offenbar auf Grund von Gleichung (5):

ßi < \/m'.

Denn da mit Fortlassung des Gliedes /'"'ß'^, wodurch keine wesentliche Modification eintritt:

ß^ = -^ 25,4-y- («)

so ist, wenn 8j >\/w' ist, offenbar /?" sehr klein gegen 5^, denn es ist p" 3: m' = ,7,^ und Z^-^sJm' ^ —

oder größer; also:

p'

^^""2S7J:8f'

indem man bei Bestimmung der Ordnung einer Größe ja jede kleinere, die in ihr aultritt, gegenüber einer

größeren fortlassen kann. Nun ist aber auch Z^ immer viel kleiner als 1, denn es ist ja die kleine Grüße

o

um welche \^.^ vom rationalen Bruch — abweicht. Daher ist auch Oj<5j, also:

o

p
'''="28;'

und da p' ^sz m' und man natürlich 8^ und 2 3, auch als von der gleichen Ordnung zu betrachten

hat, so ist:

m'

also, wenn 3,>\/jw':

ß,<\/w'; ß'f<w'.

Verfügt man in diesem r*"allc über die Constante a^ so, dass der ganze constante Theil von

-— verschwindet, also c^+
'i
==0 wird, und mithin 3, — 3, so wäre a^ zu bestimmen aus der Gleichung,

dv

3a, = /„+ /,ß,+4ß-^+/3ß3+/^ß| + A ß2_ (9)

und dann würde offenbar:

Ur. ^ m'.
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462 H. Buch holz,

weil die größten Glieder in Gleichung (9) rein von der Ordnung der störenden Masse sind. Denn wenn;

a =^ b+ c,

so ist jedenfalls;

a zmb, wenn b> c,

aber:

a nr c, wenn b < c

ist. Und da /^ßj < ;«', dagegen /^ zsz in' ist, und das größte Glied den Ausschlag für die Größenordnung

gibt, so ist eben jetzt a„ rein von der Ordnung der störenden Masse. Da aber a^ der constante Theil von

6',, und (jj znz ni' ist, so ist auch;

So 3: m'.

Es wird dann also S„ hinreichend klein, was die nothwendige Bedingung für die Convergenz unserer

EntWickelungen ist. Denn wenn S,, groß wäre, so wären auch i?^, r„ und A'„ groß und damit die

Entwickelungen von P und Q, die nach R^ und /vjj fortschreiten, divergent, was jetzt indes nicht

der Fall ist.

Würde hingegen für einen Planeten:

wo er dann »kritisch« wäre, und convergierte nun Sj gegen Null, so würde offenbar ßj nach der

Gleichung (8) immer mehr wachsen und für einen Wert von 3,, der rein von der Ordnung m', derart, dass;

2 §1+ 52= +;;"

3
wäre, würde ßj = co. Mithin würde dann auch y = — ß'^ über alle Grenzen wachsen.

Nach der Gleichung (7) aber würde, wenn y bei constantem 5 wächst, 3^ immer größere negative

Werte bekommen und daher ß^ nach Gleichung (8) immer kleiner werden, was dem obigen widerspricht.

Thatsächlich kann ßj nicht so klein werden, dass ßj = v/S wird, und man erkennt somit

vorläufig schon allgemein, dass 3^ nicht unter eine gewisse Grenze herabsinken kann, während ßj nicht

über eine bestimmte Grenze hinauswachsen kann, deren Werte wir jetzt präcisieren wollen.

Wollte man, wenn 3, beliebig klein wird, also bei kritischen Planeten, «„ so bestimmen, dass der

ganze constante Theil der Differentialgleichung für die Zeitreduction verschwände, also auch -( ^ U

würde, so wäre offenbar:

ß'f
3> m\

denn es ist, wenn 23j > p' ist;

und, wenn 2 3j</?' ist;

ßi
P' ^

2\ +^-p"

also ßj un 1, d. h. von der nullten Ordnung in Bezug auf die störende Masse und somit auch Ll^, ^n 1 und

S^^znz 1 und die Entwickelungen würden dann also divergent. Denn wenn sie auch eventuell nicht gleich

divergierten, wenn S„ nur um ein weniges größer als würde, so würde doch, wenn z. B.-
"

1048

offenbar Oq sehr groß werden, wenn Oj sehr klein würde, die Reihen für/-" und Q dann also sicher

divergent.
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BcwegiiuX vom Typus 2 3 im Drcikörpcrproblcm. 463

Bestimmt man indes jetzt bei Hiida i/„ ans der (ileichung:

also so, dass:

3
<r„ = 0, aber y = -^ ßj

wild, nnd führt den Wert:

3, =2-|iJ.ß'f (10)

in Gleiciuing (ö) ein, so finden \\\v die folgende zu discutierende ("'ileichung dritten Grades:

p;'+Äßf+/ß,+H=o, (11)

in der:

p"i _ p"^2?j _ p'
s = —-; / = -^

^ -
; // = — (12)

Ü|JL 9|j. Un ^ ^

ist.

Setzen wir, um das quadi-alische Glied zu eliminieren:

?^=.^-~, (13)

so erhält man an Stelle von Gleichung (11):

g'^+ ing+i! =0, (14)
wobei:

in m /

3

2 „ ts

27 3

ist.

Da jetzt also:

g^= —mg+n,

so ist, wenn mg<n (was eben hier der Fall ist), doch:

— ing+n znz n,

also auch:
g' 1= n.

Da aber:

n rni ;a/',

(15)

weil alle p und deshalb auch sowohl s wie / und u rein von der Ordnung der störenden Masse sind, so

wird auch g^ zsi in' und mithin nach (13) auch

.

ß, =- ^^/m'.
.

(lö)

Diese Grenze also kann jetzt ß, niemals überschreiten: Der .Maximalwert, den die Störungen

jemals erreichen k- ü n n e n , ist von d e r r d n u n g der (
' u b i k w u r z e 1 aus der st o r e n d e n Masse

Ferner folgt, wenn o = wird:

8. =-3;.ß2,

also mit Hinblick auf Hfa):

3, IE \/^-. (1^)

Denkschriften d. iiiatheiii.-iialuiu-. ('lasse. Bd. LXXII. ßQ
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464 H. Blichholz,

Der Minimalwert, unter den jetzt 5j niemals lierabsinken kann, wird also von der

Größenordnung der Cubikwurzel aus dem Quadrat der störenden Masse.'

Mithin existieren, wenn factiscl: würde:

wo die Entwickelungen thatsächlich di\'ergent werden würden, für einen solchen o^ Wert überhaupt

keine Planeten mehr, weil eben, wie bewiesen, o^ der Größenordnung nach nicht kleiner werden

kann als die dritte Wurzel aus dem Quadrate der Jupitermasse. Vielmehr tritt in diesem Falle eine

Lücke im .System der kleinen Planeten auf und somit liefert die Gylden'sche Störungstheorie

(indem auch bei den folgenden Näherungen die Convergenz sich darthun wird) für jeden 5-Wert, Null

inclusive, ein convergentes Resultat. Die in dieser Hinsicht von mathematischer Seite

gemachten Einwände sind nicht berechtigt.

Und es sei noch bemerkt, dass die vorstehende, für den 0. Grad entsprechend der Brendel'schen

Behandlungsweise für kritische Planeten durchgeführte Entwickelung in gewisser Analogie steht zu

Gylden's horistischer Methode, insofern nämlich, als dasjenige, was Gylden iür den Grad bei

Hinzuziehung der Glieder dritten Grades nachgewiesen hat, hier beim nullten Grad für die Ordnungen

durchgeführt worden ist. Ganz analog der Gleichung 3. Grades, die im Vorstehenden behandelt wurde,

ergibt sich bei Gylden (cf. Nouvelles recherches pag. 11) bei Rücksichtnahme auf die Glieder dritten

Grades eine Gleichung 3. Grades. Würde man in (p) bei Bestimmung der %„ nur den ersten Grad berück-

sichtigen, so könnte der Fall eintreten, dass ein «-Divisor äußerst klein oder Null wird (gerade wie im Vor-

stehenden 5 Null werden konnte). Das Auftreten solcher »kritischen« Divisoren vermeidet eben Gyl-

den, indem er die Glieder dritten Grades mitnimmt, bei deren Bestimmung er zu seiner Gleichung

3. Grades in x gelangt; während im Vorstehenden zur Vermeidung der verschwindend kleinen Divisoren

8j =: — 3|j.Y eingeführt wurde. Die Größe 3 [A'c spielt also hier diesbezüglich der Ordnungen eine ähn-

liche Rolle wie Gylden's horistische Function H, welche gleichfalls die kleinen Divisoren von der

Null weg begrenzt und darum eben von Gylden als »horistische«, d. h. »begrenzende« Function

bezeichnet wird, Wächst nun die mittlere Bewegung zu einem anderen Typus, so macht 3^ einen Sprung,

während es, wie in der folgenden Rechnung für Hilda gezeigt ist (cf. die »Tafel für die Änderung der

2 2
mittleren Bewegung und die Lücke im Typus -^«) auch beim Typus --- selbst einen Sprung macht. Somit

ist also Oj eine unstetige Function der mittleren Bewegung, und zwar ist sie unstetig für jeden

1112
rationalen V/ert -— ,

—
-, -—, —-.. . Das steht ganz in Analogie zu Gylden's horistischer Function Ä

2 3 5 3

Auch diese besitzt, wie wir später sehen werden, Umkehrstellen und, da es unendlich viele rationale

Werte gibt, hat sie offenbar unendlich viele solcher -Singularitätsstellen«.

Hierzu kommt noch, dass man zwei rationale Werte wählen kann, die beliebig nahe —»überall

dicht«— liegen. Die horistische Function ist daher keine analytische Function, auch fehlen ihr,

wie Gylden zeigt, die Ableitungen, und was sie leistet ist also: die Begrenzung der gefährlichen

kleinen Divisoren von der Null weg, wodurch sie den auftretenden kritischen Gliedern

begegnet und auf convergente Entwickelungen führt, worauf ich bei anderer Gelegenheit

zurückkommen werde. Der öfter wiederholte Vorwurf der Divergenz trifft nur die früheren Gylden'schen

Entwickelungen. Während von anderer Seite die Behauptung aufgestellt wurde, um tiefer in das Problem

der drei Körper einzudringen, müsse die Theorie der analytischen Fimctionen vertieft werden, gelangt

Gylden gerade durch Einführung einer nicht analytischen Function ziu- horist ischen, der besten

Integrationsmethode, die bisher zur genäherten Lösung des Problems der drei Kiu'per in der Astronomie

aufgestellt wurde.

1 Cf. auch: Gylden, Nouvelles recherches p. 11. Ferner: lirendel, Theorie des kleinen Planeten p, 126.
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Beivegtiiix fun Typus 213 im DreikörpcrpiobU'm 465

Weil nun also Oj niemals Null wcidun kann, so kann auch gar nicht strenge:

n' _ _ 2

n^ ~ '""' ~ y
werden, d.h. eine strenge Commensurabilität kann überhaupt nicht eintreten. Es ist aber

gerade ;/, die wahre mittlere tägliche Bewegung, nicht aber », welches als hitegrationsconstante

stetig alle beliebigen Werte, Null inclusive, annehmen Icann. So lange man n als die mittlere tägliche

Bewegung definiert, kann man natürlich zu einer Erklärung der im System der kleinen Planeten auf-

tretenden Lücken nicht gelangen, da n als Integrationsconstante natürlich niemals Lücken aufweisen

kann; während hingegen:

n. = -~^- (18

Lücken aufweisen muss, da 3^ der Größenordnung nach nie kleiner werden kann als \»i"', und:

ist.

Ginge man in den hier unter Berücksichtigung der Glieder diitter Ordnimg durchgeführten Unter-

suchungen für Hilda weiter und nähme Glieder vierter Ordnung mit, so bliebe die Bestimmungs-

gieichung (20) für ßj:

(2 5^ + 5?)ß, ^p>+p"'^^+p"'^l+p""f^ (20

noch vom dritten Grade und y definiert durch:

Ginge man hingegen bis zu Gliedern fünfter Ordnung:

(2 5^ + 5'f)ß,
=/+/;"ß,-4-//"ßi+/.'Vß.^_^vß4_ (21)

so würde
3 ,o 15 ,,

und die IJefinitionsgleichung (21) von ßj vom fünften Grade. Ganz allgemein wäre:

1.3,., 1 1.3.5,, 1 1.3.5.7,, 1 1.3.5.7.9 ^„

Y = ßf + ß + ß'; + ßj-t-

12 12 2- 12 3 2=* 12 3 4 2*

.ß?" + ... =(l-ß-f)-
'1 1.3.5...(2»+1) ,,„ ^ _ „_,,-,

n ! 2"

(22)

3
und dieser strenge Wert, der \on y = o ßi

n'-i'''ie''isch indes nur eine kleine Abweichung ergibt, ist der

folgenden numerischen Rechnung zugrunde gelegt. Die Reihe (21), die gleichfalls unbegrenzt fortsetzbar

ist, convergiert, weil, wie aus der Entwickelung der .Störungsfunction hervorgeht,
^^_ j-| sich mit

wachsendem ;/ der Einheit nähei't und demnach ——r- ß'' einer Grenze zustrebt, die kleiner als 1 ist.
p(n-l) I 1

Wie rasch die Reihe convergiert, darüber kann man a priori nichts aussagen; jedenfalls aber hat man

praktisch in dei' numerischen Rechnung keinesfalls weit in der Reihe zu gehen. Ob Glieder vierter

2
Ordnung beim Typus ^ numerisch überhaupt noch in Betracht kommen, bleibt der weiteren Unter-

suchimg \'orbehalten. Vorläufig gebe ich hier die Resultate, welche ich für Hilda imtcr Beiücksichtigung

inclusive von Gliedern dritter Ordnung gefunden habe.

60*
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466 H. B H c h li nl z
,

B. Die numerische Rechnung für Hilda.

Um zunächst den Kritischen 5-Wert zu eruieren, füi- welchen die Lücke aufli'itt, wurde für 3 als

Argument eine Reihe von ßj-Werten aus der cubischen Gleichung (14; gerechnet, wie die am Schluss

2
gegebene »Tafel für die Änderung der mittleren Bewegung und die Lücke im Typus —

«

angibt. Dabei zeigte sich, dass das kritische o liegen müsse zwischen 8.450 und S.4(J0. Den kritischen

5-\Vert, für welchen die Bedingung der Lücke:

4 m^
1 +— -^— =0 (23)

27 w2

sechsstellig am nächsten erfüllt ist, fand ich zunächst durch ein Näherungsverfahren, das rechnerisch

indes sehr weitläufig ist. Deshalb will ich ihn hier principiell bestimmen und setze dazu in Gleichung (15)

zur Abkürzung:

Dann wird die kritische Bedingung (23):

Dies ist eine cubische Gleichung in /. Zur Elimination des quadratischen Gliedes werde gesetzt:

> = '*-2'

dann ergibt sich nach einer kleinen Rechnung ZLinächst eine cubische Gleichrmg in /, nämlich:

lU-rl+p-0,

wobei:
9 1 ^

ist, und // wie s, was sich gleich zeigen wird, constantc Größen sind, die sich aus den .Störungsgliedern

der ersten und der dritten Üidnung berechnen lassen. Der Wurzelwert von / aber ist:

und zwar ergibt sich auf Grund der im folgenden für s und // gefundenen Werte numerisch;

log/ = 8.099936,,— 10

und damit:

logt = 8.099279,,— 10.
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Betvegiuiii vom Typus 2 3 im Drciknrpcrprublcm. 467

Mittelst des im fulgendcn bereciineten Wertes der Glieder zwei tcr Ordnung, /'", aber erhält man

hiernach für o ans:

logo = 8.453130,

ein Wert, der die kritische Bedingung (23), indem sich m und n aus (15) ergeben, indes noch nicht völlig

erfüllt, da bei der Berechnung von /, selbst wenn man die höheren Stellen beim Ausziehen der Quadrat-

wurzel sehr weit berücksichtigt, eine gewisse Ungenauigkeit unvermeidlich ist, was mit daher rühren

dürfte, dass das Glied
864

in p numerisch gänzlich fortfällt. Mit obigem o Wert findet man nämlich:

nr^

27 n"-

— 0.000035.

;»'

Nun überzeugt man sich aber leicht, dass, wenn 5 wächst, auch '-^,- wächst. Daher braucht man
u-

den gefundenen 3-Wert offenbar in den letzten Stellen nur ein wenig zu verkleinern und erhält so sofort

als das kritische S, welches die Bedingung der Lücke sechsstellig am nächsten erfüllt:

log 8 = 8.453120.

In der That wird für diesen o-Wert:

1 +
;;/•'

27 «2

während für die beiden benachbarten 5-Werte;

= —0.000002,

og = )

8.453119

8.453121

sich:

1 +
4 m» ( +0.000005

27 n^ { -0.000005
ergibt.

Auf Grund der im zweiten Capitel durchgeführten numerischen lintwickekmg der .StöriingstLinction

für den Planeten Hilda ergeben sich zur Berechnung der Störungen O'«" Grades bis zur dritten Ord-

nung inclusive zunächst nach den Formeln (19) desselben Capitels aus den y folgende Werte für die il,

die, wie alle folgenden Zahlenwerte, zweimal unabhängig" ermittelt wurden:

log Ö3.0.0 — 9.176240 log 1>g.o.o = 8.689615 log iJy.o.o = 8.252822
\

logl'o.i.u = 9.546530«

logJ^G.s.o = 0.196703

logf>o.3.o = 0.763357 /i

log ß:j.i.o = 9.788548//

log Ü3.2.0 = 0.285070

logiäs.s.ü = 0.768115»

logQo.i.o = 9.263056//

log ßy.2.0 = 0.033433

logSJg.s.o = 0.688875//

(24)

Aus den ß ergeben sich die P und Q auf Grund der Formeln (2-1);

log Pa.u.o = 9.788548

log P3. 1.0 = 0.586100//

logP;3.2.0 1.245236

logÖ3.o.o = 9.176240

log Ö3. 1.0 =9.961250//

'og O3.2.0 = 0.557153

log Pr.o.o = 9.546530

logP,i.i.o = 0.497733//

logPo.L'.o = 1.240478

IogOü.0.0 = 8.689615

IcigOü.i.u = 9.653076//

log Qe.o.o = 0.384477

log Pi.o.o = 9.263056

log/'.,. 1.0 = 0.334463//

logPy.'j.o = 1.165996

log O9.0.0 = 8.252822

logÖM.i.u = 9.340547//

log öy. 2.0 = 0.176157

(25)
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468 H. Buchhnl::

Damit ergeben sich kii- die Kiitwickeiiingscüefticienten A und B der partiellen Derivieiten Q und P
der Störungsfunction ii mittelst (44) die Werte:

log,4a.o.o = 9.954391«

log .4' ;0„ = 0.739401

Iog4';;'o = 1.335304«

log 53.0.0 = 0.089578

Iog 5' ;;;y
= 0.887130«

log52;0o= 1.546266

log .4,3.0.0 = 9.768796«

log A]rl, = 0.732257

log.4J5[;y = 1.463658«

log So, 0.0 9.847560

log 5^;0„ = 0.798763«

log 52.0^= 1.541508

log5J;0Q = 0.533421«

log .4,,.,,,, — 9.508095«

log Al'l^^
— 0.595820

log 4;;;,= 1.431430«

log ßg.ü.o = 9.564086

log5^;f;„ = 0.635493«

\ogBll^= 1.467026

(26)

An dieser Stelle controliren wir indes diese sämmtlichen .4- und ß-Werte, indem wir sie noch

einmal, und zwar nach der zweiten Gylden'schen Methode, wie sie im zweiten Capitel auseinandergesetzt

wurde, berechnen. Auf Grund der dort gegebenen Formeln (61 Z?), welche die ,4 und B direct als Functionen

der i> geben, erhält man, unter Berücksichtigung der im zweiten Capitel für die »^>« für Hilda gefundenen

numerischen Werte (87), folgende Resultate für die .4- und 5-Coefficienten:

log ^3.0.0 = 9.954391

«

log .46. 0.0 = 9.768796« log ^49,0 = 9.508095«

log ^^;» y = 0.739401 log 4;° y = 0.732256 log 4;« ^ = 0.595821

log 4;0 = 1.335304W log ^o ^ =: 1.463658« log ^-o
^^
= 1.431431 «

log ^3.0.0 — 0.089579

log-öj;^,, =0.8871 29 ?i

log5.f;,f„ = 1.546266

log^s.o.o = 9.847561

\ogBll^^ = 0.798763 m

log5|;^„= 1.541506

log^o^-^o =0.533420«,

log 59.0.0 = 9.564086

log5,-,';^„ = 0.635493 j;

\ogB^;l^ = 1.467027,

'i26a)

die sich in Übereinstimmung mit den zuvor gefundenen Werten (26) befinden.

Mit diesen Werten berechnete ich nun die Glieder der ersten, zweiten und dritten Ordnung

p',p",r"' auf Grund der P'ormeln (6) dieses Capitels. Dabei wurde o,, welches später bestimmt werden

wird, bei der ersten Näherung zunächst Null gesetzt. Das Verhältnis p. folgt aus:

wobei die Jupitermasse zu:

log in' = 6.9796387

und für a der Ausgangswert der ganzen Rechnung:

Ioga = 9.8810475

angenommen wurde. So ergab sich:

(27)

logfj. = 9.821778

log/= 7.461038—10

logjt7" = 8.261640«— 10

log/" = 8.951316—10,

wobei p', p", p'" die Jupitermasse bereits enthalten, indem nach den früheren Entwickelungen alle

A und B mit ;;/ zu nuiltiplicieren sind, was nicht zu vergessen ist, wenn man aus den A und B die

Störungen rechnet.
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Bewegniii!, vom Typus 2 .3 im Drcikörpcrproblevi.

'"ür die CoetTicienten der cubischen Gleichung (1 I) folgt:

469

log 5 = 8.175295—10

log» = 6.685017—10.
(28)

Hingegen wird man für / oflenbar einen verschiedenen Wert erhalten, je nachdem man 5 variiert.

Und zwar ertheilte ich o die im Argument der folgenden Tafel angegebenen Werte, welche in der Nähe

der Lücke eng gewählt sind, um den \'erlauf der mittleren Bewegung in unmittelbarster Nachbar-

schaft der Lücke verfolgen zu können. Aus der folgenden Tafel kann man. dann auch, nachdem o^ aus

den Beobachtungen bestimmt ist, wozu jedoch erst die weiteren Entwickelungen für den Hilda-Tj'pus

fertig gestellt sein müssen, das zu dem §, von Hil da gehörige ßj und Hj und somit die unbekannte

mittlere Bewegung des Planeten Hilda bestimmen. Eine ähnliche Tafel wie die folgende für ßj

wird später bei Berechnung der Störungen ersten Grades für ß^- • -ß.^ berechnet werden, aus der man in

analoger Weise die zu Hilda gehörigen Werte der ß., . . .ß^ entnimmt, und analog beim zweiten Grad.

Lidern wir nun 8 die 22 in der folgenden Tafel als Argument enthaltenen Werte ertheilen, folgen

zunächst nach (11) ebensoviel cubische Gleichungen mit numerisch gegebenen Coefficienten. Eliminiert

man aus denselben mit Hinblick auf die Formeln (13) bis (15) das quadratische Glied, so erhält man das

folgende System reducierter cubischer Gleichungen, welches uns zur Discussion der mittleren Bewegung

des Typus — dienen soll:^
3

log 8

8.0863 18 7/

7.49864077

7.33193077

7.05781077

— oo

7.012481

7.897473

8.138964

8.363193

8.406714

8.417544

8.453120

8.453144

8.453219

8.453590

8.458139

8.462593

8.473633

8.484601

8.495447

8.506412

8.538897

g'' =
0-3. [6.978760 ]^+ [6.680620] =
^3+ [7.3 1765477] ^+[6.6941 12] =
^3+ [7.38285577] ^+[6.695585] =
^3+ [7,43954577]^+ [6.697054] =
^3+[7.4961007«]^+[6.698716] =
^3+ [7.54 142277] ^+[6. 700209] =
^-3 4-[7.76187977]^+[6.710042] =
^3+ [7.88912877]^+[6.718277] =
^3+ [8.03600677] ^+[6.73101 5] =
^3+ [8.06741477]^4-[6.734285] =
^3+ [8.07536577]^' + [6.735 146] =

^'+ [8.10184777] ^i;-4- [6.7381 18] =

^3+ [8. 101 86477] ^'+ [6.7381 20] =
^•3+ [8.101920;7] o+[6.738127] =
^3+ [8. 10220077] ^+[6.738 159] =
^•'+ [8.10562677]^+[6.738557] =
o3+ [8.1 0899077] 0-+ [6.738948] =
^^+ [8.1 1736377] ^+[6.739937]

g^+ [8. 1 25733«]g+ [6.740942]

Ö-3
4- [8. 1 3405971] g+ [6.74 1 958]

„•3+ [8.14 252577] ^•+ [6.743009]

g'+ [S. 1 6788677]g+ [6.746267
]

!i.

o
A

+

4 777^

27 77a

o
V

= (29)

+
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H. Buch holz.

Allgemein ist nun die L/lsung einer cubischen Gleichung:

gegeben:

4 m^
I. Wenn 1 H >0 ist, durch die eine reelle Wurzel:

27 n'

4 / '4
• ^ ' "

(30)

4 7;;^

II. Wenn 1h — ^0 ist, durch drei reelle Wurzeln. \-on denen zwei einander gleich sind,

27 »2

niimlich dinch:

3/ 11

•^1 — ü-i — -*- \l .,

r, 3/ n
^3 - -^ \/ 2

(31)

4 m^
III. Wenn 1 H < ist, durch drei reelle Wurzeln. In diesem Falle löst man die cubische

27 7/2

Gleichung bekanntlich trigonometrisch, indem man setzt:

/ 27
sin3a = «v/ ^ (32)

V 4w^ ^

und erhält die drei Wurzeln:

gi= \/ - 3- »' sin a

52=: y^j——m sin (60— a) ) (33)

^3 = —
V/
— -3"' sin(60+a)

Eine Controle der Cardanischen F'ormel (30) für die numerische Rechnung erhält man durch eine

trigonometrische Substitution. Äqui\'alent der F"urmel (30) ist nämlich:

1. wenn 111 > ist:

2 2/1

2,W / (34)

lim 3/,— V 3

</tg^

2. wenn iu < ist:

sin 2(0
9 m"

V V 27

V V "2y-*"" -V
V"27-'^''^^'

:<> (3ö)
I ....,

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bi-n'i\i;iii{i^ vom Typus 2 .V /;// Ürcikörpcrprohlcni. 471

oder:

11 V 27
(33^

g =z — \/n sin^ CO — S/m cos^ w.

In unserem Systeme (29) lassen also die ersten 11 Gleichungen je eine Lösung zu; die

Gleichung (12) hat zwei Lösungen; während die letzten 10 Gleichungen zwar je drei Lösungen

besitzen, von denen jedoch die erste der beiden durch:

/ 4
^^ =: 1 / :r- m sin (60— a)

und:

^3 = - V ' — — m sin (60+ a)

dargestellten Wurzelserien nicht die Eigenschaft besitzt, mit wachsendem Sj abzunehmen und des-

halb, wie ein Blick auf unsere Tafel lehrt, astronomisch ausgeschlossen ist; während die zweite zu ver-

werfen ist, weil sonst Oj die Null erreichen würde, während es, wie wir sahen, höchstens von der Ordnung

"sj%n''^ werden kann. Astronomisch lassen also alle Gleichungen des Systems (29) nur eine einzige

Lösung zu, mit alleiniger Ausnahme der Gleichung (12) für das kritische 5, weiche zwei Lösungen

2
besitzt, und die Grenzen der Lücke des Typus — im System der kleinen Planeten in erster Nähe-

o

rung definiert. Nach Lösung des Systems (29) folgen aus den Wurzeln g die ursprünglich gesuchten

Wurzeln ßj gemäß Gleichung (13):

/ 4
Die in unserer Tafel gegebene Wurzelserie des Casus irreducibilis, welche aus g = y /

— -— m sm a

hervorgeht, hingegen nimmt ab, wenn 5^ wächst und stellt den weiteren Verlauf der mittleren Bewegung

jenseits der Lücke dar. Eine Controle für die Richtigkeit der gefundenen W^irzeUverte, speciell derjenigen

des casus irreducibilis, die nur auf eine W^eise bestimmt wurden, erhält man, indem man die ßj in

Gleichung (11) einsetzt, so t bestimmt, dann mittelst dieser gefundenen /-Werte m und n berechnet, ferner

^ aus ^ = ßj-i- — s bestimmt und hierauf die so erhaltenen ^-Werte in Gleichung (14) einsetzt. Man

überzeugt sich, dass in der That die in der folgenden Tafel für ßj gegebenen Werte sämmtlich die

Gleichung (14) erfüllen.

Nachdem die zu den verschiedenen 3 gehörigen Werte ß^ nach den Formeln (30) bis (36) berechnet

worden waren, wurde weiter gerechnet nach dem früheren •/• aus:

T= ^-1- (37)

(l-ß?)2

Hierauf 5, aus:

Oj =: — 3[j.Y, (38)

::— 0,

Die wahre mittlere tägliche Bewegung des Typus — gemäß der Delinition [j.; = - „- ' aus:

•'^"'

(39)
2-5,

Denkschriltcn Uer malhcm.-naturw. CI. Hd. LXXII. Ol

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



47:; H. Buch hol-.

und die Bewegungsconstante n (welche also Integrationsconstante ist, Wcährend man statt ihrer a

auch als Integrationsconstante betrachten kann) aus;

3 m'

2—5
(40)

So erhielt ich die folgende Tafel, welche nicht nur einen Einblick in den Verlauf der mittleren

Bewegung n^ an den Grenzen der Lücke und diese letztere selbst gibt, sondern später, nachdem wir 3j

bestimmt haben, auch das zu Hilda gehörige ßj und Wj liefert:

Tafel für die Änderung der mittleren Bewegung und die Lücke im Typus

log S log ß, log Y

Wahre mittlere Bewegunti

S.oSüjiSh

7 .498640 H

7..131930H

7 .057810»

— 00

7 .012481

7.897473

8.1389Ö4

8.36319,1

8. 4067 14

8.417544

Argument der Lücke

:

8.453120
I

8.453>44

8.453219

8.453590

8.458139

8.462593

8-473633

8.484601

8.495447

8.506412

8.538897

8.898718»

8.967517»

8.974389»

8. 98 1

1

19»

8.988598«

S. 9951 84»

9.035752»

9. 0663 30

H

9. 108522 »

g. 1 18485 »

9. 121058»

9.129774«

8.777622

8.774813

8.771739

8.764091

8.734760

8.71S284

8.689010

8.666502

8.647368

8.629959

8.585006

7.976979

S.115727

8. 129660

8.143232

8-158433

8. 171761

8.254036

S.316165

8.402139

8.422503

8. 427749

8.445567

7 . 733141

7-727503

7-721474

7-707372

7-647111

7. 6 140 14

7.555204

7-510171

7.471361

7-436938

7-346887

8.492389»

8. 464 365«

8.462003 »

8.45969ÖK

8.457332«

8.455269»

8.444431

«

8.438460«

8.433945«

S.433613"

8.433544«

8.433531«

8.246041

8.249488

8.253173

S. 261793

8.298547

8. 3 18689

8.354365

8.381627

8.404852

8.425700

8.4794O1

Q

441 .8290

442 . 25 IG

442 .2850

442.3190

442.3530

442.3830

442.5350

442 .0190

442.6810

442.6850

442.6860

442.6860

452.6820

452.7140

452.7478

452.8300

453-1990

453-4150

453-8233

454. l6on

454-4644

454-7522

455-5633

445-9722

447.9867

448. 21 I

I

448.4367

448.6930

448.9230

450.4710

451 .S040

453-9300

454.4900

454.63S0

455.1522

455-1533

455-1544

455 . 1600

455.2290

455-2970

455 4700

455.6467

455.8240

456.0100

456.5889

(41)
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Bewegung vmn Tvpus 'Jj.'i im Dre/körperprol>/eiii. 473

2
Aus dieser Tafel erkennt man, dass für den Typus — die Maximalwerte, welche [3; jemals

erreichen kann, bezüglich:

ß, =-0.135...

ß, = +0,060 . . .

sind, uni.1 dass entsprechend diesen Werten stets sein niuss:

S,< -0.027...

8j > +0.018...

Damit muss also die wahre tägliche Bewegung eines Planeten der Hilda-Gruppe stets sein:

w, <442'.'69
(44)

11, > 452 '.'68,

wumit bewiesen, dass zwischen diesen beiden Werten der mittleren Bewegung überhaupt keine Planeten

vorkommen können, sondern eine Lücke im System der kleinen Planeten auftreten muss.

Die Grenzen der Lücke ohne Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung sind 44'.'38

und 451 "9.

Bei Mitnahme von Gliedern ei'ster und zweiter Ordnung allein beträgt die Lücke also S'.'l, bei Mit-

nahme von Gliedern erster, zweiter und dritter Ordnung aber beträgt die Lücke lO'.'O. Man sieht also,

dass sich infolge der Mitnahme der Glieder dritter Ordnung die Lücke nicht allein

wesentlich verschiebt, nämlich von 443'.'8 bis 451'.'9 nach 442'.'7 bis 452'.'?, sondern dass

sie sich auch um 1'.'9, also nahezu um zwei ganze Secunden erweitert. Indes ist diese so

bestimmte Lücke noch nicht mit der wirklich im System der kleinen Planeten auftretenden Lücke des

Hilda-Typus identisch, da wir die Störungen höheren Grades noch nicht berücksichtigt haben. Und sie ist

auch für den nullten Grad numerisch noch nicht völlig exact bestimmt, da wir vorläufig 3^ bei Berechnung

der Glieder erster, zweiter und dritter Ordnung in den Gleichungen (6) dieses Capitels Null gesetzt und

auch noch den Einfluss der Glieder vierter Ordnung zu untersuchen haben. Es wird von Interesse sein,

zu sehen, wie sich die Grenzen der im Vorstehenden bestimmten Lücke bei Mitnahme der zu berücksich-

tigenden Störungen höheren Grades und von 3^, sowie der Glieder vierter Ordnung verändern, was neben

der numerischen Berechnung der Bahn selbst von Hilda zu zeigen der Fortsetzung dieser Untersuchungen

vorbehalten bleibt.

Jedenfalls ist es der neuen, \'on Gylden geschaffenen Störungstheorie zu danken, dass die

wichtigsten mechanischen Probleme des Planetensystems, welche für die theoretische Astronomie vorher

unlösbare Fragen waren, nun zugänglich geworden und sicher und verhältnismäßig einfach zu

eiledigen sind.

Jena, im März 1901.

Hugo Buchholz.
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