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H. Buchholz, 

Siebentes Kapitel. 
Seitc 

Die  Integration  der Diff eren tialgl ei ch ung dcs Sinus der Brcite fiir die Glicder ersten  und  zweiten 

Grades im Typus 2/3. 

t. Die allgemeine Gylden'sche Bestimmungsweise der Bewegung der instantanen Bahnebene im Raum    .   .   46—55 

II. Die Bestimmung  der elementaren und   eharakteristischen Gliedcr ersten und zweiten Grades in der Deri- 
vicrtcn Z fiir den Typus 2/3 55 68 

III. Die Integration der Differentialglcichung fiir sin b = j = (j) + Q fiir die Glieder ersten Grades     ....    69—77 

a) Ubergang  von der allgemeinen Form der Diffcrentialgleichung fiir j auf die fiir den Typus 2/3 zu 
integrierende Form der Differentialgleichung fiir j 69—7 1 

b) Die Integration der Differentialgleichung fiir (g), die elementaren Glieder der Form /?, fiir den ersten 

Grad 71—74 

c) Die Integration der Differentialgleichung fiir Q, die Glieder der Form T), bei konstantem sin 7' und T 

fiir den ersten Grad 74- 75 

d) Bcriicksichtigung  der  aus   der Variability  von   sin/'   und   X entstehenden   Zusatzglieder   ersten 
Grades in Q 75—77 

IV. Die Integration der Differentialgleichung fiir die Glieder zweiten Grades in g 77-   88 

a) Ubergang auf die  zu integrierende Form der Differentialgleichung fiir die Glicder zweiten Grades 
in 3 77    SC 

b) Integration   der  Differentialgleichung  fiir   3  unter  Mitnahme  der exargumentalen  Glieder   bei 
konstantem YJ, TZ, sin/und t fiir den zweiten Grad 80   -85 

c) Beiiicksichtigung    der    aus   der   Variability  von -n, it, sin_/  und  t  entstehenden   Zusatzglieder 

zweiten Grades in 3 86    SS 

Achtes Kapitel. 

Die Bestimmung dcr exargumentalen  Glieder dritten Grades  fiir den Typus 2/3. 

I. Die exargumentalen Glieder dritten Grades im Radius Vector 89     111 

A. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in S 89    94 

a) Ableitung  der  aus   den Gliedern  ersten Grades   entstehenden exargumentalen Glieder   dritten 

Grades in S 90    92 

b) Ableitung der aus den Gliedern zweiten Grades entstehenden  exargumentalen  Glieder  drittcn 

Grades in S 92—93 

c) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes 93—94 

IS. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in R 95—11] 

a) Die aus dem nulltcn Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in A'   .   .    .    .    95—100. 

b) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in R     ....  100-    103 

c) Die aus dem zweiten   Grade  entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in R   .   .   .  103  -107 

d) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes 107—111 

II. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in der Breite 112-—119 

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in 3     ....  112—113 

b) Die aus dem zweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder drittcn Grades in 3 •   •   •    •  ' 13—1 17 

c) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes 117—119 

III. Die exargumentalen Gliedcr dritten Grades in der Zeitrcduktion 119—129 

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden cxargumentalen Glicder dritten Grades in T    ...    .    120-121 

b) Die aus dem zweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in T .   .   .    .  121-122 

c) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes 122    129 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

Einleitung. 
Im folgenden sind die  Ergebnisse  meiner weiteren  Studien  iiber die Bewegung der Planeten der 

Hilda-Gruppe auf'Grund der Gylden'schen Storungstheorie, speziell auf Grund des linearen, Gylden- 

Brendel'schen Integrationsverfahrens gegeben. Dabei habe ichjedoch die partielle Integration Gylden's 
in dieser zweiten Abteilung meist durch die partielle Differentiation und Koeffizientenvergleichung ersetzt, 

2 
Weil   sich    dadurch   die   fur   den  Typus —  beim   zweiten  Grad   komplizierte  Behandlungsweise   der 

Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung   des  Radius  Vector und  der   Breite   besonders   iibcrsichtlich 

gestaltet. (Hinsichtlich des Prinzipes cf. Abteilung I, S. 438 und 443.) 
Nachdem   ich  in  Abteilung  I1   zunachst in   den  zwei  ersten Kapiteln  cine kurze Einleitung in 

die  Gylden'schen   Grundprinzipien   vorausgeschickt,  hierauf im  dritten   Kapitel   die  Bestimmung der 
2 

»elementaren« und »charakteristischen« Glieder fiir den Typus — ausfiihrlich dargetan hatte, im Hinblick 

auf Gylden's neue Prinzipien den didaktischen Gesichtspunkt festzuhalten bemiiht, fiihrte ich im vierten 

Kapitel  die  Integration   fiir den  nullten  und ersten Grad mittelst der parti ell en Integration vollstandig 

durch,  um   schliefllich  im  fiinften Kapitel   eine  provisorische  numerische  Anwendung beziiglich  der 

Grenzen   der  Liicke   zu   geben, die   im   System   der   kleinen   Planeten   bei   Hilda   auftritt   und   ein   so' 

interessantes, bis Gylden nicht erklarbares Phanomen im Planetensystem bildet. 

In   dieser zweiten Abteilung meiner fortgesetzten  Untersuchungen iiber den Typus — habe ich 

zunachst im sechsten Kapitel die Storungen zweiten Grades fiir den Radius Vektor, soweit sie 

in Betracht kommen, bestimmt, wobei sich die analytischen Entwicklungen, cleren Umstandlichkeit mit 

dem Grade wachst, bereits wesentlich komplizierter erweisen als beim ersten Grad. Dabei habe ich 

audi in dieser Abteilung bei  den Entwicklungen fiir den schwierigen, iiberhaupt noch nicht behandelten 
2 

Planetentypus—   doch dem didaktischen Gesichtspunkt Rechnung zu tragen  versucht und mich bestrebt, 

die Darstellung so einfach und natiirlich wie moglich zu geben. 

Im  siebenten  Kapitel habe  ich  die  Breitenstorungen  bis inklusive zum zweiten Grad entwickelt 

und  im  achten Kapitel mit der wiederum wesentlich umfangreicheren Entwicklung der Storungsglieder 

dritten Grades insofern den Anfang gemacht, als daselbst die Berechnung der in bestimmten exargumen- 

talen Gliedern bestehenden Hauptbetrage der Storungen dritten Grades ausgefiihrt ist, und zwar fiir den 

Radius  Vector,  fiir  die  Breite  und  fiir   die  Zeitreduktion   (Lange).  Wohingegen   die   Berechnung  der 

2 
Storungen zweiten Grades fiir die Zeitreduktion, ferner die vollstandige Angabe aller fiir den Typus — 

spezialisierten, fiir die numerische Rechnung in Betracht kommenden Entwicklungskoeffizienten der 

Derivierten P, 0, Z der Storungsfunktion bis zum dritten Grad inklusive und die weitere Integration fiir 

den dritten Grad, dazu die Berechnung der von der Neigung herrtihrenclen Storungsglieder, sowie 

schliefllich der konstanten Glieder in S, K, T, Q, der elementaren Glieder der Form A, die zweiten Grades 

sind und der Integrationskonstanten der dritten und letzten Abteilung dieser, zunachst noch ohne 

Anwendung durchgefubrten, rein theoretischen Untersuchungen vorbehalten bleibt. Zugleich werde ich 

dieser dritten Abteilung ein alle Einzelheiten des theoretischen Weges umfassendes Schema fiir die 

numerische Anwendung samt einem Resume der bei unserer Darstellung prinzipiell innegehaltenen 

Genauigkeitsgrenze beifiigen. 

1 Denkschr. d. raath.-naturw. KI. d. kais. Akad. d. Wissensch. zu Wien, Bd. LXX1I, S. 309-473. 

1* 
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4 H. Buchholz, 

Die vorliegenden, mittelst der linearen Integrationsmethode durchgefiihrten Untersuchungen bean- 

spruchen als solche, wie in Abteilung I bereits hcrvorgehoben wurde, noch  nicht,  die  von Gy Id en  als 

letztes Ziel insAuge gefaGte »absolute Bahn« eines Planeten der Hilda-Gruppe zu geben und machen 

daher auch nicht den Anspruch, auf gleichformig konvergente, unbesehrankt giiltige Entwicklungen  fiir 
2 

die Koordinaten eines Planeten vom Tvpus   -- zu fiihren. Sie sehen es vielmebr zunachst nur auf eine fiir 
3 

beschrankte Zeit giiltige Losung  einer  kommensu rablen Bewegung   ab,   welche   die   analytische 

Storungstheorie  bis  Gylden   nicht   zu geben im  stande war.    Indem  die vorliegenden Entwicklungen 

also   unter Verwendung der neuen  von Gylden gegebenen storungstheoretischen Gesichtspunkte einen 

im Planetensystem wirklich auftretenden fundamentalen Fall behandeln, stehen sie doch selbst von 

vorneherein auf einem prinzipie 11 vollkommen einwandsfreien und auch bisher von keiner 
Seite theoretisch angefocht cnen Boden:   dem   des   linearen  Integrationsverfahrens.   Dies 

sei vorerst betont. 

In Wahrheit freilich befindet man sich auf theoretisch nicht minder einwandsfreiem Boden auch bei 

Anwendung von Gylden's horistischer Integrationsmethode, die neuerclings wieder ganz zu Unrecht 

angegriffen, gerade den entscheidenden Fortschritt in Bezug auf die Konvergenzfrage in Gylden's 

Theorie bezeichnet. 
In seinem prinzipiell bedeutsamsten Werk, den Nouvelles rechcrches,1 seiner groGen 

Antwort auf Poincare's »Preisarbeit« — der Jahre 1889/90 — gibt Gylden die Hauptzuge dieser 

seiner letzten, mathematisch kompliziertesten horistischen Methode an. Ober die Entstehungsgeschichte 

der Gylden'schen Nouvelles recherches, welche auf das innigste mit jenen Vorgangen zusammen- 

hangt, die sich im Jahre 1889 und im Jahre 1890 bei der internationalen Preisbewerbung urn den groBen 

Konigspreis in Stockholm abspielten, babe ich  im Intercsse Gylden's vor kurzem in der physikalischcn 

Zeitschrift2 bereits einiges berichtet. 
2 

In  meinen  vorliegenden   Untersuchungen fiber den Typus —, die im Verein mit meinen anderen 

Arbeiten uber Gylden's Theorie in letzter Instanz das Ziel verfolgen, durch die vollstandige Anwendung 

der  Gylden'schen Prinzipien  auf einen  bestimmten Einzelfall des Planetensystems die Bedeutung und 

den grofien Fortschritt der Gylden'schen Theorie vor der alten Storungstheorie durch die Praxis 

nachzuweisen, d. h. numerisch durch Vergleich der gewonnenen Kesultate mit den Beobachtungen, 

gedenke ich jedes der zwei Gylden'schen integrationsverfahrcn nacheinancler zur Anwendung zu 

bringen, urn ihre Resultate in einem und demselben Fall miteinander vergleichen zu konnen. Denn blot! 

so wird man den bis jetzt noch ganzlich ausstehenden AufschluG erlangen konnen, was beide Methoden, 

die lineare wie die horistische, in auCerster Konsequenz ausgebildet und angevvendet, faktisch leisten. 

Darum  zunachst in  den   beiden vorliegenden   und dem   noch   erscheinenden   dritten Teil  dieser Unter- 
2 

suchungen die detaillierte Ausfiihrung der linearen Integration fiir den Typus — in einem solchen Urn- 

fang, daG sicli eine numerische Anwendung auf einen bestimmten, zunachst nicht zu kompliziert gevvahlten 

Planeten der Hilda-Gruppe direkt anschlicGen kann und die Aussicht auf Erfolg nach prinzipiellem 

Ermessen eine moglichst sichcre wird. 

1 H. Gylden. Nouv. rech, sur les series employees dans les theories des planetes. Aeta Mathematics, XV, 1891, 65; XVII, 

1892, 1. 
2 H. Buchholz. Poincare's Preisarbeit von 1889,90 und Gylden's Forschung iiber das Problem der drci 

Korper in ibrcn Ergcbnissen fiir die Astronomic. Historisch kritische Erlauterungen zu Herrn Schwarzs chil d's 

historischem Referat iiber Himmelsmechanik auf dcr Naturforscherversammlung in C'asscl am 24. September 1903. Physik. Zeitschrift 

Nr. 7, 5. Jahrgang, 1. April 1904. llicrzu vergleichc man auch den intcrcssanten Aufsatz von G. Enestrom: »Ist cs zweckmafiig, 

dafi mathematische Zcitschriftenartikcl datiert \veidcn?« Bibliotheca Mathcmatica. Zcitschril't fiir Gcsehichte der mathem. Wissen- 

schaften, dritte Folge, V. Band, 2. Heft. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom Typus 2/3 etc. 5 

Das gleiche Beispiel mufi dann unter verschiedenen theoretischen Modiflkationen, in erstef Linic 

unter Berechnung der Zeitreduktion mittelst elliptischer Funktionen an Stelle der Doppelquadratur 

und unter Einftihrung des horistischen Verfahrens beim Radius Vektor, sovvie der absoluten Elemente 

mittelst der horistischen Methode, zunachst theoretisch, danach numerisch behandelt werden. Denn 

blofi so wird man ein sicheres Urteil in der Frage erlangen, ob das horistische Verfahren auch in einem 

einfacheren Fall, den ich zunachst behandeln werde: einer nicht zu grofien Exzentrizitat und von nicbt 

zu kleinem 8,, also nicht zu nahe erfullter Kommensurabilitat praktisch zu besseren Resultaten fuhrt, 

d. h. die Beob achtungen wirklich genauer darstellt als das lineareVerfahren, das nur fiir beschrankte 

Zeitraume giiltige Resultate gibt, Resultate, die also hinsichtlich ihrer zeitlichen Giiltigkeit keinen 

Vorzug vor der alten Storungstheorie besitzen. Hingegen lassen sich mittelst der linearen Integrations- 

methode Gylden's Resultate auch in solchen Fallen (wie dem von uns behandelten) noch erlangen, bei 

deren Behandlung die analytiscne Storungstheorie bis Gylden, wie schon ervvahnt, versagt; abgesehen 

von den iibrigen Vorziigen des linearen Verfahrens. Wogegen das horistische Verfahren rein prinzipiell 

betrachtet, allein insofern schon ganz ohne Frage pravaliert, als es die Differentialgleichung fiir die 

Zeitreduktion durch eine gleichformig konvergente Entwicklung im mathematischen Sinne lost. In 

einer Abhandlung in den Nova Acta1 habe ich, in vollstandiger Detailklarlegung der kurz gehaltenen 

komplizierten Originalentwicklungen von § 6 der Gylden'schen Nouvelles recherches, Schritt fiir 
Schritt den Beweis hiefiir erbracht. 

1m Hinblick auf den Sachverhalt mufi es befremden, wie Herr Poincare seine neueste Polemik in den 

Comptes rendus gegen Gylden's horistische Methode einleitet, die in zwei verschiedenen Verfahren 

besteht, je nachdem es sich um die Integration der Differentialgleichung fur die Zeitreduktion Oder urn 
diejenige fur den Radius Vector handelt. 

Es ist seit Jahren bekannt, daC jener erste Angriff, den Herr Poincare gegen die horistische 

Methode riehtete, sein Ziel verfchlte. Herr Poincare schrieb damals:2 

"La critique qui precede ne saurait, en aucune fagon s'adresser a notre savant corresponclant 

(Backlund), puisqu'il n'a fait qu'appliquer une methode classique que tout le monde croyait 
correcte. Mais e'est la une raison de plus pour que j'aie cru devoir mettre en evidence le vice funda- 
mental de la methode de Gylden, don! on pourrait etre tente de faire d'autres applica- 
ti on s.« 

Hen- Backlund selbst hat hierauf die Antwort gegeben:;i 

»Je vous suis Ires reconnaissant pour avoir appele I 'attention sur Verreur commise dans ma Note sur 

la precession. . . Gette erreur elementaire m'appartient exclusivement. . .. Je le dots (dire) a la 

memoire de Gylden.* 

i II. Buchholz. Die Gyl den'sebe horistische Integrationsmethode des Problems der drei Korper und ihre Konvergenz. Abh. 

der kais. Leop.-Karol. deutschen Akad. der Naturf., Bd. LXXXI, Nr. 3, 1903. 

Ich benutze die Gelegenheit, noch cinmal darauf hinzuweisen, dafi die auf S. 195—198 in diescr 

Abhandlung von m i r e i n g e s c b a 11 c t e Mitteilung ii b e r d i e B e h a n d 1 u n g s \v c i s e des Radius Vector besserunter- 

blieb en ware. Dieselbc ist vielmchr durch Gylden's eigene Behand 1 ungsweis e des Radius Vector, wie sie sich 

in  den Nouvelles recherches  findet, zu  ersetzen. 

Vergleiche iibrigens: 

H. Buchholz. Klarstellung der von Herrn Backlund A. N. 391 1 gegen mich erhobenen Vorwiirfe. Astron. Nachr. Nr. 3922. 
2 Comptes rendus t. CXXXI', p. 50 — 51. Seance du lundi 14 Janvier 1901. Mecanique celeste. Sur la theorie de la precession. 

Xotc  de  M. H. Poincare. 
3 Comptes rendus, t. CXXM1, p. 291 — 292. Seance du lundi 11 fevrier 1901. Mecanique celeste. Sur la precession extrait 

d 'une lettrc de M. O. Backlund a M. Poincare. 
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6 H. Buchholz, 

Und kurze Zeit darauf stellte Herr Backlund fest:1 

»Assiste par MM. Ivan off el Zeipel,fai refait les calculs de Gylden dans les „Nouv. recherches" 

el poussee Vapproximation plus loin epic ne  Vavail fait  Gylden.   Le   resultat confirme les con- 

clusions de Gylden.« 

Dies ist der Sachverhalt. Herr Poincare aber beginnt scinen zweiten Angriff gegen die 

Nouvellcs recherches Gylden's in Bezug auf die Zeitreduktion wortlich wie folgt: - 

Dans tin onvrage intitule „Nouvelles recherches sur les series employees dans les theories desplauetes" 

(Stockholm, imprimerie centrale,1892) Gylden a expose deux methodcs qu'il appcllc horisliques; la premiere 
de ces me'ehodes souleve d'assez graves objections;  M. Backlund et moi, nous avons rnontre  qu'elle 
conduisait dans certains cas a des resultats inadmissibles et qu'on ne devait l'employer qu'avec circon- 

spection. (Cf. Comptes rendus, t. CXXXII, p. 5oet2gi ; Bulletin astronomique t. XIX, p. 433.);i J'ai pensc 

en consequence, qu'ily avait lieu d'examiner de phis pres la sccondc de ces methodcs (sur le rayon vecteur) 
1 

et de la soumettre a la discussion« etc. (!) 

Gegeniiber dieser Behauptung des Hcrrn Poincare, Herr Backlund selbst habe »d'assez 

graves objections« gegen die horistische Methode erhoben — wahrend, wie die angefiihrten Zitate 

beweisen, in Wahrheit das Gegenteil der Kail ist — stellt Herr Backlund noch einmal von neuem fest 

(cf. bulletin astronomique, t. XXI, aout 1904, p. 292): 

»I1 faut regretter que M. Poincare, dans sa critique de la methode de Gylden (voir 

Comptes rendus, le 14 Janvier 1901, No. 2), ne tienne compte que des termes du premier 

ordre. Gylden lui-mcme a dcmontre que dans ce cas il n'existe pas de coefficient 

horistique et que c'est seulement en considerantaudebut des approximations les termes du 

troisieme ordre qu'on pent etablir une equation horistique pour la determination de la 

longitude. La critique de M. Poincare dans le No. 2, 1901, ne se rapporte pas alors a 

la theorie de Gylden, mais seulement au coefficient errone, determine par moi.« — 

Was die (gleichfalls in einer ganzlichen Ablehnung gipfelnde) »Priifung« der Gylden'schen 

Behandlungsweise des Radius Vector durcb Herrn Poincare in den Comptes rendus (18 avril 1904) 

betrifft, so hat Herr Backlund dieselbe ebcnfalls als vollstandig verfehlt nachgevviesen ' (wie der nur 

einigermaGen mit Gylden's Prinzipien vertraute Leser wohl erkennt). Unterscheidet doch Herr 

Poincarc nicht einmal richtig, welche Glieder bei Gylden »kritisch« werden, sondern griindet vielmehr 

gerade auf ein elementarcs MiOverstandnis, wie Herr Backlund zeigt, scinen ganzen Einwand gegen 
das Prinzip der horistischen Methode fur den Radius Vector. Trotzdem wiederholt Herr Poincare in 

einer dritten Note5 - nur in veranderter Form -- seine, von Herrn Backlund widerlegten, in den 

Comptes rendus erhobenen Behauptungen gegen die horistische Methode. — 

Des weiteren heif.it cs bei Herrn Poincare in seinem zweiten Angriff auf die Theorie Gylden's: 

»OM voit, a fortiori, combien est vaine l'illusion des personnes qui csperent tirer de la methode 

horistique des developpements uniformement convergents au sens geometrique du mot.« 

1 Bulletin astronomique,  t. XIX, p. 433, decembre 1902.  Remarques sur la methode de Gylden pour determiner les termes 

clenicntaires a longues periodes; par M. O. Backlund. 
2 Comptes rendus.  Seance du lundi 18 avril 1904. Meoaniques celeste.  Sur la methode horistique de Gylden. Note de M. H. 

Poincare. 
3 Wie  man  bemerkt,  sind   das  genau   die  zuvor   zitierten Nummern   und  Seitcn  der Comptes rendus und des Bulletin 

astronomique! 

•'  Bulletin astronomique, t. XXI, aout 1904. Sur la methode horistique dc Gylden; p. Mr. Backlund. 

•'  Bulletin astronomique,   t   XXI,   aout 1904.   Sur   la   methode   horistique.   Observations   sur   1'article  de Mi'. Backlund;   par 

M. II. Poincare. 
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Bewegung vowi Typus 2/3 etc. 7 

Statt »des personnes« hatte er genauer »Gylden« selbst gesagt. Denn gerade dieser selbst ist 

es (wie ich in meinem zuvor erwahnten, in der physikalischen Zeitschrift erschienenen Aufsatz unzwei- 
deutig klargestellt), der in den Nouvelles recherches auf S. 275 und 276 das  Resume   seiner von 

Herrn Poincare nicht erschiitterten Untersuchungen w5rtlich wie folgt ausspricbt: 

»Neanmoins si les constantes arbitraires sont fixees, et qu'elles aient des valeurs convenables, on 

pent toujours, abstraction faite d'un cas extremement rare appele cas asymptotiqtie, obtcnir une solution 

numerique dormant les coordonnees d'une planete au moyen des series trigonom etriques 

uniformement convergentes. . .Done, en considerant que la convergence des termes critiques dans 

la fonction pcrinrbatrice est comparable a cclle d'line progression geometrique, il sera facile de conclure 

qu'on pourra pousser le degre d'approximation si loin qu'on voudra, de sorte que le reste 
deviendra moindre qu'une quantite donnee.« 

Und in den Orbites absolues (cf. I p. 497) fafit Gylden das grofie positive Ergebnis seiner 

»Nouvelles recherches« iiber das Problem der drei Korper— wie es Herr Poincare bekanntlich weder 

mit seiner ersten1 noch mit seiner zweiten- Arbeit iiber das Problem erreicbte — treffend dahin 

zusammen: 

»En abordant les approximations successives (pour obtenir les integrates des 

equations semblables a celles que nous allons etablir dans le livre suivant) par l'in- 

tegration d'une equation lineaire ou bien, ce qui revient au meme, d'un systeme d'equations 

Iineaires, on n'arrivera pas toujours a des resultats satisfaisants. Et meme, si en partant, 
d'un resultat obtenu par l'integration d'un tel systeme, on continue, d'une maniere conse- 

quents, les approximations successives, on tombera tot ou tard sur les developpements 

divergents. II en est autrement quand on commence par l'integration d'un systeme 

d'equations, chacune du troisieme degre: on pourra alors, sauf dans des cas excepti onne Is, 

redUire de telles equations a des equations Iineaires et horistiques, apres quoi on arrivera, 

en les integrant, a de veritables approximations. Ay ant obtenu des resultats de cette qualite, 

on deduira de proche en proche les expressions des quantites cherchees avec une exactitude 

aussi grande qu'on voudra. 

V o i 1 a la rai s on p our quoi j' ai do nne b eauco up de s o i n s a m e 11 r e en evidence les termes 

du troisieme degre: il devront des l'abord entrer dans les equations differen tielles, et il 
importe d e les avoir mi s sous la forme la plus conve nabl e.« 

1 Die erste Arbeit ist (cf. Physik. Zeitschr., 5. Jahrg., Nr, 7, p. 180 —186): »Sur le probleme des trois corps et les 

equations de la dynamique par H. Poincare. Memoire couronne du prix de S. M. le roi Oscar II. le 21. Janvier 1889. 

Avec  des  Notes  par l'auteur.« 

Gedruckt als t.  XIII der Acta math, vom 29. April 1889 bis 13. November 1889. 

Gerade die scheinbar positiven grofien Resultate dieser Arbeit Herrn Poi n care's hinsichtlich der Konvergenz— der 

springende Punkt der ganzen Frage — waren, wie man weil.1, unrichtig und veranlafiten die Ersetzung dieser Arbeit Herrn l'oin- 

carc's durch jene zweitc, welche beziiglich der Konvergenzfrage nur mehr rein negative Resultate aufweist. 

2 Diese zweite Arbeit ist: »Sur le probleme des trois corps et les equations de la dynamique par 

H. Poincare.   Memoire  couronne   du  prix  de   S. M.   le  roi   Oscar  II.   le   21. Janvier  1889.« 

Gedruckt als t. XIII der Acta math, vom 28. April 1890 bis 21. Oktober 1890. 

Indes ist die Introduktion der ersten Poi n care'schen Arbeit vom Jahre 1889 — im Hinblick auf diejenige vom Jahre 1890 

und auf die Nouvelles recherches Gylden's in der Tat vom grotiten bistorischen Interesse beziiglich der Entwicklung, die das 

Problem in der iiehandlungswei.se seiner bciden bedeutendsten Bearbeiter in ncucrer Zcit gefunden hat (und daher in der histo- 

ri scb en Zeitschrift .Bibliotheca M atliematica« am Platze). Gerade das, was Herr Poincare mit seinen bciden Arbeiten iiber 

das Problem nicht zu leisten vcrmochte, hat Gylden in seinen Nouvelles recherches erreicht: cine astr onomis ch wirklich 

verwertbare Alethode von positiven Ergebnissen f ii r das Problem zu schaffen. Und hinsichtlich der Nouvelles 

recherches Gylden's ware das Wort am passenden, vcrdien ten Platze: In ihncn »hat die fortschreiten de Wisscnschaft ihr 

Verdikt ausgesprochen !« 
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8 H. Buchholz, 

Auf Seite 199 der »Nouvelles recherches« aber sagt Gylden hinsichtlich der horistischen 

Methode: 

»Ces termes — je les appellerai termes a facteur horistique (6piati»6c, ap par ten ant a ce 

qui limite, qui termine) — sont dans la theorie des mouvements des corps celestes, on 

I'entend aisement, de la plus grande importance: en effet, la presence des termes de la 

nature envisagee rend convergents et, quant au resultat numerique, limitees, les solutions 

des equations di fferentielles, tandis que, sans eux, le proces d'in tegration pourrait aboutir 
a un resultat divergent.« 

Wie man sieht, ist es in erster Instanz Gylden selbst, der uberall auf die Konvergenz seines 

horistischen Integrationsverfahrens mit Nachdruck hinweist; und die strenge Gtiltigkeit dieser 

letzten bedeutsamsten Methode von Hugo Gylden ist weder durch die bisher versuchtcn Einwande des 

Hcrrn Poincare, noch durch die negativen Ergebnisse von dessen zweiter Arbeit iiber das Problem 

— vom Jahre 1890 — auch nur entfernt erschiittert vvorden. — 

In der von Herrn Backlund widerlegten zweiten Note Herrn Poincare's lesen wir noch: 

»Ceux qui voudront appliquer la methode horistique risquent d'arriver a des resultats 

fantastiques; il y a des cas ou elle pent etre inoffensive, il n'y en  a pas ou elle pent etre utile.« 

Zum mindesten wird man erst das Erscheinen dieser Anwendungen von Gylden's horistischer 

Methode abzuvvarten haben, ehe man sie verurteilt. 

In hoffentlich nicht allzu ferner Zeit wird Herr Backlund die astronomische Wissenschaft 

mit Teil III von Gylden's Orbites absolues beschenken — er, der grundliche Sachkenner und 

gewissermaGen, als Inhaber deswissenschaftlichen Nachlasses, der off izielle Repriisentant vonGylden's 

Theorie. Mit Spannung darf man dieser Publikation entgegensehen, in der Herr Backlund durch die 

Anwendung von neuem den Beweis erbringen wird, dafi er sein Urteil iiber die horistische 

Methode — im scharfsten Gegensatz zu Herrn Poincare — mit gutem Recht dahin fixiert hat:1 

»Die neuen Methoden, die er zu dem Zweck schuf, und zwar in erster Linie die 

sogenannte horistische Methode, gehoren zu Gylden's genialsten Leistungen. Dadurch 
gel an g es ihm in der Tat, den kritischen Gliedern die richtige Bedeutung zu vinclizieren. . . . 

Die voile Bedeutung der grofien Arbeiten Gylden's abzuschatzen, die den Kernpunkt 

der zweiten Periode bilden und zugleich nach seiner eigenen Meinung das Hauptresultat 

seiner Forschung reprasentieren, ware meinerseits Verm esse nh ei t. Uberhaupt glaube ich, 
dafi eine dazu kompetente Personlichkeit noch lange auf sic h war ten lassen wird. . . .«— 

Its ist bedauerlich, dafi die Theorie Gylden's noch immer mehr der Gegenstand absprechendcr 

Urteile2 als griindlicherVertiefung unci eingehender eigener Arbeiten ist. Demgegenilber kommt es mir 
vor allem auf die wirkliche An wendung der neuen Prinzipi en Gylden's auf einen bestim m ten 

Fall des Planetensystems, an der Gylden selbst beim ersten Beginnen durch seinen friihen 

Tod verhindert ward, und damit auf eine objektive Priifung seiner Theorie in der vor- 
liegenden und in den nachstfolgenden Arbeiten an. Und keine gegncrische Meinungsaufierung 

kann mich hindern, den als richtig erkanntcn VVeg fortzusetzen. Erst nach Vorstudien, wie den zu 

Anfang dieser Bemerkungen charakterisierten, die indes, worauf es zunachst vor allem ankommt, die 

zuvor angedeuteten allgemeinen Mafistabe hinsichtlich der praktischen Leistungsfahigkeit der beiden 

Methoden ergeben, wird man die Untersuchung des beruhmten Grenzfalles, den Hilda darstellt, versuchen 

diirfen, eines der schwierigsten Probleme der Mechanik des Himmels uberhaupt, mit dessen Bearbeitung 

Gylden selbst kurz vor seinem Tode begann. 

1 V. J. S. der astron. Gcscllschaft, Jahrgang 32, Heft I. 
2 Der  in   der Physik.  Xcitschrift   (5. Jahrgang, Nf. 13)   erschienene  Artikel  Herrn   Poincare's   gegen   die   horistische 

Methode ist nur eine deutsche tjbersetzung des zuvor crwahntcn in den Comptes rendus (April 1904) erschienenen Artikels. 

Der Verfasser. 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

Sechstes Kapitel. 

Die Integration der Differentialgleichung des Radius Vector fiir die Glieder 
zweiten Grades im Typus 2/3. 

A. Die Differentialgleichung in S. 

I. Obergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung fiir S. 

Nachdem die Integration fiir den Radius Vector in der ersten Abteilung dieser Untersuchungen fiir den 

nullten und ersten Grad vollstandig durchgefiihrt wurde, haben wir sie nun zunachst fiir die Glieder 

zweiten Grades auszufiihrcn. Dazu miissen wir vorerst wieder die Hilfsdifferentialgleichung fiir S 

behandeln, indent) ja S auf der rechten Seite der Differentialgleichung fiir p (cf. I, S. 391) auftritt, deren 
Integration, wie friiher gezeigt wurde, den Radius-Vector: 

fl(i-y) 
t+p 

ergiebt. 

Die  aligemeine  Form  der Differentialgleichung  fiir   die  Glieder  zweiten Grades in S haben wir 

fur den Typus — bereits abgeleitet (cf. I, S. 394). Sie lautete: 

dS\ iff ~) = Q,+2mlQt+3iSjlQl+-L?jL 0) 

Die  rechte Seite ist nun mit Riicksicht auf die friiher gefundenen Werte von S und 0 wirklich zu bilden. 

Diese Werte waren aber (cf. I, S. 381, 384), indem wir sie jetzt entsprechend getrennt anfuhren: 

(.Sj)/ = OgY) cos (3w—v)+agTj/ cos (2>w—vj 

(S2)i = auTj2 cos (6w—2v)+a1B-rjT)' cos (6»-v v1)^-a16i\'
i cos (6tv—2vJ 

O0 = qx sin Ztv+gt sin 6n> 

Qi = l2ri sin v  +^471 sm (3w—v)   +qnrj sin (Qw—v) 
+ q.(ri' sin v, +<.;,-,r/ sin (3w-  vj +q1r{ sin (Ow-v,) 

+g2f] sin (dte+v)   +girl sin (9w-v) X2) 

+£3TJ' sin (Sw + vJ+^r/sin (!)»--vD 

02 = ^8T,
2
 sin 3w +qx%tfsm (3w—2v)       +#15if sin (6w—2v)      + #18T)

2
 sin (9w—2v) 

+ qi)riri' sin (Sfi' + v-Vj)   + q,x'riri' sin (3w-v—v^-f-^,.'^/ sin (6w—v—v^ + q^rfq'sm(9w—v—vjl 

+ ^10rj'Y sin (3tv -v+Vj) -K14T]'- sin (3w- -2vJ     +#17?]/a sin (6w—2Vj)    4-tf20?/2 sin (9«> — 2 vt) 

-r-gnr/2 sin 3n< +?si'lfl13' sin (v—vi)- 

Zunachst  sollen   wie   in Abteilung I bei Qv so jetzt auch bei 02 die </-Koeffizienten in jene verein- 

fachte Form iibergefiihrt werden, die Herr Brendel1 bei der Behandlung von Hecuba nach seiner Methode 

1 M. Brendel. Theorie der kleinen Planeten. I. Tbeil. Abhandl. d. konigl. Gescllsch. d. Wissensch. zu Gottingen. Math.-phys. 

Klasse. Neue Folgc, Bd. T, Nr. 2. 
Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. 0 
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10 H. Buchholz, 

als typisch festsetzte,  die auch  von   den  Herren Liidendorff   und  Kramer2 in ihren Arbeiten iiber 

Hecuba verwandt wurde. 

Wir mussen dazu in den ^-Koeffizienten in Q2 [cf. I., S. 385. Formel (29)] die f-Koeffizienten durcli 

die p ausdriicken und gehen hierzu, im Hinblicke auf die bei dieser Aufgabe innezuhaltende Genauig- 

keitsgrenze, von der folgenden Form der Differentialgleichung der Zeitreduktion aus: 

dT 
dv 

— —2R%+ \QRl—2{Sx)i)'C[ cos v—Z-rfR0^-QR0rf cos 2\ 

Mit RLlcksicht auf die fi'ir Re, Rv R2, (Sx)/ friiher gefundenen Wcrte (cf. 1, S. 381) nimmt diese 

Differentialgleichung, wenn man die Ausmultiplikation der beziiglichen periodischen Aggregate nach den 

Formeln (36) (cf. I, S. 344) ausftihrt, fiir den Typus 2/3 die folgende Form an, im Hinblick auf die jetzt 

innezuhaltende Genauigkeitsgrenze (cf. I, S. 398): 

dT 
dv 

— T•rf cos Zw + T• ;? cos (3 w— 2 v)       + T[*' TJ
2
 cos (9 w— 2 v) 

+ T• 7)Yj' cos (3w+v -v,) + T^rpi cos (3tv—v-- v,) + T•yi]f}' cos ({)n>— v— Vj) 

+ r/f 7)7)' cos (3w-v+Vj)+ Ttf'-rf2 cos (3w- 2vs)     +7I
I

I""Y/
2
 cos (9w—2VJ 

+ T-lfrf2 cos 3w 
+ ri

c
I
lu7i3cos(3w+2v) 

+ r;1
12,T1

2cos6w 

+ r)
(

I
1B)7]7)'cOS(6w + V—Vx) 

und es ist: 

T^~ -3^ + 3^-2^-^ 
T (4)              op r<">) — _ 

1II    — 

r"> —  28    • 7><8)   
'ir   — " 

'run 
1 II = -3Si; 

rif=3p8-2B8-o8; 7^=-2ft,: 

3p1 + 3p,-2p11-«,; Ttf = 3^-2^,-0,; 

-2S„;       r«» = -2plg;       r•=-2p19; 

r«» = 3p4;      rr = 3Q5. 

(3) 

(4) 

Nach Abteilung I (cf. S. 348, 382) war aber allgemein: 

T = %v + Ti+K ; K = Tk + Tg = Kk+Kg Ki=.Q; 

K2 = Y//]
2
 sin 3w +YnY)a sin (3*P—^v)       + 7i7Tl2 sin (9w—2v) 

+ Y8vj7)'sin (3w+v—v1)+71j7)7]/ sin (3w—V—v1)+T,8ipi/ sin (9w—v — vt) 

+ 79TjTj' sin (3w—v + vx)H-Y187f2 sin (3w— 2vx)    +T19V
a sin (9w—2vx) 

+ Y10r,'2 sin 3w 
+ Y20Tj2 sin (3w + 2v) 

+ T2iTi2 s*n 6w 

+ Y22riTl/ s'n (6w + v—v^. 

(5) 

1 H. Liidendorff. Die Jupiterstorungen der kleinen Planeten vom Hecubatypus. Berlin, Mayer und Midler. 

2 J. Kramer. Theorie der kleinen Planeten.   Die Planeten vom Hecubatypus. Abhandl. d. ki'inigl.  Gesellsch. d. Wissensch. zu 

Gottingen. Math.-pliys. Klasse. Neue Folge, Bd. II, Nr. 2. 
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Beweguug vom  Typus 2/3 etc. 11 

Durch Differentiation des unbestimmten Integralansatzes fur die Glieder zweiten Grades ergeben 

sich somit im Hinblick auf die zuvor gewonnene Differentialgleichung (3) fur T die zur Bestimmung der 7 

als reine Funktionen der j3 notigen Bedingungen: 

(1+8,)T,.= ^5 (1+5l-; + ?l)Ts= ^'; (1+81+«-«1)T, = r«>; 

(l+8i)Tio = "C; (»i+2«-l)Ti, = ??'; (»i+<+«i-l)T« = K'; I 

(81 + 2;1-l)Tl3 = J//'; (1+3S1 + 2c)Tl7 = Tjf; I     (6) 

(l+SSi+c+^Tu = 7-,?";        (l+381+2«J)Tl9 = r•»; 1 

(3 + 8,-2?)^ = 'Hr-        2(1+8,)^ = J•;        (2+28,-C+CJT,, = r«». / 

Daher wird bei Vernachlassigung der kleinen Grofie 5,, sowie der kleinen Grofien Q und q (die von 

der Ordnung m' sind, cf. I, S. 428) gegeniiber der Einheit, fur die beabsichtigte Transformation geniigend 
genau (beziiglich a., und a,,, cf. I, p. 421 und 400): 

Ai-M 
•h=   -3 ft+30,-2 

0 a  • 

IV .,   — q o       no        ^3.0.1 , 

1 ;1 

—  '-IP 3 R   _i_ 9 R 
At-1) •"•8.1.0 . 

,       — 3R   -|_?fi      _|-       3-0-J  • Tu = 2pls; •'    — — 2S 117 —      -m > 

3 „ 
119 2 P4> 128 

3 

~2V h 

(7) 

Durch Einsetzen dieser y-Werte in die q- bezuglich y-Koeffizienten der Ausdriicke fur Q2 und P2 

(cf. die Relationen (29) und (34) J, S. 385 bis 390) erhalt man diese als reine Funktionen der [3 und der 

numerisch  bekannten  A- und  5-Koeffizienten  der Derivierten der Storungsfunktion in einer fttf die 

Integration direkt venvertbaren Form. 

Diese Transformation gestaltet sich analog wie diejenige fur den ersten Grad, die in Abteilung I 

(cf. S. 399 bis 403) ausgefuhrt wurde. Als Resultat derselben erhalt man fiir die Koeffizienten der Glieder 
zweiten  Grades in 0.2 und P2 die folgenden Ausdriicke: 

q8   .= qiA +#8
7>p, 

29 

?io 

an 

2a 

2a 

9u 

2a 

2a 

2n 

2a 

2a 

220 

29i +qf)$9 

eio.i+^Pa 

?ii.i+<)p, 

(/12.1T^^15    lJI4^cil2    P17 

,-»       . _1_ ^y(10) 0      _i    ^(19) O 
qi4A + 2it    Pl6 + ?i4   Pl9 

tfie.i+^Pia+^Pis 

<7l7.1 + <#,8>P18 + <&9)P19 

Zis.i+^Pn+^Pu 

fie.i+«8?% + *8PPiB 

:«ao.t + «8f>Pi8+«fiPPia 

(8) 
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12 H. Buckhoh, 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 

08.1   =qp+q^?s+qf}% + q^h 

q9.t  = qf + q\P [\ + qf pa + q$> P4 + qf> (1 

0io.i = «$+«S?Pi + «#P. + «$Pi + «$p4+«®P. 

eis.1 = «S? + «JVP,+«SP«+«ffiP4+«SPe 

?i4.i = ^ + 3^PI + 38?P»+«SPB 

015.1 = 0$ + «#Pl + *$P« 

(9) 

016. = 0i<?+0iVPi+0f^2+0g)p3 + 0^p4 
01 7. = 0$+0iVPi + 3$Pi+0$P6 

018.1 

19.1 — fl(0)j,/7(l)fl   -4-<7(2>B   H-0i:il6   -f-i#>B   4-(7®S. 

020.1=0$ + 0$Pl+0$ P8 + 02?P5 

und diese letzteren Groflen #H.I bis #20.1 gegeben sind, da pa bis P6 bereits durch die Integration fur den 
ersten Grad ermittelt wurden. Die 13 Glsichungen (8) enthalten also nur die 13 Grofien p7 bis p19 als 

Unbekannte, wahrend sich die samtlichen #-Koeffizienten der rechten Seiten von (8) und (9) aus den 

^4-Koeffizicnten zusammensetzen. Bei ihrer Berechnung habe ich die Ausdriicke fur P„ und Q2 der 

ersten Abteilung noch vervollstandigt, indem eine Anzahl dort noch nicht mitgenommener Glieder, 

so auch noch Glieder der zweiten Ordnung vom zweiten Grad mitgenommen wurden. Die Werte 

dieser kompleten Ausdriicke fiir Ps und 0., samt derjenigen der q- und 77-Koeffizienten selbst, dargestellt 

durch die A unci B werden in Abteilung 111 bei Zusammenstellung aller in Betracht kommenden A- und 

U-Koeffizienten der Derivicrten P und 0 der Storungsfunktion fur die typischen Zahlenwerte 0, 3, 6, 9, 12 
2 

des Typus  — in den   Grundlagen fiir die numerische Rechnung angegeben  werden.   Fiir  die p-Koeffi- 

zienten findet man in derselben VVeise: 

P,0=P10.1+/$PB+/$P9 

pa =PUA+P
1
^>?10 

pu = Pn.i+pft>hi +P{u,\h,+P{M> Pi, 

P15=/>l».l+*CPll+J&%>+J^Pl8 

Pl8=/'l6.1+^188)P18+M166)Pl6+M169)Pl9 

P17=/'l7.1 + PiV)Pll+M174)Pl4+M177)Pl7 

pls = PxsA+P&^a+P&Vht+P&VVxB 

Pa = Pn.i+tffita+PWhe+rtP P19 

P20 = p204-t^1o1)Pu+^04)Pu+^07) Pl7 

pn = ^1.1+^f Pia+Hi5)Pi5 +^8) Pia 

Paa = P32.1+^)P,»+^P16+^1
a
9) Pn, 

(10) 
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Betvegung vom  Typus 2/3 etc. 13 

wo: 

Pio.i = /$ +/$PI +/>% +P^% +Prtih+PfJk 

pnA = pf] +p\ V p, +pg> p, +7^> p, +p$ p4 +pg p5 

PV2.1  = P^+P^h+P^h+Pf^h 

P16.1 = /# +/$Pl +/$P« +/$& +/^P4+/^P» 

7'17.1 = /$ +/$?, +*g^+/$P« 

Pis.i = F^+r(:^l+p(Sh+p^^+p^h+ptt^ 

Pi9.i=p®+p®?t+p?tf$+pm6 

P20.1=P®+P$]h+P?tt2+P®h 

P2ZA=P$+P®h+P®ftS+P¥Jh 

(11) 

/ 

ist. In den Ausdriicken (8) bis (1 1) fehlen die Koeffizienten q9] und ps, pn, p.in, weil diese den elementaren 

Gliedern der Form ^4 angehoren und wir die Differentialgleichungen in S, R, T, Q fur diese Glieder geson- 

dert in der dritten und letzten Abteilung dieser Untersuchungen behandeln werden. 

Wenn man jetzt die rechte Seite der Differentialgleichung (1) mit Hinblick auf die Ausdriicke (2) 

wirklich bildet, so findet man unter Kombination der Glieder gleicher Argumente. indem man nach dem 

bereits in Abteilung I befolgten Prinzip blofi Glieder der Gylden'schen Fun dam en t altypen mitnimmt, 

folgenden Ausdruck: 

'dS\ 
SIJ'TJ- sin ?)iv S\\ •Sgvfsin (6w—2v) dv]~ ~n "'  — "" ' "» Yi3 sin (3w-2v) 

+ S'ifyf(l' sin (3w+v—V1) + 5J|
)
7]KJ

/
 sin (3w—v—v^+S^rpf sin (6»—v—v,) 

+ SI'[V/ sin (Sw- - v + vj + ^jl'r/- sin (.')«/-2vJ     + S|,""Y|
/!!
 sin (6w— 2vJ 

+ S'l{'rl
/2sin3w 

+ 6,;;l,rJ
2 sin (9w-2v) 

+ S[\2'rir/ sin (9w-v—v,) 

+ S\1
1
HKri'

2sm(9w—2v1), 

wobei gesetzt ist: 

(12) 

Oil I            _ °Ws + «s?6" 

S'n'   = :7rl«W«+«We- 

Sr?  = 

C(7)       
°1I      — 

2 

3~ 

2 

~3 ?io 

3 
2   ^«»ft+«««l—-gf«14 

53*=-S- lal?6 + «8«4+-5   ?M 

Sn =yi¥i+¥8' 

s!i"   = y(*8«8+°W7' 

2 
"3~ ^9' 

9 

C(6J   

C(8)       

3 , 

*2#4 3-«« 

QUO) 3 
n    \«8?8 " V 

3   <?]3 

(13) 
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14 H. Buckholz, 

S', l«i?6 + «14?1+-5-?1 j 118y » 

3 

SlT' = Y p«7 + «8*e + «16«l +   3" ?19 

•'II  • 

(13) 

II     =   9   1«8?7+«16?1+   0^20 

indem  die Differentialgleichung fiir Sa, d. s.  die elementaren Glieder  der  Form A,  zu   denen   auch  das 

drf2 

Glied— - gehort, vvie gesagt spater in Abtheilung III fiir sich behandelt werden wird. 
dv 

II. Bestimmung der exargumentalen Glieder zweiten Grades in S. 

Um zunachst die aus der Integration fiber das Glied nullten Grades hervorgehenden exargumen- 

talen Glieder zweiten Grades zu ermitteln, gehen wir aus von: 

iV 
.-) = 3 (A a, sin 3w- - 

\ av I dv 

unci setzen hierin (cf. I,  S. 382): 

dV 
dv 

= 'lu"if cos (6w—2v)+Y16Tj7j' cos (6/f—v—v1) + Yi6Yl'8 cos (^w—^vi)- 

Fiir die aus dem nullten Grad entstehenden exargumentalen Glieder zweiten Grades erha.lt man so: 

\dv/2= _
"~

VYMY|
" 

si" (3w_2v)       +V
'M IV 

sin (9w -2v) 

— VY157]TJ' sin (3w—v— v,) + vy^TjT)' sin (9w—v - v,) / 

- VYI(.T/- sin (3w—2VJ    +vf167]'a sin (Qw—2v1) 04) 

3 
2 

Um ferner die aus den Gliedern ersten Grades hervorgehenden exargumentalen Glieder zweiten 

Grades zu ermitteln, differentieren wir zunachst den unbestimmten Integralansatz, der fiir Sj aufgestellt 

wurde (cf. I, S. 381, 417) und erhalten so: 

c/S, dv 
~   = at-q sin v -=- 
dv J dV 

dx 
^'S",V^ 

„ dm     dv\ 
•«j7] sin (3w -v) (3     -    - — 

•a4Y] sin (6w—v) (6 
dm      dv' 

+ a6tf sin (() w—Vj) (6 
^„^W       </v, 

dv        dv 

Nach der frtiher entwickelten allgemeinen Theorie ist aber (cf. I, S. 413): 

dw 
dv 1—14—H 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 15 

Wahrend zuvor fiir    ,   die in dieser GroBe enthaltenen Glieder zweiten Grades einzusetzen waren, 
av 

hat man jetzt offenbar von denjenigen ersten Grades auszugehen: 

72T] cos (3w—v)-4-YsT/' cos (;^n'~vi) 
dV 
dv 

und erhiilt dadurch zunachst,  da fiir den Typus 
3 

also: 

ist: 

n-      3    , 

2—3[A, = 8,  und 5 — 6(A, = 1 +2ox 

— ( —-   = a., (1 — «)T] sin V+fl3 (1 — q)^' sin v, 

+ a,r, sin   (3«' — v)J5,+; 3[i,Y2T) COS (3tv—v)—3fJ,787]' COS (3w—Vj) J 

+ a.,Y/sin (3w—vJjSjj+s, - •t>\i.-!2(l cos (3»-v)—3p-TaV cos (3^—v,)} 

+a47j sin (6w-v ) [ 1 +28,, + ; - 6^?] cos (3n>—v)—6^sr\' cos (3w—vt)} 

+abrf sin (6w—vt) { 1 +28, + :l-—Q[i'i2ri cos (3w—v)—6[AY8T)' cos (3w—vj ]. 

Fiir die aus den Gliedern ersten Grades entstehenden exargumentalen Glieder zweiten Grades erhiilt 

man also: 

\dvl-> 
-3(Aa4Y2tj

2 sin 3w 

-3;j.(i,
r,7,7,7/ sin (3w+V—vt) • 

• 3(AaB73'if]/a sin 3«> 

3 
-— |KXjT8i)a sin (6«'—2 v) 

"2 Kv^ + VCa) T/V sin (6K/-V-V,) 

Y Wsrf* sin (6w—2vj) 

+ 3;j.a4727j2 sin (9w—2v) 

+ •^A(«473+«r>'i2)'VV sin (9w—v—vj 

+ ;5;xrt.7;!T/- sin (Qfv—2vi). 

i    (15) 

III. Die Integration der Differentialgleichung fur S bei konstantem r; und -. 

Bezeichne nun also im Sinne der bereits angewandten Bezeichnungsweise: 

—°) die aus dem nullten Grade stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades, 
dv/s 

fdS y 

I—1\ die aus dem ersten Grade stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades, 
\dvj-i 

—) die direkt gebildete Differentialgleichung in den Gliedern zweiten Grades, 
dv 1% 

dS., 
den differentierten unbestimmten Integralansatz, 
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H, Buchhoh 

so ist ja: 
dS 
dvi 

dA) + (*§l) + (A 
dv)->    \dvJi    \dv 

(16) 

Die Differentiation des unbestimmten fur S2 gefundenen Integralansatzes (cf. I, S. 381) ergibt aber: 

— f —-jj = «7 (1 H-SJ?]2 sin 3w +«n(8i— -1 +2«)T]8 sin (3w—2v) 

+ fl8(l +81—S+Sj) VJTJ' sin (3w+v-Vj) + t718(8, — 1 +; + ;1)r/r/ sin (3«>—V—vj 

+«9(1 +514-?--?))rjv/ sin (3w—v + v,)+a,,i(81—1+2;,)Y/
2
 sin (3w—2vj) 

+ ^10(l+o1)rj'
asin3w ,   ^ 

+ 2«,4(81 + C)YJ
2
 sin (6w—2v) + a„ (1 + 33,-1-2 C)YJ

2
 sin (9w—2v) 

+ a1-(281 + ? + ?])riTl
/sin (6w—V -Vj)    +als(1+38,+? + C1)TJY/sin (9n>— v—v,) 

+ 2a,,,(81+?1)Yi
/- sin (6w—2vt) +«i9(l + 3^ + 2 c,)i]'a sin (9w-2vJ. 

Das  gesuchte   Integral   der Differentialgleichung  (1)   sive (12)  fiir  S2   wird  somit im Hinblick auf 
Gleichung (16), sowie (14), (15) und (17): 

Sa =: a7Tj2 cos 3w +flnT]a cos (3w— 2v)       +altrj- cos (6w—2v) 
\ 

(18) 

+ </8Yj-r/ cos (3»ti+\'—v,) +alaTf(f cos (3M;—v—vj + a,^/ cos (6w—V—Vj) 

+ a9YiTJ' cos (3w---v + v-|) + c'13Yj''2 cos (3w—2vJ     + a,(.Yl'
2 cos (6w—2v,) 

+ a10Y,'2 cos 3» 
+ a17Yj'2 cos (9»—2v) 

+alsf[ff cos (9*f—v—vt) 

+ tfli,Y]'
2 cos (Qw — 2v,) 

wobei die Koefflzienten gegeben sind durch die folgenden Relationen, indem wir die fruher festgesetzte 

Genauigkeitsgrenze  innehalten, also  Glieder rein  zweiter Ordnung, wie z. B. ac  fortlassen: 

1 

T+A 
l 

^ + H,\; ^-{qg+Hs}; "., 
1 

1+8, 
cIw+Hv\- 

aM-      ^f\(ln+Hu 
3 3 

8,-1 ri2   2 

«M - F ?18~ y 4iair, —  2  lJ'^iTir,+^i2 j! 

3 3 1 

1 

281+c+«, <7lfi+#lB 

•1^2(8,+,) 

1 

9a+Ht 

2(81 + ?1) </n+#i. 

I   (19) 

-« - r+35^ Si8+ V ^ai4+ V i^v^+^n ; 

i 

'19 ~ 1 +35) 
i 3 3 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 17 

wobei die Grofien: 

3 3 
Hi = y <S(fc+«e)+3lMt4Ti i #s =y ^*»^+a»^+3Vkaif»' 

#9 = y (a2ft+a8?6)+3tAa4T8;        #10 = y <% (q3 + <?-) + 3HO5Y8 ; 

3 3 S 
HU = — y ^a2;       HU = — y(«rt+fc«s);       #« = - ^r <73 

a3 

#14= y ?*«i+y [xa2Y2; 

O    f 3 "S ' 

2 

-Hi, = 
3 
? qc,a-2+3\xaih \ 

.(19 a) 

3 g 
#18 =  g  (^as+?6as) + 3f1'KT8+d!5Tg); #I9 = y ?7«8+3|A06T8 

durch die Integration fur den ersten Grad gegeben sind. Den Zusatzteil (S2). des Integrales aber haben 
wir noch zu bestimmen. 

IV. Beriicksichtigung der aus der Variabilitat von rt und - cntstehenden Zusatzglieder 
zweiten Grades in S. 

Bci der bisherigen Entwickelung wurden i\, f\', Z,^ als konstant betrachtct. Der Variabilitat dicser 

Grofien tragen vvir nun noch nachtraglich Rechnung, jedoch bloB in den grofien Gliedern im Integral S 
in1 

die von  der Ordnung R- sind, das sind die Glieder der Form C, nicht aber denjenigen der Ordnung m'. 

Wir gehen zu ihrer Bestimmung also aus von dem Ausdruck: 

S2 = a.uif cos (Qw— 2v)+a157)Trj/ cos (6tv—v—v1)4-a167]'2 c»s (6*f—2v1) + (Si),. (20) 

Nun ist offenbar: 

Tj2 cos (Gw—2v) = rj2 cosjGw—2(1— ;)w + 2~| 

= r/2 cos 2TT cos { 6tv— 2(1— ?)«] 

— v]2 sin 2TT sin { 6w—2(1 —c)y j, 

also partiell differentiiert (cf. I, S. 418 und 443): 

dif cos (6»—2v) 
i/t' 

—2(81+C){Y]
8
 cos 2^ sin |6w—2(1—;)i/] 

+if sin 2% cos [6w—2(1—«)»]} 

^7j2 cos  2x + 
dv 

dif sin 2 it 

cos [6»-2(1— ;)t'J 

oder: 
JYJ

2
 cos (6w—2v) 

-=—   -sin[6w—2(1—?>] 
at/ 

—2(Sj-+-c)7ja sin (6w—2v) 

C/T,
2
 COS 2~ 

-Liir-cos[0*«'-2(1-«)«'] 

di\2 sin 2JC 
•—^j sin [6w—2(1— «)t/l 

Denksohriften dor mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. 
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18 H. Buchholz, 

Die Differentiation von Gleichung (20) ergibt also: 

- (^7) = 2(S1 + ?)a14f sin (6«/-2v) 

+ (251 + g + ;1)a1-Tj-rj/ sin (6»-v-v,) 

+2(814-?1)a167)'2 sin (6w—2vJ 

uirj2 cos 2TC cfifj8 sin 2^   . ) 
-«i4 j- '-J—    cos [6»—2(1—«)«] ~        Jv       sin [6w—2(1 —«)»] j 

•«i* 

IJTJYJ' cos(g+nt) 
1 dv 

\dtfi cos 2TT, 

cos [6n>—(2—s—?i)''l 
C/TJT/ sin (it+Wj,) 

dv 
sin[6w— (2— z— nx)v\ 

dv 
cos [G»-2(l-?,)i']- 

JT/
2
 sin 2itj 

iif 
sin [6*f —2 (l —S1)f] 

dv 

Nun ist aber: 

"dvJi 

dS,\ 
—-   + zweiter Ordnung, 
dv /•> 

da die Koeffizienten von (• ,---'    und [——•) in Gleichung (16),  wie ein Blick  auf Gleichung (14) und   (15) 
\dvJ2 \avit 

n  ,            .   ,   .   ,       .               ,          »z' »»'     ,               m/2             »/'- 
zeigt,   von   der   zweiten   Ordnung smd, indem ja a ^ w, ai-r-, 7 rsc —-    also flyai-r- otv I-T=- 

8, 8,                        8,               82 

ist. Nach der Differentialgleichung ist aber: 

- (dS) = Sg'ij" sin (6w—2v)+Sn
9)T)Yj' sin (6»-v—VJ + S^YJ'

2
 sin (6w—2v,), 

wo: 
S£> = 2(81+?)a14; Sg> = (281+i+?1)«16; S• = 2(8, +?1)«16 

ist. Daher wird die Differentialgleichung der Zusatzglieder zweiten Grades in S : 

dv 

drf cos 2 A: 
—'-—-—    - cos  6 w — 2(1 —Q)V\ 

dv 

dif sin 2T 

dv 
sin \Qw—2(1—z)v\ 

•aiK 

It/7]7)' COS (ft + Jt,) 

c/i> 
cos [Qw— (2—?—C-L)I>]-*- 

(ivjT]' sin (it+itj)   . 

</i> 
sin[6»—(2—c—^)!/] (21) 

tdrf2 cos 2 %t 1 cos [6w—2(1—c^t/] 
JTJ'

2
 sin 2iij 

dv 
sin f(i» — 2(1 — d) f] 

7 2 Sln   o t/Ti" cos llt 

Durch Integration, bei  der - - etc. als konstant betrachtet werden konnen, erhalt man den 
dv 

gesuchten Wert, indern   man  die  Integrationsdivisoren mit Rucksicht auf die festgesetzte Genauigkeits- 

grenze bildet: 

*ii \drf cos 2%   .   ,r,       _,,      .  .,     drt2sin2%        ra ,. ..       ,    . 
(S8), = — 2^" {-    dv-   S'n '   W      ( — C) ^ ~ °0S C      ~ ":) "' c/(; 

a-. I drm'cos («+iO   .   rc       ,_ .   . 
-a.J-U -i i- sin [6w—(2—«—«x)t/] 

C/YJY/ sin (TT + TC,) 

dv 

a.R (drf2 cos 2iz,   .   r.       ,,,,       ,   .  ,  ^Tj'2sin2w] 
ST- 7        

ksin[6w—2(1— «!>»]+ ,,     J-cos[6»—2(1—O*] 
28t (        at; «fl 

cos [6»-(2-«-<i)«] j (22) 

\ 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 19 

Dieser Wert ist in das Integral S2, Gleichung (18), einzusetzen. Damit dasselbe vollstandig bekannt sei, 

mtissen noch |B7 bis (3ig ermittelt sein, da diese in den Gleichungen (19) in qs bis q20 auf Grund der 

Gleichungen (8) enthalten sind. Die Grofien [37 bis j318 ergeben sich aber durch Integration der Gleichung 
fur R2, indem wir frtiher sahen, dafi: 

P = (p)+R 

ist und (p), die elementaren Glieder der Form Z>, nur fiir den ersten, dritten Grad etc. existieren, 

so dafi fiir den zweiten Grad einfach p = R wird, wo R nur die charakteristischen Glieder der Form C 

und D enthalt, wahrend die Differentialgleichung der elementaren Glieder der Form A in R, die auch 

zweiten Grades sind, spater fur sich behandelt werden wird. Wir gehen nun also zur Integration der 

Differentialgleichung in R fiir den zweitenGrad iiber, die sich wesentlich komplizierter als diejenige von S 

gestaltet. 

B. Die Differentialgleichung fiir R. 

I. Obergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung fiir R. 

Allgemein fanden wir als Differentialgleichung fiir die Glieder zweiten Grades in p zur Bestimmung 

des Radius Vector: 

_ qQ-r,")       a(l-v)8) 
r~     1+p l + (p)+R 

fiir den Typus — die folgende Form (cf. I, S. 397), indem jetzt, wie dargelegt, p R zu setzen ist: 

d2R 
dv'1 R ) = 2S2^P2^2(S1)lP1^2(S2)lP0 + 2S0(S2)l + (SJf+^ 

/ 2 

+ QM sinv-ft g^)-a pars (g)-<20 pars (g 

2(S1)/O0risinv-2 
drf (dR\ 
dv \dvJo 

(23) 

Diese allgemeine Form miissen wir nun fiir den Typus — wirklich ausfiihren, indem wir  auf der 

rechten Seite die samtlichen  in  Abteilung I (cf. S. 381, 385 — 390) gegebenen Werte von Q0, Qv Q2, PQI 

Pv P2, (S,);, (S2)i, (-—),    ( ,-  ),    \-j-) (cf. auch Formel (8) bis (11)  dieses Kapitels VI) einfiihrsn und die 
\dv/o    \dvJi    \dvj2 

betreiTenden periodischen Aggregate ausmultiplizieren, wobei aber wieder nurGlieder der Gylden'schen 

Fundamentalformen mitzunehmen sind, wie das in Abteilung I bei Herstellung der Differentialgleichung 

fiir die Glieder ersten Grades analog geschah (cf. I, S 423). Aufier den bereits angeftihrten gewohn- 

lichen Gliedern ersten Grades in Qv vom Argument Qw, 3w + v, 3w+v1, Qw—v, Qfv—vv die bei der 

1   Durch (S|)?ii  ist  das in Abteilung 1   bei Ableitung  obiger Gleichung  gegebene Glied (,S',)7  vielmehr zu ersetzen; da ja 

Glieder von der Ordnung ~^~  auch  tnitgenommen werden, und  deshalb  die  kurzperiodischen Glieder bei Bildung des vor- 
°i 

2 
Hegenden Ausdruckes fiir den Typus _^r mitberiicksichtigt werden miissen, was ich damals iibersehen hatte, was aber jetzt bei 

Ausfiihrung erst inBetracht kommt. Ferner lies in Erganzung  des Abteilung 1  beigefugten Druckfehlerververzeichnisses 

auf S. 396, Z. 10, von unten naturlich: S0Q 3E W'
2
 statt S0Q zsz m'. 

3* 
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20 H. Buchholz, 

Ausmultiplikation der periodiscben Aggregate in Qx mitzunehmen waren (cf. I, S. 374), zeigt aber die weitere 

Untersuchung der Glieder, dafi auch beim zweiten Grad eine Anzahl gewohnlicher Glieder in Q2 

zu beriicksichtigen sind. Auf diesen Punkt wies ich bereits in Abteilung I (S. 383) hin, wo die Anmerkung 

besagt: »Dabei sind aber in dem Wert (26) fur Q, wie in der zweiten Abteilung dieser Untersuchungen 
dargetan werden wird, noch eine Anzahl gewohnlicher Glieder zweiten Grades mitzunehmen,  die   bei 

Berechnung  der Storungen zweiten Grades in Multiplikation mit — neue  elementare und charakte- 
a v 

ristische Glieder ergeben«. Denn ein Blick auf die Differentialgleichung (23) zeigt, dafi auf der rechten 

Seite das Glied: 
fdR\ 
\dvln 

Q* 

auftritt.  Bei Bildung dieses Wertes hat man in Q2 offenbar noch andere  als die in Gleichung (2) dieses 

Kapitels fur Q2 bereits  angegebenen Glieder zu beriicksichtigen, namlich zu setzen: 

0, 
dR\ 

\dv O.^tf (24) 

(25) 

wobei jetzt rechts 0'2 den frtiher abgeleiteten ().,—Wert bedeutet, (Q2)g aber, wie die gehorige Durch- 
musterung aller denkbaren Moglichkeiten zeigt, die folgenden gewohnlichen Glieder zweiten 

Grades umfafit: 

(Q*)g = Au.oV sin 6w +4^of sin (12»-2v) 

+ A^{yir{ sin (6w+v—Vi) + J^2i\rlrf sm (12w—V—Vj) 

+ A<-]]riri' sin (Qtv—v+vA+A^yf* sin (12w—2v,) 

+ Al.02rf2 sin (]fv + A{+l\7[r{ sin (v—vx) 

+ 4+
1
2W ^n (v+vj \ 

+AfaW sin 2v1; 

indem weitere Glieder der Argumente v —\q, v+Vj und 2vt nicht in Betracht kommen, da: 

M-l)        A(-2) —  M+2) —   M-to — JH-2) — o 
0.1.1   —  ""(U.l   —       (1.2.0  —       0.2.0         0.0.2    " 

ist, wic die Zusammenstellung aller bei der numerischen Rechnung mitzunehmenden A, B, C Koeffizienten 

der Derivierten Q, P, Z der Storungsfunktion bis zum dritten Grad inklusive in der dritten Abteilung zeigen 

wird. Schliefilich sei noch bemerkt, dafi in Gleichung (24) in den ^-Koeffizienten (cf. die Relationen (8) u. (9) 

dieses  Kapitels VI)  nur die Glieder erster,  nicht aber die Glieder zweiter Ordnung mitzunehmen sind, 

da.Q2( — -j  bei Mitnahme von Gliedern erster Ordnung in den q schon zweiter Ordnung ist, im Falle der 

Mitnahme von Gliedern zweiter Ordnung in den q also drifter Ordnung wiirde. Die Mitnahme von Gliedern 

drifter  Ordnung beim  zweiten Grade licgt jedoch jenseits der  festgesetzten notwendigen Genauigkeits- 

Fur die einzelnen Ausdrucke der rechten Seite von Gleichung (23) fand ich folgende Resultate: 

+ (2«u—Pidrf cos (6fV—2v) 
•(2as~-Pio)Trff cos (3w+v—vA+(2a12—pu)f[fi' cos (3^-v-Vj) 

2St-Pa = (2a,-p9)n»coa3it> 

-f-(2ae—pn)rifi' cos (3n>—v+vJ +(2a13—ple)rf2 cos (3w—2vt) 

+(2^10—p12)i
2cosSw 

+ (2a14—p17)ff cos (6w—2v)      + (2<% —-pao)ri2 cos (9w—2v) 

+(2a]5—Pis)m' cos (Qn>—v—v1)+(2fl18-P^Wl' cos (9w—v—vx) 

+ (2a16—pxi)"f(% cos (6w~2Vj)     +(2fl19— p2i)r{2 cos (9»-2vJ. 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 21 

-2(S,)(P, = -o^(p2+p6)yf cos Zw -%PJf cos (3»—2v) 

—(a2i?7+a3/72)r;T/cos (3w + v—v,) —(a2/7:i + a3/72)rjTJ
/ cos (3w—v—Vj) 

— {9.2p,;,+aspryrff/ cos (3w—V+Vj)—a8/78'»j'- cos (3*f—2Vj) 

— ai8(ps+Pi)'tf* cos 3w 

— 7.377 4TJ 
8 cos (6 w—2 v) — Oj /?,. TJ 

2 c 0 s (9 w—2 v) 

--(a2/,5 + a3J'
74)TiT|/cos(6w--v--v1)—(a2777+a3;7(,)^T/cos(9w—v—vt) 

a.,/'-7/- cos (6w—2Vj) 3/>7r/
2 cos (9»—2vJ. 

-2(52),P0 = — (tuPiif cos (Sn>— 2v)       — 2a]k/70ri
2 cos (6w—2v) 

—'hsPi'Fl' cos (3w—v—vj—2a1Bjp0i(jir}/ cos (6w—v—vj 

—OiePii* cos (3w—2vj)     -2y.1(.p0rl'
2 cos (6«>—2vJ 

""li/VJ* cos (9 w—2 v) 
-a15p1YjTj/ cos (9w—v—vj 

•alap{tin cos (9*f—2Vj). 

2S0(S2)2 = aiauTiacos(3w-2v) -2a0a147]2 cos (6w-2v) 

^girrj' cos (3w-v—v1) + 2a07.15r1Ti
/ cos (6»-v—v,) 

-2tf0a]Grj'2 cos (6w—2vt) tf,a167]/scos(3w — 2v,) 

+ a1a14Tj2 cos (9w—2v) 

+<*1a15'^j' cos (9*0—v—vj 

+ a1alfir/
2 cos (9»—2vj). 

(SJF+* = («2 + «J x,Y]2 cos 3w +a2a2-q2 cos (3w— 2v) 

+ (tf2a;! + ^2)'W cos (^*v+v—v1)+(asas+asas)-tjrf cos (3w-v-v,) 

+ (t?3a2 + ^ia3)rir/ cos (3tV—V+ vj-t-rt^r/2 cos (3w-2Vj) 

-+- (a8 + a5) OgY]'8 cos 3 w 

+ — a2Tj2 cos (6w—2v) 

+agagTQT]' cos (6n>—v—vt) 

+ — a'^r/2 cos (6n>—2vJ 

+ rf4a2Tj2 cos (9w—2v) 

+ (a5a2 + a4a8)^'']/ cos (9» — V — V1 

+ a5a3T|'2 cos (9w—2Vj), 

/obei wie immcr Glieder rein zweiter Ordnung, wie z. B. — a2ai
tq2 cos (6w—2v) etc.  fortgelassen  sind, 

Q{*\ sin V = — (gt—qjif cos 3w -x-qAri2 cos (3w—2v) 

— q6t\r( cos (3w+ v— v1)+ — #5YJT/ COS (3W—v—vx) 

g%~((f( cos (3»— v+Vj) 

— ^rJ
2cos(6w— 2v) — gfif cos (9tv—2v) 

- c/.TjT,' cos (6w-v-v1)+ — ,^,-TJT/cos (9w—v—v-,). 
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22 H. Buchkolz, 

In diesem Ausdrucke und ebenso in demjenigen fur 2S2 — P., hat man offenbar in den q~, g- und 
/?-Koeffizienten die Glieder zvveiter Ordnung mitzunehmen, wahrend das in alien iibrigen Teilen der 
rechten Seite von Gleichung (23), wie aus dem in Bezug auf Gleichung (24) zuvor Gesagten hervorgeht, 
nicht der Fall ist. Weiter ist: 

-Q2 (-T~) = — (l + SO^g.a.oM2 cos 3w 

0+
8

I) iA^l-^\-1^xM cos (3W+V-VJ 

(1 +?,) (Ai2+4ti!i+fci)PiW' cos (3^-v+v,) 

— (l+81)4.()2p1Y/
/;icos3w 

U (i+^&sM2 cos (3w—2v) 

vr 0 + §i) (4+^+^e)MV cos (3»-v-v.) 

yO+SO^ + ^M'2 cos (3»-2v.) 

y (1 + 5i) fait—WM2 cos (6^—2v) 

y (1 + 5i) (?18—^l»)Pl^ cos (6w-v-v,) 

2 0+8i) («u—?8o)PiVa cos (8»—2vt) 

i- (1 +8.) (42.l!o-^5)Pi12 cos (9w-2v) 

•i (1 +8t) (4^!,-<?,«)MY cos (9»-v-v,) 

-i (1 +8J (47§>,-«„)Pi rj'a cos (9w-2vj). 

/di?\ 
Gi Pars (^ J = y (1+28, + c) (A+jJPiV cos 3w 

2 feC1 + 281+«)P4+f4( 1 + 281+?1)P5]T}V cos (3w+v-Vl) 

•vfe(1+25i+?)Pi+^4(]+-5i+'i)p5l^'cos(3w-v + v,) 

T (1 + 28^0 Qfs+&)M/2cos3 w 

- (l+281+«)^g4Y|«cos(3w-2v) 

+ y [A<H-28,+«)p4+A0 +2»1+«1)P81 "ft cos (3w-v- v,) 

(l+281+?1)&M'8cos(3w-2v1) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 23 

— (1+2?, +s)qa$4rf cos (Qtv—2v) 

— [q80 +2o1 + ;)[i4 + ^2(l +2^+?,),%] vrf cos (6w—v—V,) 

V Q, (* + 2 8,+?,)pBY]/a cos (6w-2v.) 

(1 + 2 5t + c) q4 [i, Tj2 cos (9 w—2 v) 

y fe^1 + ^ + ^ + ^0 + 281+9^] iV cos (9«/-v-v,) 

^r [ftO +28]+q)^ cos (9«/-2v,). 

•0O pars (—j = y (l+SJ^p^8 cos 3w 

— (1 +8, +; —;,)Xi fort cos (3#f+v—v,) 

+ y (1+8,—«+«i)4i !"V/V cos (3w—v+v,) 

(l+8,)^,p,0ifcos3w 

+ — (1 +33, +2?),^|5,7Ti2 cos (3w—2v) 

(\ +381+«+c1)ig
,
ipig7]7]/ cos (3w—v—v,) 

- (1 +381 + 2?1)&M'a cos (3w-2v,) 

y«i[(l+38l + 2«)p17-(81 + 2!s-l)p11]ij»cos(6w-2v) 

+ -5 ?,[(1+38,+C+<:I)PI8-(81 + <:+<:1-1)P12]Y)TI,COS(6W-V-V1) 

y?1[(l+381+2«1)p1,-(81+2«1-l)p18]1«cos(6w-2v1) 

1 
- - (8, +2«-l)A fc.V cos (9w-2v) 

- y (St+<+<-l)AyV cos (9M;-V-V,) 

1 (8, + 2.:,- 1)£, p,s7)'2 cos (9»-2Vl). 
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24 H. Buchholi 

2(si)tQo'rtsin v = Y^VI
2
 
cos 3w 

+ -75- gWi2 cos (^w—2v) 

+ "5" IfyWi' cos (^w—v—vi) 

-+• 17 £ia2r!2 cos (9w—2v) 

+ -5-^agTjYj'cos (9w—v—Vj). 

Bei Behandlung der  elementaren  Glieder zweiten Grades der Form A in Abteilung III werden 

wir sehen, dafi: 

drf 
dv 

-P• irf sin (v—vj—P/2' rfrf sin (v+v,)—P/1' rj2 sin 2v (26) 

ist,  wobei P[" und P{2> die Koeffizienten  der Differentialgleichung in (p)  fur  die elementaren   Glieder 

der Form B erst en Grades sind, deren Werte wir bereits ermittelten, namlich (cf. f, S. 426): 

P{'' = 2a2 —pt + - {gx p4 + {gt + ch) p,} +<>,- -p,)a,—CTs 

p;21 = 2«8-^8+ T{^pB+(.^+?B)Pi} +("!-;>,)*! I-CY3 

-SuPtll + yM- 

(27) 

Daher ergibt sich: 

-2g(f) = (l + 81)PrMVcos(3W+v-v1) 
— (1 +81)P,l2,p1TiyJ

/ cos (3*»—v+v,) 

-(l+SJP;2^,^' cos (3w—v—vj 

-(.1 +81)P/1,p,T(2 cos (3w—2v). 

Die Differentialgleichung zur Bestimmung der Glieder zvveiten Grades im Radius Vector wird 

daher: 

~ + R)= PTWcos3w 
dv'- 9        n +P$>ifcos(Zw—2v) 

+ PI
(
I
2JrjTj' cos (3»+v—v1) + P1i

l,Yjrj/ cos (3»—v—vt) 

+P]
<j,)rirJ' cos (3w-v+v]) + /J/I

7'r/2 cos (3n>—2vt) 

+ PT'I
4,
TJ

/2
COS3W 

+Pg>yi cos (Qw—2v)       +P,f
I
u,ri2 cos (9»-2v) 

+ PIj
9)Yj7]' cos (6w—V—V1)+Pjj3)'!f]Yr' cos (9w—V—Vj) 

+ PI
<
I
10,

YJ'
2
 cos (6 w— 2 vj   +P,'I

i;i,Ti
/2 cos (9w—2 Vl), 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 25 

v/obei die Koeffizienten unter Einhaltung der festgesetzten Genauigkeitsgrenze, also mit Vernachlassigung 
m J 3 

von 81, ;,  zv indem z. B. 3tptq17 sc m 2,  resp.   -=— und c#6p4 ac  -  - resp. —§- ist, die folgenden Werte 
i Ji °i 

haben: 

P£' = 2<z,-;>94- y (ft-ft) + y 4J.2.O PI 
+ y (ft + ft) Pi + 

+ y ft P- + (y ft + a8 + a— pz —p6) a2 

P<2> __ 9 —--a jL--L(Ai+1)—A(+1)-i-2PP}—a  IS 4- 

y (ftp4+ ftP6)+ yftP9+v%-ftK+(ft-ft)a8 

•'IT    —~"»     fti^   9  <53 ^   o   l^ll.l.l^^Ol.l      ^J I      '  *21/' 

(ft h +ft Ps) + y ft P8 + (ft -ft) ft + (y ft +«4-ft) 

II     —   ***10       /;12 

^ = 2«ii-ft4 • 

7J C6) — o _ 
J ,i    — ^a12    p15 

Ai.o.2 Pi + y(ft + ft)P6 +   5 ftPio + (ft + ft—ft—ftK 2 

,!- ft + -7j-(ff15-2/jr,)?i + -, ftp4+yftP,7+(ft-ft)ft+(a1-p1)ft, 9 

|ft +1(4^-2^+^)^. 

y (ft p4+ftPs) + yft Pis+vft-ftH + (ft-ft)ft -H(*i—ft)«« 

p(7) 
J   11 2a18-/>16 + 4 (4+o^+ft7)Pi+ -5 ft P5 + <7ft Pi9+(ft-ft)ft-Kft-ft)«16 

p(8j _ o«    _« i n '«14    .p17 

2 

9  % + -9 ft — y (fts—fts) Pi + y ft P4 + 2 

2 ftPu+ 2~^P« + ( 2 ft-ft)ft+2(ft>—ft)«14 

P{f = 2<x15-p18 +   - J7 + a,a,— J (ft3-ft9)Pi + y ft P. ft 

+    2   ft P12+ y ftPis—ftft + ( g ft"ft) «8 + 2(*0—ft)«16 

pii10) = 2a16-/>19+ y •»- g (ft*-fto)Pi+ y ft lV 

y ft Pis+ .7 ft P19—ft ft + 2(fl0—p0)a.u 

P•=2a„-p$0+-g4 4-(^J.St-ft»)Pi—5-^P«" 

yft Pu+ yftft+(ft—ftK+(ft — ft)*u 

Pff» = 20,,-ft, + y ft + y (4i.2l-ft6)Pl- 4   ftP*- 

y ft PB + yftPis+(ft—ft)ft + ly ft +ft—ft) ft+(ft—ft)«is 

"il            2fljg        /'22 

Denkschriften der mathem.-nalurw. Kl. Bd. LXXVII. 

2 (4«.2i—ft»)Pi— y ft Ps + 5-ft Pis+(ft—ft)ft +-(ft-ft)ft6- 

(29) 
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26 H. Buchholz 

Hier  sind  fiir die charakteristischen Argumente der Form  C,  d. h. fiir  die  Argumente:  Qw—2v 

Qn>—v—Vj, 6w—2vt,  doch neben  den  groflen  Gliedern  2«](.—p19+ —   o|   noch   die iibrigen  in  Pjj!" 

angegebenen mitgenommen worden, wiewobl sie durch die Integration in R nicht vergrofiert werden, was 

indes in T der Fall ist (cf. I, S. 368 und 380); und dementsprechend ist auch spiiter bei der nunierischen 

Ausfiihrung der Integration des ersten Grades fur A' besser von den Gleichungen (84) (cf. Abteilung I, 

Kapitel IV) fiir P• und P^' (d. s. die Glieder der Form C beim ersten Grad) auszugehen und nicht, wie 

dort gesagt wurde, von den Gleichungen (DO), wiewohl das beziiglich der Genauigkeit ja kein wesentlicber 

Punkt ist (cf. I, S. 424 und 426). 

II. Bestimmung der exargumentalen Glieder zweiten Grades in A'. 

Zunachst miissen wir nun wieder die exargum entalen Glieder bestimmen, und zvvar entstehen 

exargumentale Glieder zweiten Grades durch Integration sowoh! iiber das Glied null ten Grades wie 

liber die Glieder ersten Grades. Dabei wollen wir wieder so verfahren, dafl wir in jedem Fall cliese Glieder 
statt durch partielle Integration durch partielle Differentiation bestimmen. 

a) Exargumentale Glieder zweiten Grades aus dem nullten Grade. 

Durch Differentiation  des   unbestimmten   Integralansatzes fiir den nullten Grad von A' (cf. I, S. 381) 

erhalt man: 
dR, 
dv 

-3pj sin 3w 
dw 
dv 

und: 

 P — —96, cos 3fv[  —33, sm 3fv . 
dv'' \dv 1 dv2 

Im Sinne der friiher entwickelten allgemeinen Theorie ist nun aber (cf. I, S. 410 bis 41,1): 

dw 
dv 

11 dTi 

also: 

mithin: 

dT, dV 
1- -fr-V.1^=l-lh-V.dv, 

d2w _ d2V 
~dV*~ '""'^dv^'' 

^!>+^0={l_(l + 81)«}picos3» 

dV 
j 8,1(1+81>5F-9n«^_J j01cos3W (30) 

+ 3ixB, -—-- sm 6w. 
dvi 

Um erstens die aus: 

(dV\2 

-9u.s    ,  •  0, cos3» \dv I   ' 
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Beweguug vom  Typus 2/3 etc. 27 

entspringenden exargumentalen Glieder zweiten Grades zu bestimmen, sind offenbar in 

Glieder ersten Grades mitzunehmen; es ist also auszugehen von (cf. I, S. 382): 

(jvJ — r2T] cos (3tv—V)+fgY]' cos (3W-Vj). 

dV 
dv 

nur die 

Es wird also: 

'FY2 

— Y|TJ
S
 cos (6W—2V) + 72Y3T|YJ' cos (6w—v—vx)+ -^- Y^'3 cos (6w—2VJ, 

mithin: 

J 1 "/J 

—-9ft2 [—— J |3( cos 3w = —^iiirf cos 3 w XJ^TJ
2
 cos (3»—2v) 

'XiT2T3 iff 
cos (3w + v—vj — XjYgYgi^j' cos (3w—v—vx) 

~Xi Ts T8 T]' cos (3w—v+v,) — - Xj fzr{3 cos (3w—2va) 

-XjYgY2 cos 3w Xjfl'rj'2 cos (9w—2v) 

~ }M YaT8 W cos (9w—V—vj 

(31) 

-yXl1;ii«cos(9»-2v1)J 

wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde: 

*i=| -^P,, (31a) 

und Bj aus Abteilung I bekannt, also Xj eine gegebene Konstante ist. 

Urn z we it ens die aus: 
dV 

6u,(l+o.) —— EL cos 3» 
dv 

entspringenden  exargumental en Glieder zweiten Grades zu bestimmen,   haben wir offenbar auszu- 

gehen von: 

\~dv)~ Tl4T'2 C°S ^w~2v)+fi67IYl' cos (6w—v—v^+Yjet)'8 cos (6w—2VJ 

und erhalten so: 

6|J.('1 + 8,) -j- B, cos 3w = X'2Y14YJ
2
 cos (3w-2v)       +%U

718 cos (9w-2v) 

+ X'71,ITIYJ' cos (3;w—\'--v1) + X!,Yl.)TjTj' cos (9w—v—vx) 

+ X:TII.T/
2
 COS (3W— 2VJ)    +X^r167]'2 cos (9w—2v,), 

^ = 311(1+5^, 

^   (32) 

wo: 

ist. 
4* 
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28 H. Buchholz, 

Um drittens die aus: 

3[xpi -J-T sin 3w 
av~ 

entspringenden exargumentalen Glieder zweiten Grades zu erhalten, haben wir aus: 

dV 
dv 

Y27] cos (Sw—v)      +T3"Y cos (3w-v,) 

+ 7I4"'j2 cos (6w — 2v) + -f157)7j' cos (6w—v—v,) 

+ 7167j'2 cos (6w—2Vj) 

den zweiten bifferentialquotienten zu bilden. 

Derselbe wird: 

— -   -Tl Yj sin (3 w- v) j3 _ -1 + «J 

-T^sin^-vi) J3g-1+?1J 
i    clfu 

—Tu7)8sin(6w—2v)   6- 2 + 2? 

-TisW sin (8»—v—v^je-^—2+«+«, 

d2V 
dt 

dw 
-T10ri

/2sin(6w-2v1) ^6 — -2-1- 21 

Da es auf den zweiten Grad abgesehen ist, haben wir hierin zu setzen: 

dw 
dv 

=   1—[l[—|J,727j COS (dw— V) — (A'C37j' COS (3w— Vj) 

und erhalten, wenn wieder c, und ;, vernachlassigt werden 

d2\ 
dv2 

dW     I3      a    os       ]   2   •   fa        o  ^ 

•(Sf-TsTg — 28xTir,)W sin (6w—v—vx) 

- [XYg—2§1Yieh'8 sin (6fv—2v1). 

Daher ergibt sich fur: 

wobei: 

ist. 

3l*Pi -d~t sin 3w = X8 ^- |*Tf5— 28, YUJ ff cos (3w-2v) 

+ ^(SfiTgTs—28iY1B)7)Tj' cos (3w—v—vj 

+ \ (-| HTfS-28lTie ) r/
2 cos (3^-2^) 

- x
3 (y C-TS—

28iTi*)^a cos (9w—2v) 

- M3!*T2T:t —2 817-]5)rirj
/ cos (9w—v—vt) 

/3 \ 
- xs hj Rs28i Tie j "H   cos (9w—2Vl), 

\> = -g !xPi 

(32 a) 

(33) 

(33a) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom Typus 2/3 etc. 29 

Dutch Kombination der Glieder gieicher Argumente, wobei sich Glieder teils gegenseitig tilgen, 

teils zusammenziehen, erhalt man fur die aus dem nullten Grad entspringenden exargumentalen 

Glieder zwe iter) Grades: 

wobei also: 

ist. 

dv2 li 
—\H"tf cos 3w +2X3714rJ

2 cos (Sw—2v) 

—hlsWi cos (8w +v~v1)H-2X8-f1BTflY)' cos (3w—v—vj 

• ^{(•i(.,{f\<l cos (3w— v + v1) + 2X3Y1GTj'a cos (3w—2vJ 

—XJ^ITQ'
8
 COS ?>W 

~{\ll- -XaTJ4)^cos(9«;-2v) 

~(2X!7tT,—XgYis)^' cos (9^-v-v,) 

-(X1Tl-XgTl6)Y
2cos(9w-2v1), 

*, =   -;,   H'Pi, 31x(l + 2S1)P1,        X3 = -apt 

(34) 

(34 a) 

y Exargumentale Glieder zweiten Grades aus dem ersten Grade. 

Durch   Differentiation   des   unbestimmten  Integralansatzes   fiir   die Glieder  ersten  Grades   in  R 

(cf. I, S. 381) erhalt man: 

und weiter: 

—I = - p2 Y] sin (3 w—v)   3 — 
av \    av 

—BaTi'sm (3w—vj   3- 1 + 5,1 
(    dv l) 

- fad sin (b»-v) j6 — — 1 +«J 

_(3sYsin(6«>-v1)J6^--l+s1j 

_J = _Mco8(8W-v)J3^-l+€| 

~M cos (3w—Vj) j — 1 + «, J 

-p4Y] cos (6w—v) <6 

-(357]' cos (6w—Vj) ]6 

dw 
dv 

dw 
dv 

•1 + C 

— lH-C, 

-3p2 Tj sin (3 w—v)^, 

— 3 P3r/ sin (3w—v,) 
d2w 
dv2 

—6p4r]sin(6«>—v) ^ 

-ep^sincew-vj-^. 

(35) 
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30 

Da man aber mit Hinblick auf ;J,, 

H. Bttchholz, 

2—8. 2 
ftir den Typus , - auch schreiben kann; 

3 3 

S1 dV 
dv ' 

so wird: 

oder: 

dw 
dv 

+ «   =«!+«-3 n 
Jl/'\ 

dv 
= (81+«)._6(i(8l+c)^r+9^(^ 

Hier sind offenbar rechts blofi die Glieder ersten Grades in Betracht zu Ziehen, da es jetzt auf den 

zweiten Grad der exargum en talen Glieder abgesehen ist, und somit ist zu setzen: 

also: 

3-—  -1+c) =   —6{t(81 + «){Y87jcos(3w—v)4-T8'»l'cos(3*y—Vj)}. 

Ahnlich erha.lt man: 

+-?  =   l-+-281-4-«—6{Jt 
rfF\2 

it- 

oder: 

8g_l+s
8=(l + 281+^-12l.(l + 28l+€)^ + 36|l.( 

t/f Wv 

oder 

6 - 1 +«) =    -12{t(l + 25, + c) {7aTj cos (3 w—v) + -(,{({ cos (3 w—vx)}. 

Weiter erhalt man offenbar: 

d2n> 
dv* 

d*V . A   dw J' ^^ = ~ra sm (3w -v)j3T- ~1 <iv2 dn 

-[XfgT] sin(3w—v,)j3~ —1+c, | 

oder: 

d2w 
dv* -(Si + ORs7) sin (3*f—v)—(8j_-I-«i)ffcTsY sin (3w— vt). 

Durch Einsetzen aller dieser VVerte in Gleichung (35) und Ausmultiplikation der beziiglichen periodischen 

Aggregate findct man 32 exargumentale Glieder zweiten Grades, die wir nicht einzeln auffuhren. Zieht man 

dann die Koeffizienten der Glieder gleicher Argumentc zusammen, wobei sich teils Glieder tilgen, teils 

zusammenziehen, so erhalt man zuniichst fur die aus dem ersten Grad entspringenden exargumen- 

talen Glieder zweiten Grades (unter Ausschlul.i dcr acht Glieder dcr clementaren Form A, die spater zu 

behandeln sind) die Form: 
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Bewegung vom  Typtis 2/3 etc. 31 

d'2R \ 
—f) = 311(2 + 58!+ 3«)P4T«l" cos ;5»' 
« V- /2 

+ 3;j.(2 + r)o1 + ; + 2;1)13(.-,'.2TjTi' ens (3»+v-vj 

•3jji(2- ^(VfoTT cos (3w—v+Vj) 

TjYj' COS (6w— v — vt) 

+3(1.(2+58x+3c,) fViy/~ C0K 3 "; 

+ y l*(8i+«)P»V)8 c«s (6w—2v) 

+ 3(A  (5, + ;) ( p2T:! ~ y p:!T2j + (8, + ;,) (&T2 -• y P2T:! 

3 
+ 2 H(8i+«i)P8T8'l" cos (6»-2v1) 

+ 3;j.(2 + 3S1+c)p,T2^
2 cos (9fu—2v) 

+3n[(2-h-381+2«-«1)P4T, + (2 + 381-«+2«1)Pl,T,]i(pj'cos(9fi;-v-v1) 

+ 3u.(2 + 351 + ;1)?5Yiir/
2 cos (9w-2Vl). 

Nun ist aber 
w »r 

mithin: 

T3C¥-> als0  Pf 

o, BY 3E ml .-=— 

m * 
If' 

also rein erster Ordnung und fur die Grenze 8* = •»/ von der Ordnung m'\Jm'. 

Und da (cf. I, S. 428): 

ist, so wird: 
m m 

<h 
m '3 

Nun ist ja fiir nicht kritische Planeten 8j denniert durch: 

8j > \fm', 

fur kritische Planeten hingegen durch: 

8 j < \fm'. 

Fiir die Grenze zwischen kritischen und nicht kritischen Planeten ist also: 

mithin: 

d. h. rein zvveiter und iibrigens dritter Ordnung. AuCerdem werden aber diese kleinen Glieder vom 

Argument i)iv- -2v etc. noch mit tf multipliziert, also noch verklcincrt (cf. I, S. 392). Hire Mitnahme fallt 
daher auOerlialb   d;S Bereiches   der  festgesetzten Genauigkeitsgrenze und demnach wird, wenn wir im 
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'.'. ••..••••' ..  '..". .••••.••.'. 

32 H. Buchholz, 

Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze  noch  in   den  anderen Gliedern von  der Grofle s 

1 
mf, 

wo m •=. 
1048 

ist, absehen: 

wobei: 

[lw)~xsw cos3w 

+ X7Y2TjTj' COS (3» + V — Vj) 

+\'h'i\'f{ cos (3w—v+Vj) 

+X7Yg7)'2 cos3w 

+ X4YaTi
a cos (9»—2v) 

+ (XiT-! + XBT2)
TlTi/ cos (9w—v—vj 

+ X(iT,Tj
/2cos(9w-2v1), 

3[A(2 + 381)p4 = X4 

3jA(2+581)p4 = X6 

31x(2 + 35I)p5 = Xi; 

3n(2+581)p, = X, 

(36) 

gegebene  Konstanten   reprasentieren,   da   (34   und   p3    durch   die   Integration   fur   den 

gefunden sind. 

(3G a) 

e r s t e n   Grad 

III.   Integration  der Differentialgleichung fur die  Glieder zweiten  Grades  in  R bei kon- 
stantem ~q und it. 

Die Integration  fiir die Glieder zweiten Grades in R, d. h. die Bestimmung der Unbekannten p. 

bis pifl gestaltet sich wesentlich komplizierter als die Integration fiir die Glieder zweiten Grades in S, d. h. 

als die Bestimmung der Unbekannten a7 bis air Bezeichnet zunachst wieder: 

(-—-_-   die aus dem nullten Grad stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades, 
\ dv2 J 2 

[d2R \ 
——-i   die aus dem ersten Grad stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades, 

\ dv2 J2 

—; + R ) die direkt gebildete Differentialgleichung in den Gliedern zweiten Grades, 
•, dv2 12 

d2R2 

dv2 +Ra) den differentierten unbestimmten Integralansatz, 

so ist im Sinnc des Bisherigen: 

ld2R + R) = 
fcPR{ 

Vdv2' 
d2R,\      fd2R, 
dv2 dv2 •R< (37) 

und es eriibrigt also nur noch, das dritte Glicd der rechten Seite dieser Gleichung hei'zustcllen. Dazu 
differentieren wir zunachst den unbestimmten Integralansatz fiir die Glieder zweiten Grades in A' (cf. I, 

S. 381) zweimal und erhalten: 
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Bewegmig vom Typus 2/3 etc. 33 

^r) = —0+&i)"M' cos 3w —(S1-t-2c—l)3p117ja cos (3w—2v) 

—(1+8,—<; + Ci)2P87jYj'cos (3w+v-Vj) — :§,+; + :, — I^P^T]' COS (3«/-V-V,) 

-(l + Sj+c—«,)»p,ipj'cos (3»—v+v,)—(81+2«1—l)8p18V
8cos(3w—2vt) 

—(l+81)
8pioij'» cos 3W 

—4(81 + ;)
2
3UT*

2
 cos (6W-2V) —(I-+-381+-2<;)2pi7^

2 cos (9w—2v) 

—(2S1+<:H- CJ )8 P15 •«' cos (6M* — v—v,) — (1 + 3 51 + ?-!-?1)
2

,3)8T;Y/ COS (9W—V—vt) 

_4(81H-c1)
8p16T3/« cos (6w-2Vl) -(l+381 + 2?1)8pi97]'2 cos (9w-2v,). 

Durch Kombination  mit  dem  unbestimmten   Integralansatz   selbst   erhiilt   man  daher, unter Trans- 

formation der Koeffizienten: 

d2R2 

\ dv2 •R —(281+88)p77]8cos3w 

- { 2(81-c + c1) + (81-? + c1)
2; S^r/ cos (3W+v-Vl) 

- | 2(S1 + ? —?1) + (51 + -—q)2}fVffl' cos (3n>—v+vx) 

— (2S1 + S2)310rj
/2cos3w 

+ 12 j2(81 + 2c)-(o1+2?)*!31171
2cos(3W-2v) 

+ | 2(5, +c + ?1) -(8j +; + ;1)
2} MV cos (3w—v—vt) 

+ {2(81 + 2«1)-(81 + 2c1)«}p1,iJ" cos (3w-2Vl) 

+ !l-4(51 + ;)2j314rj
2cos(6W-2v) 

+ | 1—(2 5]-h? + ;1)
ii}[B]5TiT;' cos (6w—v—vj 

+ {l-4(81 + ?1)
a}M2 cos(6W-2v1) 

^{2(381 + 2;) + (3 5I+2?)2]1317Ti
8cos(97f—2v) 

- | 2(38, +c + c1) + (38] + - + ;t)
2} p^r/ cos (9^-v-v,) 

- { 2 (3 8, + 2 ?1) + (3 8, + 2 ?1)
2 j p^8 cos (9 w-2 vx). 

In den Koeffizienten dieser Gleichung kann   man vvieder im Hinblick auf die festgesetzte G 

(38) 

keitsgrenze, von : und c, absehen. Man erhiilt also auf Grand der Gleichung: 
jenauig- 

'd2R2 

dv2 •R. 
cPR 
~dx? 

die 13 Bestimmungsgleichungen der 13 Unbekannten 3_ bis ,3U) des unbestimmten Integralanss 
fur die Glieder zweiten Grades: 

(39) 

atzes 

R, = farf cos 3tv -t-vn-'f cos (3w—2v) 

+ p8TiTJ
/ cos (3«' + v —v^ + PjgTjT/ cos (3w—v-vj- 

+ p9**)7/ cos (3w-\' + v1) + p1:lTJ'- COS (3»-2VJ - 

+ 310T/
2
 COS 3«> 

Denkschrlftea der mathem.-naturw. Kl, Bd, LXXVU, 

•PuYj8 cos (6w—2v) 

"PisW cos (6w—v—Vj) 

+p16T)'8cos (6w—2vJ 

+P177j8cos (9w—2v) 

+ 3J8r,r/cos(9w—v—Vj) 

+P19T)'
8
 cos (9w—2vJ 
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34 H. Buchkolz, 

zunachst  in   der folgenden  Form,   indem wir die Teile J7 bis 713, welche durch die fiir den ersten Grad 
bereits ausgefiihrte Integration schon bekannt sind, absondcrn und in Gleichung VIII bis X die auOerhalb 

der festgesetzten Genauigkeitsgrenze liegenden Glieder fortlassen: 

I. { 1-0+SJ2} P7 = 2a7 -p9+  \-^gx + J, 

II. { 1-(1 +^)2} P8 = 2"s-Pxo- y A" Pi + Ygl P«+J« 

III. {1~-(1+81)'<'} p9 = 2a9-pn + — qn px+ — p8&+/9 

IV. { l-(l + 8i)a}P10 = 2^0-^12 + y&Pio+^io 

V. [l-(81-l)«}p11= 2an-p14 + y 2,5 0!+ -2-&P17 + (o1-/'i)
au+-'ii-2X8T,4 

VI. {t—(»i—1>"}P« = 2a19-fts + y?18p}+y&p18 + (tf,~j?>1B+/ia-2^r15 

VII. {l_(81_l)a}p18 =2a18—/>„ + Y^7p!+ y^iPi9+(«i-ftHa+^u—2
^YI8 (40) 

VIII. { 1-48J}PH = 2*u-Pn — -g-(<?ii-ft8)Pi+ y*t(Pn+Pi7) + 2(ao ^o)«i4+-7u 

IX. { 1—4S?}Pi5 = 2a]8—As " y(ftB—ftt)Pi+yft<Pu**-PisJ + 2(*o -ft)*i6+4e 

X. {l-4Sfjp1(, =2^—A9 —-g-C^u—fso)Pi + y?i(Pi8 + P19)+2(a0-p0)a164-yi6 

XI. {1 -(1 +33a)
a] p„ = 2 a„ -pao - y ?1B p, + y & P„ + («, -A) ai4+*7i7-2Xj! Tu 

XII. {l-(l+381)
a}pi8^2at8-j9?l--y?16p1+y^1P1(}+(#,"A)a1B+/18-2Xi!Y15 

XIII. {l-(l+38j)8}pi9 = 2a19-/>aa -y ^PJ + y^PI8+(fl1-p1)a16+yi9-2X9Yi8X 

wobei gesetzt ist, weil durch die Integration fiir den ersten Grad bekannt: 

la. ^7 = y (&-&)+y4«J.flpi+y(&+g4)p4+(y<ri+«8
+a4   ft    ft.)«a    (h    *ITI)TI 

lla. 4,= -y ft + \ (4+
l?1

)-At1^2PDP1+ y (&P«+fcPB)+ 
+ («5 "A) *2 + (a2 —ftH — (X7 "XlT3) ft 

Ilia. 

+ («3-ftK + (y ^i+»4— AJ a3~(X5— XlT2Hi 

IVa. ^10 =    2   Ai.0.2 Pi + ~2    (£f + ft) P6 + (*B + «fi ~ft —ft) «3 ~(X7 — Vfc) Y8 

Va. A, = -[ ft-^(1,Pi+ y ^P*+^~^)«2 (40 a) 
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Betvegung vom  Typus 2/3 etc. 35 

Vila.     /„ = — 4+2) p, + T & p5 + (a3 -/78) «3 

Villa.     Ju ~ — q9 + — «* • 

IXa.     /16 = y£7+*2*s + 

1 
ftP4" 7T?i—A 

y fcPi+yfcfc—/VV 

X«-       /« = -9- a3 + -7T ft Ps ~^5 «8 

XIa.     /,„ 

Xlla.     /   = 

1 
  cr 
2   64 

1 
2 ^ 

y 4ifoPi— y ft P4+ (yfii + fl4-ft) «fc—(**—*iTt)Ti 

y 4«fi Pi ~y (ft P*+ft fc)+K -/V) a2 + 

(y^! + «4— /'o)as —(x6—XiTs)Tg — (x4—X
IT8)TS 

XHIa.     /„ -     4-8>2^_      ?6p5+(aft_A)«8_(X6_XlT8)T3. 

(40 a) 

Um aber in den 13 Gleichungen (40) die 13 Unbekannten p7 bis pli( als die einzigen zu 

bestimmenden GroOen zu haben, miissen wir fiir die a und a ihre VVerte nach den zuvor gefundenen 

Gleichungen (19) und fiir die q und p ihre VVerte nach den Gleichungen (8) und (10) in das System (40) 

wirklich einsetzen. Zuvor aber miissen, damit die p wirklich als die einzigen Unbekannten in (40) 

auftreten, noch y,,, yl6, fu als Funktionen der p dargestellt werden. 

Zur Losung dieser letzteren Aufgabe gehen wir in analoger Behandlungsweise derselben wie beim 

crsten Grad (cf. I, S. 429) fiir den zweiten Grad aus von der folgendcn allgemeinen Form der Differen- 

tialgleichung fiir die Zeitreduktion: 

~T = S-2R-2RS+3R2+ {6i?—25—127?s + 67?S}t] cos v—3ifR+ j | S-67?j rf cos 2v,     (41) 

indem   wir auch   beim   zweiten   Grad wieder blofi   die  langperiodischen   Glieder in  S und 7?   beriick- 

sichtigen. Die einzelnen Teile der rechten Seite letzterer Gleichung werden dann: 

S = «nTj2 cos (Qw—2v) + a,5TJT/ COS (6»--V—\',) + aH,Tj/2 cos (6w—2vt) 

— 22? = —2[J14Y]
2
 cos (6w—2v) — 2p]5^Tj' cos (Qn>—v—Vj) — 2p1(,Tj2 cos (6w—2vt) 

— 27?S = —a
2p2Ti2 cos (®M—2v) — (a2p3 + a3p2)7)^'cos (6w—v—vt) — ^%f{% cos (Bw—2vt) 

2-pS + 3p1pn + 3p1p17jYi
2cos((3W-2v) 

+ (3p, ?i2 + 3p1p18 + 3p2p3)Tjr/cos (Cw-v-v,) 
3 

37?£ 

y S+SkPu + Sp^,)^ cos (6w-2Vl) 

67?Tj COS V = 3p4Yj2 COS (Ow—2v) + 3p57]Y]' COS (QtV— V — Vj) 

2S7] cos v = —a47j2 cos (6w—2v)—a57]r/ cos (6w—v—vt) 

~12i2«7jcos.v= — 6pa p2vj2 cos (6w—2v)—G^pg^'cos (6w—v—vt) 

3 3 
67?S-rj cos v = — a0pj7j2 cos (6w-2v) + -vy <*$$\Tp{ cos (Gw-v-vJ. 

5* 
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36 H. Buchholz, 

Scbliefilich findet man   bei  Durchmustcrung aller Moglichkeiten, dafi noch die beiden gevvohnlichen 
Glieder: 

Sn, o.o cos nw    und    Rn.o.o£osnw 

fiir 11 — 6, also die zvvei Glieder: So.o.o cos Qn> und /?e.o.o cos Qw in Multiplikation mit '/j2 COS 2V gleichfalls 
noch mitzunehmende Glieder ergeben, namlich: 

3 \ 3 
— S—6R I Tja cos 2v = — So.o.o if cos (6tv—2v)—3i?6.o.o ''j2 cos (6«/—2 v). 

Die Differentialgleichung (4.1) vvird somit: 

(~j — T{lvif cos (Qw—2v)+ Tgi} TJYJ' cos (6w—v—Vj)+ r//6) YJ'2 cos (6w—2vt) (42) 

und hier haben also die Koeffizienten, in denen  wir nur Glieder von  der Ordnung in'  —- und   -,-.,nicht 

aber solche von der Ordnung — - (vvie z. B. flj,Pj etc.) mitgenommen haben, die folgenden Werte: 

3 3 
J^' = a14-2pu~a2p2+  - pJ + 3pip11 + 3pipi7+3p4-6p1p,+ -5-P,«>-fl4+   rS8.o.o-3i?6.0.o 

^V5' = «15-2p15-«SP8-a8P8+3P3P8 + 3P1Pla + 3p1p18 + 3pB-6p1P8+  ^fl^Px-fla 

^16J - «i6-2p18-a,P,+ ^•^+3p]p13+3p1p19. 
3 
y 

(43) 

Friiher  hatten wir aber fur den Typus -= gefunden (cf. I, S. 382): 

d_Ti 

d V 
j = Yu-")8 cos (6w—2V)+7]BY]YJ' cos (6w—v—VJ+TJJT]'2 cos (6w-2v„). (44) 

Setzt man nun fur die aihreVVerte nach den zuvor gefundenenGIeichungen (19) mit Riicksicht auf (8) 

in (43) ein, indem die a und a fiir den ersten Grad bercits bekannt sind, so erbalt man YU> y18, fJ6 mit 

Hinblick auf (42) und (44) dargestellt als reine Funktionen dor p und bekannt er Konstan ten dui'di 

die Gleichungen: 

Tu = Tf2+-ra1)P11-2P14+ra7)P„ 
Y3B = Tf5)+T&2>P12-2pi5+Ta8)pi8 

T]6 = ^+Ti1
6
3)P18~2pi6+Yft9)pi9, 

wobei zur Abkiirzung geseizt ist: 

^^±Hu   -8A+   ^-pJ+3p4-6pip,+ -|p1«g-a4+|-S6.o.o-3ie6.o.o Tl4 _  2(8!+?)      ^^ •   2 

r(i.i) 
j(ii) 
215 

114    ~2(81+?) 3 Pi 

a(17) 
T(i7) = *k_   +3B, 
•14 O /S     i   -\ ~     I 1 2(8t+c) 

Tff = 28'+^+" "^2-fe«8+3P8P8 + 3pB-6pip8+ | p^-fl, 
[ (45«) 
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Betvegung vom Typus 2/3 etc. 

.,(12) _ 
115    — 

»S2 

.,(18) _ __ 
'ir>   — 28 

lie, 

Y(0)   #17.1 + "16 
Ti« ~  2(81+?1) 

.,(13) <$»> 

Y(19) — 
He    — 

2(8, + ?,) 

+ 36, 

+ 3,3, 

"~l-'35'-3- 

•3ft 

•3ft- 

o  ra Pi 

37 

(45 a) 

Setzt man jetzt die a,-, a,-, pi, q„ fj, die wir samtlich als reine Funktionen der 8 und der 

numerisch berechenbaren Entwicklungskoeffizienten A und B der Storungsfunktion dargestellt haben, in 

die Bedingungsgleichungen (40) der Unbekannten ft bis ft9 ein, so erhalt man bei Vernachlassigung der 

jenseits der festgesetzten Genauigkeitsgrenze liegenden Glieder die Bestimmungsgleichungen dieser 

Unbekannten in der definitiven, der numerischen Rechnung zu Grunde zu legenden Form, die sehr 

einfach deshalb wirklich auflcsbar ist, weil, wie man sieht, stets in je drei Gleichungen liochstens je drei 

Unbekannte gleichzeitig enthalten sind. 

An einer der Gleichungen, z. B. der funften, dcutcn wir den Gang der Transformation an. Dureh 

Einsetzen erhalt man: 

(28,—»«)?„ = 
2       L        J-/i(t4)fi     J-flP^B     -4-77 3gl(g'51+iJ14) 3 

~   I  _§    (#12.1+?12    Pl4 + #i2    lJ17+-"ll— 4(8   +^) If*1    i'1 

-^14.1~Mi1)Pu-Mi4)ft4-Mi7)Pi7+ 4-?i6.iPi+ v&ft, 

fll(gl5.1 + #14)        Pl(ll6.1+Hid 
2(8,+;) 2(8, + =) 

:-./n    ^^3*fi4 

oder 

S 9 g   S2_u«(U)lfl     _j_ ( 9 nUri,   ,,(14) i ft     _i_ ) 9/I(1")_L.->(10 o-  1 (3      — 
'• - Ji     °i+77i4  )Pii + *'s?i2 ~F/'u   i IJM+ I -?12 ^Pu        2*1(^17 — 

-       2(gia.i + //n)   ,   3gi(gi5.i+^i-i)   ,   i'3^      9) 
NW-/'0)-t-Y<n)R       28   +7(17) R   ) 

1-8,     _ + "-" 2(§;+?r U~5i ~    V ('" + rVfti-2Pu+ fk*  PH) 

~#15.lP 
*i(gu.i + gu)     Pi(4n.i +*L*}+1 

2(8, + s) 2(8, + ?) 

oder, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

3 l^i      n   _ Ar -2Xa-Nv ^—p.+'tqx 

auch: 

28
1-8!+<)-^Y(y)}311+ {2^+^+2^ }ft4 + 

1 \2q?p+pW 9*1       ivlll4   I 1 17 — 

-.PH. 

_       2(gl2., + #„) 
1-8, 

ft *«.: 2(8, + ?) 
+ 2V,Tf>+J11. 
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38 H. Buckholz, 

In toto   erhalt   man   so   die   folgenden   der  numerischen  Rechnung   zu  Grunde  zu  legenden 
Formen, in denen samtliche Grofien aufier p7 bis pi9 bekannt sind: 

I.     j 28,+5»+2<#>-/#>+ jgt\% 
2(qtA + H,) 

1+8, +Pt.l—J1 

II.      { 2 8, + 8* -p® j Bg + j 2 <$»-<) + j gl j p9 

III.      {2»t + 8»-/#iP,+ {2^-^?+y^tjp8 

1   . L_      2(gn,+ i78) 1 
+Pio.i  ' •fttlPt— J8 

2(gto,i+g9) 
1+8, +/'n.i — "O-4BJP»"" 

J
I 

IV.     j 28, +8f+2^)-<)+ |gi J pi0 = - ^_L^2 +/,ui _jio 

V.      | 28, -%+ffl-N^ 1 P» + i 2^+^ + 2^ ] Pu + 

^ 2^i5.iPi~      2(8 +?) "i'iiT,'ii 

VI.     {2^-8»+^i?>-iV17ii?>}Pll+{2.3gp+pgi9+2JV1}pi6 + 

2«g?)+/^)-i-ft-iV1^)|pi5=- 

VIII. 

~Ar,i + Y ?ie.i Pi 

1-8, 
(qwl-hH15)F 

28, + ? + ?, 
ivi lift ^'yi2 

VII.     |281-8?+^)-iVlTif}pi8+{2^)+^6«)+2iV1}pie 

2^>+7^-V^-^T^SP)U 
2(gl4.i+H,3) 

1-8, -Pie.i- 

+ i ft7.t S, + (gl^**»> *" +^Tg+^. 2(5, + -:,) 

{l_45«+^)}pu+ |^7i)„_#_ ^JP11 + 

1 a(0)_ ?8P (P   _(gio.i+//14)G        _ i 
9   *1 R     .    -i   Pl7 —       '    a     .„ J 17.1 o (tfl2.t —?1H.l)Pt +./14 

IX      ! 1—482 + »(ir>) IB    +   Pm> - oW— 2^ 
P,2 + 

/7 (18) L a(0) 2<>     L    __(qw.i+Hn)G 1 
281+«+«J 1Jl8 "     281+C+?1    -^8.i-T(?i8.i-?i9.i)P1+^1, 

X.      [l-48J+^98>}Pl6+ Vii3)-4#-g^-jpi8- 

+ «(«') i. a(Q) ^17_     B, 
r19       2 ^     S.+c.   Iu 

(«i7.i+i?,-6)G 
n»r" 2(8, + ?,) 

) 2^) 

/'in. i 2 (?w-i~?a).i)Pi+^i9 

XI.     {681+98«-^+tf]|7£«>}p„ + j ^^ -^> + 

1 
r1+^Ti1/)jP1t+ 

2(g18,i+ijr
17 

1+38, ~ 

2du> -"'/is 
i+:J.8, 

-«(M) ojV ?8 
^20 ^   2     Hit    

-P20.1+ T,   #16.lP 
2(5, + ?) 

-<V 7(0)—/ JV2hi        ^14 

(46) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



XII. {6§I+9^--^)+AV((lfMei8 + 

Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

1 
1+38, -Pi?- <si^ 

,   /YY(12>U      ,    )   2^5) -05)      9/vU      - 2(gl9.1 + #,8) 

+/>21.1 + -;7^if..ip,- 

1 + 385 

28J + C + ;, 
-Af v(0) j 

XIII. 
( 2ff<ls) 

1 68 + 982—t/19>+ A/ ?(«)} R   +   -- -" ' 
1 -P$f>- + 

+AM>|fc,- ^'220  

1 + 885 -F22       ^1 2 j HIG — 

+7?22.1 +  -,-,   ?17.lPi — 

720.1 +#») 
1+38, + 

(gi7.i+if16)i? 
2(S1 + ?1) 

-Af v(0)_ 7 

(46) 

wobei also: 

Nt = Z\xax -2Xa Na 

G — 2(l+a0 0); 

= TTH ~^; 

X2 = 3;A(l+-2S1)pi; 

F= a1—p1+3qi 

X3 = y PPl 

1st, und   die  Grofien  i/7   bis i/19  durch  die  Gleichungen  (19«), ./7 bis J19 durch die Gleichungen (40fl), 

die g und p durch die Gleichungen (8) bis (11) und die f durch (45) und (45a) gegeben sind. 

Diese innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze strengen Gleichungen (4(3), aus denen fiir einen 

bestimmtenWert desVerhaltnisses der mittleren Entfernungen —, == a   die   gesuchten  Unbekannten 
a! 

Pj bis  B19  flir  einen beliebigen  Planeten  der Hildagruppe  numerisch  berechenbar sind,   konnte 
man, analog wie beim ersten Grad (cf. 1, S. 431) auch jetzt beim zweiten Grad durch Vernachlassigung 
v°n ; und (j  in den Gleichungen (45a) wieder vcreinfachen; incles  sollen fur  die numerische Rechnung 

die Gleichungen (46) die Grundlage bilden. 

IV. Beriicksichtigung der aus der Variabilitat von TJ und TU entstehenden Zusatzglieder 

zweiten Grades in R. 

Zur nachtraglichen Bestimmung der Zusatzglieder zweiten Grades, die sich durch Integration 
der Differentialgleichung (28) fi'ir R% dadurch crgeben, dafl man in dersclben, der VVirklichkeit entsprechend, 

TJ, if, W, TCj als variabel betrachtet, gehen wir aus von der friiher abgeleiteten allgemeinen Differential- 

formel (cf. I, S. 444): 

cos 
<fcp     .    (uw + m2v) sin 

 = =F ^(l-^) +*,(!-«)} rr- cos ^n>+m2v) 
dv 

diif^ cos m9Ti) Cos r /1      \  T —*-i ?+- °     [« w+m, (1 — ?) 1'] (47) 
sin 

d(Tjm. sinw%tc)sjD 

<i« cos 
/ZW+ ?;%(!— ?)#], 
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40 H. Buchhoh 

dT 
wobei wir das zweite Glied in   ,   , das die exargumentalen Glieder  liefert, gleich fortgelassen haben,  da 

a v 
wir die exargumentalen Glieder zweiten Grades in R bereits bestimmt haben und die exargumentalen 

Glieder, welcbe dies Glied sonst noch ergibt, dritten und hoheren Grades wiirden, deren erstere wir 

spiiter bei der Integration fur den dritten Grad gesondert behandeln werden. 

Durch nochmalige Differentiation der vorstehenden Differentialforme! ergibt sich: 

cos , 
7i"!' sin (nfV + m2v) 

dv2 

cos 
I n 0-—H) + *»a 0 —«) 12ri'"' Sin (niv + m2v) 

2{n(l-pl)+m2(l-&\ 
dri"'< cos m2n s;n . 

dv cos 

a   /,        \ ,i      M dtf1! sin m.2 it COS . ,.      ,   . 

d2r\m' cosm2it cos 

Ji/2 sin 
\nw + m2{\—;)# j 

JV"' sin m2 it s\n . . 11 |«»+«j(l-t)t)|, 
Jf2 cos 

Da aber (cf. I,  S. 439): 

^COS* 
ZDZ  Q°  JE W 

so kommen die beiden letzten Glieder bei der Anwendung dieser Differentialformel in Anbetracht der 

festgesetzten Genauigkeitsgrenzc, weii rein zweiter Ordnung, nicht in Bctracht und somit ist auszugehcn 

von: 

C0S    / N 

"']'"' sin (HW + m2v) 

dv2 

cos 
= — {*(1— Hi) + »a (1—«) 12 ri'"' sin («W + »V') 

= 2{*(i-m)+»i,(i-«)} 

•2{«(1—|x,) + mg(l— c)} 

dri'"< cos w27c sin i /-,      •>   > f »»+»«j(l-?)fj 
cos 

drf"' sin w2 Jt cos 

dv 
\nw+w2(l —i)v) 

analog: 

,   / cos . ,    . 
d*-qm'-q "'!;„ (KK'+»«gv+«jV1) 

<if2 

/ COS 
= -i»(l-n,)+wl!()-;) + "'j(1-;l)iV'1l""1 sin Ow+^v+w^Vj) 

2{M(l-!A1)4-w2(l-<:)H-S(1-«t)] 

2 j H (l—'m)+«*i 0 -0+S 0 —«i)) 

dri'"^ff'"'i cos (m^+m'^) s[n 

dv 
\ 11 w + 

cos 

+m2(l —$)v+m'2(l — sjv} 

JYJ'"'TJ
/
"'I sin {m2%+m'a%^j cos ( 

(if 
usj"«' + 

sin 

•m2(l—s)v+m'2(l— ?j)^}. 

(48) 

(49) 

Analog  wie  beim   ersten   Grad   (cf. I, S. 452)   soil  der Variabititat von rj, rf ic, ltt aber wieder nur in 

den Gliedern, welche  durch  die  Integration  in R vergroBert werden, also in  den Gliedern der Form I) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

(cf. I, S. 380) Rechnung getragen werden.   Indem vvir  in  diesem Sinne  also  im unbestimmten 

ansatz fur R2 diese Glieder allein ins Auge fassen, wird derselbe: 

R2 = (37vj2 cos 3w + {inri2 cos (3w—2v)       + P17T cos (^w—2v) 

+  |3g TjYj' COS (oW + V-vi) + Pi2T/rJ/ cos (3*V — V — V1) + |31BTpj' COS (9W — V — V,) 

+ p9 T;Y/ COS (3W—V + V^ + pjg if9 COS (3w—2v,)     +p19Tj/a cos (9w-2v,) 

+ pI07j/2cos3w +{Rs)s- 

Das erste Glied rechts gibt, wenn man setzt: 

m1 = 2,     « — 3,     ni% = 0 

nach Formel (48): 

d27i2cos3n> .,     »..•,        .,        „,„     „ . dt)s   .    „ 
-•.'• •• A-  - = — n -l-o,¥TJ

2
 cos 3 w—2(1+8,) —-sin 3w. 

lit;2 st> 

Das folgende Glied gibt, wenn man setzt: 

w, =i 1,    m\ = 1,    » == 3,    #za = 1,    wf2 = —1, 

41 

Integral- 

(50) 

nach (49): 

d'1 •(['({ cos (3w + v — V, ) 
wcos 3«H-v-v.)+ —W— = — j 2(8t—?+«t)H-(8l--!;+?1)

s}T]7j/cos (3»+v 

rfTjTj' COS (jt— ft,) 
1(1+8,-; + ?,) 

-2(1+8,-; + ;,) 

dv 

di\'tf sin (it—5t,) 
dv 

Vi) 

sin{3w —(?—;,)f| 

cos j 3»-(«-«i)v]. 

Beim Glied vom Koefflzienten pi8 ferner hatte man z. B. zu setzen: 

m1 = 1,    w', r= 1,    M = 9,    wa = —1,    m'2 — —1    u. s. f. 

In toto erhalt man so aus (50): 

(5 W=~(25i+5'}^2cos3w* 
—2(1+8.) p. ^-sin 3 w 

dv 

- { 2(S1-; + ;,) + (81-; + ;,)2} %W> cos (3^ + v-v,)* 

drpf cos (TT—jct)   . 
-2(1+8,-; + ;,) 

Jf 
sin [3 m—(;—;,) v] 

<w,     - ,r  <iTjT,'sin (-—7t,) .   , 
+ 2(1+0, —; + ;,)p8 -M -  —v— —'-'cos |3w—(; —;,H 

-{2(81+;-;,) + (8,+;-;,)2}p9rrr]'cos(3w-v + v,r 

dim1 cos (jr—TT.)   .   r„        ,        .  , 
-2(1 +8t+«-«,)&-U—-~ l- sin [3w + (;-;,H 

<;/TiTi'sin (~ — ~,) ,,, . .   , -2(l+8,+;-;,)ri9-U -jA- _i£ cos [3»+(«—«,)v] 
cfv 

-(281 + §2
1)p,0r/

2cos3 (51) 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVli. 
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42 H. Buchholz, 

df]'2 

-2(1+8,) S10--Uin 3w 

+ |2(§1+2?)--(S1 + 2?)2j8nrj
2cos(3w-2v)1 

jYj2 COS 2It 
• 2(l-81-2«)Pu- 

-2(1-5,-2?)^ 

dv 

dtf sin 2ft 
dv 

sin [3w—2(1— «)v] 

cos [3w— 2(1 — ?)f] 

+ { 2(81+? + ?1)--(S1 + ? + q)2} Pia itf 
cos (3W-V-V,)* 

+ 2(1 -8-«-OPia f*•'co^ + **> sin pn-V-t-^v] 

-2(1—8t—«—CJPM 

dv 

drfff sin (TC + TC,) 
cos [3w—(2—«—«!)f] 

{2(31 + 2?1)-(81 + 2?1)
2jp13Ti

/2cos(3w-2v1) 

2n     s      2MB    ^ C6S"2^ sin [3»-2(l-;>] 

_2(1_81_-2<1) S13 W**2**. cos [3»-2(l-0»] 

-j2(381 + 2<;) + (381 + 2?)s}p177)iicos(9w-2v1) 

<i7j2 cos 2 7 
2 (1 + 3 \ + 2 ?) 317""' J~" - sin [9w—2(1 —«) t;] 

2(l+381 + 2«)p„ ^'S"1'2* cos [9w-2(l -«)t/] 
iif 

J2(381 + C + ?,) + (381 + ; + C,)
2
}[VW'COS(9W-V-V1)* 

JTJTJ' COS (TC + TLJ 
—2(l+381+« + «x)p18 

+ 2(l+3S1 + g + ;1)3,8 
JYJT/ sin (TC-4-TCJ) 

sin [9*>—(2—?—cjtf] 

Jf 
'l,;cos[9w— (2 — ;—?!>] 

-i2(3SI + 2?1) + (3S14-2?])
2}p]9V2cos(9w^-2v))* 

-2 (1 + 3 8, + 2 ?1) S19 ^
/Sc.°S2,tl sin [9 w-,2 (1 -?1) !/] 

+ 2(l+381 + 2<1)pifl 

+ __|L + (i?2)a. 

(if 

n    ^V2sin2-1 

dv 
cos [9w—2<l—«r)t>] 

(51] 

Nun ist aber 

+ j?   =—   2 + A'    +zvveiter Ordnung. 
dv- 2    ^dv n 

(52) 
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Betvegung vom Typus 2/3 etc. 43 

wobei das erste Glied der rechten Seite durch die Entwicklung (51), die linke Seite aber durch die 

Differentialgleichung (28), unter Ausschlufi derjenigen Glieder derselben, welche durch die Integration 

nicht vergrofiert werden, d. h. durch die Gleichung: 

-J* +R) = P{\> rf cos ?>w 
\dv2        /•> 

+ PI'frj
2 cos (3 w—2v) 

+ P{\   rffl   C0S (3W + V-Vj) + P^ 7)7j' COS (3»-V — V-,) 

+P• TJT/ cos (3«>—v+vJ+P• YJ'
2
 cos (3w—2vJ 

+ /
3

I'T
U)

T,
2
COS(9W—2v) Pn

4,T/2cos3w 

+ P#8) TjT/ cos (9w — V — Vj) 

+ PI
(
I
,3'rJ'

2cos(9w-- 2VJ) 

+ 2(52)5 

gegeben 1st. Und zvvar ist nach dem Fruberen: 

—(28, + S2)^ = P£}+zweiter Ordnung, 

-|2(o1-^ + ;1) + (S1^; + ?1)
2}p8=P;f' + 

_{2(81+<-<;1)+(81+<-<;1)S}p1)=:P«»+ 

-(281+8«)p10 = P«»+      » 

J2(81 + 2?)-(81+2?)8}Pn = P/f* 

(53) 

(54) 

daher heben sich in Gleichung (52) die Glieder der rechten Seite, die in (51) mit* bezeichnet sind, fort 

gegen die durch Gleichung (53) gegebenen Glieder der linken Seite von Gleichung (52) und man erha.lt 

fur die Zusatzglieder zweiten Grades in R die folgende zu integrierende Differential- 

gleichung: 

d2(R2\ 
civ1 -(R2\ = 2(S,),; +2(1 + 8,) p, Cl£ sin 3w 

+2(1 + 8!—«+«i){ 
*52fcos(w—it) 

dv 

-2(l + 81-«+«1) Ps" 
dup)' sin (rc—Jtx) 

rfw 

sin [3»—(?—?!)«] 

cos [3tv—(?—?1)
t'J 

+2(1+&;4.^)p9^^--^5}n[3W+(C-q)P] 

+ 2(1 +8, + ;-?,),% 
rfrjTj' sin (w—itj 

cos [3» + (;--:t)«] 

2(1 + 80^0-^ sin 3 w 

2(1-8,-2.-) pu **"' ^S-2* sin [3«r-2(i-«)t/] 

.2(1 -8,-2?) pu 

dv 

dr/1 sin 2~ 
cos [3»—2(1—c)i>] 

.^B      ^COSCTC + TCQ 
-2(1—8,—?—c^pja 

+ 2(1— 8t—C—q) p12 

^—li sin [3w—(2—«—sjv] 

d-qrf sin (- + 7i,) 
iiw 

cos [3»-(2—;—Qj)v] 

6* 
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44 H. Buchholz, 

2(1—8,—2c,)Pi 
dr\12 cos 2fflj 

<if 
sin[3w—2(1— s,)i>] 

+ 2(l-81-2«1)Pis^3^^ cos [3*0-2(1^)1/] 

cL*f\^ COS 2 7T 
+ 2(l + 351 + 2c)[317—L— sin[9w—2(1—c).i/] 

-2(l + 881 + 2«)p1T^~^cos[9*i/-2(l-«)t'] 

+ 2(l+38l + ? + ?l)Pl8M^-±^sin[9^(2^_„?>] 

-2(1^3S1 + ? + OP18*-Si^C+^ cos [9*l/-(2-c-5l)f] 

+ 2(1+38,+2d) p, 

-2(1+38,+ 2?,) p„ 

^7j'2 cos 2TC,   . 

dr{2 sin 2«, 
dv 

sin [9w—2(1 — ?1)f| 

cos [9*1/—2(1—«,)!;]. 

Da nun, wenn a„ cos (X„v—Bn) allgemein ein Glied dieser Differentialgleichung bezeichnet, das ent- 

sprechende Glied im Integral    •     - cos (knv—B„) ist, so erhalt man durch Integration von letzterer Gleichung 
1 — 'Mi 

direkt die Zusatzgliedcr zweiten Grades in R, welche durch die Variabilitat von 7] und TC in 

Gleichung (28) bei der Integration entstehen, wobei wir vvieder im Hinblick auf die festgesetzte Genauig- 
keitsgrenze ? und ?, wie bisher vernachlassigen: 

^ 
^j^2 cos 2 it Ta d-q2 sin 2TC   .   _„ 

1   _         . cm      f~i ' cos I6*i'—2(1—?W| '—:— — sin \Qw—2(1 —z)v)i 
dv ) 8, (        dv 

8   j       17.    cos [6»—(2—S—?i)w]-    ~   —77; ~- sm [6w-(2-;-;1)ti] do iif 

a,6(d7]'2cos2TC, ra 0/1 N    1       ^•/j/2sin27r1   . j 
8   )~do   C0S C6w—2<1~«i) "] " Jv~       sm [(6*0—2(1—£,)o] J 

2^(1+8,) drj2 

8,(2+8,)   ^COs3w 

2[3g (1+8,) ((iTJTj' cos (TC — TC,) 
8,(2+8,) ( do ~ 

2j39 (!-+§,) I ^7)7]'cos (ft—TC,) 

8,(2 + 8,) I dv ~~ 

2p,0(l+8,)^'s 

^7)7/ sin (TC—TC,) 
cos [3*o—(<;—?j)oJ u—__^ u sm [3w—(«—«j) v] 

cos [3*o+(c—«,)"] 

dv 

df]Ti' sin (TC — T:^ 

dv 
sin [3*o+(«—«,)o] 

8,(2+80     ^C°S3W 

2p,,(l — 3,) (dr)2 cos 2 TC 

8,(2—8,)   (       do 

2p12 (1—8,)((i7j7]' cos (TC+TC,) 

8,(2—8,)   I dv 

cos [3w-2(1 —t)v] —   ^ ^n2?C sin [3*1/- 2(1—«)o]| 
do 

cos [3w—(2 — ? — C,)c] 

(iTjTj'sin (TC + TCJ) 

dv sin [3*0—(2—5—?,) w] 

2p,3(l-81))J7)'2COs2TC1        |Q                                ^7]'
2sin2T:1   . ) 

8,(2-8,)  1        fr,    /cos [3*0-2(1-^0] 5_--4sm[3*i/-2(l-«,)i/]| 

(55) 
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Bewegung vom Typns 2/3 etc. 

ip„ (1+38,) \drf cos 2TC rf'v]2 sin 2it 
- - sin [9w—2(1 —«) v] J 

2pig(l + 381)jgj7)' cos^+3)   
38,(2 + 38,) \ dv C°S LW    ^    l    ^M 

d-rjfif sin (7r-t-5Tj) 

45 

(55) 

dv 
sin[9w—(2 — c — ?,)wl 

2Pt9(l.+381)j^cos2^ cos _ !3^ sin [9^-2(1- c,)«,] 
38,(2 + 38,) ^i< rff 
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46 H. Buchholz 

Siebentes Kapitel. 

Die Integration der Differentialgleiehung des Sinus der Breite fur die Glieder 
ersten und zweiten Grades im Typus 2/3. 

I. Die allgemeine Gylden'sche Bestimmungsweise der Bewegung der instantanen 
Bahnebene im Raume. 

In   Abteilung I (cf. S. 314) waren  wir  ausgegangen von der folgenden Form der allgemeinen Diffe- 

rentialgleichungen der relativen Bewegung eines Planeten nm die Sonne: 

d2x 8 0 
dt1        l r8 m^ u 
d2y            y 8 a 

dH           z 
dtl            ra 

80 

(1) 

Wir sahen vvieGylden im Anschlufi an Hansen die gesonderte Betrachtung der Bewegung des Planeten 

in seiner momentanen Bahnebene, die nach Hansen definiert war durch die Gleichungen (cf. I, S. 318): 

dH 
It2 

d {  2dv 
dt \     dt 

dv\2    m, 
dt 

80 
'«i -7,— 1 3w 

8 0 
7* Z= ^ Jr 

(2) 

von   der Bewegung   der Bahnebene   selbst im  Raum,  welche  zuniichst definiert bleibt durch die 

Gleichung: 

d2z z 8 0 
dt* rs oz (3) 

beibeh alt. 

In die Gleichungen (2) hatten wir dann die Gylden'schen Variabeln S, r), p eingefiihrt und so zunachst 

das neue System der drei Gylden'schen Bewegungsgleichungen des Planeten in seiner 

momentanen Bahnebene erhalten, welches dem System (2) Equivalent ist (cf. I, S. 318 — 330): 

1      dS      .,     e,ao       1        1      dtf 1   -i^^ = (1+^+n^i 

11. 
d2

P 

dv2 -f-p = 
drf dp 

+ (i+S)s 0 V- +2S+S8—(l +syp 
1—7]2   d'V }  dv 

l—ijirfi^       (1— Y)2)a \dv)        1— Yj2    * rft> J l      ,vj 
(4) 
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III. 
dT 
dv 

Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 

S—2R—2RS + 3R2 + ,SSR2^~4Ri-h 

+ \6R~2S—12R2 + 6RS~ . .}*] cos{(l — ?)v— re] 

jij"cos2{(l—«)«—*} 

67?TJ
3
 cos v+\~R>— SH3 cos 3 \ (1— <-)v—% } 

-3-ri8i?+j —S—62?+ 

tft/' 

47 

(4) 

wobei: 

P = f 
8Q 

Q = 
8Q 

8r ' a(l— T|2)  8f 

ist; Gleichungen, deren Aufstellung  und Integration fiir das gewahlte spezielle Beispiel der kleinen 
2 

Planeten  vom   Typus — uns im Vorhergehenden im Detail beschaftigt hat. 

Bei Betrachtung der Bewegung der instantanen Bahnebene im Raum hingegen geht Gylden 

nicht von der Hansen'schen Form aus, wie zuvor bei Betrachtung der Bewegung des Planeten in seiner 

momentanen Bahnebene, wo er die Hansen'schen Gleichungen (2) direkt als Ausgangspunkt beniitzt, 

indes neue begriffliche Bestimmungen in sic einfiihrt. Zur Ermittlung der Breitenstorungen fiihrt 

Gylden direkt die Breite b des Planeten iiber der festen Fundamentalebene, als welche die Ekliptik 

1800 Januar 1.0 Oder 1850 Januar 1.0 zu Grande gelegt gedacht ist, in die Differentialgleichung (3) ein. 

Die ausfuhrliche Behandlung des Problems findet sich aufier in Gylden's Erstlingswerk'8 iiber 

Himmelsmechanik in seinem Hauptwerk, den Orbites absolues,3  sovvie in Herrn Brendels Theorie der 

kleinen Planeten.4 Wir deuten bier, wo  es  auf die Ermittlung der Breitenstorungen  fiir den Typus — 

ankomint, nur die Hauptgesichtspunkte der Transformation an, welche auf diejenige allgemeine Form 
der Differentialgleichung fur den Sinus der Breite j = sin b fiihrt, deren Spezialisierung und Integration 

wir dann fur den speziellen Fall der Planeten des Hi 1 datypus auszufiihren haben. Im Ausdruck fur 

den momentanen Abstand des Planeten von der Ebene der Ekliptik: 

z = r sin b (°) 
setzt Gylden zur Abktirzung: 

sin b = J, 
so dafi: 

z =: r.\ v) 
wird. 

(6) 

1 In Erganzung   des Abteilung   1   beigefugten Druckfehl er verzei chnisses   sei  hier  bemerkt, ciali  bei  Ableitung  obiger 

Gleichung in Abtcilung 1,  S. 328 einigemal— und —  statt —  und  — versehentlich geschrieben ist,wahrend auf S.329 und sonst 
dt dt dv dv 

dX dt, 
uberall — und — steht. 

dv dv 
2 Hugo Gylden, Lindersokningar af theorien for himlakropparacs rorelser. I, II, III Bihang till svenska Vet. Acad. Handlingar, 

Band 6, Nr. 8, Band 6, Kr. 16,  Band 7, Nr. 2.  Man vergleiche hierzu die in Abteilung I,  S. 358, gemachte Anmcrkung. 
3 Hugo Gylden,  Traite   analytique   des   orbites   absolues   des  huit   planetcs  principales   (Berlin,   Mayer und Midler;  Pans, 

A. Hermann; Stockholm F. und G. Beijer). 
4 Martin Brendel, Theorie   der  kleinen   Planeten,  I.   Teil,  Abhandlungen   der  konigl.   Gescllscbaft   der Wissenschaften  zu 

G6ttingen. Mathem.-physikalische Klasse. Neue Folge, Bd. I.  Nr. 2, Berlin, Weidmann'sche Buchhandlung 1898. 
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48 //. Buchholz, 

Durch   zweimalige  Differentiation   dieses   Wertes   und  Einsetzen   in   Gleicliung   (3)  geht   diese 

tiber in: 

. ~y. J—SJ_ 1 y i_ it? 
dt2       r   dt2       3   dt dt        x r3 

1   d2r       2   dt dr i 
J> i 9 _.. _ _i_ tM    JL — 

8Q 
r    3^ 

Aus der zweiten der Gleichungen (2) aber ergibt sich: 

d2r        fdv\2    tn, o Q 
 — r  —   —        -+- m  — . 
dt2 \dtl       f* ' 8r 

Durch Einsetzen dieses Wertes wird die vorstehende Gleichung: 

dt2     b\dt 
2   d\ dr mt   8il 
V dldl~' T 'dz -m 1 r   dr' (8) 

In  diese Gleicliung  flihrt Gylden  an Stelle  der Zeit t als unabhangige Variable nun  ebenfalls  die 

wahre   Lange v ein,   die   ja   auch   in   den   Differentialgleichungen   ftir S, p, T als   independcnle   Variable 

figuriert. Dazu hat man: 
di d-i   dv 
dt      dv   dt 

Es war aber, wenn man von w,  nicht absieht (cf. I. S. 320 und 323): 

dv _ v»«, a(l—TJ
2
) 

dt !(l+5) 
also: 

mithin: 

oder: 

d j ^l s/wtx a(* —Tl2) 
dt ~ dv     r2(l + S)     : 

d2i __ d% dv _ yWlg(l— 7]8)     <*jS _£ | y/w1a(l—Yj2) 
j/2 — dv2 d t   '     r2(l -f 5)       h Jf dw I     r2(l +S") 

J23 d2% m1a(l—if)     d\  d\\fmxa{\—TJ
2
) 

<//2      J«2   r'(l+5)3        rfi/<ft/<      r»(l+S) 

oder,  indem man das letzte Glied noch ausdifferentiert,  im Resultat: 

d2i_   1   m,:a(l—Yj3)(i23      '2  di dr      1      1     drf di 1     rfS^j) 
^2 — 71     (1+S)2    (dv3 ~~Vdv dv ~~ T 1—Y]2 ~dv dv~ T+S dv dv ! 

Aus der Differentialgleichung fiir S folgt aber direkt: 

O+S)20 
1        1      ^YJ2 1       dS 
2   1 —TJ

2
 c/i'       1+5   dv 

Daher kann man fiir (9) auch'schreiben: 

d2J_    1   mxa{\—7]2)jc/25       2  d^dr 
'It2      r4     (1+S)2    U*;2       r   rf» dv 

Aus der Definitionsgleichung fiir S folgt aber: 

•'dvV   1   m1a(\—T|2) 
Tt) 

(1+S)2<2^ 
dv 

Ferner ist: 

r1      (1+S)2 

d g c/r <:/ j rf y <i r d v 
dt dt     dv d i dv dt' 

(9) 

(9«) 

(10) 
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also: 

Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 

d^dr _   1   mta(l—YJ
2
) cl 3 dr 

dl dl~ 7* ~(T+S)2~ dv dv' 

49 

(11) 

Setzt man  die  Ausdriicke  (9a),  (10), (11)   in  Gleichung (8)  ein, so erha.lt man die Bestimmungs- 
gleichung von 3 = sin b in der Form, wie sie Gylden zu Grunde legt: 

2+3 = -O+syQ^+ii+syz, 
wobei bedeutet: 

Z = 

dv 

|8Q        8Q: 
a- a(l — f)(dz      °dr)' 

(12) 

(12a) 

und S durch Integration der Differentialgleichung I bereits fur den Typus —•   bis inklusive zum zweiten 

Grad ermittelt wurde, wahrend Q, die Deriviecte der Storungsfunktion: 

Q 
8Q 

a(l— f) 8t> 

nach Gylden's Prinzip in eine unendliche Reihe entwickelt worden war, die fortschreitet nach Grad und 

Grdnung,   deren  Koeffizienten A   gegebene  Grofien,   und   berechenbar waren   aus   dem   numerisch 

zuniichst genahert bekannten Verhaltnis der mittleren Entfernungen —; = a (cf. I, S. 347 und 349). 

Den  Ausdruck  (12a)  der  dritten Derivierten Z,  der  Storungsfunktion,   kann  man   noch   trans- 

formieren.   Der Ausdruck fur die Storungsfunktion Q war ja (cf. I, S. 314): 

Q 
m 1       xx'+yy' +zz' \ 

v'Z 

wo: 
1 + m I A 

A = v/(«0-2+O'-/)2 + («7. 

Durch Differentiation nach z erhalt man also: 

1 1 8Q 
Tz 

111   \ 

1 + 111 1 

Andererseits war: 

Q 
11V 

A3 VA3 

1       r ) 
j^cos H), \ + m\ A      r 

wo   H  der Winkel   zwischen den Radien-Vektoren   des   storenden   und   gestorten   Planeten   war.   Die 

Differentiation dieses Ausdruckes ergibt: 

80 
8 r 

8Q 

111'    \      r 

i+mi     A3 
1 

A3 cos H 

111 
rr 

8 cos H     1 -+- m      \A3     1 
I 

Also wird mit Hinblick auf z = r.j und analog $' = sin b', also z = r'.j': 

dz 
5 

und: 
8 Q _     w' 

S9"r ~~ \ + m\     A3 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. 

1 + mt     A3       r   3 cos i/ 

rg      3 cos H     8 Q 
r       8 cos H) 
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50 

Somit ist: 

wo: 

ist. 

dv2 

z — ~ 
a 

H. Buchholz, 

-(i+s)*g^+(i+s)2z, 

(T^^cosi^ 
8Q 
;os H 

(12) 

(\2b) 

Genau in derselben Weise nun, wie die beiden Derivierten Q und P lafit sich auch die Derivierte Z 

in eine unendliche Reihe entwickeln, eine Entwicklung, die wir hier, wo die Ermittlung der Breiten- 

storungen des Hildatypus unsere Aufgabe bildet, umsoweniger durchzufiihren Veranlassung haben, 

als diese Entwicklung gegeniiber der in Abteilung I durchgefiihrtcn Entwicklung von P und Q prinzipiell 

keine neuen Gesichtspunkte bietet und zudem ausfiihrlich in Herrn Br end el's Theorie der kleinen 

Planeten durchgefilhrt ist;   erganzt  ist  dieselbe noch von  Herrn Kramer in seiner bereits erwahnten 

Abhandlung   iiber    den   Hekubatypus f—j durch    Hinzufiigung   der   wesentlichen   Glieder   zweiten 

Grades zweiter Ordnung. 

Diese Entwicklung der Gylden'schen Derivierten Z in der Brendel'schen Form ist gegeben durch 

den folgenden Ausdruck, den ich, analog wie P und 0, gleich geordnet nach Grad und Ordnung schreibe, 

den    wir   beim   Aufsuchen   der  langperiodischen   und    kurzperiodischen    elementaren    und 

charakteristischen Glieder fur den Typus -— direkt zugrunde zu legen haben: 

Z = y Cffil sinj sin (»»+ 0) + / C£i'<j s'ni sin (ntv—d) 

+ / Cffil Sin/ sin («w+D,)+) Qj,1,' sin/ sin (uw—'o1) 

+2_J
c!Ali.o'ri sinisin (nn>+u+v) + 2c^*-l7)'si"7'sin (ww+0+vi) 

+ 2JQt1o)
1.o'1 sin/sin (nw+t>—v) + ^C/+n

0^TJ'sin./sin (»w+»—vx) 

+ 2JQ.I.V.I.O '1 sini sin (»w—tt+v) + Xc;( 7 V,,-, TJ' sini sin (»»- iJ+Vj) 

+ )_JC/M.O
)
1.O '1 sini sin (»»-»-v) + J^Cfrfft^-rf sin j sin (nw—fc—vx) 

+ ZjQt?.i.o"1 sin/ sin (*w+»i+v) + 2jC£fc?.o.iij' sin/ sin (^w+bi+Vx) 

+ 2J
cit1i)i.o *1 sin/ sin (*»w+»i—v) + 2J

CMo.i"n' sin/ sin (*»+*»i-:v1) 

+2J
C

^.V.I.O '1 sin/ sin (ww~°i+v) + IJQ^.V.O.I^' 
sin/ sin («w—fi+vj 

2J
C

^3?.I.O1 
sin/ sin (ww~»i—v) + Z-jC"-o2i-o.i'l'sin^sin (**'—»i—v,) + 

I 

I. 
Grad 

\    II. 
/ Grad 

I. 
> Ord- 
nung 

(13) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 51 

cos nw 

+i?0 J 2_Cni;t° si'V'sin {nw + X>)   +2_pk\lo'° sin7 sin («»—») 

ri Vrt-i. + XQfco.1° sin/ sin (« w+bj + 7^C«.J.'i,0 sin/ sin (« w—i\) 

-[xK0   2jl Q(
/I

1
O 

sini cos (*•"+*))  + 7»* Qi7i!d sin7 cos (««>—&) 

+ 7 ,M Cj^ sin/ cos (jiw + lol) + / n Q-1) sin/ cos (nw—»1) 

+ Xc7o1o32cos»w 

+«, i! y,Q7o'°siiv'sin ("'t,+l1) + ZJ^.O
1
 
,0s{nJsin(»w—») 

•^C+n.'i'0 sin/sin (nw+^i) 2J%\A    sin/ sin 0«/—tg 

7.w^»l.«sin^cos (niV~*0 -[X^ j ) «C,(+1
(j sin./' cos (ww+tt) 

+ ) «C/(+
l

1
) sin/ cos (ww+ttj) + / »Q~^ sin/ cos (nw —Bj) 

+ 3i J V C+l -o/n T) COS (»W+V) + 2QT.O.O.SLO "1 cos (« «—V) 

+ /jQt.n.'o.'o1! Tl' cos («w + Vj) + Zj^o.'oii *)' cos («w—vx) 

+ Ro j^^.i.o.ko ri sin./ sm (N «/+ I) +v) + ^Ql.o.iu 'l' sin./ sin («w + u + vj 

+ 2jCt].o.i°o Tl sin./ sin (»»+B — v) + ^jQi.o.'o0!''( sm./' sin (»W+tl- vj 

+ 2J
(

77<U
0

O 
Ti sin.;' sin («w -»+V) + ^Qloiu if sin./ sin (uw-\s + v1) 

+ ^_l
CnU.f.o "I sin-;' Sin («W—b—v) 4- ZJC-;?;^

0
, YJ' sin./ sin (sw-D-V;) 

+
 2J

C
'^

:
'

1
'

1
°

0
 

T| sin-;'' Sin (**w + t>i+v) + H+olif, if sin/ sin (««.> +11,4^) 

+ 2J
CJ.o.7i°o ri sin/ sin (HW + ^-V) 4- JjXkv&i tf sin/ sin (*»+&i—v1) 

+-2C«li.i°o7l sin/sin (ww-t^+v) + 2JQ".O.I.'O°I tfsin/ sin («w—»1+v1) 

+ 2jC"o7i0f. 1 sin7 sin (»».»—»i—v) + ^Qo.ibi V sin/ sin (nw—^—Vj) , 

I. 
Grad 

II. 
Grad 

II. 
lOrd- j,   (13) 
nung [ 

7* 
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52 H. Buchholz, 

— y.KA ) wQ".i.o.i.o "1 s'n^ cos («w + f + v)+ / wC+j00:l 7)' sin _/ cos (ww+tJ+v^ 

+ 2wWC^i.O,i.O "1 Sin^ C0S (»w + *>— v) + 2aW-C^i-.0.0.i^'sin)'c.os Ow.+.t)—Vt) 

+ 2J
#C

«.1.0.1.0 "1 Silli COS (»W — U + v)4-2_|MC-]
1_on j 1)' Sill7 COS («W— D-J-Vj) 

+ y* Q1.0.1.0 1 sini cos (nw—'°—y)+/JtCnlo.0.l rf sinJ cos («W—ti—Vf) 

+ 

II. 
Grad 

II. 
CU-d- 
ii ung 

(13) 

/ .^Q'.o.i.i.o7! sin/ cos (»w+ijl_+v)+ ) M^io.i.o.i V sin/ cos (»w+Dj +vx) 

+ / «Q[1X(I7| sin/ cos (ww + bt — v) + / nC+ju n., 7/ sin/ cos (» w + t>j — vj 

+ ^QO.LI.O
7

! sin/cos (nw—'o1+v) + 2_nC-l101 rf sin/ cos (««>—Uj+vJ 

+ 2wC»To2i.i.o^ sin/ cos (nw~\)l~v) + ^uC-;lUQJ-(i'smf cos (ww—^—Vt)J • 

Die Angabe   der Werte   der C-Koeffizienten, die ebcnso wie die A und B aus a herleitbar sind, samt 
^2 2 

ihrer Spezialisierung fiir den lypus — wird gleichzeitig mit der Aufstellung der fiir den Typus —  in 
o o 

Betracht kommenden A- und 2?-Koeffizienten der Entwicklungen von Q und P in Abteilung III ausgefiihrt 

werden. 

Die fiir 3 gefundene Gleichung (12): 

g+a = -(i+s)-gg+(i+s)-2 

ist nun offenbar ein genaues Analogon zur Gleichung fiir p: 

£+P = -(,+S).e^-(l+S).p+... 

nur mit dem Unterschied, dafi auf der rechten Seite der Gleichung fiir p noch Glieder stehen, die in 

der Gleichung fiir 3 nicht vorkommen, welche also einfacher als die Gleichung fiir p, im iibrigen aber 

analog zu behandcln ist. 
Genau wie in p werden also auch in 3 elementare und charakteristische Glieder neben den 

gewohnlichen Gliedern auftreten, indem die Funktion Z, wie wir sogleich sehen werden, genau wie das 

bei Q und P der Fall war, fiir bestimmte Werte von n solche Glieder gibt. In diesem Sinne denkt Gylden 

analog wic bei p auch in 3 die elementaren Glieder der Form B, (3), von den iibrigen Gliedern, Q, 

geschieden, derart, dafi: 

i = (a)'+3 O4) 
zu setzen ist, ganz analog wie p = (p) + R war, so dafi auch die obige Differentialgleichung fiir 3: 

d2\(h)+8\ 
dv2 ^{(3)+ai=-a+>s)2s.^^^-+(i+s)a2 (15) 

in  zwei getrennt zu behandelnde  Differentialgleichungen  zerfallt;  in eine Differentialgleichung in den 
elementaren Gliedern der Form B: 

d*(h) d(i) •xf+(8)=~a+^S-^+(i+5)^(Z)(,)) dv dv 
(16) 
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Bewegung vom  Tyjms 2/3 etc. 53 

wo (2)(«) die elementaren Glieder der Form B der Entwicklung Zenthalt; und in eine Differentialgleichung 

in den Gliedern der ubrigen Formen: 

3 +3 = -(i+s)»e4^ +0+W3)«>. (17) 

die wir fur den Typus — eine jede fur sich gesondert aufzustellen und dann zu integrieren haben. 

In   weiterer Anaiogie   zu   (p),   fur   das   wir   als   unbestimmten   Integralansatz   die   Form   fanden 

(cf. I, S. 426): 

(p) = % cos {(i—z)v—r} +s ?.„ cos \ (l—«„)v—r« | 

setzt Gylden als unbestimmten Integralansatz fur (j) die Form: 

(£) — sin i sin j(l+t))7—0} +2 sin i„ sin {(1+T„)U—-0„|, (18) 

wo  entsprechend den Grofien v. und T bei (p), die Grofien sin i und 0 die beiden Integrationskonstanten 

der  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   fur  (§)   reprasentieren und  die  zn  analog  den  ?„ von   der 

Ordnung der storenden Masse m' — 7777^ sind, wahrend die sin i,„ wie wir gleich sehen werden, mindestens 
1048 

vom ersten Grade sind; und analog wie $v die Apsidenbewegung ausdriickte, steht zv in Anaiogie zur 

Knotenbewegung  und weil  letztere   in   entgegengesetztem   Sinne wie die erstere Bewegung vor sich 

geht, hat zv das positive Vorzeichen. 

Nun definiert Gylden, wie gesagt, die Funktion (3) analog wie: 

(p) = Y] COS {(1—C,)v— JCJ = Y] COS V 

derart, dafi (3) ausschliefilich die elementaren Glieder der Form B enthalten soil, so dafi: 

(3) == sinj sin {(1 + z)v—a \ = sin/ sin b (19) 

ist.  Dieser Gylden'schen Definition zufolge, durch welche die elementaren Glieder in (18) wieder in 

ein einziges zusammengefafit werden, mufi also sein: 

Oder: 
sin/ sin {v — (a—zv) \ = sin 1 sin {v—(0—zv)} +2 sin in sin \ v—(0„—znv) \ 

sin/ sin v cos (p—zv)— sin / cos v sin (1—iv) =: sin 1 sin v cos (0—zv)— sin 1 cos v sin (0—zv) 

+ X sin i„ sin v cos (0„—znv) — X sin i„ cos v sin (0„—znv). 

Somit ergeben  sich also  aus der  Gylden'schen  Definition von (3) fur die langperiodischen 

Funktionen sin j und a die folgenden Bestimmungsgleichungen: 

Oder: 

oder: 

sin /' cos (a—zv) = sin 1 cos (0—zv) + Y, sin in cos (0„—znv) 

sin/sin (a — zv) = sin 1 sin (0 — zv) + li sin i„ sin (€>„—z„v) 

sin./ cos a = sin 1 cos 0 + S sin t„ cos{ (z—z„)v + ®n } 

sin; sin a — sin 1 sin 0 + 1- sin t„ sin {(t—T„)I» + 0„] 

s'mj cos (a — 0) = sin i+S sin i„ cos { (T—z„)v—(0 — 0„)} 

sin; sin (0 —0) = S sin i„ sin {(t—tK)v—(© —%n)}. 

(20a) 

(20 b) 

(20 c) 
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54 H.  Buchholz, 

In Analogie zu Y]
2
 (cf. I, S. 393)1 wird also: 

sin 
1 

2_/ = sin2 t+ y | sin2 i„ +2 sin i„.y   sin i„ cos {(t—T„)IJ—(8 — 0„) j 
l 

oo   oo 

2 /J2J 
sin l,( sin l'"cos < (*»~v>*)y—(®"—®»<) 1 

i i 

oo   oo 

= J^ sin2 '.„ + Z/J/j sin l» sin l»! cos { (T„—T,„) y—(0»— ©,»)), 
0 0     0 

wo in der Doppelsumme m nicht gleich n zu nehmen ist. 

Setzt man noch zur Abkiirzung: 

0—t v = *; 0„ ~ c„ v = IK,,, 

so werden obige Formen kurzer: 

(j) = sin t sin (v—{)•) + £ sin tn sin (t> — &„) 

und: 

oder: 

oder: 

sin_/' cos (a—TI>) = sin I cos d+S sin t„ cos 8-„ 

siny sin (a — zv) = sin t sin &+S sin t„ sin $n 

sinj cos a i= sin t cos (i) + tf)+i sin t„ cos (D„+i{)) 

sin_/ sin a = sin i sin (i )• + T v) + £ sin in sin (d^H-tf) 

sin/ cos (a—0) = sin t + S "sin in cos (%•„—ft) 

s'mj sin (a — 0) = £ sin t„ sin (ft,—1>). 

(21) 

(22) 

(23a) 

(236) 

(23 c) 

Wahrend iund $, in der elliptischenBewegungKonstanten bezeichnen, reprasentieren sin; und a 

(analog wie beim Radius Vektor YJ und it) in der Gylden'schen Bahn mit der Zeit langsam verander- 

liche Grofien, dui'ch deren Einfuhrung Gylden das Auftreten der sakularen Glieder der alten Storungs- 
theorie vermeidet. Und es soil noch bemerkt werden, dafi im Ausdruck (13) der Entwicklung fur die 

Derivierte Z, da sin./ dem Y] entspricht, nicht nur Glieder, welche die erste Potenz der Funktionen Y] und if 

enthalten, ersten Grade sind, sondern auch solche, welche die erste Potenz des Sinus der Neigung der Bahn- 

ebene enthalten, als Glieder ersten Grades zu bezeichnen sind; ebenso sind Glieder zweiten Grades solche, 

welche entweder das Quadrat von YJ und YJ' oder den Sinussen derNeigungen, oder auch das Produkt zweier 

dieser Grofien enthalten etc. 

Durch Betrachtungen, die den in Abteilung I (cf. S. 369 und 381) fur P und Q angestellten 

vollig analog sind und auf die wir sogleich bei Untcrsuchung von Z niiher eingehen werden, erkennt 

man, wie hier der Ubersichtlichkeit halber der nachfolgenden Betrachtung vorweg entnommen sei, dafi 

der unbestimmte Integralansatz fitr >) in: 

a = (3)+£ 

1 In Krganzung des Abteilung I beigegebenen Druckfehlerverzeichnisses sci bier bemerkt, dafi auf S. 393, Abteilung 1, im 

Ausdruck fur Y]2 der Faktor 2 einigemale fehlt; auf S. 427 ist der Ausdruck fur rfi (der auf S. 393 ricbtig abgelcitet ist), unrichtig 

zitiert und durch den Wert von S. 393 zu ersctzen. 
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'ung vom  Typns 2/3 etc. 55 

fiir den Typus —-die folgende Form hat: 

Q = et sin; sin (6w—U) + s2 sin/ sin (fiw—rjj) 

+ sgY) sin/ sin (3w+l)—v) + s7"1 sin/ sin (3w + lh—v) 

+s4tj sin/ sin (3*0—D-h v) + £8'
rl sin/ sin (3fV—iJj-Hv) 

+ B. •(]' sin/ sin (3w + D—vx) +s9r/ sin/ sin (3*i>-Htoj— vt) 

+ s(.T|' sin./ sin (3w—ti+vj +s10rf sin/ sin (3w—t^+Vj) (24) 

+suT] sin/' sin (3n>—0—v)     -4-E15YJ sin/sin (9M;—0— v) 

-f-Sj./rj' sin/' sin (3w—H — v,)  + slfir/ sin./' sin (9w—D — v,) 

+ sl:iTj sin/ sin (3n>—D,—v) -f-s17Tj sin/ sin (9/i>—bt— v) 

+ Sj ,Tj' sin/" sin (3w—tij—Vj) + slgTQ' sin/7 sin (9n>—t)t—vD. 

Hier sind siimtliche Argumente kurzperiodisch charakteristisch (Form D), und es sei bemerkt, 

dafi die langperiodisch charakteristischen Glieder (Form Q in $ deshalb nicht in Betracht kommen, 

weil auf der rechten Seite der Differentialgleichung fiir 5 die Funktion S nicht wie bei p fiir sich auftritt 

und daher 3 keine Glieder zweiten Grades enthalten wird, welche nicht rein ei'ster Ordnung waren; 

mit anderen Worten es ware $/ ^ »?', fiele also in die Kategorie der gewohnlichen Glieder. Wahrend 
in  der  Differentialgleichung  fiir  p   auf der rechten Seite   die   Funktion 5 fiir sich   allein   auftritt,   die 

selbst schon Glieder enthalt, die grofi sind im Vergleich zur storenden Masse, indem: Si: 
m 

Und ferner 

konnen offenbar in Q keine Glieder nullten Grades auftreten, weil alle Glieder der Gleichung (12) mit 

einer der Funktionen: 

3 =r sin/ sin b    oder    3' = sin/ sin D, 

multipliziert und somit ersten Grades werden, da ja Glieder in sin/ und sin/, analog wie solche in i\ 

und if votti ersten Grade sind. Mithin verschwinden mit den Neigungen auch die Storungen der Bahn- 

ebene, wahrend die Storungen im Radius Vector nicht mit den Exzentrizitaten verschwinden. 

II.   Die   Bestimmung   der   »elementaren« und »charakteristischen« Glieder   ersten   und 
zweiten Grades in der Derivierten Z fiir den Typus 2/3. 

Um die langperiodischen und kurzperiodischen elementaren und charakteristischen 

Glieder im Ausdruck (13) der Derivierten Z zu bestimmen, miissen wir wieder diejenigen Werte von n 

aufsuchen, fiir welcbe der Faktor von v in den Argumenten der einzelnen Glieder von (13) Null oder Eins 

wircl (cf. I, S. 368). Dabei fassen wir wie gesagt blofi die Glieder der Form A, B, D, nicht aber die der Form C 

ins Auge, da S in der Gleichung fiir 3 rechts nicht fiir sich allein auftritt; wahrend in P und Q eben die 

Glieder der Form C mitzunehmen waren, weil in der Gleichung fiir p rechts S fiir sich allein auftrat und 

diese GroCc  aufier Gliedern von  der Ordnung m' (das sind die Glieder in den a-Koefhzienten, cf. I, S. 381) 
'til 

auch noch solche von der Ordnung • - enthalt (die Glieder in a2, «,,, aiv a15, a16),  die   zvvar  bei  der Inte- 

gration in p nicht vergrofiert erscheinen (cf. I, S. 368 und 380), die aber schon an  sich grofi  sind,  eben 
fit 

von der Ordnung -r- und nicht von der Ordnung m'. 
8i 
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56 H. Buchholz, 

Mit Hinblick auf die Bedeutung der Argumente (cf. I, S. 343, 348, 369): 

w n(\—|JL2)«—nB—n[iTi;    y = (1—q)v—«,;    rj — (1+T)W—a;    1—\x2 = 
1+8., 

wird nun in Zder Faktor von u im ersten und dritten Glied n{\—JJ.2)+1, also gleich 1 fur n = 0; es ergeben 

sich somit die beiden kurzperiodischen Glieder C^'j sin/ sin 0 und C(+n sin/ sin Ur Im zweiten und 

vierten Glied wird der Faktor von v gleich n (1—qj.a)—1, also gleich —1 fiir n = 0; das gibt die beiden 

kurzperiodischen Glieder — C<~'() sin; sin U und —C[~^\ sin/ sin i.^; ferncr nahe gleich 0 fiir n — 3; die 

so entstehenden Glieder kommen aber, vveil von der Form C, nicht in Betracht; schliefilich nahe gleich +1 

fiir M = 6; das gibt die zwei kurzperiodischen Glieder Cfc§ sinj sin (6w-U) und Cf.~n sin/'sin (6iv — 'ol). 

Hingegen ergeben offenbar das 5., 6. und ebenso das 13. unci 14. Glied kcine lang- Oder kurzperiodischen 

Glieder. Im 7., 8., 9., 10. Glied, und cbenso im 15, 16., 17., 18., Glied wird der Faktor von v gleich n (1 —\i2), 

also gleich 0 fiir u =: 0, und nahe = 1 fiir n = 3. 

Der erstere Wert von n ergibt die langperiodischen Glieder: 

Qil\.o "i sinisin 0>—v)> Q.So.i i sinisin (P—vJ, 
—cLl\.o n sinJsin (P—v)> — QZ$M n' sinisin 0-^), 

QtW.o n sin/sin (Pi -v)> Q.tlki i si"/ yin (»i -vO. 
- Qolio f\ sin/ sin (°i "~v)> - Qlft.i Ti'sin/ sin (Oi-vJ. 

Der zweite 7Z-Wert ergibt die kurzperiodischen Glieder: 

Q.t/u.o "1 sini sin (3»+»-v), Qtaii.i *)' sini sin (3w+»-vj, 

Qlo!i.o "1 sinJ sin (Sw—JJ'+v), Ql.So.i '<( sin./ sin (3w—rj + vj, 

Qftft.o *1 sin/ sin (Sw + Uj-v), Q.ojftu ri' sin/ sin (Sw + t^-vJ, 

Q<u?i.o '1 sin/ sin (3w_bi+v), QCT.&.J V sin/ sin (3w—»1+v1). 

Im  11., 12., 19. und 20. Glied  schliefilich wird  der Faktor von v gleich   n  (1—JJ^)—2.  Fiir n r= 3 

wird er nahe nahe gleich —1; fiir n = 6 wird er Null und fiir n = 9 nahe gleich +1. Somit folgen fiir 

n — 3 und n == 9 die kurzperiodischen Glieder: 

und: 

Q-.IOJLO '1 Sini sin (3w~l)-v), 

Q<r.i?i.o *isin/sin (3w—»!—v), 

C9(mi.o '1 sini sin (9w-U—v), 

QioTiko "1 sin/ sin (9w—»!—V), 

Ql.So.1 V shV sin (3w—D—Vi), 

Qli?o.i V sin/ sin (3w—i^—vj, 

Qlo'o.i tf si"./ sin (9w — rj — vj, 

Qliki tf sin/ sin (9w--l), — vj. 

Die fiir « = 6 entstehenden langperiodischen charakteristischen Glieder (Form C) kommen wie gesagt 

nicht in Betracht. Von den angefiihrten 30 Gliedern fallen indes 6 Glieder fort,"da, wie wir in Abteilung III 

bei Zusammenstellung der fiir die numerische Rechnung nothigen Ausdriicke der C-Koeffizienten fiir den 
2 

Typus—sehen werden, allgemein: 

/7(_i) _ r{-\) _ rj(-i)    _ r-(-i)    — r(-\)    — r(-i)    — rvi.i.o _ ry-i.i.o — 0 °o.i.o   — ^'o.o.i  —   -o. 1.0. i.o — ^o.i.o.o.i — ^0.0.1.i.o — ^o.o.i.o.i — '-'o.i.o     — °o.o.i      '— u 

und wie gleich fur die zweite Ordnung erwiihnt sei: ' 

f-l.OA   —  P-l.OA   —  f-1.1.0   — f-lA.O   —  r--2.no   _  /"-2.1.0   —   r— l.i.o     n 1 
^0.0.0.1.0 —  °0.0.0.0.1 w0.1.0.1.0 ^0.1.0.0.1 w0.1.0.i.o —  wo. l.o.o.i —   -'oo.i.i.o — u I 

/-t-i.1.0   —  f-2.1.0   —  p-2.1.0   — f) 
^0.0.1.0.1 —   w0.0.1. i.o —   ^'0.0.1.0.1 — u / 

ist. Damit sind die in Betracht kommenden Glieder erster Ordnung erschopft. 

(25) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 57 

Una zunachst die Glieder zweiter Ordnung fur den ersten Grad, und zwar die aus dem 21. Glied 

QooBi cos nw mitzunehmenden Glieder zu bestimmen, hat man bei Bildung dieses Produktes nach dem 
Vorhergehenden: 

Rj = s, sin/ sin (Gw—U) + s2 sin/ sin (6w—i\) 

zu setzen und erhalt daher 

1. fiir n = 0 die kurzperio disc hen Glieder: 

Co°o!o ei smi sm (6w—6)    und     C^ s2 sin/ sin (6w—l^), 

wahrend die Glieder der Form C fortfallen. 

2. Fiir n• — 6 die kurzperiodischen Glieder: 

~ Y CeVo £i sini sin l)    und    — Y Qo'o £a sin/ sin 0r 

Die Glieder zweiter Ordnung ersten Grades ferner, die aus dem 22. bis 29. Glied in Z hervor- 

gchen, folgen durch ganz analoge Schltisse, wie die entsprechenden Glieder in P (cf. I, S. 370—372). 
Analog wie dort (S. 373) erhalt man das Resultat: 

+ { C+}0
1-0 sin/ sin (3w + b) + C~I;Q

U0 sin/sin (Qtv—ij) 

+ C+1 -,1 -0 sin/ sin (3 w + bj) + C^J;1-0 sin/ sin (9 w -Dt) | . 1?* 

+ {C,+1
0

1'°sin_/sinU 

+ C+;;i
1-0sin/sml>1 

Q~io'° sm./s'n (3w—U)   +t'(iio1'° sin/sin (6/f—0) 

• C3^;1
1-°sin/ sin (3w— 1^) + C,. ()

1 A
ui> sin/ sin (6w-tt,)} . (R}+Rk) 

(26) 
— {3Q+J) sin./ cos (3w + l') + 3C3(r(

n sin/ cos (3*f—fr) 

+3Q+P sin/ cos (3w-f-U1) + 3C.,^]) sin/ cos (3w--bj) 

+6C6^ sin./' cos ((iw-D)   +9Qj(
1
)
) sinj cos (9w—»)  + 120^-^ sin/ cos (12w—») 

+ 6CO-{)sin/cos (Gw---Uj + 9Q-p: sin/ cos (9w—V + 12Q,-1'sin/ cos (12w—Di)) .jj.(Zt + /Q. 

Setzt man in diesen Produkten entsprechend den fiir R und /v'fruber ermittelten Werten (cf. I, S. 381 
und 382) beziiglich: 

Rk = p! cos 3w;    A'/ + A\. = p, cos 3w;    Kk+Kg •=. -(1 sin 3«/, 

so erhalt man die aus dem 22. bis 29. Glied von Z folgenden mitzunehmenden Glieder zweiter Ordnung 
ersten Grades der Form A, B, D. Setzt man hingegen: 

Rk — p4t] cos (6w-v) +P6i)' cos (6w—vj 

Ri+Rk — PgT] cos (3w-v) -t-p4rj cos (6*t>—-v) 

+ P3V cos (3»-v1)-f-p3Yj' cos (6w—V,) 

Kk+Kg = Vl sin (6»—v) +-|yj sin (3»+v) 

+ Y6r/ sin (6w-vj, 

so erhalt man die aus dem 31. bis 38. Glied von Z sich ergebenden Glieder der Form A, B, I) zweiter 

Ordnung zweiten Grades. Das Ergebnis der Ausmultiplikation der periodischen Aggregate (26) geben 

vvir im Schluflresultate an. 
Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd, LXXVII. Q 
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58 H. Buchholz, 

Um die aus dem 30. Gliede von Z hervorgehenden Glieder zweiter Ordnung  zweiten Grades  der 
Form A, B, D zu erhalten, ist zu setzcn: 

Q2 — egY] sinjsin (3w+D—v) 

+e47] sinj sin (3w—&~hv) 

+ £57j' sin/ sin (3w + U—v,) 

+ sG^
/ sinj sin (3w—i'+vj 

-s77j sin/ sin (3w + bj—v) 

-sHY] sin/ sin (3«»—Dj+v) 

-s97]' sin/ sin (liw + Dj—v-,) 

-s10r/ sin/ sin (3iv— -t>, +vx) 

+etlif] sinj sin (3w—1>—v)    +s1Bir] sinj sin (9w—0—v) 

+ e]27j' sinj sin (3w—1>—v,)  +s16'»]' sinj sin (9tv—rj— vt) 

+slg7) sin/ sin (3w—Ut—v)   + s17?] sin/ sin (9w—bj—v) 

+ euY]' sin/ sin (3w—i}1— vJ + s^T]' sin/ sin (Bw-bp-v,). 

Das Produkt EC,^^ cos «w ergibt dann offenbar: 

1. Fur n = 0 die kurzperiodischen Glieder: 

+ Co°o*0 £;!TJ sin/ sin (3w + D-v) 

+ Co°o.o VI sini sin (3w—»+v) 

+ CoA hrf sini sin (3w+»—vx) 
+ Co°o!o £<;Tl' sini sin (3w—»+vt) 

• Q'o1.) Vi sin/ sin (3^+^-v) 

QVo Vl sin/ sin (3w—^4-v) 

' Q'iu, Vi' sin/ sin (3W+D1—Vl) 

' CoVo eiorl' sin/ sin (3 w — I), +vx) 

+ CoVo £uTi sin./ sin (3w-t)-v)     + C^ s157j sinj sin (9w-D-v) 

+ Quu) hii sinj sin (3 w—0 —vj   + C^,',, e16Yj; sinj sin (Qw—Jj—vj 

+ Co°<u> VI sin/ sin (3w-t>,— v)   + Co°^0 e177] sin/ sin (9w—»x— v) 

+ C0Yo £MTl' si"/ sin (3w—»!—v0+ C^0 e187)' sin/ sin (9w-D1-v1). 

2. Fur M = 3 die langperiodisehen Glieder: 

y CsVoM si"-/ sin (u—v)   + '2 C
:M)

1
O
£

7
T

I sin/ sin (>,— v) 

y C3°»,»£*T' sin-/' sin (U~v)   ' " y ^VoH1] sin/ sin (»t—v) 

Q^^sV sinj sin (ft— vt)+ y C^1,,e97]' sin/ sin (t^—vt) 

y ^Vo'el' si'17 sin (U -V^—  g- ^fo'io'j' sin/ sin (*>,—v^. 

3. Fiir « = 6 die kurzperiodischen  Glieder: 

QVoVI si"-'' si" (3w—U+v)        - — C6°0*0s77] sin/ sin (3w—Dj + v) 

y C6?o!oM sin./ sin (3w+t>—v)       - y C^SgY) sin/ sin (8»+»rv) 

y CeVoHV sin-/ sin (3w—»+v0     - y C^o^ij7 sin/ sin (3w-Dt + Vl) 
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7T C^.ohi sin./ sin (3 w+ t>—vx) 

Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

1 

+ y C6°o1o£nTl sin7 sin (9w-b-v) 

QVo^o7/ sin/ sin (3^+^-vj 

y QVo^sl sini sin (3w—1>—v) 

CeVo^aY silV sin (9w— 0 -vx)+ -_- C6V0e167]' sin./' sin (3«/-»-v,) 

+ T C6°6.oei8 "'i sin/sin (9w-»-v)+ -^ C6yos177] sin/ sin (Sw-b.-v) 

59 

QVoVl' s»n/ sin (9w—)}1—v1)+ — C^e^Y)' sin/ sin (3 w—l^— vx). 

Das Produkt: 

ergibt: 

81 { ^C
£O:O°:I'O

T
J 
cos ("w+^+^o.o^o'icos ("w-v) 

+ ^tlio.i n cos (»w+vi)+^d.o0«1i Ti' cos (**"—vj) J 

l. Fur » = 3 die kurzperiodischen Glieder: 

+ y Cto:oA.ohri sin./ sin (3w - 0 —v) + -- C+^e^ sin/ sin (3w—Dj— v) 

+ -9- Cfo.'oVi6!1)' sin-/ sin (3w—»—vj + -fy Qi&^tf sin/ sin (3w—J^—vj 

2" Cti&i*! ri sinj sin (9w— b — v)+ y C^1-,0-1,,«,vj sin./' sin (3«>-t)+v) 

1 
+ y C:}7o.o0i1os2'1 sin/ sin (9w— »t— v) + — Q£&?o«»l sin/ sin (3w—t^+v) 

+ y Ciro.o0o1tsi'l' sinj sin (9w—»—vt) + — C^o.oJo.i*!1?' sin./ sin (3w— to+vj 

+ -5- QlbVi8*7)' sin/ sin (Ow-^—vt) + — C^1 ^ s,, r/ sin/ sin (3w—K^+v,). 

2. Fiir M = 6 die langperiodischen Glieder: 

Y CaTo.b°i?osJ ri smJ sin (»—v)  " " y QloVo VI sin/ sin fo— v) 

9" Cs7o.b°6?ieiT]' sin> sin (b—vx)— -_- C^bViM' sin/ sin (^-vj. 

3. Fiir » = 9 die kurzperiodischen Glieder: 

y Cko.b?i?0,i1l sin./ sin (3w+»-v)  — -- QfioVoS1! sin/ sin (3»+»i—v) 

T CfeoAo.1! £J tf sin-/ sin (3w+0—Vj)— -5- QrioVAtf sin/ sin (Sw+tt^Vt). 

8* 
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60 H. Buchholz, 

Schliefilich erhalt man die aus dem 43. bis 74. Glied von Z, das heifit die aus den Produkten: 

^o j Qio.^o7] sini sin (iiw + D + v)+ .... +) C~l±l\r{ sin/ sin(*w—ftj—v,) •2< 
und: 

"M^O   j  2J
MC

»-?.0.1.0
T

J 
sin-/ COS (MW + 1) + V)+ .... +2J»C-2 j.0.lV Sin/ C0S («»—>»|—V!) 

sich ergebenden mitzunehmenden Glieder der Form .4, 5, D, indem man in den Argumenten dieser 

Glieder beziiglich n = 0, 3, 6, 12 setzt, ferner fur R0 und K0, da ft0 HE W' ist, die Werte: 

R0 ~ jjj cos 3w,    J$T0 = fi sin 3w 

einfiihrt und die periodischen Aggregate ausmultipliziert. Fiihrt man diese und ebenso die durch die 

Gleichungen (26) vorgeschriebenen Multiplikationen aus und fafit die Glieder gleicher Argumente, der so 

entstehenden sowohl wie der schon gefundenen Glieder zusammen, so erhalt man fur Z einen Ausdruck 

der folgenden Form: 

Z = ZL + Z2 = z1 sinj sin 8 

+ z2 sin/ sin \)i 

-s6Y] sinj sin (3w + U— v) 

-«6TJ sin_/ sin (3w—rj + v) 

'isg sin; sin (6w—v>) 

-»4 sin/ sin (QfV—1)1) 

-^,Tj sin/ sin (3*r+-t)j—v) 

-210T] sin/ sin (3w—t>i+v) 

+ 277j' sin J sin (3w+ U—v,)   +2nTj' sin/ sin (3w + rj, —Vj) 

+28Tj' sin_/' sin (3»—B + v,)   +%*]' sin/ sin (3w—rj, + v() 

+218if] sin/ sin (3»—D—v)      + zn'q sinj sin (9w—rj— v) 

+2]/(7j' sin/ sin (3*#—U—v,)   + s18<*]' sin; sin (9 w—b—vA 

-Kz15 T] sin/ sin (3w—bt—v)   +zM*q sin/ sin (9w—\)t—v) 

+zuff sin/ sin (3w—b;1—V1)+«80Y]/ sin/ sin (9w—b-,—v1) 

(27) 

+ z2l-q sin/ sin (0—v) 

+2227)'sinj* sin (b—v,) 

-~23rJ sin/sin (Dj— v) 

-«a4T)'sin/sin (»!—vj. 

Die Koeffizienten dieses Ausdruckes aber sind Funktionen der berechenbaren C-Koeffizienten sowohl 
wie der Unbekannten des Problems: [3, •(, e und haben folgende Werte: 

l. Grad. Koeffizienten in Z,\ 

= c&#+ 4- Q:iV-°Pi--5- Q&1 °P1+-5-K-qajTi- -f nqfepTi- ^ Qfti 

z„ = 

Zo   = 

c,<:ti>+4-cfcV-0fc-4-q^^ 2 2 

113 9 f(-l) ,   _r-1.t.op,    1 r-\A.OR   _, ,.f(-iv   _i_        „r(-i)v 4.r«i - 

1 13 9 
— 4u+  9  "9:o.i    Pi+ 9  u3.o.i    lJi      9 r4o.i h+  9 FW.o.i Ti+L/o.o.os2 

(28) 
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Bewegtmg vom Typns 2/3 etc. 61 

2. Grad. Koeffizienten in Z„ 

P(+l)      -4- 7_ P+l.1.0 R     i   J_ p+l.1.0 R i   77 p+l.1.0 R L p-1.1.0-6 
W.i.o.i.o +  2    ci.o.1.0 Pi+  2     e-i-o-i-o'1      2    0-19 2    3>1-°    ^4 

3 1 1 
+ ,3!J'°G.1.0.1.0   ll 2    ^    8-1.0    U 9    °9.0.0.1.0C1   +U0.0.0E3 2        6.0.06 

-,    —  P(—1) — P+l.1.0 R     ,   JL n-l.l.fl R     i    77 p-1.1.OR 46  —   W.l.O.l.O 9    °0.1.0.1.0Pl+    9    °6.1.0.1.0Pl+    9    W.1.0       I 2 

1 9 1 
O- -7 f-1.1.0*    iQuf-l        v    i_ 77 I.P(-1)Y    i   _ p-1.0.1 ~ 
+    9    U9.1.0      P4+'5'J'h;.l.0.1.0 (l +    2   W*+    2       S-O-O-l-O"! 

 L po.i -   i fo.i . 
2 ue.o.ofc3~r '-'().o.o*1 

- —  P( + l)       -4- -L P+l.1.0 R     ,   77  p+l.1.0 R    ,    77 p+l.1.0 R    1   p-1.1.OR 
"i — u3.i.o.o.i +   9  °o.i.o.o.iPi+  2     oa.o.o.iW^  2     °-1-0    '3       2     81-°      5 

^ '•>ruo.i.o.o.i h 2   t      3-1-0 '6        2      9-0-0-0-1  ! °-0-0 5 

 LfO.l s 
2   ^G.0.0*6 

- —   P(-l) L P+l.1.0 p     .    Jl_ p-1.1.0 R     ,      Lp-1-l-OR 
~8       '"'3.1.0.0.1 9    ^O.l.O.O.lPl-1-    9    '-'0.1.0.0.1 Pi "*" "2        ('-l-°       '3 

1 _ 9 1 
+ ~2 ^tTii ' P»+^ll,Q!'i.o.o.iTi+ 2" IxQ.T.o T5+ "2" C3T0.0.0.1 si 

 7   P0.1   -     I   pO.l  . 
2 ^6.0.0 z5~r o0.0.0 CG 

2     —   f(-fl)       _1_ J_p+1+.0R      ,    jLp+1.1.0  R      . Lp+1-l.OR L p-1.1.OR      ,Q,.p+l ., 
*9 —  '-'3.0.1.1.0^   2     0.0.1.1.0P1 ^   9 "-G.O.l.l.oPl^  9 °0.0.1     P2 9   <7i.0.1      P4 + OrU«.0.1.1.0 ll 

3 1 1 
  ,. p(-i)., p-1.0.1 -   1  po.i .      j_ po.i » 

2   '       3.0.1   U          9    W9.0.0.1.0°2T^ '-'0.0.0 c7            9       e-°-• °8 

g           P(— 1) L P+l.1.0 R     ,    _L P-1.1.0 R     1    J    p-1.1.OR     
"10 — °3.0.1.1.0        9   '-'0.0.1.1.0 rlT   2      G.O.l.l.oPl^   9   '-'a.0.1     Ps 

1 9 11 
_l_ _  p—1.1.OR    ,  Q,,p— 1        Y  -i-—  II.<?(—l)v  _l-   -   P-1-0.1 - po.i  .    I   po.i  - 
+ 2    9-0A   P-i-       ! uG.o.i.i.ofi+  2 rW.0.1 T*+ 2    -3.o.o.i.osa—?r    B-°-0'7       °-°-° 8 

*      — P(+l)     _J__7 P-M-1-0 R    .    JL. p+l.1.0 R     , p+l.l.Op ZU  —   °3.0.1.0.1+   9    U0.0.1.0.1 Pi ^      2        K-0-1.0.lPl+ 9    HFo.l       P3 

1                                                  3 1                                         1 
  p-l.t.O R    •  9Mp+l         .,    ,,p(-l)., p-1.0.1 -    ,   pO.l - 1   po.i  - 

9    °3.0.1       P5+OlJ'O(i.0.1.0.1  11           9    rW.0.1    >5 o~ L,9.0.0.0.ie2+O0.0.0S9           9    U6.0.0 El 

-      —   P(— 1) P+l.1.0 16     , p-1.1.0 R     ,    __   p-1.1.0 
"12      ^-S.0.1.0.1 2       0.0.1.0.1 I 1~    9    w6.(U.0.lPl"T"    9    ^G.0.1 

 L  pO.l    g    _L.P0.1    g 
9    ^G.0.0 c9^^ ^0.0.0 "10 (29) 
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62 H. Buchhoh 

-   — r(~2)   - 
^13    '"-'3.1.0.1.0 

_L p+2.1.0 R -4- —- r-2.\.o a L f+1.i.o a 
2  '-'o.i.o.i.o ri ~  2     6.1.0.1.0P1       2     0A-°    '2 /"•+1.1.0P 

^ U8 1.0       iJ4 

3 
Si^eTi'o.i.oTi- -s- ^Qto^ + ^QltfTe 

j  /"M-i.O.l s   _j_ pO.l  g      i r*o.i  - 
"*"   2     3.0.0.1.0 °i "^ '-'o.o.o °li ~  2     6.0.0 816 

P(-2) L C+2.1.0 R   _i p-2,1.0 13    r'+l.l.OR LrW-l-l-OO 
'-'B.1.0.0.1         2   ^0.1.0.0.1 ri~r   2      0.1.0.0.1 rl 2      0.1.0      Ps          o      8.1.0      rfi 

3                        I 1 
+ '3IJ'0«.1.0.0.1 Tl         2   "8-1.0   15^   2 3.0.0.0.1 *1 + °0.0.0 S18+   o      60.0*16 

— r(-2) Lr+2"1-°R -j- - p-2.1.00 i P+I.I.OR LfM-i.i.oa 
—  '-'3.0.1.1.0 2      0.0.1.l.Ori T   2      0-O.l-l-OPl O      °-0-1      Pg o      8.0.1      Pi 

3 1 1 
"F'H.ll.l.l.O ll 2   '3-0.1    l4~ui*v'6.0,1    '6^    2       3.«'U.» ^ «•«.»   !' 2       6.0.0tt17 

— r(-2) L f+2.1.0 o   ,   _/>2.i.og LrH-J-i-OR  A r+u.OR 
— '-'li.o.i.o.i       2     o.o.i.o.iPi ^  2     6.o.i.o.i Pi      2     o.o.i    Ps       2     8.0.1    Ps 

3 1 1 
+ 0 r°8.0.1.0.1 11 2   "3-0.1   18 "+" ^T U3.0.0.0.1E2 "*" °o.o.o en "+" "2" °6.0.0 E18 

r(-2)       -4- —- C~2-1A) R   -J- —    P-2.1.0   R       .    _   n-1.1.0|S w9.1.0.1.0 ^   2      6-1.0.1.0 MT   2      ls.i.o.i.ori ~   2      6.1.0     P2 

1 3 
+ -5- Cfci/o1-0P*—3K-Cfci.o.i.0Ti + 6!AQ"22i.o.i.o'r1- -s-I^QiyT* + 6l^iti'o?<; 

J    (29) 

,    •'   p-1.0.1 c   1        ro.i ~   o-r0-1 » 
+ "o" ^l.O.O.l.O5!"1-    9    °6.O-OSll"H'-'O.0.OS15 

r(-2)       -I-     Lr-2'1'0!?   -4-    — O-2.1.0     O     .   _1   r1    1.1.00 
'-'9.1.0.0.1^   2      6.1.0.0.1 rl^   2      18.1.0.0.1 rl^   2      6.1.0      r8 

1 3 
+ y C5Ti.o'°r6~3!*C!u.o.o.iTi+6r-Qi2i.o.o.iirt- -2 pQlc?T8 

1     _   ri -1.0.1  -   _i_ P0.1   s     j.r'O.l   e 
"T    2        3.0.0.0.1 cl "r    2        6-0.0 B18~ '"'O.O.O c16 

"19 
r(-2)      ,    .   f-2.1.0 s    .    L C—2.1.0   a   1   „   C—1-1.0o 
t/9.0.1.1,0T    9        6.0.1.1.0lJl_r    2        12-0-1.1.0 I 1T    2       0-0.1       ^2 

1 3 1 
y Csll     r4-3r-C6To.l.l.o'fl + 6r'Qi2o.l.l.oTi—"2  r-Q.o.P 'U + QllCLI.{?6 +   2   ^.'oVo• 

4. 
^6.0.0 fc13 ^ °0.0.0b17 

C(-2)     -4-        r— 2.1.0 a _L        /"-'2.J.0   o    , A-l.l.Os u9,0,l.O.l T   2     6.0.1.0.1 rlT   9      12.0.1.0.111 ^   2      6.0.1     Ps 

1 3 
+ o CsTo^1'0^—3PQo.i.o.iTi+0f^k3i.liO.1T1—  o r-QlpTa 

J_ /-"-I.O.I - 1      r0-1 -  -w0-1 P 
2     3.0.0.0.1   2_r  2     !.o.o HTo,).onf 
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Bewegnng vom  Typus 2/3 etc. 

T(+i)    +— (7+ij.o 3 L c-i.i.o a L (7-i.i.o Q lo.i.o.i.oT 2     3.i.o.i.oPi       9     3.1.0.1.0Pi       9     8.1.0     Pa 

1 3 3 
9    °<U.O       P*   r   2    1*^8.1.0.1.0*1 2    '       3-1.0.1.0 U       °!*°6.1.0   14 

2 ! w3.i.o le      9    o.o.o.i.o 
0.1 1  JL ro.i c       c 

"*"    2        3.0.0 68 2        3.0.0 =4 

(7(+D    _L J_ r+1.1.0 3 1. (--1.1.0 3 1. (7-1.1.0 g L0.1.0.0.1 ~   0   ^S.l.O.O.lPl <>   ^3.1.0.0.1 rl o       3.1.0      r! 

1                                  3                                      ^ 
 L/7-l.l.Oft     1   _   i|f<+l v nf-1 •!   ?,\\Ci-x)'{ 

9 °6.i.o    Pr>+ 9 lJ-L'3.1.0.0.1 h      0 r^s.i.o.o.i 11    Br4i.o '5 

 L cr1-0-1 1 
c.,f 

2    6.0.0.0.1 1 ^  2     3.0.0 "o 
_L fO.i - 
2        3.0.0 "f> 

»    — r(+i)     -1 — Pfl.l.O R __ p—1.1.0 p *   r1—1.1.0 p 
^23    °0.0.1.1.0 "+"    9    U3.0.1.1.0 Hi 9    03.0.1.1.0 Hi 9    '-'S.O.I       P2 

1                           3 3 
_ •7-1.1.Oo   .  Ji.,,r4-i       - —iif-1       t 
9    ^8.0.1       Hl+    O    H'hl.0.1.1.0  II o    1*^3.0.1.1.0  11 

ur'-'6.0.1   I4~   9   I'1-":!.0.1   16        2      6.0.0.1.0  2        2       3.0.0*7 

r(+i)   _u __ T+1-1-0 R — r-i.i.o 3 L /7-1.1.0Q 
H.o.i.o.i T   9   '-'3.0.1.0.1 Pi       9  °3.0.1.0.1 Hi       9   '-'a.0.1     13 

1 a 9 
r 1.1.0 a    1   '_  ,,r'+i       « nr-i       v 
°6.o.l     P5 ^   9  rL3.0.1.0.1 li       2  '3.0.1.0.111 

— C0-1  £ 9        .1.0.0    8 

2 

1 
 Q„ p(-i)., _ r--i.o.i P    .   _ p0-1 • 1. r10-1 

"r ^6.0.1  '5       9  H.o.n.o.n T  9   ^8.o.os9 9   ^3.0.0 

63 

(29) 

Ersetzt man in diesen Koeffizienten zt bis z2i die Werte der 7 durch die [B mittelst der Formeln (cf. I, 
S. 399): 

3 
Tl = -2Ri; Ti = 3Px--5-p,; 7 "0" Pa! T4 — —2[54; 

T5 = -2p5; Ta = -o-Pi 

und ordnet successive nach den [3 und den e, so erhalt man Ausdriicke folgender Form: 

(30) 

I. Koeffizienten fiir den ersten Grad: 

z^zp+zo^+zms, 

z2=z(p+zip^+z\^k2 

"3    *|   ^*3   Hi "*-*&   fcl 

"4 4   ^~4   Hl~~4      2' 

(31) 
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64 H. Buchholz, 

II.  Koeffizienten fur den zwciten  Grad: 

2., = 25.1 +432 s3 +^H s4 

-2pl   £,   +#J 

«8.i +4f] er> 

-d7'  ft, 

-46] £« 
:18]  s »9      *».l    ""T^ 

Z      — 2in 1-1-2^1   £     -4-2l8    £ no — '--io.i-r^10 -7 -r*io ^g 

«„ =«„.»+,$ ft, +4">le10 

«u =2i2.i+4a] £» +*ErJ«io 

«18=2l3.1+2[181]S1l+41353sl8 

«14 = «i4.i+4i2]8ia +4i6]£ie 

%=2i5.1 + 41
5
8I8l8+4157lE17 

%6=»16.i + 4fi4]sU+^68l818 

*17 — *17.1T»i7 ej 1 T^'-IV 
lfcj5 

%8 = 218.1 +482]£12 +"l80l£lC 

Zl9 — 8l9.1+4933818 +4i)7Jei7 

^20 — ^20.1-t-^nJc14-T-^20J1;18 

% = 221.1+4? e8 +22
4

1
1s4 

222 = 222.1+^£5    +^l£,; 

-23 = 223.lH-*gs,  + 2$ £8 

(32) 

224 = 224.1+224   B9   +S214°]£10I 

wobei 25.1 bis 2:24.1 nur B- und £-Koeffizienten von Gliedern ersten Grades enthalten, also nach Ausfiihrung 

der Integration der Differentialgleichung fiir j fiir den ersten Grad bekannt sind, da durch diese Inte- 

gration die s fiir den ersten Grad bestimmt werden, wahrend die 3 fiir den ersten Grad bereits aus Abtei- 

lung I bekannt sind. Und zwar bedeutet: 

Z5A    = ^) + ^)pj+,(2)p2+^)p4 + ,|l]Si 

z,A =#+«)p1+^>p2+4<>^+411^ 

28.i =40)+41)Pi+43)P3+-43)p5+4l|=4 

Zg.i   =4)) + zW|31+4; :(2)( 44)P4 ^ + 42|£2 

;(4)g    J.Z[2]S 10 lJ4^~10    2 210.1 = *$+*fflPi+*®& 

*n.J = 4°1
)+21\)pi+4^a+4^5+42!£2 

;-,,,.   —2(0)4-2(1)8   +Z®8   +2(5)Br+2l2l£„ -12.1    "12 ^"12 rl~*lg H3^~i2 r5^^12 c2 

^3.1=2W + 2(])B1+2g)B2+2(fB4 + 2iy£1 

2I4.1 = 2(/4) + 2(i>Pi+2f4)B3+2gB5+2iM£1 (32 a) 
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Bewegtmg vom  Typus 2/3 etc. 

"lo.l    "15 ^"15 1J1^'"15 lJ2^^15 P4^'*15 
•':', 

-16.1 
— 5.(0) . M)n (0) + M)Q   +Z3D   +2(5P+S2E 

in ^~IB ri~*ld r^^ns r6T*i8  2 

S17.,  = ,(O)+,(l)pi+0(i2)pj2+2(4)i34 + c,llei 

820.! =4°0) + 4o)Pl+4^S+4?P5+4o,eS 

82,., = «ff+«ffP1+«®PB+«®P6+«ffl«1 

^23.1 = «©+«®Pl + «© P.+«S P* + *BS 

^,i-srH2Pi+m+452&+4X 
Dabei  sind  die  samtlichen  z-Koeffizienten  der  rechten Seiten von (31),  (32) und  (32a) fiir den 

65 

(32 a) 

Typus —  gegeben durch die folgenden Ausdriicke in den C-Koeffizienten,  die  ihrerseits wieder,  genau 

a 2 
wie die A- und 5-Koeffizienten, aus dem Verhaltnis    f  = a fiir jeden Planeten des Typus— berechen- 

bar sind: 
3 

z(0) — C(+1>- i   — ^o.i.o > 

s(0) — C<+ri' 
2         w0.0.1   ' 

"3         '"'S.l.O   I 

9    ^3.1.0 9   °3.1.() Qr°J.1.0 T°P,U3.1.I1  ' 

2 
_L c+i.i.o. 
2    *-01 

_1 p-1.1 
2     3(u -SltQ+J) •SuC^J); 

3          9        <1.1.0      ^"r'HM.B 
r' -l.i.o (),. c(-V). 
^9.1.0 °r^9.1.0 i 

„(0) _ f(-i). ~d) — _ rj-1 .i .i> . '->,, r(—1)J- —   n-i.i-0__q,. r*(-i)- 
*i   • - W.0.1  ' * 2       S-0-1 '      30.1 +   ?      9-0.1 T4O.II 

3m — — — C0-1 
1    — o       fi.0.0 ' 

 i po.i 
2    ^6.0.0- 

M) —  fO.l 
;i         ^0.0.0- 

4         ^0.0.0' 

(0) — ("(+1)     • M)—   .   /'+1.1.0   ,     '_ c+\.\At R„f-(+l)     •   «{2)—  _ r+1' 
^5         w3.1.0.1.(1' ~5          9    '-'0.1.0.1.0 ^    9    '"'6.1.0.1.0       u r^6.1.0.1.0'   "ft          9    ^0.1. 

1.0- 
9   ^0.1.0 

g(4) 
9-cri.ou,+:^Qi:. 

_ p-1.0.1 • 
9   '-'9.0.0.1.0 ' -r,   — °o.o.o s 

5-14] _ r°-1 
9   Y6.0.0- 

g<0) C(-J)      ' 
.1.1.0 1.0 

M) 1 Hl.1.0   , n—1,1.0      «,./~,-l • 5-(2) • 
0       (U.o.I.oT    9   '-'g.l.O.1.0 i   '-'(i.1.0.1.0 ' 8    ' 

i   /"-1.0.1 
9  '-'e.i.o 

2« 6 
QM ('(- 1)_L- P-I.1.0 . 

^8     9    °3.0.0.1.0 » 

  po.i . 
2     8-0-0' 

44] f0.1   • wnn 0 ' 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVI1. 

(33) 
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66 

2(0) — c<+i) 
^7         w3.1.0.0.1 ' 'i   —  2     o.i.o.o.i ^  o 

H. Buchholz, 

1 
C+l.1.0  «,. f+1 
^6.1.0.0.1       w r'-'6.1.0.0.1 > 

*(3) — _  C+l.1.0. 
^7          2        0.1.0       I 

~(5) — i.  p-l.I.0j.O,,f(-l). 
S7     — 9     °3.1 0      + ^ f^ W.1.0   ' 

2[i]— 1 r-i.o.i . 
7 g      9.0.0.0.1 ' 

[5] = £0.1   . 
*7         ^0.0.0 ' 

zW 2        G.0.0' 

?(0)_c(-i)  •      3(1) = L cy-i-i.o + _L(>-i.i.o_g„(7-i 
8             .{.1.0.0.1 ' ^8       9    vO.l().0,lT    9    '-'6.1.0.0.1 I   H.U.O.l ' 

«P>- _ f—1.1.0. 
2    6-1-0    ' 

«(5) — _L (7-1.1.0 q,, C(-l). 
z[i] — JLrir1-0-1 

8          2        3.0.0.0.1 

8 2       <;-0.0 ' 
/70.1 

0.0.0' 

«(?) = cs+i)   • n     —      ;!.0.1.1.0 » 
»(i) — r+1-1-°-4- — f+i.i.o     a„r+i z9   -- 2 uo.o.i.i.o+ 2    oo.i.i.o-DlJ

'
(
'M).I.I.O 

«(2) — — c+i.i.o. 
*9          9    ^0.0.1       ' 9 

1 
2     3 '-'8.0.1       +C>[*W.0.1   ' *V 

21 —  C— 1.0.J   c- 2        9.0.0.1.0 ' 

«[?] — r* 0.1 . 
*9    —  '"'0.0.0 I 

J_ ro.i 
2   '-'6.0.0 • 

\   (33) 

2#) =  C(-])      ' 10  —       .(.0.1.1.0 ' 
8-0) 

10 
__ (7+1.I.O  ,  _L o-i.i.o finf-i 
2  V-'0.0.1.1.0~   9   '-'8.o.i.i.o     "rW.o.i.i.o > 

•© = -5-Oik1-0; g(4) _L(7-ii.o a.. f(—i). 
2    9.0.1        ' r °9.o.i ' 

n—1.0.1 . 
^3.0.0.1.0 ' 

•jt7] = 
"io — 

___ r°-1 • 
o        6.0.0 ' 

J 8] fO.l 
Hl.0.0 ' 

z(0)— C(+l)    • gO— — C+1J-° + — C+1-1-0— 6uC+1 
*li—     .i.o.i.o.i' *ii—   2      0.0.1,0.1 ~   9   ^6.0.1.0.1     urvi;.o.i.o.p 

*ii " 
_L (7+1.1.0. 
2    o.o.i    ' 9 = ^s.o.i    ^   rHu.i ' *li - 

_ f"-1.0.1 • 
9    w9.0.0.0.1 ' 

g[9]_ (70.1 . 
*il —  ^0.0.0 i *li   —        2     6.0.0' 

2(«)— C(-i)    • sffl= L (T+i.i.o -_L (T-i.i.o _fl,,(7-i 
*1£! —  '-'3.0.1.0.1' '"12 — 2      0.0.1.0.1~   2      6.0.1.0.1      u"A'G.o.i.o.i ' 

^12 —   2      6.0.1      ' 
2(5) — (7-1.1.0 a „("•(—i) • ziV — 2    »o.i        y!JX9.o.i • 

»[2] — JL P—1.0.1   . 
'18   —    2       8.0.0.0.1 ' 

*12 
_ ro.i . 
2        G.0.0 ' s; 

f 0.1 
°0.0.0' 
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Bewegnng vom  Typus 2/3 etc. 67 

z(°) — c(-2>   • 13           .-(.1.0.1.0 ' 
,m 1 1 Q (-+2.1.0    i    _ (--2.1.0  a„ p-2 ,   _1_ ..p(_l). 

o  uo.i.o.i.ox   2     6.1.0.1.0     "r^e.i.o.i.o"   2  ' *  6.1.0 ' 

s(2)— LCH-i.i-0. 
13 —        9     o-i.o    ' 

2(4)_ 
•*13   

1 r+i.i.o ,3.,r;(+i)- -m—_r+ 
°3.1.0     +Or4.1.0   > ^13 —   9    °8.( 

1.0.1   . 

at"] 
*18 

(-0.1   . 
^0.0.0 ' 

J15] 
13 

(-0.1 
2        6.0.0 ' 

*(0)   —   T(-2) 
"14        *-3.1.0.0.1 

~o)— L r+2-1-0 -+ — r--2.i.o ft,,r-2 
it—        o  '-'o.i.o.o.i^  9  wo.<.0.0.1    ur^e.i.o.o.i' 

(3) — 
14     

J_ pf 1.1.0 • 
9     0.1.0    ' 

~(o)-- -CJH-1-0—3u,C<+1>- s[i] —_ C+1.0.1 . 
'14     0    w3.1.0 urv8.1.0   ' "14        9    ^3.0.0.0.1 ' 

-[12] —  (-0.1  .              -[16] — _L (-0.1 
"14          °0.0.0 ' ZU           2       6.0.0' 

,<0) 
15 

1 1 9 /-(-2)   .        -o>—  (-+2.1.0 1 JL (--2.1.0 , JL../-(-D nMr--2 
W.0.1.1.0' 15   — 9    uO.0.1.1.0T    9    ^6.0.1.1.0^    9   1*^6.0.1 1*^6.0.1.1.0' 

-(2) — L (-+1.1-0.        g(4) — L pM-i-o+3>>c(+1)- 
'IB     2       0-0'1       ' lr>      2       3-0A '3-0.1   ' IS — C.+1-01 

2     3.0.0.1.0 

[is] _ rp.i . 
*16              0.0.0 ' 2   °6.o.o- 

*(0) —  r(-2)      • 2i(P 
^16       w3.0.1.0.1 ' "16 

J_ (-+2.1.0    ,    J_ p-2.1.0 __fi ,. (--2 
9   ^o.o.l.O.l^   9   ^6.0.1.0.1     u r'-'e.O.l.O.l ' 

(33) 

z® ^16 
_L /7+1.1.0. 
2 uo.o.i    ' 

j, (5) — 
16     

(-+1.1.0   ,3.,(-(+!)• 
^8.0.1    +Or4.o.i ' 

s[2] _-_L G+-1.0.1 • 
16        9        3.0.0.0.1 ' 

-[14] —  (-0.1   .                -[181 — _ /-0.1 
16          ^'0.0.0 ' *ffi           2        6,0.0' 

~(0> —   (-(-2)       . 
17        ^1). 1.0.1.0 ' sW = — C-2-1'0 + — O2-1-0   +6u,Cr2     —12u,C-2       +9aC<-1> • '17 — 9  U

B.I.«.I.»
T

  9  ^18.1.0.1.0^   r'-'o.i.o.i.o    ''rvii.to.i.oT°rns.i.o' 

z(2) — _ (--1.1.0. 
*17   —   9   u0.1.0      ' 

-(4)—       r-1.1.0 , Q., C(-i) • "fil—        p-1.0.1 • 
ZW — Y      3-1-0 !       ;>.1.0   ' I7    _  T      3-0.0.1.0 ' 

17          2        6.0.0' 17         ^0.0.0' 

'18   —  ^9.1.0.0.1 ' 
*(1) — ._ (--2.1.0    ,    J_ (--2.1.0       ,A,.(---2 — 19(1(7-2 
"18     2       6.1.0.0.1 +    2       12 -l.O.O.l+ Drl'°6.1.0.0.1        I * '^lS.1.0.0.1 ' 

*(3)__L (7-1.1.0. 2(5) __L C-i-i-o+3u,C(-i)- gji] = —- Ct 
''lB        2        6.1.0       ' 18   —    9        3.1.0      Tur°.1.1.()   ' 18   —    9        3 

•1.0.1   . 
0.0.0.1 ' 

-[12]—J_ (-0.1  . ,[16]— ro.i 
"18          2 '-0.0' 18         ^0.0.0- 

9* 
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68 H. Buckhol*, 
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Bewegmig vom  Typus 2/3 etc. 69 

III. Die Integration der Differentialgleichung fur sin£—5=: (5) +-8 fur die Glieder 
ersten Grades. 

a) Ubergang von der allgemeinen Form der Differentialgleichung fur >, auf die fur den Typus 2/3 zu 
integrierende Form der Differentialgleichung fur l. 

Wir haben   in  Nr.  I   dieses k'apitels als Differentialgleichung fiir 3  die   folgende allgemeine  Form 

gefunden: 
^l 
dv +3 .(1 + S)«Z—(1+S)»Q H 

dv" 
(34) 

die wir fiir den Typus — unter Beriicksichtigung  der  fiir  S,   Q, Z geltenden speziellen Werte behufs 
o 

ihrer Integration zuvor wirklich biklen miissen.   Der Wert von 0 wurde in Teil I dieser Untersuchungen 

abgeleitet,  der  Wert von S durch   Integration   der   Differentialgleichung fiir S bereits fiir den ersten und 

zweiten Grad vollstandig gefunden, wiihrend der in der unendlichen Reihe, durch welche Z nach Gleichung 

(13) reprasentiert 1st, als wesentlich in Betracht kommende, mitzunehmende Teil durch den Ausdruck 

(27) gegeben ist, wobei die Koeffizienten dieses Ausdruckes zx bis zSi durch die Gleichungen (31) bis (33) 
gegeben sind. 

2 
Untersuchen wir nun die Gleichung (34) fiir den Typus —nach den gieichen Gesichtspunkten, die 

wir fiir  die  Differcntialgleichungen fiir S und p zu Grunde legten (cf. I, S. 391 bis 397), so wird zunachst 

das erste Glied der rechten Seite von (34): 

Z+2SZ+S*Z. 

In diesem Ausdruck ist offenbar, da Z, wie wir gesehen, keine Glieder nullten Grades entbalt, also 

blofi Z, und Z., in Betracht kommen, so lange wir nicht den dritten Cirad in der Storungsfunktion selbst 

in Rechnung ziehen, die Grofie S-Z dritter Ordnung und hoher als vom nullten Grad, fallt also im Hinblick 
auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze fort. Ferner sind die aus S0Z, (S,)^,Z und (S.^i-Z entstehenden 

Glieder samtlich rein zweiter Oder dritter, respektive hoherer Ordnung und die beziiglichen Glieder dritter 

oder hSherer Ordnung hoher als vom nullten Grad, fallen also auch fort, wiihrend (S2)/Z hoher als vom 

zweiten Grad wird, also vorliiufig noch nicht mitberucksichtigt wird. Das erste Glied der rechten Seite von 
Gleichung (34) liefert somit die folgenden mitzunehmenden Glieder: 

Z1+Z,+2(S1)iZv 

Betrachten wir das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (34): 

Udv     lS(J dv     bQdv' 

so kommt zunachst das dritte dieser clrei Glieder nicht in Betracht, weil: 

SH) 
dv 

J 3 m' /3 

m", resp.-p- 

und hoher als vom nullten Grad ist, selbst wenn man S0 und On fiir S und Q einsetzt, da: 

—^Z = gin / COs u +Glieder rein erster Ordnung 
dv 
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70 

ist, wahrend: 

H. Buchkolz 

~ dv 

mindestens von der vierten Ordnung unci mindestens vom ersten Grad ist. 

Fafit man im zweiten der  drei  zu  betrachtenden  Glieder zunachst  die  elemen tiiren Terme  ins 

Auge, so sind offenbar: 

rein zweiter oder dritter Ordnung, da S0 rein erster Ordnung ist und Q0 und Qx sich aus Teilen zweiter 

und rein erster Ordnung zusammensetzen (cf. J, S. 381 und 399), wahrend (j) at m'° ist. Diese zwei 

Glieder fallen also fort. Mitzunehmen sind hingegen die aus: 

-2(^)100 ~ = -2(St),Q0 sin./ cos b 

entspringenden Glieder zweiten Grades, wahrend offenbar: 

2SQQ3 sin./' cos to,        2S1(Q14-<22) sin./' cos to,        2S2(Q0+ Qi + Q.,) sin./' cos to 

Glieder von  einem  hoheren als dem zweiten Grad ergeben und daher vorlaidig fur uns nicht in Betracht 

kommen. 

Das Produkt ferner: 

2SQ 
dv 

ist  mindestens  von  der dritten Ordnung,  aber hoher als vom nullten Grad, weil Q keine Glieder nullten 

Grades enthalt und fallt daher auch fort. 

Um schliefilich zu entscheiden, welche Bestandteile aus dem Gliede: 

folgen, ist: 

Q 
dj 
dv 

dJ — d(A + (d3) + f^8\ 
dv       dv       \dv/i     \dv}'> 

Hier ist, datx m 

dv 
-sin /' cos U + Glieder rein erster Ordnung. 

Diese Glieder von der Ordnung m' in (j) aber ergeben bei Multiplikation mit Q Glieder rein zweiter 

oder dritter Ordnung. Und da —Q., —--    vom dritten oder einem hoheren Grad wiirde,  so sind aus dem 
'    dv 

Produkt Q —— nur die Glieder: 
dv 

-(Go+Qi)sinicosto 

mitzunehmen. Und schlieOlich sind die aus: 

•<o.+ft> ($),--&(&, 

entspringenden Glieder mitzunehmen, wahrend: 

j2\dvl\    ^x\dvh>    ^\dv/'2 
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Betvegung voiu Typus 2/3 etc. 71 

vveil hoher als vom zvveiten Grad, zunachst in dieser Abteilung nicht in Betracht kommen.   Dabei ist 

aber in: 

\dvJi \dvji 

von den Gliedern der Form C abzusehen, wie dies aus dem gleichen Grunde schon zuvor in Nr. II dieses 

Kapitels geschah. Mitzunehmen sind also in dem betrachteten Produkt in toto nur die Glieder: 

•Q ~* = -(0.+ ft) sin," cos >-«?„ +ft) pars (§) - Q0 pars (f\ 

Die speziell ftir die Planeten vom Typus — der Integration zugrunde zu legende Form der Differen- 
o 

tialgleichung fur J vvird daher zunachst bis inklusive zu Gliedern zvveiten Grades: 

,dv j\ 
J21 _      -     .    . _ {dp, 
—| +g = Z1—ft smj cos U— ft pars ' 

+ Z, + 2(S])/Z1--2(S1),Q0 sin./ cos r»—ft sin./ cos D— ft pars (^~j     V (35) 

— ft Pa*"53 

av/2 

vvobei also unter »pars« der Teil der Form D zu verstehen ist. 

Indem vvir  uns  zunachst vvieder die Aufgabe stellen, die Integration fur den ersten Grad auszu- 

fiihren, haben vvir jetzt folgende Differentialgleichung zu integrieren: 

d2 x 'd R 
-j\ + 3 = Zx — ft sin j cos » — ft pars (--p 
dir     ° l       v ' \dv/i 

(36) 

b) Die Integration der Differentialgleichung fur (3), die elementaren Glieder der Form B vom 
ersten Grad. 

Mit Hinblick auf die Werte: 

Z, = zx sinj sin U+~3 sinj sin (6«>—D) 

-t-c2 sin/ sin t^+a^ sin/ sin (6w—t>x) 

ft = gt sin 3w+gi sin 6w 

pars     y -j = (l+28x—t)sa sin / cos (6w—0) + (l+2S,-—r,)e2 sin./7 cos (6»-~ti,) 

geht Gleichung (36), wenn vvir setzen: 

iiber   in   die   beiden   separatim   zu   integrierenden Gleichungen, die  erstc in den elemen taren Gliedern 

ersten Grades der Form B: 

d2h) 
—-~ +(i) = z. sin /' sin 0+z„ sinf sin 0., 
dv2 (37) 
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72 H. Buchholz, 

die zweite in den eharaktcristischen Gliedern der Form D: 

d»8 
dvs 

wobei: 

-+•[) = 3i* sin/'sin (6w—H) + ^i+' sin/sin (6w-D,), 

0(4) 
•Ol 

(38) 

(38 a) 
Ol       —   "4 

«j und z2 in (37) und ,-;,, und z4 in (38) aber direkt durch (31) gegeben sind. 

Zur Integration der Gleichung (37) verfahren wir analog  wie  bei   der  Integration  der Differential- 

gleichung fur (p) (cf. I, S. 449), setzen also: 

d*Q>) 
dv2 •(3) =/<*) 

und analog wie friiher bei (p) als Integral: 

Dann ist (cf. I, 446): 

also: 

(j) = Q sin f—Q cos v. 

- - = /(f) cos v,      -—-^ — f(v) sin v. 
dv dv      J    ' 

dC,      1       .   .       , I . 
-~- = — 2] sin/ sin (l) + i/) -+-   — *j Sin J sin (0—V) 

1 
2 

sin/ sin (tij + f) +   ,y ~3 sin/7 sin (ftj — v) 

dCa 1 •     • /, •,        1 •     • A 
—,— = — — z, sin / cos (t) + /<) +  „- s, sin / cos m—t>) 

1 

2   ~2 sin/ cos (t)j + y)+ — z2 sin/ cos (ttj— v). 

Da nun: 

da tj = 0 ist, so: 

0 = (1 +t) D —a ;     Bj = (1 -f t,) y— ox = v — a1( 

t> + v = (2 + r)y—a ;    U—f = tv—a 

I), +y = (2+^)4/—Oj = 2v -Oj;    D1—u = T^—o1 — 

mithin die Integralc von (40): 

G\ = —- s,  I sin/' sin {(2+z)v—<s)} + = zx   sin/ sin (xv—o) 

+ 2 «a ] sin/ sin (2f—at)        — 2 2a ( sin/ sin s, 

Q = — — % J sin/' cos {(2+t) y—o) + -- fJ,    sin/' cos (r#—••u) 

.in / cos (2f—st)        +  - :J2 | sin/ cos a, 

(39) 

(40) 

(41) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 73 

Als Definitionsgleichungen fur sin/ und a haben wir aber unter anderen Formen die folgende 

gefunden: 

sin J cos (xv—a) =    sin i cos S,+ ,/ sin i„ cos #„ 

sinj sin (xv—a) = —sin i sin &— / sin i„ sin &•„. 
(42) 

Aus diesen Gleichungen erhalt man,  wenn man sie beziiglich erst mit sin2f und cos2f,  dann mit 

cos2w und —sin2f multipliziert und addiert: 

smj sin (2+x)v—o) = sin i sin (2i>—•&)+/ sin t„ sin (2f—&„) 

sin_y cos { (2+x)V—a | =r sin i cos (2v—Q) + ) sin i„ cos (2fl—&«) 
(43) 

Zur Darstellung der iibrigen unter den  Integralzeichen in (41) auftretenden Grofien ist nach dem 

Friiheren: 

(3) = smj sin 0 = sin 1 sin (t>—&)+  ) sin i„ sin (v—%•„) £J 

analog: 

sin/ sin t>t =/ sin i{, sin {(1 +T#)fl—6„ } = j> sin ij, sin (v—%•„), 

wobei Dj = y—Oj ist; also: 

sin/ cos Oj =      y   sin i(, cos (T„V—6„) =        } sin i'n cos i>„ 

sin/ sin at = — )   sin 1', sin (T„I>—0„) = + / sin t« sin 3y». 
(44) 

Und   schliefilich   erhalt   man   durch   Multiplikation   dieser  Gleichungen  beziiglich   mit   sin2v und 

• cos2v, sodann mit cos2« und sin2i> und Addition, da nach dem friiheren 8«—xnv = &„ ist: 

sin/ sin (2v—at) == ) sin 4 sin (2v—i>„) 

sin/ cos (2v—a,) = y sin 1', cos (2f—&•„). 
(45) 

Dje Integralgleichungen (41) ergeben nunmehr: 

Q 
1       sin t 
T%2 + ^ COS(Zl>— 

1       V* sin 1,, ,_       „ ,       1      sin t 
(?»-»)- y «i 2J 2 + S C°S (2U~^") ~ T ^ "T~ C0S 

1 v sin '•'" 
2 2 Zlj 2 + xn 

1 V Sin l" a V   Sm l» m ON
1 V Si° '» 0. 

- y % 2, -T- cos *»— — *a /   5TTT- cos (2«-*n)- ^T zz 7 ,"7" cos d» 

1      sin 1 
2" 

O sin iL 

,-, 3       sin t   .    ,.      ..      1       V sint„   .    ,_       „ .       1      sin 1   .    . 
Q = - y H irr-x sm (2i>-&)- y zx 2, o~- sin (2v-*«)- y «, —~ sm d 2    J 2+t 

1       V<sini„ 1       y sin i[ 
2Z*L 2 + x~n *2? • sin l>„ 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVIL 

5 sin (2v-&n)- y s2 £j T^ S1"   '" 

10 

(46) 
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74 H. Buchholz, 

Als Integral unserer Differentialgleichung (37) fiir die elementaren Glieder der Form B in der Breite 

erha.lt man somit auf Grund von (39) den Wert: 

(8) 
1       sin t 
2   x 2+z 

1      sint 

sin (v—%) + -^-z 
1       V1 sin iH 

2   1
Z_J2+T 

V1 sin i 

sin (v—&„) 

T21 8in(f,_^)_T-. ^   ^ — sin (f—$•„) 

-2 sin t«   . 
- sin (v—&n) — z2 2+in 

Vsin l»     •     I        0. % /  sin (i>—&„) 
i 1 T„ 

Oder: 

— | sin («/—{>) 

IV                               (11 2^ {2j sin t„ + 22 sin i'„} j 55-^ — \ sin (tf—*„). 

Nun setzen wir: 

(3) — ~  ITTT^—\ sm l sm (^—*) 
1 

t(2+t)"" "7     t„(2+t„) 

= sin t sin (i>—d) + y sin i„ sin (u—f)-,,) 

und erhalten dadurch: 

/ | { z1 sin i„+22 sin i'n} sin (t/—&») 

sin t 

sm i„ 

T(2 + t) 

z1 sin in+ z% sm ijj 

(47) 

(47 a) 

(48) 

(49) 
T„(2+T„) 

Aus (48) ergibt sich t, indem sich sin 1 als Integrationskonstante forthebt, durch die Relation: 

T(2 + T) = — zv (50) 

Aus (49) folgt: 

z0 sin tj, 
sm u = 

SJ+T„(2 + T„) 

oder,  da nach (50):  03 = —2t—T
2
 ist, und T„ und sin tj, aus der Jupitertheorie gegeben sind, so erhalt 

man sin in aus: 

z2 sin i'n z2 sin 1', 

-     2(t-^)+(f-HS)    2(e_^/1 + !±30" 
(51) 

c)  Die Integration der Differentialgleichung fiir Q, die Glieder der Form D, bei konstantem sin j und a 
fiir den ersten Grad. 

Zur Integration der Gleichung: 

3 = 3i:!> sin./' sin (6w^l3)+3J4> sin/ sin (6rv—'o1) (52) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

erhalt man durch zweimalige Differentiation des unbestimmten Integralansatzes: 

dv2 +31=fl-(l+28t-r)*)s1sin/sin(8w-Jj) 

+ j 1 —(1+281—T,)
2
 j s2 sin/sin (6w—t)t). 

Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten des Integrales von (52): 

Q = Q1 = Sj s'mj sin (Qtv—f) + s2 sin/ sin (6w—t>x) 

hat man daher einfach die zvvei Bedingungsgleichungen: 

1 
 a o  61 

woraus mit Hinblick auf die fur gv zs und 24 ermittelten Werte, und weil T
2
 =E W

/S
 ist: 

^-y^f + j^-y^! h 
41]+481(l+S1) 

?^+481(l+81) 

folgt, wo rechts lauter bekannte Grofien stehen. 

75 

(53) 

(54) 

d) Beriicksichtigung der aus der Variabilitat von sin j und a entstehenden Zusatzglieder ersten 
Grades in Q. 

Um die Zusatzglieder zu bestimmen, die sich bei der Integration von (52) durch dieVariabilitat von 

sin j und a ergeben, fassen wir der Ktirze halber zunachst blofi das erste Glied der rechten Seite von (52) 
ins Ausre: 

d23 , o _ 
dv2+8=3?)smjsin(6w-b); Q• 

1 

und haben, wenn (Qt)h die Zusatzglieder bezeichnet, als Tntegralansatz einfach: 

Q = ex sinj sin (Qtv—D) + (31)4 

Oder: 

Oder: 

3 = Bj sin j sin { 6w—(.1 +t)y+ a j +(3i)8 

3 = Si sin_7 sin G cos{6w—(l+t)f ] 

+6j s'mj cos a sin{6w—(1 +t)v} + (8i)a, 
10* 
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76 H. Bnchholz, 

also durch Differentiation: 

dv 
•=. —s1(l+2S] —T) sin/ sin a sin [Qw—(1 +v)v) 

+ s1(l +281—T) sinj cos a cos { 6»—(1 + t)l> j 

d sin/ sin a 
+V 

+ Si 

dv 

' sinj cos a 
<iv 

cos { 6w—(1 +x)v\ 

sin{6w—(l+t)i>) 

<*C8i). 
<if 

und durch nochmalige Differentiation 

dv2 —-s1(l+281—T)
2
 sinj sin a cos{6*f—(l+t)t'] 

—S1(l+281—z)2 sinj cos a sin [QtV—(1 + z)v] 

. d sin / sin a  .   . „        ,t      .   . 
—2e1(l+2§1—T) j sm\Qw—(\+z)v) 

-2s1(l+281—T) 

dv 

d sinj cos a 
dv 

cos{6w—(l+t)f j 

d2 sin./sin a , 
—^-3 cos {6 w—-(1 +t) y j 
dv2 

d2 sin 7 cos a 
sin{ 6w—(l+z)v\ 

Das funfte und sechste Glied der rechten Seite aber kommt, weil rein zweiter Ordnung, nicht 

in Betracht; denn vvenn man die zvveiten Differentialquotienten von sinj und cos a mit Hinblick auf die 

Gleichungen (20) sive (23) ausftihrt, so sieht man, dafi sie bei der Differentiation den Faktor t8 uc m'2 

erhalten. 

Mithin hat man: 

^+£ = {1—(l+28t—t)»}tt.sta/sin(6»—&) 

,»,-       •>       v    d sin /sin a   .   , „        ,„      .    , 
—2(1 +28!—T)S1 •-| sin {6w—(1 +t)i> j 

+ 2(l+28i-T)s1 

<*'C8i)» 

dv 

d smj cos a 
cos{6w—(l+t)i>) 

+ 
dv* 

dv 

+C8i)*=fi??sin/sin(6»-tO) 

also als Differentialgleichung fur (3i)j: 

*$*+«* =+»*0+«^ 

-25,(1+28,-1) 

dv 

d sin / cos a 
<2p 

sin{6w—(1+T)Z/} 

cos{ 6w—(1 +t)v]. 

(55) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 77 

Da die Zusatzglieder immer eine Ordnung holier als die anderen Glieder sind, und mithin 

jetzt die Zusatzglieder, welche sich in (55) bei variabeln sin./ und a durch Integration ergaben, 

dritter Ordnung wiirden, deshalb hat man im Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze bei 

Integration von (55) sin_/und a nunmehr als konstant zu betrachten. So erbalt man durch direkte 

Integration von (55), wobei wir auch das zweite Glied der rechten Seite von (52) mit beriicksichtigen, die 

gesuchten Zusatzglieder ersten Grades der Funktion g = (3) + Q im Hinblick auf die innezuhaltende 

Genauigkeitsgrenze, welche dem Integral (53) noch hinzuzufiigen sind: 

C81), 

+ 

2e, (1+28,) ds'mj'sin a 
481(l-t-81)  '      dv 

2s,(l+28,) d sin./cos a 
48,(1+8,) dv 

sin{6w—(1 +z)v\ 

cos{6w—(1 +t)#j 

+ 

2e2(l + 28,) ^ sin/sin a,   .   . , 
48,(1+5,)  -     ~dv 1«"{*"^+*J») 

2s2 (1 -+- 2?t) ^sin/coso. 

(56) 

48,(1+8,) dv 
cos{ Qtv—(1 +lj)v \. 

sin sin 
wo bei der numerischen Rechnung fur sin./       a und sin/       ^  ihre Werte  nach  (20)  und  (44) in  die 

Differentialquotienten einzusetzen und die Differentationen auszufiihren sind. 

IV. Die Integration der Differentialgleichung der Glieder zweiten Grades in 3. 

a) Ubergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung zweiten Grades fiir Q. 

Als Differentialgleichung zur Bestimmung der Glieder zweiten Grades in der Breite 5 hatten wir die 

Form gefunden: 

<i23 
dv'' 

+g = Z2 + 2(S1)iZ1 — 2(S1)iQ0 sin./cos b— Qt sin./cos 0 

t'#),-ft <*"*(§ 
(57) 

Mit Hinblick auf die aus Abteilung I bekannten Werte: 

Q0 = qi sin 3w+g1 sin Qtv 

Qx — q2-q sin v+q^ sin (3w—v)-hq6f\ sin (6»—v) 

+ q3rf sin v1 + q;;q' sin (3n>—v^ + q^q' sin (Qtv—v,) 

+g2q sin (3w + v)+gi~q sin (Qw—v) 

+gsrf sin {Bw+V^+g^ sin (Qw—V,) 

(Sj)i = a27] cos (3w—v) + o.,Ai{ cos (SfV—V,) 

unter Beriicksiclitigung ferner der zuvor fiir Z, und Z2 abgeleiteten Werte sowie der durch Differentiation 

von 3i und >]2 sich ergebende Werte: 

pars [-—) = (1+28,— t)s, sinj cos (Qtv—t)) + (l+28,— t,)^ sin/ cos (6w—»,) 
\ «f /j 
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78 H. Ruchhoh 

pars 
d3 
dv 

= (1+8] +t+?)s37] sinj cos (3w+D— v) 

-+-(1 •+• S-,—t—«)s4K] sin/'cos (Aw—u + v) 

+ (1 +8j +c + s,)s5Y]' sin/ cos (3w + U—vj 

+ (1 +8j—t—O8*11)' s^nJ cos (^w—l1 + vi) 

+ (8j—z + c,—l)sn7] s'mj cos (3w—rj—v) 

+ (81—r+Cj — l)8^7)' sin./ cos (3w—\)—vt) 

+ (8j— Tt-f ?— l)s187] sin/ cos (3w— i^—v) 

+ (1 +8, -:--, +c)s7Tj sin/ cos (3^+t^—v) 

+ (1 +8j—tj—c)SgH] sin/ cos (3w—i^+v) 

+ (1 +8^^ +q)s,)-rj
/ sin/ cos (Sw+Dj-v,) 

+ (1 +8, — zx —q)s10'V sin/ cos (3»-», +vx) 

4-(l +381—T + C)SJ3TJ sin/' cos (9w—1>—v) 

+ (t+381—-T + C^S^TJ' sin/ cos (9w-l)-vt) 

+ (1+381— TJ + ^S^YJ sin/ cos (9w-H,-v) 

+ (8,— T1 + ?1 — l)eJd7]'sin/ cos (3w— b1—vx)+(l + 38j —T1 + C1)S18TJ
/
 sin/ cos (9w—\)1— vx) 

erhalt man fiir die einzelnen Glieder der rechten Seite von Gleichung (57) folgende Ausdriicke, im steten 
Hinblick auf die zu beobachtende Genauigkeitsgrenze: 

+ 2(S,
1)/Z1 == a2z{q s'mj sin (3w + ft--v) +«aV] sin/ sin (3^+S^v) 

-hc/,2z.,-r] sin_/sin (3»—rj+v) 4-OAT] sin/ sin (3w—&i+v) 

-j-a.jCjTj' sin/ sin (3w+&—Vj) +oc302"Y sin/ sin (3*+^- vt) 

4-a3287]/ sin/sin (3w-I' + D,) +«gV)'sin/ sin (3w—t^+Vj) 

—a2«17] sin/ sin (3w—1>—v)    + a2z37) sin/ sin (9w~0~v) 

—OgZ^rf shij sin (3 w—U—vj   + «,,;?,, r/ sin/ sin (9#>—1>—vt) 

—a^Yj sin/ sin (3«>-», —v)  +o,.224'rJ sin/ sin (g^-^-v) 

—«8%T]' sin/ sin (3w—bj— V]) + a3z47]' sin/ sin ($nr— tjj—v4) 

^(SJ/Qo sinj'cos t) — 0,^7) sin/' sin (9«>—»— v)— —- 0,^7) sin7 sin (3w-ti + vj 

 — a^g-jf s'mj sin (9w—t)—vt)- ^YJ' sin/' sin (3w—04-vx) 

•Qt s'mj cos t> = —— qAt\ sin j sin (3w+D-v) — q^q sin/' sin (3»~b-v) 

— y£i '1 sini sin (3w—t) + v) #57]' sin/ sin (3w—1>—vt) 

 5-^5V sinjr* sin (3w + ti-v,) — jf^T] sin/ sin (9JV—B—v) 

'—rT^e "l' sm-/ sm (3w—D+Vj)— — gffi' s'mj sin (9tv—t)—vj 

— 0i pars *8 \ = 
Jt; /1 

1 

1 

sx 7] sin/' sin (3w+b—v) 

— #4 Sj 7] sin J sin (3w—f + v) 

- y^s8!1?' sini sin (3*f+D—vt) 

1 

1 
~2 

l 

§"4?g7] sin/ sin (3^ + lij—v) 

#4e27) sin/ sin (3w—t^+v) 

& Vl' sin/ sin (3 w+nx— v4) 

— qr,£Ji' sin/sin (3w- t) + vt)     +   -- qfaif sin j' sin (3w—i^+Vj) 
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Beivegung vom Typus 2/3 etc. 79 

+ -x-^ahyi smJ sin (3w—1>—v) — -5- j^i] sin J sin (9w—D—v) 
Lt 

4- -^-g^^f s'mj sin (3w—b—vj — ~~o <?r>£i'i'/ sin./ sin (9w—d—v.) 

+ •jT&V) sin ^ sin (3w-"i-v) — T WV) Sin-/'' Shl (9W—»!—V) 

+ .yg-ihi sin/ sin (3w-u1— v i)~ 17 .foV)' sin/ sin (9*f—Ux—vj 
Li 

-**»(•£ ) = — -_- & S4TJ sinj sin (3^+b-v) — Y^iSg7! sin/ sin (3w + D,-v) 

 K- ii hrl si"./ sin (3w-»+v) — —- t§"1s7rj sin/ sin (3w—t^+v) 
Li 

- y ^iVl' sin./' sin (3w+»—vt) — Y^eioisin/sin (3«,+n- vi) 

- Y £issTi' sin-7'sin (3w—D+Vi) — Y^is9Ti' sin^' sin (3w—tojt+vj 

+ y^i^s'"] sin^'sin (3w—Jj—v) + Y^1su''] sini sin (9w—»—v) 

+ y <^i£ioYJ/ sini sin (3w-U-vj + -ogihzi sinjsin (9w—1»—vx) 

— ^s17TTJ sin/ sin (3w-»j•v)    + ~K~g^^-q sin/sin (Qw-tij-v) 

*i £is i sin/ sin (3w— b,—v,) + -^•gl9litf sin/ sin (9w-»,-vt). 

Durch   Kombination   der  Glieder    gleicher   Argumente   erhalt    man   daher  als   zu   integrierende 

Differentialgleichung fur die Glieder zweiten Grades in $: 

-j^i +3 = 8ffI sin-/ sin (3w+»—v) +3g}i] sin/ sin (Sw+ttj-v) 

+3!?"'] sinj sin (3w—D+v) + ,8„0,v] sin/ sin (3w-», + v) 

+3ii'"l' sini sin (3 w + 0—vx) +3|"Y sin/ sin (3 w + \}L— vj 

+ 3n''l' sin./ sin (3w-D + v^) +$n2)?]' sin/ sin (3»-Uj+V-,) 

wobei: 

+Q'uKq sin/ sin (3w-B~v)     +i]ii7'*'] sin./ sin (9w—U—v) 

+ 3n1V sin7 sin (3w—t>—v%)  + ,8"I
8y sinJ sin (9w—tlr-vj 

+3iiB)1 sin/ sin (3w—\)1~-v) +3S}9)"1 sin/ sin (Qiv—\}t-~v) 

4-$fV sin/sin (3w>—t^—V^+Bf^lf sin/ sin (9w—t^— vj, 

: % -" ~o Vi + ^i- -J to +*t e*) 

3 n   — ~(i 

2 

(58) 

(58 a) 
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80 H. Buchholz, 

on 

Q(8) 
on 

On 

0(10) . 
On   • 

Qdl) . 
on   • 

0(12) - 
On   - 

Q(13) . 
Oil     ' 

Q(14) . 
On 

0(15) . 
On   - 

nam - On   - 

nam. 
on 

o"8 

h - - Y ft+a3si ~~ Y(^£l +gl S(i) 

l l 
•8 + a3 [zi— — £1    + — (q^—g^) '-s        o Si      3 V ~"3      2 CJl J   '    2 

*t + Vs — ~2 (ft£a+ ft e») 

«10+aa«4+ y (^82—^87) 

211 + a3Z2 — y (A S2 +ft ho) 

«u+V*+y(ft«i—ft8») 

1 j- / 
%3~ y ?4~ Vl+ "g    (&Sl+^l£15) 

*i4— y ?5-a3
si + y (ft£l +ft £K>) 

«i 5 —«A + y (ft £2 +/A») 

%8 — V2 + Y (#» * +^1 S18 ) 

1 / 1 \ 1 
~ yw*8!—ftsii) 

II   — *»8^ y g*+a312|! — Y gl 1 ~ ~2 ^5 £l~gl Ela) 

1st. 

Q(19 
Oil 

Q(20) 
on 

219 + «224— Y (^£2^^1£13) 

%> + V*- T^ft £2 "ft £14)- 

(58 a) 

b) Integration  der Differentialgleichung fiir 3 unter Mitnahme der exargumentalen Glieder bei kon- 

stantem r), Jt, sin^ und a fiir den zweiten Grad. 

Bedeute im Sinne der friiher bereits vervvandten Bezeichnungsweise: 

*80 
rf«3 die aus dem ersten Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder zweiten Grades, 

d2 >\       \ 
--•5 +R   die direkt gebildete Differentialgleichung, 
dvi       /2 

J2R \ 
—^ + R„   den differentierten unbestimmten Integralansatz, 

so ist: 

dv2 •8 
-*8i) + (*& _ 
dv*J2    \dv*     °2j2 

•a 
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mil. mm ^••••H 

oder 

Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

"v&wss-a dv2 \ dv2 dv% J 2 
(59) 

Zur   Bestimmung   der   aus    der   Integration   liber   die   Glieder   crsten  Grades   hervorgehenden 

exargumentalen Glieder zweiten Grades ist: 

$! =r Ej sinj sin (6*f—D)-t-e2 sin/ sin (6»—b1), 

also: 
d8i dw 
~~^ = s, sin / cos (Qtv—ti){ 6 ~- 
du {     dv 

+ z., sin/ cos (6w—t>t) j 6 

und: 

dv2 

dw 
dv 

dw 
-Sj siny sin (6w—tm 6 — 1—x) 

(      dv ) 

•       ;     •      / , v (   -,   dW -sa sin 7' sin (bw—b.H 6 — 1—r. 
(      dv 

•    •        ,, s d2w 
•DSj sin/ cos (6 w — I') -J-J 

-6eg sin/ cos (6w—&t) 
c/2w 

Hier ist wieder zu setzen,  analog wie bei R: 

dw  1 + 0, 
~dv~      3 

also: 
dw 

I 6 — I—t? = - 12;J.(1 + 28,— t) IY2T] cos (3w-V) + Y3Y]' cos (3w—v^} 

-(\+s)M2tl sin (3w—v) -(8, +q)(Ji.Y8Ti/ -sin (3w—vx). 
d'2w 
d V2 

Fiir die exargumcntalen Glieder erhalt man somit: 

fd2%,\ 
XJ*J~ 6ti(1+28i—T)siTg^ sin; sin (9w—to—v) 

+ (3;x('1 +2§1--r)s] 7,7] sin/' sin (3w —to + v) 

+ (>;J.(1 + 23,—r)s, "jarf sinj sin (ilw-to—vx) 

+ ba('l+25]     t)st Y:!7j' siny' sin (3w -U+Vj) 

+ 6fi(l +2Sj — ~,)s2Ta7] siny'sin (9w—~ot—v) 

+ ()!x(l +28j—tJSjYji] sin/ sin (3w— to, +v) 

+ (i;j.(l +2 8X—T1)e2Y8
,n' s;,n J*' sm (9«,-»i~vi) 

H-()[J.(1 + 2S1--T1)S2 faff siny'7 sin (3w—to, + v,) 

— 3{t^1 + (;)s1Y2Y] siny'sin (9w—to—v) 

- 3 [Jt.(8j + j) e, Y2 rj siny sin (3 w — to + v) 
Dcnkschriftcn der mathem.-naturw. Kl. Bd, LXXVII. 11 
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82 H. Buchholz, 

—3^(\ + «1)*iT8V sin./sin (9w-D — v,) 

+- 311(8, + c,)s, Y,t7]' sin j sin (3*f—&+vt) 

— 3|X(51 + ?)S2Y2YJ sin/ sin (9w—bt—v) 

4-3;X(81 + ?)S2Y2^ sin/ sin (Sw-D, +v) 

— 3KSi + ?j)s2T:sr/ sin/ sin (9w—»x—Vt) 

+ 3[A(81+«1)S2Y8V si'1/ si" (3w—t^+vj 

oder bei Einhaltung derselben Genauigkeitsgrenze wie bei R: 

A** 8, 

(60) 

- 6a(l+2§,)s1Y2'fl sin/sin (3tv D + v) 
dv* 1% 

+ ()!)-(l +28^8, Y3Y)' sin j sin (3w—D + v,) 

+ 6;i(l + 28,).£2Y2T) sin/sin (3w—D4 + v) 

+ 6[x(l + 281)e2yBrf sin/ sin (3tv—D, + vt) 

4-6[x(] -(-28iL)s, Y27J sin./ sin (9n>—D—v) 

+ 6[A(1 + 2 81)s1 Y;.V]' sin J sin (9w—t)—Vj) 

+ 6;x(l +28t)8gY87] sin/ sin (9w-Dt — v) 

+ 0;x(.1 4-28J)SSY8TJ' sin/ sin (9n>—t^—vx). 

Durch zweimalige Differentiation des unbestimmten Integralansatzes 3S aber erhalt man: 

("Taj = "(-1 +5i + ^ + ?)2s3Yj sin./ sin (3w+t>—v) --(1 + §, +r, + «)2e,Yj sin/ sin (3w+DL —v) 

— (1H-8X—t—?)
2
S4TJ sin/ sin (3w—D+v) —(1 + 8,—t,—?)2e,sT| sin/ sin (3w—Dt + v) 

—(l+81+T+c1)
ss6Y]/siny sin (3w+»-vt) — (1+3,+T:, +q)2s9Y]'sin/sin (3w+'o1—v1) 

—(1 +8X— T—«1)
2e8Tj' sin/ sin (3w—D + v,) —(1 -H?t—T1—?l)

2s,0-rj' sin/ sin (3n>— Dt + v,) 

— (8:—T + C—l)'Js,,7j sinjsin (3-/f—D—v)      —(1 +38x—r-f-<;)2s16T] sinjsin (\)w—D—v) 

— (8j—t+<j — l)se1B YJ' sinj sin (3w—D—vx)    —(1 +35,—tHh<:1)
ss16Trj/ sin/ sin (Oro-H-v,) 

—(8j—tt + ?—l)2s137] sin/ sin (3w—D-, — v)     —(1 +38j—t, + g)2sI77) sin/ sin (9w—D:—v) 

— (8,— -,+?,.— l)2s]4T]' sin/ sin (3w-D4 —vt) — (l+ 38,-1,+?,)2slgTj
/sin/sin (9w—bt — v,), 

mithin die linke Seite von (59): 

^a&  - •> 

<ii>2 +32 - [2(81+T+c) + (81+t+<;)a}s87] sin./sin (3w+B-v) 

-{2(8j—T—?) + (§!—T—?)2js1Ti sinjsin (3w—D + v) 

- (2(81+t+?1) + (81+T+«1)
2}e57]'sinysin (3w+D-v,) 

-{2(8,— t—?,) + (8,-1—;,)2}s(.r/ sin./ sin (3w--D + v,) 

- |2(8,-f TI+c) + (81+t,+;)2 js7rj sin/sin (3w + U,- v) 

- } 2(81—T1 — ?) + (S1~T1—?)2}eHYj sin/ sin (3w—D, +v) 

— { 2(8, +T, +c,) + (8, +tj +«1)
s}e9Y)' sin/ sin (3-/v+Dt — v,) 

- { 2(81-T1-?,) + (81-r,-?l)
2}s1()TJ

/ sin/ sin (3w-D,+v,) (61) 
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Bewegmig vom Jypus 2/3 etc. 

(2(81— T+?)—(Sj— t+<;)a}euT] sin/sin (3»-C-v) 

{2(S1— T+q)— (o\ —T + C1)
2
}S12T/ sin/sin (3w—1>—v4) 

[2(81-t1+«)-(81- 

(2(81-t1 + q)-(81- 

;)2} elgK] sin/ sin (3w—l^—v) 

•q)a\ hirl sin/ sin PW-DJ-VJ) 

83 

(61) 

— {2(33!—t + c) + (3?L—t + ?)2}£15rJsin_/sin(9w—li—v) 

-|2(381-T + c1) + (35]-T + ;,)2j£I(.r/sin./sin(9w-t)-v1) 

~{2(38i-t1 + c) + (381-t1 + <)«}e17ijsin/sin(9»-tt1-v) 

-[2(381-T1 + ?]) + (33t-t] + ;1)
2]s18T/sin./'sin(9w-t)1-v1). 

Rei Innehaltung derselben Genauigkeitsgrenze. die bei Bestimmung der (3-Koeffizienten in R beob- 

achtet wurde, ergeben sich somit zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten des Integral es der 

Differentialgleichung (58): 

2) = Q2 = E;iTi s'ni S'11 (3w+t>—v) H-eyTj sin/ sin (?>iv+ D, —v) 

+ S,TI sin/' sin (3w—D + v) + ~s
Tl sin/ sin (?>w—ti, +v) 

+ e.- Tj' sin/ sin (3w+t>—v,) 4-SgYj' sin/ sin (Sw+t>1—v,) 

+ E,,T/ sin/' sin (3w—D + v,) +£l(lr/ sin/ sin (3w—t), + VjJ 

+ snvj sin / sin (3w—t>—v)     + sir,Tj sin/' sin (9w—t)—v) 

+ 3,aTj' sin/ sin (3w—S — v,)   +S,I;YI
/
 sin/sin (9»—0—vt) 

+s187] sin/ sin (3«;—Oj—v)   + s17v] sin/ sin (9w—1)1—v) 

-t-£l4r/ sin/ sin (3tv—b1—v1) + e18vj/ sin/ sin (9w—Ut—v1) 

die folgenden Relationen, in denen E,, bis e18 die einzigen Unbekannten sind: 

I. 

II. 

111. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

MIL 

IX. 

X. 

-8,(2+80* 

-8/2 + 8,): 

— 44 + *.2 % — y (ft £t +ft £4) 

yA + M V"T& -&««) — VsiT2 

-81(2+81)e8 = c7 - - y^+OgSi— y (ftSx+fteg) 

-81(2+81)sg 

-8/2 + 003, 

-S/2 + SJE, 

-81(2+81)s9 

-§1(2 + 5,)E1() = C)2 

10 

'-'U 

1 
2 ^ 

•Oo 

- Y &)  + Y feSl-?!5:,)-6!^5!^ •3 I *3" 

1 
(AS+A^) 

(<?4S2—A£7)"6!J-'£2T2 

- «s -i +-7T («« £2 — & £<>) — 6 !j/ £2 Ts 

+ 5, (2-81)e11 = zls- y ?4—«s23 + y (&h+& hb) 

+81(2-81)slg = c14 - — 0,-0,^+ - (ft g, +ft sia) 

(62) 

(63) 

11* 
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84 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

XV. 

XVI. 

H. Buchholz, 

1 
+81 (2—8,)s18 = zn—a,z% + ~ (g2 s2 +g1e17) 

+8,(2—8,) s,4 = zu — a.?z2+ - {gs%+gxtu) 

-33,(2 + 38,)^ =%-  -gi+^zs- -glJ   - - (^£l--,o,3n)-G:,'3,Y, 

-38,(2 + 38,)S] 
1 ( 1        \ l   , sal 

16—%8   --S-A + ^-K—   of-ft   /—   9   (^5£l— ^1£12) — 6(«.'»,TB 

-381(2+381)«„=sll, + «ls4- - (?4s2-   «,y 6(t'saY2 

-38,(2+38,)s18 = «20 + a3z4— — (?5e2— ^s^)—6jj.'sgT3. 

(63) 

Ersetzt man in diesen Gleichungen ~- bis ca0 nach den Gleichungen (32) durch ihre VVerte, die blol.i 

Funktionen der e und bekannter Konstantcn sind, so erha.lt man die Bestimmungsgleichungen der ; in 

der folgenden, der numerischen Rechnung unmittelbar zugrunde zu legenden Form: 

la. 

Ilfl. 

ma. 

Wa. 

Va. 

Via. 

Vila. 

Villa. 

IX a. 

Xa. 

XI a. 

XII a. 

XHIa. 

XlVfl. 

XV a. 

XVIa. 

_§1(2+81)88 + 

-S1(2+81)s4+ 

- 8i(^-+-S,)^ + 

_81(2+81)«8-+ 

-8,(2+8,)^ + 

-81(2 + 5,)s<s + 

-8, (2 + 8,^ + 

-81(2+81)s10 + 

+8i(2-»i)«ii- 

+8,(2—81)e18— 

+ 8,(2-8,)e,8- 

+8,(2—8,)e14- 

-38,(2 + 38,)s,5- 

-38,(2 + 3S,)e,6- 

-38,(2+38,)5,7- 

-38,(2+38,) s)8- 

2  ,S1 "4 

1 
a   e 

r>    8 I   B8 

1 
2'< 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 ,: 

1 
2 * 

1 
2* 

ft £<; 

*J8]t.+*J41«4 + A 

*i81«,+*i4]»4 + A 

^5+4«]£(1+/)3 

"8    e5^^8    fc6   ri^4 

471,^,181^+^ 

10 *7 ~*10    8 ~     8 

Mcl<> 11 B9~*il    fc10^xy7 

- Zl2 S9+Zi2    £10+iA8 

— HLft    fcl 1 ^ *18      1 6 ^ J-ii 

1 
2  ols18 

&S17 

2 <51 £18 

1 
2" 

tt 
*1 £11 

1 
"2 A c 

"12 

1 
2 A £13 

1 
-9-,ft£ll 

•*14    fc12^"l4    ^lG^-^lO 

jg f 18] e     4.*J17]S     _i_£) 
*16    *18T'tt    Bl7Ti^l1 

y[14]o     a-w[18]«     -1-71 Si«   814 + % ^18 + ^12 

2fll]s     4-*[18]8     +/} 
"17     "II ^~I7     'lS^-^lS 

— *fl2]8    J-*[16]8    +D 
— *18      12   '*18      J(i~     11 

— 2ris]8   +zJi7]8   4.75 
— ~li)    B18T*19    B17n^-l-'l6 

— *ri4]s  _i_«ri8],  +D 
— "80      14~*80      18   '^lC- 

(63a) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 85 

wobei die D lauter, durch  die  bereits ftir S, R, T, J geleisteten Integrationen schon bekannte Grofien ent- 

halten und gegeben sind durch die folgenden Ausdriicke: 

lb. 

lib. 

lll/r 

IV*. 

V*. 

VI* 

VII*. 

VIII*. 

IX*. 

X*. 

XI*. 

XII*. 

XIII*. 

XIV*. 

XV*. 

XVI*. 

wo |j/ = |j.(i+25,) ist. 

1 ! A =2fc.i -- -j qi+<^zi— — £4e, 

1 / 1      \       1 
-TV ft + «*   «»— -ST A   +  T,  qt 

£! —1> H'«l T2 A 

1 ] 

A=* 8.1 "   -4- "y   i 2~&J +  2 ft8i—6tt?8i,h 

A = Z9.1 -I- otgSj 

A;  =310.1+ ^3 

A =311 

0   5* =8 

1 

1 

qxz,-•-('•> \i!z./[.. 

^'3 ^2 r>   6 5 ~i 

D8=z12A+ «,ss4 + "T <7r>£2 ~ GK
,
'*JITg 

A =3i3.i— Y?4—aa2i + 

1 
Ao =*M.l— 

   p    c 
n   6 2 "1 

Al   =2=15.1—  OgSg 
1 
    </   c 
o   6 2"2 

A2 =3i6.i—S^a + T& £2 

A8 = 317.1— -5-^4+«»(3g— o ft) — y qA h -6 |t'st T2 

D, 

A8 

518.1—yft+Ogi^j (*»— y Aj ~ "2" ?8£i ~6!j/si Ts 

519.1+ «gV 9   14 S—6F8aTa 

Du =2ao.i+.ots34— -^ $,^—6H'«,T»> 

(63 ft) 

Dabei sind, wie man sieht, immer in je zwei der Gleichungen (63a) je zwei Unbekannte s enthalten, 

deren Koeflizienten nebst alien ubrigen in den Gleichungen enthaltenen GroBen bekannt sind. 

Die Werte der E sind  daher fiir ein gegebenes V'erhaltnis der  mittleren Entfernungen —. = a,  das 

heifit  fur   einen   beliebigen   Planeten   der   Hildagruppe   sofort berechenbar,   indem die G-Koeflizienten 

bestimmbar und mit diesen die 3 durch die Gleichungen (33) gegeben sind. 
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86 H. Buchhoh 

c) Beriicksichtigung der aus der Variabilitat von TJ, jt,  sin j und a entstehenden Zusatzglieder zweiten 

Grades in Q. 

Es eriibrigt noch, der Variabilitat der langperiodischen Funktionen Y], Z, sinj und a Rechnung 

zu tragen, das heifit, die Zusatzglieder zweiten Grades zu berechnen und zu |]2 (62) hinzuzufugen, 

um diesen Integralwert mit Riicksicbt auf die vorgesetzte Genauigkeitsgrenze definitiv zu erbalten. Wie 
bei Ermittlung der Zusatzglieder ersten Grades in Q, fiihren wir die Betrachtung der Ubersichtlichkeit 

halber zunachst nur fur ein Glied durch. Dann vvird die Differentialgleichung (58): 

a*8 
dv2 5 +3 = 3ii^ sin./sin (3w+6-v) (64) 

und der unbestimmte Integralansatz, wenn (32)8 die Zusatzglieder reprasentiert, ist einfach: 

3 = s8Tf] sin./ sin (3W + JJ— v) + (3g), 

Oder: 

oder 

also differentiert: 

48 = 
dv 

8 = hn sin/sin{3w+(«+t)i;+ic—o} +C82)a 

Q = S8Y] sin7 sin (s — o) cos|3w + (; + t)i;j 

+ S8t] sin/cos (it—O) sin |3w + (c4-t)!J j + (8g)8, 

s.,(l +81 + CH-T)'/] sin /sin (it — a) sm{dw+(<z-t-v)v} 

8g(l +51 + t; + T)Ti sin7 cos (it—fl) cos{3^+(?+t)i;j 

^7] sin j sin (it—a) 
~t- 

dv 
df\ sin / cos (%—a) 

Jt> 

cos{3w+(?+r)t>) 

sin j3»+(?+t)t)} 

dv 

und   durch nochmalige Differentiation,  indem die zweiten Diffcrentialquotientcn,  weil rein zweiter Ord- 

nung, analog wie beim ersten Grad fortfallen: 

^8 
dv2 — —s3(1 4-S, + C + T)'TJ sin7 sin (it — a)cos j 3w+(; + -)!' j 

—s3(l+5]+? + t)2r( sin/cos (it—a) sin | 3w+ (? + t) V \ 

di\ sin / sin (it—a 
_2£3(1 + 81+« + T) 

-+-2s3(i-+-S1 -4-c+t) 
C/Y] SinjCOS (it—a) 

sin \ :')«' + (; + T)I»} 

cos { 3 n> + (c +1) 7'} 

+ 
dv2 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 87 

Es vvird also sein: 

d2S 
dv 

\ +3 = \ 1—(1 +?Ji +«+T)2}e8ir] siny sin (3w+»—v) 

+ 28,(1+^ + € + 1) 

dv 

dr\ sin/'cos (~—a) 

+ fOU^O.   --OC5). 
JW2 

cos (3w+(s+t)t;j 

C32)a = 3u'Ti sin./sin (3w+t)-v), 

also, da: 
3'II'TJ sin/ sin (3w+»-v) = { 1 —(1 + 8, +c + t)2) Sgtj sin/ sin (3»+li-v) 

ist,  so erhalt man als direkt integrable Differentialgleichung des speziell ins Auge gefafiten Zusatzgliedes: 

^2C8«)i     , •, -.             o    ,,     9              , dr, sin/sin (% — a)   .   . . 
~chf + ^ = + 2 £s (• + 8t+?+T) -^"^7/T  sin{3w+(?+1)t;] 

„    ,.    B            , dri sin / cos (it—a)       , _       ,      ,   , 
-2SS(1+8.+S+T) —* =£——i icos 3w+(?+t)i> . 

Stellt man in dieser hoehst einfachen Weise die Differentialgleichung fiir die Zusatzglieder voll- 

standig auf, indem man die eben fiir Gleichung (04) durchgefiihrte Betrachtung fiir Gleichung (58) selbst 

ausfiihrt, so ergibt das Integrationsresultat die gesuchten Zusatzglieder zweiten Grades in >], im 

Hinblicke auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze: 

26.(1+8.) df) smjsin (it—o)   .   , , , 
C&).= -1^+lJ -J-JS; i«n|3W+«+,)«,) 

+ lsi1?;V*'sin-/c!>s(,t~a)co8(3W+(w)i>) 

+ 

81(2+81) <*t> 

26^(1+8^ (/T, sin./sin (^—it) 
81(2+S1)   ' dv 

2 e4(l +8X) C/YJ sin/ cos (a—it) 
S^ + Sj" ' rft; 

2e6(l +8t) Jr/sin./sin (-, — a) 

17(2+ §tr <*" 
2s5(1 +8j) drf sinj cos (st—s) 
81(2+8lj" ' rfw 

2 s(. (1 +8,) </TJ' sin/ sin (a— ir1) ^ 

81(2 + 8^ ' ^ 
2e6(l +8j) <./•// sin/ cos (a — TT,) 

17(2+8^   ' ~~77/T~ 

2s7(l +8,) di\ sin/ sin (TT— a,) 
81(2 + 81) dv 

sin I 3w—(?+t)t/| 

cos{ 3w—(; + T)I> j 

sin j 3/!; + (?,+t)i;j 

cos{ 3w+(q+T)7,> j 

sin J 'Aw—(;, +x)v \ 

cos{3fv—(<;1+t)v} 

sin \ ?>w + cv\ 

2s7 (1 + 5,) dt\ sin/ cos (TC— a,) 
81(2+81)   ' ~~dv~~ 

cos |3;y + ;y j 

2 s8 (1 + 8J di\ sin /' sin (at — it)   .   . , 
-     " —5-i- —'• :—;——  sin 3n>—sv 

8,(2 + 8,) dv 

+ 2sK(1 +8.) dr\ sin /' cos (a, —it)        , , 
<7y 8,(2 + 8.) 

2^1+8,) ^llHlZsin^-a,)^     3w + 
0,(2 + 8,) rfv (65) 
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H. Buchholz, 

2s (1 + 8,) drfslnf cos (it,— a) 
-=~—=-¥• —' —;—— — cos  3w + ;,t) 
8,(2 + 8,) dv l l   s 

2s,0(1 + 8) d-rf sin/ sin (a — it,) 
• -—^—;-— —J —;——  sm  3»-e. v 

8,(2 + 8,) dv * i   s 

2s10(l+81) J-n'sin/cos (o1— jr.)       , , 
—~~——— —' —-——  cos aw-?,!) 

8 (2-f-St) dv ' l   ! 

2sn(l—8,) dr\ sin./ sin (%+<s) 
8X (2—8X) "~^7~ 

sin j3w—(2—C+T)?J 5 

2s, (1—8,) din sin /cos (jt+cj)        . . .    . 
+ - glli-^li -i-i^ * cos{3W-(2-?+t» 

2s,,, (1—8.) drf sin /sin (jr, + a)   . . 
8,(2-8,)   ^^^T^ ^3W-(2-<1+tH 

2s, 2 (1—8,) t/Yj' sin/ cos (it, +o) 
8, (2—8t) 5t5 

cos 13 w—(2—-<;, +v)v} 

sin{3«>—(2—<;)v] 
2sl3 (1 —8,) c/rj sin/ sin (jr+a,) 

8, (2—S1) dv~ 

2s,,, (1 —8, ) d-q sin/ cos (ir + a,) 
"8,'(2-8,) "ST 
2s,, (1— 8,) d-rf sin /'sin (jr. + o,)   . 
oil--- 8J    — dv^^-^SW~{2 "<>' 

cos { 3 iv—(2 — ;)i>} 

2s,4 (1—8,) d-rf sin/ cos (it, + a,) 
' 8, (2—3,) ' ~llv~ 

cos 13 w — (2 — ;,)i; j 

2s,5 (1 + 3 8,) i/*fj sin J sin (ir + a) 
38,(2 + 35,) tft> 

- sin \ 9 /f—(2 — ; +t)t> j 

2E15(1 + 38,) dt\ sin j cosjjr+o) 
38,(2 + 38,) rfu 

2s,„ (1 +38,) dr/ sin/ sin (i^ + a) 
38,(2 + 38,)   " ~7/7T~ 

2s16 (I +38,) c/rj' sin / cos (-, + a) 
^87(2 + 3^)" " 

cos{9w—(2— C+T)U) 

sin j 9w—(2 — ;, +T) v 

dv 
cosf 9w—(2—s, +T)WJ 

-(1+3?-)^s,n/s,n(;:-tVsmS«)^(2_)[;| 
38,(2 + 38,) rff 

2sl7 (1 + 38,) JTJ sin/ cos (jr+a,) 
"387(2 + 38,)  ~~ di> 

cosi9w—(2—«)f} 

Lsl>dl±li<2 ^^sin/sin^+gQ 
38, (2 + 38,) dv 

2s,g (1 +38,) C/TJ' sin/ cos (it, + 3,) 
1^2 + 38,)  " ~Jv~ 

sin{9w—(2—q)v) 

cos{9w—(2—;,)vi, 

(65) 

Das definitive Integral von Gieichung (58) ist somit: 

8J = &+(&). (66) 

wo $2 durch die Gleichungen (62), (63a,) und (63/?), (3a)$ durch (65) gegeben ist. Fiir die numerische 

Rechnung sind dabei die Differentialquotienten in (65) auf Grund der fur Yj, it, sin j und a aufgestellten 

Bedingungsgleichungen wirklich zu bilden, was in Abteilung III geschehen wird. 
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Bewegtmg vom  Typns 2/3 etc. 89 

Achtcs Kapitcl. 

Die Bestimmung1 der exargumentalen Glieder dritten Grades. 

I. Die exargumentalen Glieder dritten Grades im Radius Vector. 

A. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in S. 

Da die exargumentalen Glieder dritten Grades zum Teile grofier werden als die aus der Storungs- 

funktion selbst stammenden Glieder dritten Grades in 0, P, Z und daher einen erheblichen Einflufi auf das 

Resultat  ausiiben  konnen, so miissen sie  bei  genaherten Commensurabilitatstypen  kleiner Planeten, vor 

allem aber bei kritischen Planeten mitberucksichtigt werden. Wir vvollen sie deshalb fur denTypus-~- in 

den Funktionen S, P, T, Q aufsuchen, eine Arbeit, die mit wachsender Gradzahl der exargumentalen 

Glieder an Weitlaufigkeit zunimmt. Derm wahrend beim ersten Grad blofi aus der Integration iiber das 

Glied nullten Grades exargumentale Glieder ersten Grades sich ergeben, fiir den zweiten Grad hin- 

gegen schon durch die Integration iiber die Glieder nullten und ersten Grades exargumentale Glieder 

zvveiten Grades entstehen, folgen exargumentale Glicder dritten Grades aus der Integration sowohl 

iiber das Glied nullten Grades, wie iiber die Glieder ersten Grades, als auch iiber die Glieder zweiten 

Grades. Wir bestimmen diese Glieder wieder durch partielle Differentiation. 

Verstehen wir in diesem Sinne in entsprechender Erweiterung der schon beim zweiten Grade ein- 

gefiihrten Bezeichnungsweise unter: 

—-) die aus dem nullten Grad folgenden exargumentalen Glieder dritten Grades, 
\avJs 

fdS x 

-—   die aus clem ersten Grad entspringenden exargumentalen Glieder dritten Grades, 
\ dv/s 

I     E   die aUs dem zweiten Grad resultierenden exargumentalen Glieder dritten Grades, 
\dv/s 

1 o \ 
——•) den differentierten unbestimmten Integralansatz, dv/s 

IS 
.dv/a 

so ist zunachst: 

die direkt gebildete Differentialgleichung, 

dS\      fdS, 
dv/z    \dvJ3 

iSt 

dv/3    \dvJa 
iSs (dSz 

\dv (1) 

Die   linke Seite   dieser Gleichung,   das heif.it die aus  der Derivierten Q der Storungsfunktion  selbst 

stammenden   Glieder   dritten   Grades, die  vor   der Integration   rein  erster  Ordnung   sind   und   mit   TJ
:! 

multipliziert, also, da i^nre cirka   .-- ist,  noch verklcinert werden, Ziehen wir zunachst in dieser Abteilung 

nicht in  Betracht.  Von  den Gliedern der rechtcn  Seite   der Gleichung (1)   aber nehmen  wir in   diesem 
Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. j2 
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90 H. Buckholt 

Sinne iiberhaupt nur  diejenigen  exargumentalen Glieder mit, welche der Ordnung nach grofier sind 

als die aus der Derivierten 0 hervorgehenden Glieder dritten Grades. 

In Betrachtung zunachst der exargumentalen Glieder dritten Grades, die durch Integration  aus 

dem Gliede nullten Grades entstehen, hatte man offenbar in dem Ausdruck: 

dSg\ . dV 
-—'-   = Sixa, sin 6w -   - 

\dv/3 dv 

fiir - - die Glieder dritten Grades einzusetzen 
dv 

dVr m' 
Nun sind aber die in — auftretenden 7-Koefrizienten (cf. I, S. 382) von der Ordnung-5-, bei Multipli- 

er;; '  Bj 
m'2 

kation mit a, znzm' also von der Ordnung---, mithin noch obendrein klein gegen die ausOselbst stammen- 
8i 

den Glieder dritten Grades, von denen wir jetzt ja abschen. Daher kommt (-—2)bei der ins Augc gefafiten 
V dv /3 

Genauigkeitsgrenze, weil es fiir die Grenze o\ = m1 von der Ordnung m'sjm' wiirdc, nicht in Betracht. 

Anders verhalt es sich bei den durch Integration Uber die Glieder ersten Grades entstehenden exargumen- 

talen Glieder dritten Grades, die wir jedoch auch wieder durch partielle Differentiation bestimmen 

wollen. 

a)  Ableitung  der  aus   den   Gliedern   ersten  Grades entstehenden exargumentalen Glieder  dritten 

Grades in S. 

Durch Differentiation der Glieder ersten Grades des unbestimmten Integralansatzes fiir S erhielten 

wir bei Bestimmung dcr exargumentalen Glieder zwei ten Grades im sechsten Kapitel mit Hinblick darauf, 

dafi: 

dm       t d V 
dv-=l-^-*Hv- 

2 
ist. fiir den Typus — : 

dSj _ 

dv 
-^(l — ?) 7) sin v—OjjY] sin (3w—v)  <2 — 3[JM — 3JJ,       +?( 

-«8(
] —CiK sin vi—<V)'sin (3w—vj J 2 — 3 HJ— 3 [J. j-v +«i 

—a47] sin (6»-v)    5 — 6^— 6|x    (-? 

!// T/ 
5—6^—6^ + ;, 

3 Es ist (cf. I, S. 414): 

''•dv' 1 fo- 
ci r 1     dV 

dv        d v 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. II 

Die aus diesem Ausdruck entspringenden  exargumentalen Glieder dritten Grades erhalt man 
offenbar aus dem Ausdrucke: 

^)8
=3^,isin(3w-vK^)2 

I     •       /O N   (dV\ + d(xas7] sin(3w—vj   -j—I 
V dv/2 

+ 6 \xa, Yi sin (6 *f —v)   -j— 

+ 6aa,.Y/ sin (6fv—v,-) ( I, b l   \dvJ2 

(2) 

indem man: 

(-3—) = TMT)
2
 cos (6»-2V) + T15T;TJ' cos (6n>—v—v^^-y^Y]'2 cos (6»-2vx) 

HJ' 
setzt. Nun sind ja aber die 7 von der Ordnung -r-, mithin die Glieder: 

6[ta4Y] sin (6»w—v) ) (dV\      m'2 

6(ia57]' sin(6w—vt) J w/y',J     Si ' 

also obendrein klein gegeniiber den aus der Storiingsfunktion selbst stammenden Gliedern dritten Grades, 

kommen mithin jetzt nicht in Betracht, da sie fur die Grenze gleichfalls von der Ordnung m'\Jm' 

vverden. 

Die beiden Glieder hingegen: 

\ 3[xa2Tj sin (3 w—v) / fdV\      m 

miissen, weil sie gegeniiber 111', das heifit gegen (—r—J  grofi werden  konrien, fur kritische Planeten eo 
\ dv /8 

ipso mitgenommen werden. Denn die kritischen Planetcn sind ja so definiert, dafi 8, < \/m', also 82 < m' 

ist. Mithin ist bei kritischen Planeten: 

m'2 . 
-5T > '" . 

wahrend bei nicht kritischen Planeten: 

m" 
If < «' 

ist. Ware es also auch uberfliissig, diese Glieder bei nicht kritischen Planeten mitzunehmen, wenn man 
die aus P und 0 selbst stammenden Glieder dritten Grades nicht mit in Betracht zieht, so miissen diese 

Glieder doch bei kritischen Planeten auch in diesem Falle unter alien Umstanden mitgenommen werden, 

da sie grofier sind als die Glieder dritten Grades in 0 selbst. 
12* 
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92 H. Buchholz 

Daher wird Gleichung (2): 

dS±\ 3 3   . 
yRiAfsin (9w—3v) 

3 3 
y P-TIAW «in (3w—2V + V,) + — f.(Ti4a8+Yi6aa)^2'ri' sin (9w—2v—v^ 

3 
[AT18a8Y)Vsin(3w—vx) y fA(Ti5a8+Ti6«s)W2 sin (9*-v-2v.) 

-y P-Ti6as^/2 sin (3w—v) 

3 
~o F-T,.6a2TlTl'2 sin (3w + v—2v-,) 

|J.Tie*3V
:,sin(>)w—3vi) 

3 
— Y V-fieW* sin (3w~vi)> 

wo samtliche Argumente von der Form C sind. 

Dies zunachst der Ausdruck fur die gesuchten exargumentalen Glieder dritten Grades. 

(3) 

b) Ableitung  der aus   den  Gliedern  zweiten   Grades  entstehenden exargumentalen Glieder dritten 

Grades in S. 

Zur Berechnung der aus dem zweiten Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder dritten 

Grades haben wir im Hinblick auf die jetzt ins Auge gefafite Genauigkeitsgrenze ofTenbar nur von den 

Gliedern der Form C in S2 auszugehen, also zu setzen: 

S2 = a14Tj2 cos (Qrv—2v) + a15Ypf cos (6n>—v—v1)+a16Yj'2 cos (Gw—2V.J. 

Durch Differentiation erhalt man hieraus: 

oder da jetzt: 

dS2 

dv 
-a14V sin (6w-2v)       je d•- -2 (l-«) j 

\    cffV 
—ttaipi sin (6w—v—vt)j6 j- - (2—s—q) 

-«16^ sin (6W-2V0     JC, -£ -2(1-=,) j 

-v- 
dV 
dv 

zu setzen ist, so wird: 

(S);=
(5^^2sin(6w^2v)(S) 

+ 6|j.a15Tj'rj' sin (6w—v—V-,) 

+ 6 [it aj (. i('
i sin (6 w — 2 Vj) 

iV\ 
dv I\ 

~dv)\ 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 93 

wo: 
dV\ 
——) = y2Yj cos (3w-v)+-f.,V cos (3»-Vj) 

ist. Daher wird der Ausdruck fur die gesuchten Glieder: 

( —l) — 3[j,a1472Yi3 sin (3w—v) -f-3|xa14Y2rr's sin (9»—3v) 

+3n,a14Y8W sin (3w—2v+vJ+3{t(a11Y8+<x18Ta)'»)sY sin (9w—2v—vx) 

+ 3|xa15Y2Tj2T/ sin (3»-v,) +3[J-(a15T3 + a16T2)
TiTj'2 sin (9*tf—v—2vx) 

+3(J,a15'r8T)T)'a sin (3w—v) + 3|xa1(573YJ'
3 sin (9w—3^) 

+ 3 [i at B Ta TJY;' 
2 s i n (3 w + v—2 v,) 

+3jtaMT!l"sin(3»—vj. 

(4) 

6)) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes. 

Die zebn verschiedenen in den Gleichungen (3) und (4) auftretenden neuen Argumente, die samt- 
lich von der Form C sind, miissen offenbar ebenso im unbestimmten Integralansatz fur Sa auftreten. Ent- 

sprechend wie wir im Integralansatz furS und R (cf. I, S. 381) den Koeffizientenindex 6 iibersprangen und 

inn fur das eine auftretende koordinierte Glied ersten Grades in A'verwandten, damit im iibrigen in 

den Indices i bis 19 in S, R, A'Symmetric stattfande, verfahren wir auch bei Bildung des unbestimmten 

Integralansatzes fur S8 und Ra, indem wir die Indices 20, 21, 22, die wir fur die drei beim zweiten Grad 

auftretenden koordinierten Glieder in A verwandten (cf. I, S. 382) iiberspringen, damit die Indices 

in Sg)i?8, 7~3 iibereinstimmen. Dabei miissen wir aber auch noch, um diese Symmetric zu wahren, wie der 

Blick auf die folgenden Kntwicklungen zeigt, die Indices 29 bis 88 in SB iiberspringen, da deren Argumente 

in R3, nicht aber in SB vorkommen. In diesem Sinne erhalten wir als unbestimmten Integralansatz fur Ss 

offenbar: 

Ss = oas'')
8 cos (3tv—v) -f-a3gYj3 cos (9n>—3v) 

aS4Tj8Tj' cos (3w—2v+v1) + a10Y;
2Yj' cos (9w—2v—v^ 

a25Yi2r/ cos (3*f—vt) +5,MiriT/2 cos (9w—v—2vt) 

OggTJTj'8 COS (3tV—V) 

«27Y;Y;'
2
 cos (3w+v—2vJ 

a28Yj/3 cos (3w—Vj), 

-a,.,Y;
/3 cos (i)»—3v1) 

(5) 

also durch Differentiation: 

fdS„\ 
\dv)a

= _(8i+c)a83^i8 sin (3*-v) -3(8i+«)efc,V sin (9w-3v) 

—(Si+2?—c^Og^' sin (3w— 2V + VJ—(3S1 + 2? + ?1)a10Yi
2r/ sin (9w- 

^ (3i + 'i)a25Ti"Yl' sin (3»-Vj) —(381+c-t-2q)a41TjT)'2 sin (9*v— 

-(§1 + ;)a,6Y,Y/2 sin (3«/-v) ^(Sj+ ?1)a42 Y/
3
 sin (9w—3vj) 

-(8t—S+2?1)a8^7j's sin (3»+v—2^) 

-(81+q)ag8Y]/8sin(3w—Vj). 

2v-Vl) 

v-2v0 
(6) 
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94 H. Buchholz, 

Somit crgibt die Gleichung (1) mit Hinblick auf (3), (4), (6) unter Einhaltung der festgesetzten 

Genauigkeitsgrenze fur die gesuchten unbekannten Koeffizienten der exargumentalen Glieder dritten 

Grades in S, das hciGt fiir das Integral Se folgende VVerte, die in (5) einzufi'ihren sind: 

S^Oula — -o-pTu1^ 

3 [i zu Y8 — - -Q- jx yu a8 

a,, = 

3lJ-aIft Y2 2 Ti5«2 

* 3 

3jxa1673— — H-TieOa 
a-,, 

^•uTs — yHTw^ 

3!J"aMT2+ "o !J-Tua2 
aao 33L 

3 3 
3|*a1478 + 3{i,a15T2+ - Wui% + — -|ATi4a3 

3 8, 

3H.ai5Tg+3(Aa16Y3+yt*'Yi6« 

38, 

3 
3[Aa18Y8+ y fni6a8 

38x 
_ 

P-TigOs 

(7) 

Da otj, a3 und Y2, f8 durch die Integration fiir den crsten Grad, und a14, a15, a1(. durch die Integration 

fiir den zvveiten Grad bereits ermittelt sind (respective fu, y16, Tie 'n Abteilung III durch Integration der 
Differentialgleichung fiir die Glieder zweitenGrades in T noch ermittelt werden, so sind darnach a28 bis a42 

vollstandig bekannt und die exargumentalen Glieder dritten Grades in S durch Gleichung (5) fiir S% mit 

Riicksicht auf (7) berechenbar. 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 95 

B. Die exargumentaien  Glieder dritten Grades in R. 

a) Die aus dem nullten Grade entstehenden exargumentaien Glieder dritten Grades in R. 

Wahrend die Bestimmung der exargumentaien Glieder in S verhaltnismaflig einfach war, gestaltet 

sich die Ermittlung der in R in Betracht kommenden exargumentaien Glieder dritten Grades wesentlich 

komplizierter. Es kommt vor allem darauf an, klarzustellen, welche von diesen Gliedern angesichts der 

jetzt ins Auge gefafiten Genauigkeitsgrenze nicht in Betracht kommen und fortgelassen werden diirfen und 

welche mitgenommcn werden mussen. 

Bezeichne: 

l*R, 
dv' 

J1 4-i?0) die aus dem nullten Grad entstehenden exargumentaien Glieder dritten Grades, 

d2R \ 
 - +R-, ) die aus dem ersten Grad entstehenden exargumentaien Glieder dritten Grades, 
dv* Jz 

dsRa 

dv2 ./" +i?8j die aus dem zweiten Grad entstehenden exargumentaien Glieder dritten Grades, 

d-R.^ \  den  differentierten   unbestimmten   Integralansatz  fiir   die   exargumentaien Glieder   dritten 
Grades, 3 dv2 

d2R 
——• + A>   die aus den Gliedern dritten Grades in P und 0 gebildete Differentialgleichung, 
dv'- /s 

so ist ja allgemein: 

d2R 
dv2 -R 

*Rn l2Ri \  .  fd2R2 

dv2 %     V dv2 J;>     \ dv2 l:\     \ dv2 JJ;i 
(8) 

Da aber R0, Rv R2 nicht dritten Grades sind und auch nicht differcntiert werden, so kommen sie bei 

Bestimmung der exargumentaien Glieder fiir uns jetzt nicht in Betracht, ebensowenig die linke Seite 

der Gleichung (8), da wir die Glieder dritten Grades in P und 0 selbst ja jetzt nicht beriicksichtigen. Die 

Gleichung (8) wird daher: 

d2R% 

dv2 •R. 
dv2 J3    \ dv2 /g    \ dv2 J3 

(9) 

Nun war aber, wie im sechsten Kapitel (cf. S. 2(5) gezeigt: 

^o = _(l+81)^1cos3w 

6^Ml)^-w(Wj\tlCos3i 

d2V 
dv* 

+3t*& X*sin3w- 

Um jetzt erst ens die aus 
dV 

6(1,(14-8,) -T- B, cos 3w 
dv 

(10) 
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96 H. Buchholz, 

resultierenden Glieder dritten Grades zu bekommen, miifite man eigentlich von——- die Glieder dritten 
dv 

Grades kennen, wahrend unser Ansatz in Abteilung I (S. 382) fur: 

dT\ _ dV 
dvli     dv 

nur inklusive bis zum zweilen Grad reicht.   Da wir es ja aber jetzt nur auf den grofiten Teil von , 
dv 

eben   den   exargumentalen  absehen, dessen zehn Argumentc   der Form C wir bei Untersuchung  der 

Funktion S kennen gelernt haben, so konnen wir offenbar ansetzen: 

\~J~) = Tas "I3 cos (3w—v) +T891 cos (9w—3v) 

+ 721 TJ
2
T/ cos (3w—2v4-v1)+if407j2Y)' cos (9tv—2v—v,) 

+Ts5 'rfr{ cos (3w—vx) +f41 rj-r/
2 cos (9w—v—2vt) 

-t-?se 
TiTl'2 cos (3w—v) +T12 Tl':t cos l^fV—3Vj)   ' 

+ Ta? TiT/a cos (3^+V—2vL) 

+ 72sri'
:tcos(3w—vi)- 

Die Y sind nun (cf. 1, Kapitel III) samtlich von der Orclnung -—.   Hier brauchen wir nur solche Glieder, 
i 

(11) 

welche noch etvvas grofier sind, also zum Beispiel von der Ordnung- —ss-'    Bei   niclit kritischen 

Planeten, die ja deliniert sind, durch: 

8,  > \/m' 
m 

ist also SJ > m't mithin   — < 1,  also 

"8?  < »x 

und die aus (10) resultierenden  Glieder kommen bei ihnen also im Hinbliclc auf die jetzige Genauigkeits- 

grenze nicht in Retracht. 

Bei kritischen Planeten hingegen, fiir die ja: 

8, < s/m', 
also: 

m 12 

8? 

ist, mtissen die aus (10) hervorgehenden Glieder mitgenommen wcrden.   Durch Einsetzcn von (11) in (10) 

und Ausfiihrung der periodischen Aggregate erha.lt man fur diese Glieder: 

6[J.(1 +8j) [-j—j Pi COS dtV = /<!piT2;iTi3 cos ($W—v) +k$i(69"<f cos (6w—3v) 

+k$ifi4,"ff"tf cos (Qtv—2v+vt)    +*P1T.ioTrTl' cos (Qtv—2v—vx) 

+ApiY257j27)' cos (6»-Vj) +*PiT*i'W'a cos (6w—v—2v1) 

+ fepiYg6''17j's cos (fiw—v) +^PiW)'8 cos (Qtv—3vx) 

+^Pi T271 Tl'2 cos (Ow+v-2v,) 

+ *PiT28T(':! cos (Qtv—vj (12) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 

"^iViVi3 cos (12*f—3v) +^PiT287]8 cos v 

97 

(12) 

+*Pi T4o ^2^| cos (12w—2v—vj  +k$1f26rlrl'
2 cos v 

+ *& T« ''\ V2 cos (12*f—v— 2Vj)  +k^2ifr{ cos (2v—vj 

+ k[it Y42 Tj'3 cos (12w—3vj) + ^i\T27riT/2 cos (v—2vJ 

+ /ip1Y28r/
3cosv1, 

wobei jedoch  die Glieder  der Argumente v,  2v—v19 V—2\\ und vx als elementare Glieder dritten 

Grades der Form B zu (p)8 kommen und: 

gesetzt wurde. 

Um zweitens die aus: 

li — 3(1,(1 + 8!) 

^i-^J Pi cos 3 w (13) 

hervorgehenden exargumentalen Glieder drittenGrades zu untersuchen, ware ja I — I zu bilden, und zwar 

nur der groCe Teil dieses Ausdruckes. Nun ist aber (cf. I, S. 382): 
KdvJ,, 

also 

mithin: 

Pi 

dV     v.i' 
dv       8, 

dF\2     m'2 

dF\2    w'8 

5? dw 

Definiert sind aber die nicht kritischen Planeten durch 

5, > v7 m. 

die  kritischen  durch: 
Si < \fm'. 

Filr die  Grenze  zwischen nicht kritischen und kritischen Planeten erbalt man also, indem man in 

Pi 
JF 
dt// ' 

8* = *«' 

setzt: 

P 
dF\2 

^w nc W 'yV • 

Fiir nicht kritische Planeten ist dieser Ausdruck der Grofienordnung nach kleiner als m'. Bei 
kritischen Planeten ist er nur um cin geringes grofier als bei nicht kritischen Planeten, keinesfalls aber 

grofier als m', fallt also, wenn  man  den  dritten Grad in P und Q selbst nicht in Betracht zieht, jetzt fort. 

Um drittens zu untersuchen, ob exargumentaie Glieder dritten Grades, die aus: 

d2 V 
3(x -r-r- B. sin 3» 

a vs (14) 

Denksehriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. 13 
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98 H. BuchhoJz, 

folgen, mitzunehmen sind, kann man off'enbar auch schreiben: 

(dV 
d2V\l\dv)s 

dv2 Js     \    dv    I 

>d 

dv     Is     \    dv     /§ 

dV\ \ 
dv Jo 
dv 

(15) 

Durch Differentiation von (11) erha.lt man aber: 

fdV 
d 

dv 
dv 

— — (8j +?)T23TJ
3
 sin (3w-v) -3(81 + ?)T39f|

3sin(9w-3v) 

Somit ist: 

—(8^2?—ii)-!2,i''fri' sm (3w~2v + vj — (381 + 2? + ?1)Y40-/J
2
T/ sin (9w—2v—vt) 

—(8j + ?1)T2r.7lV sin (3w—vj —(38x + c + 2c1)-)',ur;Tj/'2 sin (9w-v—2v,) 

~(8i + ?)T2fiTlV2 sin (3w—v) —3(81 + ?1)Y42YJ
/3
 sin (Ow—3vt) 

— (3,—s + 2e1)Y27rri'2 cos (3w+v—2vJ 

— (Si + ?i)T28
Ti/3 sin (3w—v,). 

(if /3 . w'2 

 / =rc m', respektive -rr—, 
dv     I z 5j 

also: 

Pi 
'CI1 

w'2 »?'i! 

-j—, respektive -^-. 

Um das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (15) ZU untersuchen, ist ja: 

j r r \ 

• i = 714TJ
2
 cos (6w—2v)+Y18T)7j'cos (6w-v—v^+fieV8 cos (^w—^vi)> 

<if A 

also: 

\dv I2 . dw ^-^_-y = _6TuVS1n(6W-2v)_ 

-6Y16W sm (b»-v—v,)—- 

—6y1(,Yj'2 sin (6w—2vx) 

oder da jetzt: 

ist, auch: 

dW dV tO \ I/O \ — — —1><-J^ = —Wi cos (3w—v)—ji78ij' cos (3w—vj 

\dv l2 

dv     Is 
= 3|XT2TldrJ

3sin (3w—v) 

+ 3 [xY3 Yi-iTiV sin (3 H>—-2 v+ vt) 

+ lauter Produkte in je zwei Faktoren Y, 

(16) 
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also: 

das heifit: 

Bewegimg vom Typus 2/3 etc. 

(dV\ \ 

99 

d 
,dv I2}      tft n 

dv     U      §?  ' 

fdV 
dv'o       m 

{Ji \     dv     /,     8',!  ' 

also wird fur die Grenze 8? = m': 

dV 

dv 
m I      1—1 -—-— = m\/m 

\Jm' 
(17) 

und kann nahe an m1 herankommen, keinesfalls aber m' iibersteigen. 

Um   das  dritte Glied   der rechten   Scite   von   Gleichung  (15)   zu   untersuchen,   differentieren  wir 
dV_ 
dv 

, erhalten so: 

•dV 

dv J1                      ,                  dw     „      ,  .    .. . dw 
= —.lY./fjSin (Sw—v)~5 oTgY) sin (otv—\\)- 

dv dv dv 

und setzen hierin: 

dw (dV aw 1 av\ .        . , . , 
— = - \i ljv)= —H-TuV cos (bw-~2v)-Rl3Tffl' cos (6w—v—Yj) 

—w16yf* cos (Qw—2vj), 

Dann wird: 
j'dV 
'l  

\ dv 1 \ 
dv    /3 

g-P-TjTuil'sinfSw—v) 

• T ^TsTuW sin (3w—2v + Vl) 

-t- lautcr Produkte in je zwei Faktoren 7 

also analog wie beim zuvor betrachteten Glied: 

das heifit der Grofienordnung nach kleiner als -/«' und hochstens nahezu gleich m'. 

(18) 

Schliefilich ist (cf. I, S. 382): 

dv J0 

also: 

',/ 
rfF 
dv Jo 
dv 

0. (19) 

13* 
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100 H. Buchholz, 

Ziehen  wir  das Resume unserer bisherigen Betrachtung, so wird das erste Glied der rechten Seite 

von Gleichung (9) mit Riicksicht auf die gesetzte Genauigkeitsgrenze. 

[-     2-j = ^P1T23Yi3 cos (6W—V) + ^PlW)3 cos (6w—3v) 

+ kfitYziiffl' cos (6w- 2v + v1)-f^p1-/'40Tj2*r]/ cos (6w- 2v—v() 

4- ^P1T25Yl2'l' cos (^w—vi) +^iT4iT]/S cos (6*f—v — 2v1) 

+ ^PiTse7]7)'2 cos (®w—v) +k$\ t4s'rfS cos (^w—3vi) 

+ ^P1Ta7Yl7l'a cos (6w + v — 2vL) + ^PtY3nvj3 cos (12w—3v) 

+ fepiTas")r3/b cos (3*"—v«) +^PiT4o*']2"l' cos (12w—2v—vt) 

+ ^[31741-^JYJ'
8
 cos (12 w—v—2Vj) 

+£p1Y48Y]'8 cos (12w—3vt), 

wobei: 

ist. 
311(1 + 80 

(20) 

^ Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in A'. 

Wir haben  nun weiter  zu  untcrsuclien,  in  welchen  exargumental en Gliedern   dritten   Grades 

das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (9): 

d2R^ 
dv2 

besteht. Dazu differentieren wir zunachst den unbestimmten Integralansatz fur die Glieder ersten Grades 

in R zweimal, was bereits bei Aufsuchung der exargumentalen Glieder zweiten Grades in R in Kapitel VI 

geschah. Dort fanden wir: 

—1=-^ cos (3^10(8-^ -l+« j 

dw 
-pgT)' cos (3w — vt) )3— 1+?! 

dv 

[     dw 
— S.7] cos (Qw — v) < 6 ~r- 

* ' I     dv •l+« 

6-^-1+q 

—3Msin(3*>—v)-3-g 

3pgY]' sin (3w—Vj) 
d2w 
dv2 

.p4T|Sm(6«;-v) — 

-6p57)' sin (6»—v,) 
dv2' 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

Mit Hinblick auf den frtiheren Wert: 

dm 
dv 

1 
3 V> 

dV 
dv 

schreiben wir diese Gleichung nun so 

dm vi 

dv2 
dV 
dv 

Qpfii+i)^ cos(3«;—v)    +12{j,(l4-251+?)p47] cos(6*v—v) 

+6(JL(8J +C,)P3T/ COS (3W—V1)+12JA(1+281+<;1)PSTT
/
 cos (6w—vt) 

( 3(Apa7] sin (3w—v) + (3|x^(-/j sin (6w-v)      ) d2F 

(   +3{*08i)' sin (3w—vJ+GiipjY]' sin (6w—v,)    j dv% 

( 9 [J.2 p27j cos (3 *v—v) + 36 ;J.
2
 ^4TJ cos (6 m—v)      ) /W\2 

j    +9|x2
133Yi

/cos(3w—v1) + 36;ji2p3Tj
/cos(6w~-v1)    |w/ 

In den vicr ersten Gliedern hat man offenbar zu setzen: 

(-j—j = 7i4'12 cos (Qtv—2V)+T157J7]
/
 cos (6»-v-V|) + 'f16'f cos (6w— 2vt). 

101 

(21) 

Bei  Ausfiihrung der periodischen  Aggregate  ergeben   die  beiden Glieder der Form C (Argument 
I'll< "/M ^ 7/? 77'Z 

3w—v) Glieder von der Ordnung -5—beziiglich    ^r,  da S, Py rzc -^— und cp-f =n= -^- ist.  Diese Glieder 

werden   fiir  die Grenze  0- — m' von   der Ordnung m\/m', fallen  also  fort.   Die  beiden   Glieder   der 

Form D hingegen geben. wie man sieht, zwar ebenfallsGlieder der eben genanntcn Ordnungen. AuBerdem 

m'2 

aber ergeben diese Glieder oftenbar noch solche von der Ordnung -55-. Und diese letzterenGlieder werden 
8I 

fiir  die Grenze von   der  Ordnung  m', bei  kritischen   Planeten  sogar  noch etwas grofier,  sind  also 

mitzunehmen. Diese Glieder sind: 

+ 6;x,347]47r'! cos (12m—3v) +<»'J-?.tTi47)3 COS v 

+ 6 !J-(K. T]E 
+ PB TIJTJV cos (12 w — 2 v—vt) + 6 ;xp, 7, -jfq'2 cos v 

+6fi(P4Yi6+P8iri5)in/a cos (I2w—v—2vj) + 6[ApB'f147igT)' cos (2v—v4) 

+ 6!JMj5Ti6T/:i cos (12w—3vj) +6[x[34Y1GYjTj/2 cos (v—2vx) 

+ 6!Xt34Tl5TlWCOS vi 

+6(*PBTiaV8c°sv1, 

vvobei  die  Glieder   der Argumente v, 2v—vx, V—2v1; vv  weil   elementar  von   der  Form   B,  zu  (p)g 

kommen. 

In Betrachtung der vier letzten Glieder von (21), ware bei Bildung der periodischen Aggregate der 

dV\2 

Teil zweiten Grades aus  —-—    zugrunde zu legen. Es ist ja aber \ An ° ° J 

also: 

mithin: 

dV      m' 
dv       8j ' 

?dVV    m'2 

dv-J^l^' 

HTW^'S? ' 
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102 

also, da: 

H. Buchholz, 

und fur die Grenze von nicht kritischen und kritischen Planeten 8-' = m' ist, so wird fur diese: 

idVY 
P2 Kiiv I 

i'\Jm' 

kommt also bei der vorgesetzten Genauigkeitsgrenzc nicht in Betracht. 

d2V 
Zur Untersuchung schlieBlich, ob die vier mittleren mit-r-g multiplizierten Glieder in (21) mitzu- 

nehmende exargumentale Glieder dritten Grades ergeben, setzcn vvir vvie folgt an: 

(dV\ 
d2V 
'dv2 

\dv 
\    dv 

dV 

fd 
dv (22) 

dv 

und differentieren zunachst den Ausdruck fiir — - hinsichtlich  der  Glieder  ersten   Grades.   Dann   wird: 
dv 

dV 
dv j\ 

"dv 
i   dw      ,        ) 

-Ya -q sin (dw—v) j3— — 1 +c{ 

dm 
- r8 r/ si n (3 w- - v,) j 3 -— — 1 +; t j 

oder mit Hinblick darauf,  dafi jetzt: 
d w 
dv \dvj\ 

zu setzen: 

dv i\ 

dv    /2 
3fV]fa Y] sin (3w—v) ^_j + 3jiTs I* sm (3»—*i) l^-j; 

fdV\ \ 
Es wird demnach: 

\    iu     /2      8? 

fiir die Grenze 3^ = m' also wird dies Glied von der Ordnung m'. Dies sei zunachst festgestellt. 

dV 
Durch Differentiation ferner der Gliedcr zweiten Grades in —r- erhalt man: 

dv 

(23) 

dV 
dv 
dv 

oder: 

—Tl4 rf sin (6n>— 2v) j 6-~- — 2 + 2?J 

(    rfw ( 
—YisW sin (6»—v—v^je-^j-—2 + «+«j j 

-T16V
asin (6w~2v0 J6^ -2+2«, j 

/^) = 6,,,u,.Si,l(0„-2v)(^)| 

(J XT' 

+ 6|)-Tic 'n'2 sin (6iv—2v.) f-r—), b ' \dv}\ 

dt 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 103 

also fiir die Grenzen auch: 

3c m. 

Indem also die rechte Seite der Gleichung (22) von der Ordnung m' ist, wird: 

r   d
2V 

dv2 
m 

•. m' 

also fiir die Grenze: 

fallt also fort. 

Im ganzen wird daher: 

d2R, 
dv* /s 

d2V 
~dv* 

m' \/m 

^PATUV 
cos (12 tv— 3v) 

•6|t(p4T«+fcTi4)W cos (12w—2v—v,) 

-6(i.(p4Tie+feTiB)W cos (12W-V-2VJ 

-6(iP5y16V
s cos (12w—3vt). 

(24) 

(25) 

c) Die aus dem zweiten Grad entstehenden exargumentalen Glieder  dritten Grades in R. 

Etwas weitlaufiger gestaltet  sich   die  Untersuchung welche  mitzunehmenden  exargumentalen 

Glieder dritten Grades das dritte Glied der rechten Seite von Gleichung (9): 

•'d2R. 
dv2 /3 

ergibt. Dazu differentieren wir den friiher gefundenen unbestimmten Integralansatz fiir R. (cf. I, S. 381): 

R., = £7T,- cos Zw +PuTi2 cos (3w—2v)       +v\.{(\1 cos (Qw—2v) 

-KV,r/ cos (3;i' + v—vj + p^Tj-r/ cos (3w—v—v1)+^16«pj' cos (6w-v—v,) 

+ ["ViT/ cos (3w— v+v1)+pi8'»)/a cos (3w— 2v,)   +|"JI(.YJ''- cos (Qw—2vJ 

+ J3107J/S cos 3«< 

+ |317Tf cos (9w—2v) 

+ |3ia-rjr/ cos (9w—v—vx) 

-f-p19T|/2 cos (9«;—2vJ 
und erhalten: 

Ji?2 on    a   •    Q     '/w 
—— = —3S7x" sin 3»-r- 

-p8TjYj' sin (3w + v—vj    3 

—%wfs\n{Zw—v+Vj) j 3- 

--3^()Vs,n3W — 

V 
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104 H. Buchholz, 

(     dw ) -puV sin (3»-2v) j 3^-2 + 2;} 

~-612 rjtf sin (3.W—v—,vj  | 3 —- — 2 + ? + 

~^,if' sin (3w-2Vl) j 3 ~- -2+2*,} 

—BuTi8sin(6«;-2v) { 6^—2 + 2s [ 14 ' \     at) ) 

\      dw \ 
-Ml' sin (6w—v—vx) | 6 -- — 2 + ; + ?1 j 

{ dfV ) 
—PieV" sin (6W-2V0 J 6 — -2+2«, j 

-817in8sin(9«;—2v)     9-^—2 + 2«! 

(     d w j 
-Pis 11' sin (9w-v-Vl) j 9 — -2+c+c, j 

— fi.-Yl'« 
dw R19^sin(9W-2Vl) j97I|--2+2«1j 

also durch nochmalige Differentiation: 

d2R2 

~dlF 
-9(37Y)2 cos 3w 

dw 
dv 

(      d H> )2 

•Pgipj' cos (3w + v—vj j 3 —-- -CH-q j 

-pgTfjT)' COS (3w — V + V,) j 3 — +« —?t 

-9B10Y]'a COS 37^ 

-2 + 2? — P11 Ti2 cos (3*^—2v) j 3 — 

i     dw \' 
—8lgm/ cos (3*f—v—v,)     3 — 2 + ? + ;. { 

t      dv ) 

-B18T]'« cos(3»-2vl) J 3-^-2+2«1| 

rfw 
— 31,TI8COS(6W—2v)  s6 — 2 + 2?> 

(     dv ) 

-hM cos (6w—v—Vj) j 6 ^ —2+«+«, 

—PleV" cos (6^-2Vl) j 6 —- -2+2?I j 

~-pi7r,
2 cos (9w—2v) I 9 ~ — 2-t-2«| 

' I     av ) 

318Y]Ycos(9W-       v,) j 0-^-2- 
Jw 

} (26) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 

-M'8 cos (9w-2v,) j 9 ^ -2+2?, 

-3p77j-sm 3w — 

-3p8YjKj'sin (3w+v—v,) '—2 

-3p97]7j' sin (3w—v+v,) -^ 

-3pi0Tj'2 sin 3w 
d2w 
dv2 

-3[iuTj- sin (3w—2y) 
d2w 
dv2 

-^{il2
7fri' s'n (;^w—v—vi) 

-3pis7j'2sin(3w—2v,) 

d2w 
dv2 

d2w 
Iv2 

d2w 
-6^3sin(6»f—2v)-^! 

,        , , d2W 
~b3,,T,Y!   Sin (6W—V—Vt)-T-5 

c/2W 
-6M'2sin(6W-2v1)-^i 

<i2w 
-9B17in2 sin (9w— 2v) -=-= 

'  ' dv2 

-9p18iii)'sin(9«/—v—vx) 

-9p197)/a sin (9w — 2v,) 

d2w 
dv2 

d2w 
dv2 

105 

(26) 

rfw ii I-7 

Mit Hinblick auf den Wert von—j— aberwird, da wir offenbar bloC Glieder, die mit- — behaftetsind, 
dv dv 

ins Auge fassen mi'issen, zum Beispiel: 

I     dw )2 <fF /W\2 

3 -—-2 + 2;   = -6 8,+ 2?- l)ji — - + 9,x2   — 
I     dv ) dv \ a v J 

dw |2 cfF /W\2 

6        _2 + 2c   = - 24 8, + «) p — + 36 ;x2 11 
t/i' ) dv \dvj 

-  2 + 2;   = -18(1+38, + 2?)rx-; +8l!J.2(777 ! a v \dv dv 

JIT f    I T/ \ 2 

VVenn man diese Werte in (26) einsetzt und dabei bedenkt,   dafi—r—vom ersten, [—7—    aber vom 
dv \ dv J 

zwei tenGrad sein mufi, wenn man es auf die exargumentalenGlieder drittcn und nicht auf solche hohei'en 

Grades absieht, so hat man von den Gliedern in (     ganzlicb abz\isehcn. Ferner ist: 
V dv J  " 

ci'-fV cl'^ V 
~J7v = ~f*"X3 ~ (8i + ^!J-T2

Tj sin (3w—v)+ (8, + ?,)}«,T8^' sin (3w—v,), 
rfi>2   "       r" rfi>2 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVH. 14 
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106 

also: 

H. Buchholz, 

d2w . ,  .     mn 

——iw,  l'espektive :—. 
dv* §j 

/3 J2w m #z'3 

Die mit —r-smultiphzierten Glieder in (26) werden somit von der Ordnung-r— respektive —K-, also fur 
dvi 8j Sj 

die Grenze Sj—«?' von derOrdnung m'sJm', respektive w'-. Daher kommen in dem Ausdruck (26) nur die 

ersten   dreizehn Glieder,  und diese  auch blofl bezuglich der Glieder ersten Grades   in —7-   in Betracht; 
dv 

man erhalt also zunachst: 

+ 6|J.(l+31-? + ?1)138rffl
/cos(3w + v-v1)^ji 

+ 6!j.(H-81 + ?~-?1)fi9rJ7i
/cos(3w^v + v1)^ji 

-+-6[i.(H-S1)pi07i
,a cos 3^^ 

+ 6|i(81+2«-l)k1y cos (3w-2v) (—^ 

+ 6|x(81 + ? + ;1--l)piB l)?]' cos (Sw—v-vO (-^ 

+6(x(81+2?1—1)M'8 cos (3w—2vx) (----ji 

+ 24,x (o1 + ;) [314 ,1 cos (6«/-2v) (•)] 

+ 12ix(281+?+«1)p15Tr]7]/cos (6»-v-v,) (—J^ 

+ 24[A(81+«1)p16Yj'2 cos (8w- 2vt) (—^ 

•l8[A(l+38l + 2?)[317rj
2cos(9w — 2v)( 

/rfF 
<iWi 

+18^(1+381 + c+q)p187]Yj'cos (9w-v-Vl)(—^ 

+ 18|x(l + 381 + 2?,)t3u,r/2 cos (9«-2Vl) f^). 

In   diesem   Ausdruck fallen noch die  drei Glieder vom Argument 6w — 2v,Qiv—v—v1, Qtv—2vX) 

weil von der Ordnung-r— bezuglich -^p, also fur die Grcnze von der Ordnung m' \J-ni' bezuglich   m2 

fort. Bei Einsetzen des Wertes von   — — I erhalt man somit, ini Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeits- 
V dv /1 

grenze: 
'J2D   \ 

~a~vi)~ {*» Prf*+Ki Pi7T«! n*cos (6 w~ v) 

{/2i PeTa + ^8 PnTs} tri' cos (6w— 2v-Hvx) 

{^VS+^IPSTJ+^PISTSHV 
cos (6w—vj 

l *ip9T«+*iPioT« +*BPIHY3 h
T/2 cos (6»-v) 

{*i PaTs + 7«3 P19T2 s ¥)'2 cos (6 w + v— 2 vx) 
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Bewegung yom  Typus 2/3 etc. 107 

+ {AiPioTs+*8Pi9T8 h'8cos (6» -v,) 

+ /?._,ji, | Y.//f cos (6;f—3v) 

+ {*aPuTa"*-*sPisTg}"»]f,»l' cos (6w—2v—vx) 

+ | 6a P12T8+*a PisTs i W2 cos (6'w—v—2v,) 

+&s p18TsT]/3 cos (6w—3v1) 

-h/z;;|317Y2Tj3 cos (12w—3v) 

+ S h Pi7T3 +^a PieT« I W cos (12»—2v—vx) 

+ {^PISTS + ^PIDTSIW
8
 COS (12»-V—2VJ) 

+ /':iPi9T;!V
3 cos (12w—3VJ). 

Wahrend  die bci Bildung  der  periodischcn Aggregate   entstehenden   elementiiren   Glieder  der 
Form 5 zu (p)8 kommen : 

+ IK IVI'2 +]h PuTa! 'I3 cos v 

+ S /zi PsTs+^i P10T2 +/j
2 P12T31 *J"»)'a cos v 

+ {*, PuT«+*i PsYa I iV cos (2 v-v,) 

+ IK %'h + K PisTa} W cos (v—2 vt) 

+ ! ]h Ms+Ai ?«T2 +
A2 Ma} W cos v, 

+ I /2i HioTs + K PisTa I l'8 cos v1; 

wobei gesetzt ist: 

3 [A =  ft, — 3 [J. = fta; 9{i = hs. (27 a) 

d) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes. 

Auf Grand  der  vorstchenden  fur S3  and i?3 in den exargumcntalen Gliedern durchgefiihrten Ent- 

wicklungen haben wir offenbar dem unbestimmten Integralansatz die folgende Form zu geben: 

j?3 = 2a23Tj3 cos (3w-v) +P29YJ
8
COS (6w—v) "+"Ps5738 cos (6w — 3v) 

+ 2«,4ijaij' cos (3w— 2v+v,) + |j3l)^' cos (fiw-- 2V+V1)+P86TJY COS (6W— 2V— V,) 

+ 2ag5^
2T]' cos (3w—V,) + frtt'f/27i' cos (6w - v,) + P877]7j'2 cos (Qw — v — 2v,) 

+ 2a2(,r(Tj'2 cos (3»-v) + [j32TjTj/L> cos (6 w> — v) + p387)'3 cos (6 w—3 v,) 

+ 2a27r/r/
2 cos (3w + v—2v1) + |33!)7jr/2 cos (6w + \- — 2\\) 

+ 2a28ri
/3cos(3w-v1) •J384YJ'

8
COS(6W--V,) (28) 

•2O39T]
8
 cos (9w— 3v) +P«,^S cos (12 w—3v) 

•2a407jV cos (9w—2V-VJ+MV cos (12»—2v—vt) 

•2a41Y)7j'2 cos (9w—v— 2V1) + ^I5TIY/
2
 cos (12w — V—2v,) 

•2a|vr/
:i cos (9w—3v,)        + £Wi's cos (12n>- 3v,), 

1 4* 
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108 H. Buckholz, 

wobei  die  Glieder  in  den a aus  2S stammer)   und von der Form C sind, wahrend alle ubrigen Glieder 

von der Form D sind.   Durch   zvveimalige Differentiation  der D Glieder erhalt man  nun in Kombination 

mit 2?g: 

d2RB 

dv2 

+ 

+ 

+ 

+ 

(29) 

-J?,J = {l-(l + 281 + «)«}pMTi»cos(6n;-v) 

1-(14-281 + 2«-<;1)
2
}^OW

COS
(

6W
-

2V
-+-

V
I) 

1 -(1 + 2 \ + Zlf} p,^V cos (6W-Vl) 

1 -(1 +281 + ?)
2} |3,!2rrY

2 cos (6w-v) 

l_(H-281-<:+2q)2}MV3 cos (6w+v--2vJ 

l-(l + 281 + q)2|[3MrJ
/3cos(6w~~v1) 

1— (28x + 3<;— l)2}p,,57]a cos (6w—3v) 

1—(281+2«+«1— I)21 PsgVjV cos (6w—2v—vx) 

1—(281+«+2?1—l)a}pOTv}7)'2 cos (6w—v—2v4) 

1_(281+3«1—l)8]p88Y)'8 cos (6w—3vt) 

1 — (1 +481+ 3?)2} p.13Y]3 cos (12 w — 3 v) 

+ { l_(l +451 + 2c + ci)
3;p44rJYcos [\2w—2v—vx) 

+ { 1— (l+481+«+2?1)
a}p4BT|Tj'2 cos (12w—v—2VJ 

+ {1—(1 + 4S, + 3c,)2}p40Yj's cos (12w-3Vl). 

Zur Bestimmung der gesuchten  unbekannten  p-Koefflzienten des unbestimmten Integralansatzes 
(28) fiir die cxargumental en Glieder dritten Grades in Rs (indem die in A', enthaltenen a-Kocffizienten 

durch die Gleichungen (J) dieses Kapitels bereits gefunden sind), erhalt man nach den vorstehenden 

Untersuchungen mit Hinblick auf die Gleichungen (9), (20), (25), (27) und (29) die folgenden Bedingungs- 
gleichungen mit Rticksicht auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze: 

I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

48tC +8i)Pso = *PiT.4+*iP»Ti+.*»P»T8 

4§i (1 +§1)P3i = *PiTiB+*ipTT8+*iP»T8+*8Pi8Ta 

481(l + 81)pM = *p1T«e+*tP»T» + *iPioT»+*8Pi8T8 

48, (1 +8J)PJ, = ^Vf27 +^PV^ + ^IW, 

481(1-+-S1)P84 = *PiT«8+*iPioT8+*sPi9T« 

481(81-l)pM = *p1Ts9+A,PuT8 

48, (8X—l)pa. = *PiT«+*8piiT8+*8pi8Ta 

48,(8,-1)^,  = *PiT« + *8pl8T8 + *8pl8T8 

481(81-l)pM=i*p1T«+*lPi8T, 

881'(l+281)p- = *PiTB»+2*ip4Tu+*8pi7Ta 

881(l+28])pu = ip1T10 + 2A1(B4T«+pBT14)+*8p1TT8+*8Pi8T8 

88, (1 + 28t)p4S = kfcf„ + 2A, (P4TI8 + P«TI5)+*8PI8TB + *8PIBT8 

881(l + 281)p48 = *piT42 + 2A1pBY18+A8piflY8. 

(30) 
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Bewegimg voiu Typus 2.3 etc. 109 

Aus diesen Gleichungen sind die B aber erst wirklich bestimmbar, vvenn "2;! bis y2H und fm bis y4a 

bekannt sind. Ziir Bestimmung dieser GroBen haben wir offenbar von der folgenden Form der Differential- 

gleichung fur die Zeitreduktion auszugehen^insofern sie GHeder dritten Grades ergibt: 

dJ- = S—2R+(6R—2S)ri cos v—3^R + f-|- S- 

19 
6i?7]S COS V + j — R—5? T)8 cos 3v 

und mit derselben die Form zu vergleichen 

fdV 
[ — ) = T23

T
|
3
 
cos (3w-v) "f-"i'3.)Ti3 cos (9w —3v) 

+t247lV co-s (3#f—2v-hVj)+y40?)8T)' cos (9»-2v—v4) 

+ TO5TJ
2
T/ cos (3#f—vt) 

+ Y26TiV2 cos (3w—v) 

+ Y.11TIT|'
2
 cos (9w—v—2VJ 

+ Y,2r/
3 cos (9tv—3vx) 

+YS7irpj/2 cos (3w+v—2vx) 

+ T28T/
3
 COS (3W—VX). 

Die GHeder dritten Grades der Form C sind nun aber: 

(2?8)c = j^gT)8 cos (3w—v) +?ai}"^3 cos (9*"—3v) 

B2 4rj 
2
TJ ' c o s (3 w —- 2 v + Vj) - 

?2bri2'fl' cos G°,w—Vl) 

?26TIT/2 C0S  ('^W V) 

HL'TVJ'
2
 

COS
 (3W+V—2Vj) 

pogr/3 cos(3w—vj, 

0 
' lJ40 TQ2TJ cos (Qtv—2v — vx) 

Y]7)/a cos (9;^—v—2vx) 

P427]'3 cos (9w — 3v4) 

0 
"H41 

so dafi also 
PM = 2«„ lJ28 ' 7'28 

?24=2a24 P39 — " a{ifl 

fe = 2a35 
840 = 2a1() 

P»6= 2^6 B    — 2 a 

^7 = 2a27 B     — 2 a p42 — ^ a., 2 

(31) 

(32) 

(33) 

ist, wobei  diese B-Werte bekannt sind, da ja die betreffenden a durch die Gleichungen   (7)   gegeben  sind 

Die beiden ersten Glieder der rechten Seite von Gleichung (31) werden also: 

(S—2R)S — (ag8—2Bg8)7]8 cos (Sw—v) 

-f (a24-2pa4)-fr/ cos (3w-2v+V,) 

+ («2S-2e26)71ycos(3w-v1) 
+ («26'—28^)1)^'a cos (3w—v) 

+ (a27 -2B87)7JKJ
/8
 cos (3w+v—2vj) 

+(*£8—28t8)^'8 cos (3^—Vj) 

+(og9—2p89)Y)8 cos (9w—3v) 

+ (a40-2l340)ri^' cos (9w-2v-Vt) 

+ («*! — 2S41)7jTj'2 cos (9w—V— 2^) 

+ (a43—2B42)irj'8 cos (9w—3vt). 
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no H. Buckholz, 

Bei Bildung des Produktes (6i?—2S)v]cosv hat man, vvie man sich leicht iiberzeugt. auszugehen 

von der Form D, weil diese in Multiplikatiori mit ?] cos v-Glieder der Form C, also Beitrage zu •;.i,i, yS4 etc. 

gibt, die ja nur in Gliedern der Form C vorkommen. Somit ist zu setzen, vveil die a- und a-Koefflzienten 

nicht in Betracht kommen, da  die  a in S Gliedern der Form C angehoren und die a von der Ordnung m' 

sind: 

(QR—2S\ = 0%-ff cos '3w +ti$nrj2 cos (3w—2v) 

+ 6pgY]Yj' cos (3» + v—vi) + 6pi2TjT/ cos (3»—v—vj 

+ HB9Y]7)
/
 cos (3w—v+v1)+6pi8'*]/2 cos (3w—2Vj) 

+ 6B107}/2 cos 3w 

+ B317rt
2 cos (9 w— 2 v) 

+6pi87)T]' cos (9w—v—vt) 

4-6pi9Tj/2cos(9w—2vt) 

und man erhalt: 

(6i?—2S)4Y] cos v = (3B7-|-8n)7)8 COS ?rW + 3B17T)3 cos (9w -3v) 

+ 3[i,,Tl
2T,/ cos (3w—2v + v,)  +3pig7]2T]' cos (<<)«> —2v—v,) 

+ 3(p8 + Pi8)tjy cos (3w--v1) + 3131,lriV
2 cos (9w—v—2Vj). 

+3f3107)7j/s cos (3w—v) 

+3p187jYj'2 cos (3w+v-2v,) 

Ferner wird: 

—SrfRj = — 3paYjs cos (3w—v)—3$srfr{ cos (3«—Vj). 

Hingegen iiberzeugt man sich, dafi die Glieder: 

,"A 1.1!) 
(- S-6R Jij»cos2v    und:      — i?—SI TJ

8
 cos 3i 

keine Glieder der Form C ergeben, wahrend: 

6RQif cos v = .'-ipjTj3 cos (3w-v) 

wird.  Die Differentialgleichung (31) wird somit fur die Glieder der Form (': 

idT\c 

\~ddir T•'n*cos (3w-v;      + 7'i'"v cos (9w-3v) 

+ T•)rfi\' cos (3w—2v+v1)+ T^'rfrf cos (9w -2v-v,) 

+ T^» T^T/ cos (3w—vj + T^rrf* cos (9w—v—2vx) 

+ rm ' W2 cos (3 w—v) + r/jf 7)'s cos (9 w—3 v,) 

+ T^rfl'2 cos (3w + v-2vx) 

+ r/^'Y)'8 cos (3 W—Vj, 

(33 a) 

wobei   sich   die   Koefflzienten   rj2|"   etc.   aus   den   einzelnen   zuvor gefutldenen   a   und 

zusammensetzen. 

B-Werten   direkt 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. Ill 

Diese  7-Koeffizienten   sind aber mit Hinblick auf Gleichung (32) gleich den gesuchten 7, die mithin 

durch die folgenden Relationen gegeben und nunmehr vollig bekannt sind: 

TS8 = ^8-2^8+3 ftn+SPj-SPj+Sft, 

T« =«26-2p25 + 3pia 

136 — y'2fi      -/l-'2(j""t~,Vl< 

-3Bg—3B8 

(27 
a27 — Zh»7+,:5IJ13 (34) 

128   —   *28       6P28 

139   —  a3U        ^lJ39 + ,)lJ17 

UO   =  aK)~2i3!0 + 3ri18 

— « on     i on 

742 = a48 —2B48. 

Durch Einfiihrung dieser Werte in die Gleichungen (30) erhalt man mithin direkt die der nuine- 

rischen Rechnung zugrunde zu legendenWerte fur die 3-Koefhzienten des Inlegralansatzes (28), vvelcher 

die exargumentalen G1 iecler dri11en Grades in R reprasenriert: 

lJ2() 

a 
r30 

k B1(331--3S2 + 3B7+33n-3«23) + /z1 p772+^BP177a 

4 5,(1+0,) 
k Pi (3 P9 — 3 a24) + ^1 P9T2 + /?3 Pl7 T3 

48,(1+8,) 

48,(1 + 8,) 

a     __ ^'Pi(3S
IQ —3a26) + ft, p973 +^1B1078 +ft3HisTg 

*' 48,(1+8,) 

_ kPi (3 3,3 — 3 a27) + ft, 387;, + ftg pi972 0 
Pss 48,(1+8,) 

B        _ — 3 k Pia28 + 7*1 PlO T3 + /?8 P19T3 
|J:" •" 48,(1+8,) 

0    _ * Pi(3P17-3%,) + ^pn 72 
48,(8,-1) 

_ k Pi (3 Pi8 ~3 a40) + ft2 B,,-,3 + ft8 8,272 0 
PS6   ^ 

lJ37 

P« 

48,(8,-1) 

__ -_*Pi(3plfl — 3a4,)+ft86,8T3 + *,&,?, 
43,(2,-1) 

_ -3/!;B1a42+//2B,.!7i!      • 
48,(8,-1) 

k 3_,(3 p, 7-3a89) + 2/^p4714 + ^S,772 

85,(1+23,) 

_ /^p1(3B,8-3a40) + 2A1(S4715 + 1B57„,)+A3(31773 + lB,),72 
H« 83,(1+25,) 

_ *3,(3B19-3a41) + 2ft,(S,T16 + 357,5) + fta(filgT3 + P19T2) 
|J43 ~ 88,(1+28,) 

0  3^3,at!, + 2/g]B-7,c + /;3B1,,7,i 
'J4G 85,(1+25,) 

(35) 
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112 H. Buchholz, 

II. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in der Breite. 

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in Q. 

Durch zweimalige Differentiation des im siebenten Kapitel gegebenen unbestimmtcn Integralansatzes 

fur die Glieder ersten Grades in 3 erha.lt man zunachst: 

d2?ii ••-,,-, , \ n div 
-~^ — —£i sinj sin (6w—0) } 6 — 1—t 
dv2 dv 

„ dw 
—s,, sin 7 sin off—D,) < () — 1—T, 

'      dv 

• 6Sj sin / cos (6»—t>) 
<i2w 

-6s„ sin/7 cos (6w—Ui)—r"v 

Nach der friiher entvvickelten   allgemeinen Theoric (cf. Abteilung I, Kapitel IV, Nr. II, .4, 4)  ist abcr: 

dw  1 + S,        dV 
~dv~       3     ~^it/"' 

also: 

dv 
l + 2«x—t—8{i  . 

dlA2 

oder, da es sich jetzt blofi urn die exargumentalen Glieder handelt: 

(     dv ) 1        dv \dv, 

Mithin vvird: 
d2Q, _ j      ]2[1.(1+28!—*>! sinj sin (6w—1>)     ) JF 

^f2 ~   1+12 ix(1 + 28, —tt) s2 sin / sin (6 w — D,) j Jf 

(  —36[x2£j sin_;' sin (6w—u) ) fdV\2 

( —36[x2s2 sin7" sin (6w—t)t)) ^ dv > 

I —G[isl sin j cos ("6w—b)    / fity 

\  —(3(AS3 sin/cos (6w—Uj)   )   &v% 

Bei Untersuchung der exargumentalen Glieder dritten Grades in R fanden wir aber, da6: 

d2V 
dv2 

d(tU 
\dvjy 
'dv'    lz 

\dv /; 
dv 

III 

m ,  
ist. Also wird,  da s 3E — ist, olfenbar fur die Grenze B, =: \/ 111' : 

dlV 
1  —— =E m 
'   dv 

\/m'. 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 113 

Ferner ist ja: 

also: 

mithin fur die Grenze 62 = m': 

(dV \2    m i-i 
\dv)   '  S2 ' 

dVV    mri 

1\dv) 

IVV 

\av i 
m'\/m'. 

dV 
Daher  ergibt sich,  vvenn wir fur   ----- den friiher gefundenen Wert setzen (cf. I, S. 382): 

CIV , 

{-^J— TuV cos (6w~2v)+Ti5"»P3' cos (6w—v—vt) 

H-Y16T/
2
 COS (6W— 2VJ) 

durch Ausmultiplikation der periodischen Aggregate im Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeits- 

grenze als Ausdruck der exargumentalen Glieder dritten Grades in $, die aus dem ersten Grad ent- 

stehen: 

\d*)~ 6tJ"SlTl4T'2 sin-7' sin (12w~ *> — 2 v) 

+6{ts1Yj67)7]/ sin/ sin (12w—0—v—vx) 

-f 6jXEj71GT/a sin/sin (\2n>—b—2vx) 

-f-6|J.£aTi4^2 sin /'sin (12tv—U3—2v) 

+ 6[xs,-r15Tj-rj/ sin/ sin (12tv—-t>x— v—vt) 

-4-6 JJ-S2TIG"1
/2

 sin/ sin (12w—01 — 2vx). 

wohingegen die elementaren Glieder der Form B: 

Bu.s1-I')]rl
2 sin J sin (2v — t)) + 6{J.S1fjgT)/3 sin / sin (2v1 — t>) 

+ 6[AesYi4'»]a sin/ sin (2v-   1),~) + H!XS2YU.T/
2
 sin/ sin (2\\ — t>t) 

-K)ij.:1Yi;iriTj/ sin_/'sin (v + V, —&) 

-f*6[i.egy,5Y)'r/ sin/ sin (v-f-Vj — \.\) 

zu (g)a kommen. 

(36) 

(36a) 

b) Die aus dem zweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in Q. 

Als unbestimmten integralansatz fiir die Glieder zweiten Grades in R fanden wir: 

R2 = £.,Tj siny sin (3» + H—v)      +S7TJ sin/ sin (3w+ Dt—v) 

+E1'r] sin/ sin (3»—6+v)      + ss"'i sin/ sin (3w --Oj+v) 

+657]' sin/ sin (3w+tt—vt)    ^hrf sin/ sin (3fV+t)1 — vx) 

+s6t)' siny'sin (3;r    U + v,)    H-e107j'sin/sin (3w — l^+v,) 
beiiksdiriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXXVII. 15 

(37) 
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114 H. Bnchholz, 

+ £Ll~q sin/ sin (3w—D—v)    +s15Tj sin/ sin (9w—0—v) 

+ s127]' sin_/ sin (3»—0—v1) -hslc;q' sin/ sin (9»—0—vj 

+«, ,Y) sin/ sin (3»—b1—v) -+-s17^ sin/ sin (9»—Dj—v) 

+ s147)'sin/sin (3w—1)1—v1)H-s18r)
/ sin/ sin (9w—»t—v,). 

Durch zweimalige Differentiation dieses Ausdruckes ergibt sich: 

(37) 

d3*~ 
dv2 ~ 

-e„Ti sin / sin 3w+ti—v)< 3 -= \-v + 6 '      J '(     dv 

\ n dw 
-s.Yi sin ; sin (3w—0+VM 3 -- 1- 41 t        dv 

i       dw 
s-r/ sin / sin (3» + D--v.) \ 3 -— +T + ?, 0 " '  I      dv 

\     dtv \2 

e65r)' sin/ sin (3w—D + v^j 3 — r—q j 

5,7, sin/ sin (3w+iJj- v)j 3 — \r\+<i 

n dw 
-e8T| slnJ Sln (3w—»!+v)j 3 — —tj 

S,,YJ' sin/ sin (;^7t'-+-t)1— v,)    3 — +T,+;, 

hoi sin/ sin (3w- Bj + vj j 3 — — xt—«j | 
t/w 

-s.,71 sin ; sin 3w—U—v) • 3 ~r— 2—1 + « 

l       dw 
slgYj' sin j sin (3*f—t)—Vj) •, 3 -y— —2—t+?j 

-e.s7] sin /' sin (3w—D,—v) { 3 — 2 — T, • 1        dv 

\       d W \ 
-su7]' sin/ sin (3»-»i-Vj) j 3 — — 2—1^-Kj | 

I      6/W I2 

-s,« Yi sin ; sin (9w—U—v)    9 —- —2 — r + ? 

516r/ sin / sin (9w—D — vt)    9 

—*,-*] sin ;' sin (ilw-D.-v) ] 9 — 2- + • 

in /" sin (9w—t>, —vt) ', 9 
<iw 

_-9...-T 
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•3 e. r; sin j cos (Sn> + t> — v) 

Bewegung vom  Typus 2/3 etc 

d'w 
dv2 

d2w 
+3e4 Yj sin / cos (3tv — b + v) —a 

+ 38B tj' sin j cos (3«> + 6—vt) 

^jj.Tj' sin / cos (3w—ti+Vj) 

dv2 

d2w 
Ifv2 

d2w 
iv2 

d2w 
dv2 

d2w 
~dv2 

3s9 '({ sin/ cos (3W+DJ-Vx) -^ 

3e, T, sin/ cos (3w + bj—v) 

+ 3SISTJ sin/ cos (3w — bx+v) 

+3e10Y)' sin/ cos (3w- lij + v,) 
d2w 
dv '• 

115 

•3sn T; sin./ cos (3w — b — v) 
,  d2W 

dv2 

+36,. YJ' sin./ cos (3w- b —v,) ^-^ 
d2w 
Yv2 

. d2W 
+ 3s,, TI sin f cos (3w—b,—v) 

IS    I - l/l" 

+ 3s. .Ti' sin ; cos (3w—to,— v,) -—, 

+9e18 YJ sin./ cos (9w—b — v) 

+ 9sie Y/ sin./ cos (9/f — b — vj 

+ (.>s17 r] sin/ cos (9*f—Dj—v) 

+ 9s18ir' sin/ cos (9w—t)j—Vj) 

d2W 

~dv* 

d2n> 
dv2 

d2W 

Yv2 

d2W 

Yv2' 

Da es sich jetzt blofi urn die exargume n talen Glieder handelt, so wird 

dV 
dv 

adn> I2     (,    a .   dV)2 

3 f-T+s    = \ 1 +O,+T + ?— 3JJ.- 
dv )        I 

6!A(1+81 + T+C)       +U[J.
2
   — 

Ferner: 

rfi; i        I dv) dv \dv, 

Ferner: 

(if <iW 

Setzt man diese Werte in den vorstehenden Ausdruck ein, so wiirden die Glieder in (-j~) , welches 

vom   zweiten   Grad ist,   offenbar   cxargumentale Glieder vierten Grades ergeben, so   dafi   also jetzt 

blofi die Glieder in in Betracht kommen. Ferner sahen wir, dafi: 
dv 

d2w , ,   .     m12 

——; m: m, respektive -5— 
dv2 Sj 

d2w m 
pektive —=s- ,  das  heifit, fur die !st, so dafi die mit-r-j- multiplizierten Glieder von der Ordnung -=— , resr„ 

Grenze 8| =; m1 von der Ordnung m'^/m', respektive  m'2 sind,   also   im   Hinblick   auf  die  festgesetzte 
J XT 

Genauigkeitsgrenze fortfallen. Indem jetzt ferner in —,— offenbar nur die Glieder ersten Grades in Betracht 
dv 

kommen, erha.lt man zunachst: 

d2 R \ Id V\ 
-/Rr I — 6u.(1 + 8, +1 + c)e„ TI sin / sin (3w+»-v)   -3— 

•60.(1+8,- ----c)s,Ti sin / sin (3w—b 4-v) (—— 
\dv I \ 

15* 
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H. Buchholz, 

-6;J.(1 + 8, + r + ?,)s.ri
/sin/sin (3w+B-v.)   ~—) 

\ a v J j 

-6[x(l -+-8X—T—^JggYsin /sin (3»~b + v,)   -r— 

-f-6fi(l +5, +tj +?)s77] sin/ sin (3w + tt,—v) 
dV\ 
dv I \ 

+ 6JJ,(1 +81—Tj—s)e87) sin/sin (3w—b,-f-v) (—-• ) 
V d v J 

+ 6|J.(1+O1-(-T1-I-;:|)E,)7J
/sin/ sin (3»f+t)j—vx) 

/l 

dv ! \ 

\ 
.6(j.(l+81—TX—c^s^Vsin/sin (3w—bx + vx) (—-) 

vaw/i 

+ 6[J,(—1 +5,—•c + ?)enT1 sin; sin (3w—b—v)  -j— 

-6{i(— 1 +8X—t + «x)s12'»j/ sin; sin (3«-D- vx) ( —-j 

•6|A(— 1 +8j— tx +s)£13Ti sin/ sin (3w—»x— v) ^-j 

•6|A(—1 +8, —T1+?1)S14YJ' sin,;7 sin (3w-b,—vx) ( 

• 18[xT.1 4-38,   -t + c) e,B Tj sin / sin (9w—b — v) 
fdV 
\ d v 11 

+ 18 ;x (1 +38, -t-f-cx) su;r/ sin/ sin (9w- b—v,) f—— j 

fdV\ 
+ 18 |JL(1 + 3 8,—zl + ?) s17 7] sin/ sin (9 W—Ux — v)  ——• 

\dv J \ 

18IJ.(] + 38t —![ + ?,) E18TJ' sin/ sin (9*f—t)x—Vx) ( 
dV 
dv l\ 

Mil Hinblick auf den Wert: 

wird also: 

(dV\ 
\dv) ~ Ys7] C°S (3w—v) + ,M  cos (8w—vi)< 

/^2R,\ 
\d$Jr [/'is"T-2 + /^Ei.-,Y2l'^ sin j sin (6w—ft) 

I"/?, Vdi + ^HiTalW s'n./ s'n (6w—B + V— vx) 

•[* 

-[A 

-[A 

• [A. 

•\h 

ls(.Ya+/z3£I5Yg]TiTl
/ sin./'sin (6w-b — v + v,) 

hts + Khtstalfl'2 sin./' sin (6w—0) 

Vi'a + 'MivTalV sin/ sin (6w—tix) 

T8+A8818f8]'^rj/ sin/ sin (6w -b, +v —vx) 

L
sib7«-*-*a«i7Tgl^V sin/ sin (ffw—»x—v4--vx) 

+ [*i £io T8 + *B 
sis T8] V 2 sm / sin (6 w—bj j 

+ A1S3Y2YJ
2
 sin 7 sin (6w + b — 2vx) (38) 
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(38) 

Bewegting vom  Typits 2/3 etc. 117 

+ [A1ehY8 + *] 
3.-, Y_JYi"1/ s'n./ -sin (Bw+b—v—v,) 

+ /i, s,. "CgTj'2 sin_/' sin (6w + t>— 2v,) 

+A1s7 Y2TJ
2
 sin/ sin (6w+t)] —2v) 

+ [7/1=7Y;! + /z1s!,i',]-rjTj' sin/ sin (6W4-&J— v—vj 

4-^1s9Y8Yj/a sin/ sin (6w + D: — 2v,) 

+ //2£u YgTj8 sin./ sin (6tv—0 — 2v) 

+ [ha Ej, Y3 -+- /«2 e12 Y8]TJT/ sin./' sin (6W— b— v—vt) 

+ ti2si.r;3-ii'
2 sinj sin (6w—t) — 2vA 

+ /?2S13Y2TJ
2
 sin/sin (6w-t),—2v) 

+ [/?2S13*l3+/'2SMT2]TlTi/ S'n/ Sin (6»-»,-V-V,) 

+ /;2S)4Y3T/- sin/ sin (6»—0, —2vt) 

4-A3E,-)Y0T1
2
 sin / sin (12w—b— 2v) 

+ [Ags15Y8 + ^8elgYg]ifj7j/ sin/ sin (12*f—ti— v—vA 

+ A:i£u;Y3r/
2 sin j sin (12w—b— 2vx) 

+ /23s17Y2Tf sin/ sin (12n>—ti1— 2v) 

•+- [*8 Sl 7 TS •+- &8 S18 T2] W sin/ sin (12W — t)j —v — V,) 

-4-/?3sl8Y3^'2 sin/sin (12 w—bt— 2v,), 

wahrend 24 elementarc Glieder bei Ausmultiplikation der periodischen Aggregate entstehen, und zu (j)« 

kommen und wobei ht — 3(1, //2 = —3;x, fe8 = 9{i ist. 

c) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes. 

Bezeichnet: 

*& 
rft'2 

— J die aus dem ersten Grad hervoi'gehenden exargumentalen Glieder dritten Grades, 

—^ir   die aus dem zweitcn Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder dritten Grades, 

38) den differentierten unbestimmten Integralansatz, 

dv*JB 

,dv2 

~r^-KR   die direkt gebildete Differenlialgleichung, 
dv /a 

so ist: 

dv2 +®)3    \ dv> + %','   V dv2 J      \ dv'- 
#&\ j^; (39) 

Im Hinblick auf die in diesem K'apitel ins Auge gefafite Genauigkeitsgrenze aber ist analog vvie bei R 
2U setzen: 

*3.   ,  Q 
!&A + ^1& 

<ifa /s     V dv2 (40) 
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118                                                                         H. Buchhulz, 

Der unbestimmte Integralansatz fur die Glieder dritten Grades in 3 aDer vvird offenbar: 

38 = S1(JTJ
2
 sin_/' sin (6w—U)                                    + s2sTi2 smJ' sm (®w—&i)                 \ 

+ £20"'jY]/ sinj sin (6w—D + v—v1)                     + 
S
2J

T
I
Y

|
/
 
sm/ sm (fiw—&i+v—vi) 

+ %{(p{ sinj sin (&w—D—v+v,)                    + E25TP/ sm/ s'n (^w—&1— v+v,) 

+ £22-l'2 smJ s'n (^w—&)                                  +£2(;Tj/2 si"./' sin (Bw—t'j)                1 

+ s27T|2 sin / sin (6w + i) — 2v)                            -hs3()rj
2 sin/ sin (6w + t>,— 2v) 

+ s28TJri' sin j sin (6«' + i) — v—v,)                     + £317JY]' sin/ sin (6 w + b1—v—v,) 

+ s2flrl'2 smJ sm (Bw+b — 2v1)                        +
s32Tl'2 sin/ sin (fiw + li, — 2v,)      \             (41) 

+s8g7j9 sin / sin (6w—0 — 2v)                            -f £3(,YJ
2
 sin/ sin (6w—t),—2v) 

+ e347jY); sin/sin (6w—t)—v—v,)                     +S37Y;7J' sin/ sin (6w—t>,—V—vT) 

+ s35v/2 sin/ sin (6»—t)— 2v,)                         + £;WY/
2
 sin,/' sin (6w—Dj —2v,) 

+ s39Yj2 sin; sin (12w—b — 2v)                          + £42Yi2 sin/ sin (12w—rj,— 2v) 

+ e40TJTJ
/ sin/ sin (12w—t>—v—v,)                    +£+3TlTj' sin/ s• (12w—Ut—V—v,) 

+ sttTj'2 sin; sin (12w—U — 2v,)                       +e44Yl'3 SUV" sin (12w—D,— 2v,).   ' 

Nach zvveimaliger Differentiation dieses Ausdruckes tindet man zur Bestimmung der imbekannten 

Koeffizienten s,9 bis su, mit Riicksicht auf die vorhergebenden Entwickelungen (36), (38) und (40) und 
unter Innehaltung der  festgeselzten   Genauigkeitsgrenze   die   folgenden  Bestimmungsgleichungen fur die 

gesuchten s, in denen e,9 bis s44 die  einzigen  Unbekannten sind: 

-48|(1+51)£),1 = ft,e4Y2+ft8s15T2 

—4 8, (1 + 8,) e20 = ft, s4 T8 + ft8 e, e Y2 

_481(1+S1)s21 = /?,efiY3H-/«3£15T:! 

—481(l + 81)tM = MeTs+MiaTs 

-48,(1 + 8,)s28 = *J^TI+*I«I»T« 

- 481(l+81)s24 = *i«eY8+*»«isTj 

-48,(1+8,)^ = VioTs+VwTs 

-481(l+8,)s26 = fti^oT.+^t^Ti 

-48,(1+8,)^,= ft, 88YS 

—4 8, (1 + 8,) B2S = ft, Sj T3 + ft, s5 T2 

-481(l + 81)829 = ft1s5T8 

-48,(l+8,)e80 = ft,s,T2 

-48,(1+8,)^, = ft1s,78+ft1s9Ya 

-48,(1+8,^ = ft, S9Y8 

+48,(1—8,)8g8 = ft8snT8 

+48r(l —S,)s84 = *,«UTI+*I«UTI 
(42) 

+ 48,(1—8,) s33 = ft2s12Y3 

+48,(1—S,)*^ = ft3£13-(2 

+48:(1 — S^Sg, = *l«llT$+*i«i4T« 

+48,(1— 8t)^8 =fta8uY8 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 

-881(l+281)e89 = 2/?1£ITI4+/?.!£15Y2 

-8 \ (1 + 2 8,) sM = 2 ft, e, Y15 + fe8 •,5 Y3 + hs s1(i Tg 

-8?1(l+2 81)£.il = 2*1t1Tie+*,tie78 

-83,(1+2o1)s12 = 2hih*!vi + h3s17-;2 

-881(l + 281)s48 = 2/i1s2YIr> + A3£17Y3 + /«;,s1MY2 

881(l + 281)s44 = 2A1s8Y1«+*gs18T8. 

119 

(42) 

III. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in der Zeitreduktion. 

Bei   den   Funktionen   S und R  haben  wir in den zuvor durchgeftihrten Entwicklungen die Glieder 

f dS\ 
dritten Grades in den Derivierten 0 und P der Storungsfunktion selbst  und   damit  die GroBen   —-—), 

\ dv /a 

••—— +R)   und [-,'-, + R    zunachst noch bei Seite gelassen.   Da diese in 0 und P auftretenden Glieder 
dv'-        J a \d v2 /:J 

dritten Grades von der Ordnung m' sind, so batten wir in den vorstehenden Untersuchimgen die in den 

rechten Seiten der Gleichungen: 

'"A +* 

dS\ _ (dSc 

dVIZ        \ dv !;>,'    V dv /•{ 

?)=m 

dSA     (dS, 

d2R^ 
dv2 

dv 

d2R, 

+ 

3       v 

dSa 

d V !;\ 

fd2Ra 

dv2 Js     \ dv2 •R, 

auftretenden exargumentalen Glieder dritten Grades, die sich durch Integration aus den Gliedern des 

nullten, des ersten und des zweiten Grades ergeben (die wir jedoch durchweg durch partielle 

Differentiation bestimmt haben), mit m' verglichen, Und zwar hatten wir sie bei kritischen Planeten 

dann noch mitgenommen, wenn sie um einGeringes grofJer als von der Ordnung m' waren, sie hingegen 

fortgelassen, wenn sie von der Ordnung m'sjm' waren. 

In der Differentialgieichung fur die Zeitreduktion hingegen: 

dT\      fdT, dTt\ 
dvJz    \dvJs     Kdv/s    \dvlz    \dvJi 

*T,\ ,  (dTB (43) 

ist die linkc Seite, da sich-—— ja aus S und R zusammengesetzt (wie die rechte Seite der Gleichung fur T 

zeigt,  cf. I,  S. 391)  offenbar  nicht  von   der  Ordnung m', sondern von der Ordnung ——. 
°i 

Bei Entscheidung dariiber, welche exargumentalen Glieder der rechten Seite wir in Gleichung (43) 

mitzunehmen haben, diirfen wir also die GroOen: 

dvli dvj-l 
dT2 

dv /3 

nicht mit in', sondern mussen sie vielmehr mit --    vergleichen. 
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120 H. Buchholz, 

Nun ist aber: 

und: 

wobei: 

dV\_ 
dvlz 

T0 — Yj sin 3n> 

d^)r~z^cosZn>^\ 

Y23YJ
3
 cos (3w—v) +7:s97!3 cos (9W—3v) 

+ *(2\rrrl' cos (3w-~2v + v1) + 740'f]2Tj
/ cos (9»-2v—vx) 

+ Y25Ti2'ri' cos (3w—vj +TuTrfl'2 cos (^w—v—2v,) 

'+" Wi7/2 cos (^w—v) + T427)'8 cos (^w—3v,) 

+ Y27T,Tj/2 cos (3»+v—2vJ 

+ T28fj
/3 cos (3w—vx) 

bekannt ist, da ya8 bis yS8 und Y89 bis y42 zuvor gefunden wurden.  Es ist somit: 

dV\      m' 
dv A     8,' 

(44) 

(45) 

—   ist,    so und zwar bei  kritischen Planeten  numerisch  um ein Geringes grofier. Und da audi -jl 

werden mit Hinblick auf (44) die aus —=-2 entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades: 
dv 

dT0\      m'2 

Fiir die Grenze 8? = m  also wiirden diese Glieder von der Ordnuns m, d. h. < — - und kommen 

Ml' 
deshalb in Gleichung (43), wo wir nur Glieder von der Ordnung-~- mitzunehmen haben,  jetzt   nicht   in 

Betracht. Anders verhalt es sich indes schon fiir das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (43). 

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in T. 

Zur Untersuchung des zweiten Gliedes der rechten Seite von Gleichung (43): 

(dTi\ 

ist ja (cf. 1, S. 382): 
\dv !-A 

r, = (7)),+ (T»)1+ (Tg\- (Ti)1+ (Kk+Kg)v 

Also haben wir jetzt anzusetzen: 

Tt = YjT] sin (Sw-vj + ^i, sin (6*-v)+fei] sin (3w + v) 

+ YgV/ sin (3tv—V1)+TS7J/ sin (6»—v,) 
(46) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 121 

und erhalten durch Differentiation hieraus: 

dT, 
= i,t\ cos CSw—v) ] 3 — 1 + g | +7,7] COS (6W —V) \ 6 — 1+?? 

dv (      dv ) (      dv ) 

+ Y3
ri cos (3w-Vj) ] 3 — 1 -+-?! | + Tr,T/ cos (6W-vj j 6 —- — 1+Cj 

( CI \) ) \ CI is 

Nach dem Friiheren ist jetzt zu setzen: 

dm 
dv 

dw \ 
+ T(.7) cos (3w+v) j3 — +1—cj 

Da nun: 

dV      m' 
^ ^ "s" ; 

OT 

sind, so wird z. B. ein Glied in: 

hingegen: 

T.    =      ;   dagegen J    ^ 

J w      w'2 

rft> ^ '"8^ ' 

, dw     m12 

*i2~dv~^~W 

Das erste dieser Glieder wird fur die Grenze 8| = m' von  der Ordnung »/',  kommt jetzt also nicht 

m1 

in Betracht. Das zweite hingegen wird von der Ordnung—,   ist  also   mitzunehmen  nach dem   zuvor in 

Bezug auf Gleichung (43) Bemerkten. Mithin wird: 

—SJITJV 
COS

 (3^—Vl) (—) 
\ civ I % 

oder, da: 

157/ = Tl4"^ C0S (6w—2v) + 'fi->r'V cos (6w—v—VI)+T16V
2
 
c»s (6w—2vx) 

ist, so erhalt  man  hieraus  den folgenden Ausdruck fur die mitzunehmenden  exargumentalen Glieder 

dritten Grades in T, die aus dem ersten Grad folgen: 

'—J- i : 
dv/s 

3 
P-TuWCOS.(3w—v) 

3 
|*Y], Ygt)8 cos (9»—3 v) 

- -o- RuTs'lV cos (3w— ^v + Vj.)— — :A(YM7;! + TI5T'2H
2
V 

COS
 (9W—2V—vj 2 

3 
!X715Y'2Wcos(3w—vt) 2" ^(Tis^+VisTg)^'1 cos (9w—v—2vx) 

3 3 
9 P-TuTiW cos (3w—v) - — f^TtaTsV3 cos (9w ~;3vi)- 

(47) 

(^Tie^W8 cos (3w+v—2vJ 

7 !
J
-TUM:^ •• COS(3w—V,) 

Denkschrii'ten der malhem.-naturw. Kl. Bd. L.XXVII. 16 
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122 H. Buchholz, 

b) Die aus dem zweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in T. 

Urn zu entscheiden, welche Glieder sich aus dem drittenGlied der rechten Seite von Gleichung (43) 
ergeben: 

\dVJ2 

hat man ftir T2  offenbar in Erganzung des allgemeinen Integralansatzes (cf. I, S. 382) jetzt den folgenden 
Ansatz zu machen: 

T2 = Y7Y)
2
 sin 3w +Yn"12 sm G^w—2v)       +*('url2 sin (6tv—2v) 

YgYjY)' sin (3w+v—v1) + 712r^
/ sin (3w-v—v^ + 't^rfq' sin (6»-v—v,) 

T9TjTj' sin (3 tv—v+v,) + Y13T]'
2 sin (3 w— 2 vj    + Y^YJ'

2 sin ((3 w—2 v,) 

Tio'l'2 snl 3w 

+ Ti7
Ti2 sin (9w—2v)       +T2orla sm (3w + 2v) 

+ Yi87i7)' sin (9w—v—Vjj+Yjjt)2 sin 6w 

+ Y19r/
2 sin (9w-2v,)     +TMipr/ sin (6^+v-vJ. 

Nun   sind ja  aber  die Glieder  vom Argument Qn>—2v etc.   die  langperiodischen,   die   bei   der 

Integration in T vergrofiert erscheinen (cf. I, S. 376 und 380) und claher ist: 

(48) 

tie 

m 
8*' 

wahrend die iibrigen f in (48) samtlich von der Ordnung -r-sind. Bei der Differentiation werden jetzt aber 
°i 

Id V\ 
samtliche Glieder (d. h. die exargumentalen, die wir ja betrachten), mit   — -  multipliziert, also nur die 

V avJx 
w'2 

langperiodischen vergrofiert, und daher werden sie von der Ordnung -^-,-, also fiir die Grenze von 

m 
der Ordnung  j- und sind demnach mitzunehmen. Mitzunehmende Glieder liefert also der Ausdruck: 

oder: 

dT2, 
dv J<f 

6^Y'47J
2
 cos (6*f— 2v) 

dV\ 
dv )i 

-bfj-Y^.Tj-rj' cos (6w—v—v1) (—,—I 

—6(1^7" cos(6w—2vj) (^j 
dF\ 

-j*j = — SixTaTiVl3 cos (3w—v) — SnYaTu7)8 cos (9w—3v) 

-3I*T8 7HW 
COK

 (3W—2v + Vl) — 3|iXvru+T2Ti'5)W cos (9w—2v—vx) 

—3fATsYiBYls,'l' cos (3w—vj --^Vfir, +VHG)"^'
2
 
cos (9w—v—2vx) 

— 3 p-Y.-iYiC"/jr/" cos (3w—v) —3[XYsY'(;'
fi':! cos (9*^—3Vj) 

— 3lJ'T2TiVrlYl/a coy (3w+v- 2vx) 

— 3!J-T3T1
/
6^

3cos(3w-~v1) 

(49) Di
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Beweguug votn Typus 2/3 etc. 123 

c) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes. 

Jetzt dtirfen wir indes den Differentialquotienten des unbestimmten Integralansatzes   —-}.   noch 
\dv j 

niclit wie bei R und S bilden, da wir nicht wissen, ob aus der linker) Seite der Gleichung (43) nicht etwa 

Glieder mit neucn Argumenten hervorgehen. Urn das zu entscheiden, bilden wir zunachst die linke 

Seite von Gleichung (43) dadurch,  dafi wir in: 

(50) 

j-J = (S—2R)a+(QR—2S)aT\ cos v—3-tfR^ (~ S—QRU* cos 2^ 

+ QR0rfi cos v+ (-T-R—S ) T,
3
 cos 3v 

V 4 /o 

den exargumentalen Teil einsetzen. Dabei ist der exargumentaleTeil der FormC durch die Gleichungen 

(32) und (34) dieses Kapitels bereits bekannt. Um den Teil der Form D fiir Gleichung (50) zu bilden, wird, 

da Sa von der Form C ist: 

S8—2RB = — 2^9T]3 cos (Qw—v) — 2f385T)3 cos (6w-3v) 

— 2(3.,0 Tj'-r/ cos (6w—2V + VJ — 2pg67]87]/ cos (Gw—2v—vt) 

— 2 %, -f-r/ cos (6 «/—Vi) — 2 p87^'2 cos (6 w—v—2 vt) 

—2pgg7p]'a cos (Qw—v)          —2p;i8r/« cos (Qw—3vt) 

— 2rp.n-r;c{°- cos (6H' + V-2V]) 

— 2(i31ri'
3 cos (6*P—vt) — 2p437j3 cos (12w—3v) 

— 2p44Tj2r/ cos (12w—2v—vx) 

— 2[345riri'
8 cos (12w— v—2Vl) 

— 2134(,Y/
3
 cos (12w—3vt). 

Um die Glieder der Form D aus dem Produkt: 

(6 A—2S)2Tj cos v 

zu erhalten, hiitten wir von (QR—2S)a nur die Glieder der Form C ins Auge zu fassen, da sich, wie man 

erkennt, nur aus diesen in Multiplikation mit TJ cos V Glieder von der Form D ergeben; wir haben also 

auszugehen von: 

und erhalten somit: 

(6A-2S)2 = (6pi4-2au).t)2 cos(6w-2v) 

(6P16—20^)7)7)' cos (Qw—v—vt) 

(6p16-2a16)ri'
2cos(6w-2v1). 

(6A5—2S)2Tj cos v = (3|314 — Ki*)^8 COS (QW—v) 

+ (3 [3,4—a14) if cos ((3 w - 3 v) 

+(3Pi«—*u)W cos (Ow-v,) 
+ (3Pi5~ai5)"ri2T/ cos (6w — 2v—vq) 

+ (3p,ri—alfi)Yj7/2 cos (6w+v—2vx) 

+ (:Jjrt(;~«i6)*) V" cos (6w-v + 2vt). 
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124 H. Buchholz, 

Zur Bestimmung ferner der aus ZrfR^ resultierenden Glieder dritten Grades der Form D haben wir 

in i?j offenbar den Teil der Form D ins Auge zu fassen und erhalten so: 

-3'q2R1 rr: —3 p4Tj3 COS (6w—v) — 3(3,.7]27]' COS (6»—V,). 

Und da in: 

--S—6R U2cos2 
v2 

St keine grofien Glieder der  Form D enthalt, da die Koefflzienten der Glieder der Form D  in S,, 

lich <a4, a&, von der Ordnung m', nicht aber von der Ordnung -5- sind, so wird: 

— S — 6R)-q2 cos 2v = — 6Rtr,2 cos 2v = — 3p,Y]3 cos (6»-3v) — 3p«lf)V cos (6»-v—vt). 
2 A 

Hingegen ergeben die Ausdrucke: 

19. 
6i?07j3 cos v    und    (-7-J?—S ) TJ

3
 COS 3V 

(51) 

offenbar keine mitzunehmenden Glieder dritten Grades der Form D. Die Gleichung (50) wird daher bei 

Mitnahme der C- und D-Glieder: 

ldT\ 
\~r~) = T23Tld cos (3»~v) •+-C29'>]8 cos (6«/-v) 

+ T247j2Y]' cos (3w—2v + V,) + C30Yj2Y]/ cos (Qtv—2v + vJ 

+ Tas rCri' cos (3 *f—Vx) + CB] Y)V COS ((3 M>—Vj ) 

+ T26'/JT/
2
 COS (3»—v) +t:i2"'ir/2 cos (6w—v) 

+ Y277i'1/:icos (3w+v—2v1) + t3S'»]7r'8 cos(6w-f-v--2v1) 

+Y28Y
8 cos (3w—Vj) -K34VJ

/3
 cos (6w—vt) 

+ C36i')8 cos(6w—3v) +T39
ri:i cos (9*f—3v) 

+ C3B TJ
2
 -/j' cos (6»f—2v—V1)+740TI

2
Y]' cos (9w—2v—vt) 

+ :ZA7-tirl'
2 cos (6»—v—2v1)-j-Y41Tl7j'2 cos (dw—v—2vt) 

+ C!8Tj/;i cos (6tv—3vt) +T42Ti':i cos (')w—3vi) 

+ C43vj3 cos (I2w—3v) 

-+-C44Tj2Yj' COS (12W—2V—Vj) 

+ 545v)Tj'2 cos (12w—v—2vt) 

+ C467j/3cos(12w-3vl), 

wobei Y23 bis y2s und yS8 bis y4S durch die Gleichungen (34), £29 bis C38  und C43 bis C4fi  hingegen durch die 
Gleichungen: 

C29 = -3p4 + 3p14-ai4-2p29 

Cs, = -3l33 + 3|315-a]B-2psl 

^32   — ^P3 (52) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 125 

'33 3tur -a.  28 
6       -1 P33 

r    — 9 R 
»84 — £,P84 

*35 == 3 p4 -f- 3 p14 a14 2B35 

Cje = -3'P8 + 3S16~ai5-2888 

Cs7 = 3-p]6-a1(i-288, 

=     2p3S 

9 A ZH43 

*88 

Ca = 

»44 —" ^P44 

^45   = — 2° 

-2ft 

45 

46 

(52 

gegeben sind, da [32fl bis [i46 durch (35) gegeben sind. 

Jetzt sind wir imstande, auf Grund der drei berechneten Glieder: 

(dT»X     fdTA     (dT,\ 

\dv)\   xdvk   \dvj'3 

sovvie der ermittelten linker) Seite von Gleichung (43): 

fdT\ 

dvJs 

den  unbestimmten  Integralansatz fiir die  exargumentalen Glieder dritten Grades in T aufztl- 
stellen.   Derselbe wird offenbar: 

73 = T2VriS sin (3w—v) +Y2grj
3 sin (6w—v) 

+ v.'4rJ
2ri' sin (3w—2v+v1)4-%0r\Bif sin (6w-2v + v,) 

-:-Y4
T

I
2T

J' -sin (^ w—vi) +"i,3i7i2Tl' sin (6*—vt) 

H-,-.',.TJT/
2
 sin (3»—v) +Ts8TJ7)'8 sm (®w—v) 

+ "i'>1'
fi<!2 sin (3»+v—2v1)+788t)Tj/1 sin (8w+v—2vt) 

+ 7L'sri'
:i sin (3w-vt) -bY34Tj'3 sin (6w—vx) 

+ Y;;f) Yj:5 sin (0 w—3 v) + Y^YJ
3
 sin (9w—3 v) 

-t-T:.i(i"^T/ sin (6w—2v—vj+^ij*!)' sin (9w—2v—vx) 

+ Y;i7Tj^'- sin (ihv—v—ZvJ-t-y^Tp]'2 sin (9w—v—2\\) 

+ 7:i87i,/:! sin (6w—3VJ        +T,Vri/:! sm (9w—3vx) 

+ Y43-fj3 sin (12w—3v) 

+T44W sin (12w—2v—vx) 

+T«ipr'"sin(12»-v-2v1) 

+ Y4firj'
3sm(12w-3v1), / 

wobei YB9 bis Y3,S und y4S bis y((. samtlich von der Ordnung-5-,  hingegen y';i bis y^ unci y^ bis y42 von  der 

/»' 
Ordnung -r^- sind. 

(53) 
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26 H. Buchholz, 

Durch Differentiation von Gleichung (53) ist nunmchr auch das vierte Glied der rechten Seite von 
Gleichung (43) ge fun den. Es wird: 

+(31+2<;—q)^4T)s?!' cos (3w—2v+Vi) 

+(8j + s1)T2r,TJ2^'cos (3w—Vj) 

+ (S1 + ?)Y2
/
(,YJT/

2
 cos (3w—v) 

+ (3t —- + 2?1)Y^YJ7]
/2
 cos (3w + v—2vt) 

+(81 + «1)T^/8cos(3w-v1) 

+ (281 + 3c— l)Y88
,yj8 cos (0w— 3v) 

+ (1 + 2 5j + c) x29 TJ
3
 cos (6 w—v) 

+(l+28j + 23;—OTBOW 
COS

 (6w—2v+vx) 

+ (1 +28,+?l)73]Tj2'r]/ cos (6w—Vj) 

•+(] +2St + ?)Y32Tj-fj'2 cos (6w—v) 

+ (1 +28j—c + 2c1)Y:!3rirJ'
2 cos (6w-+-v—2vx) 

+ (1+28, +«1)T84,5/8 COS
 (OW—vt) 

+ 3 (8j + 0 Y3',,TJ
3 cos (9 w— 3 v) 

-(281 + 2«+«1— l)Y36rjYcos(6w—2v—v4) + (3 8,+2? + ?^Yi0TV cos (9w~ 2v—vt) 

-(2S1 + c + 2?1—l)-f37TiTj/2cos(6w—v—2v1) + (381 + c + 2?1)Y4'1rj-ri'
2 cos (9w—v—2v,) 

(54) 

+ (281 + 3s1 — l)Tssir3/8 cos (^w—^vi) + 3(8, +?1)T[2V
3
 

COS
 (9w—3v,) 

+ (1 +481 + 3?)Y43TJ
3
 cos (12w—3v) 

+ (! + 48, + 2; + s1)74.trj
2Y]' cos (12w—2v—vj 

+ (1 + 48, + ? + 2 ?j) Y.,. rjT)'8 cos (12 «/—v—2\\) 

+ (1+48J+3C,)Y,,(;T]
/3

 cos (I2tv—3Vj), j 

Im Hinblick auf die Gleichung (43) erha.lt man somit die folgenden Besti mmungsgleichungen 

fiir die gesuchten unbekannten Koeffizienten des fntegralansatzes (53) fiir die exargumentalen 

Glieder dritten Grades in T: 

(&i+«)T«—SUTiTu V-fula 

3 

Yg8       VI    '    »/ 123        -ri! 114 

T24 = (8i + 2?—OTM—SlATsTu— y H-TUT« 

T25 = (Si+«i)T2S— S|iTiTi6— 2 P-faT* 

727 = (81—«+2«x)tK—3|iTf«Ti'»— o Hi«Ti 

2 K-TieTs 

3 
2 

Yas = (3i +«I)TTM— S^YsTie— y !
J
-TIBT;' 

C29 = (1 + 281 + C)Y29 

CM = (l + 281 + 2«—^)Y80 

C3l=r(l+251 + ?))Y:!1 

C32=(1+28]+C)Y32 

CM = (1 + 281-«+20TM 

C34 = (l+281 + q)T34 

C = (281+3«-lJT„ 

C3fi = (281 + 2? + ?1-l)Y3fi 

C37 = (281 + ?+2«1— 1)YB7 

C38 =(281 + 8«1—1)TM 

(55) 
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Bewegung vom Typus 2/3 etc. 

T89 = 3(*i+«)T«»—SRaTi*— -o-f-TidTt 

3 
T« = (38i+«+2s1)Yi1—3p,Y8Ti—3(*TsYi«—yKTisTs+TieTs) 

T« = 3(8,+^)^,— 3fi,TgTi6— y I1 Tie fa 

C48 = (i+481+3«)Y48 

C« = (l+48i+2«+C1)T« 

Ci» = (l+481+«+2«1)748 

C46 = (l+48,+3?1)T4fi. 

Die gesuchten Koeffizienten  des Integralansatzes (53) sind somit im Hinblick auf die vor- 
i-esetzte Genauigkeitsgrenze: 

3 

127 

(55) 

183 

3p11+3p7—3^+3^—3a,8+3|tTtTu+ T I**"** 

3P»—3am+3MalL+ V P-TuTs 
T ., = 

•4 = 
3Pu+3fc—308—3«i» + 3HTtTiB-*  yH-TuTi 

3f310— 3a36+3R8Ti'B- 
T^ 

V27 

T; 

yf-TisTs 

3 Pis—3<^,+3 K-T.Tu+y H-TieTa 

-3«88+3nY8Tri6+-o  H-TuTi 

-3p4+3p14-al4-2pl) 

1 + 28! 

— 21 
Tso — 1 + 28, 

-3p5 + 3Pi5--«ir,-2p8i 
1+28, 

Tsa      "1+28, 

3Pl6      a18 — 2P8g 
T33   — 1+28, 

T3. 
_-2p84 

1+28, 

(56) 
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128 H. Buchhoh 

"if 3 5 
3jJ4-3pi4 + a14+2(335 

1—23, 

Tse — 
3R,-3p„+al6+2| '3(1 

T37   — 

-28, 

-3p16 + aie+2p37 

1—2S1 

1—28, 

• 39 

140 

3 Pl7 — 3 a39 + 3 H T2 7u + Y  '^ Tl 4 "''^ 

3 8, 

3 3 
3 Pis—3 «4o + 3 [xT3 Ti i+3 (tYa T« + y I*Ti4 Tg + y t*T15 Yg 

38, 

Tl, = 
3p19 —3a11 + 3|J,Y3 TI'. + 3[J.73Y1'6+ y P-YisTs + y tJ-Ti6T2 

38, 

3a42+3(tY87i6+y C-TieTs 
Us — 3 8, 

,43       1+48/ T44 = 

v       — 

_~2j344 

" 1+481 

-2P48 

T4B 
•2P45. 

1+43/ 

l+48t 

(56) 

Die exargumentalen Glieder dritten Grades in 7'sind somit durch die Gleichungen (53) und (56) 

ermittelt. wobci naturlich die 7 fiir den zvveiten Grad bekannt sein mussen, die vvir bei der in 

Abteilung III diirchzuftihrenden Integration der DilTerentialgleichung fiir die Glieder zvveiten Grades in 

der Zeitreduktion ableiten vverden. 

Nun istja: 

Tg  = Tu= -p'    also   T«TM?= -gr. 

mithin fur die Grenze: 
n 

las If «*' 

das heil.it null ter Ordnung, also  so grofi  wie  die  elementaren  Glieder.  Zunachst fanden vvir nun 

1st nun bei nicht kritischen in 7 Glieder von der Ordnung -u, jetzt  solche  von  der Ordnun 6    gg>  J B 3, 

Planeten 3, > m' also -^ < 1, so fallt die Reihe der exargumentalen Glieder, die offenbar eine  Potenz- 

reihe in -rs ist: 
5T 

8* +   51 
(57) 
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Bewegung vom  Typus 2/3 etc. 129 

Fur kritische  Planeten hingegen, wo: 

m' 

ist, steigt die Reihc (57) und darum sind eben bei kritischen Planeten die exargumentalen Glieder dritten 

Grades grofier als die Glieder dritten Grades in 0 und P selbst. Wiewohl nun die Reihc (57) in jedem 

Grad fur sich endlich ist und ihre Konvergenz daher nicht in Betracht kommt, so wird doch, wenn die 

Reihe (57) bedeutend steigt, auch die Gesamtreihe der Stdrungen schwacher konvergieren, trotzdem 

das Steigen der Reihe durch die Potenzen von -q ja herabgedrilckt wird. In einem kritischen Grenz- 

fa.ll, wie dem von Hilda, miifite man dann bis zu sehr hohen Potenzen hinsichtlich der 

Exzentrizitat und Masse in den exargumentalen Gliedern gehen, um den gerechneten Ort innerhalb der 

Beobachtungsgrenzen darzustellen. Fur solche extreme Fallc, in denen die partielle Integration (oder 

Differentiation) kaum noch praktisch zum Ziele fuhren diirfte, hat Gylden cin anderes Verfahren mittelst 

elliptischer Funktionen eingefuhrt (wie es ahnlich HerrHarzer bei Hecuba verwandt hat), das alle 

exargumentalen Glieder der verschiedencn Grade mit einemmale  zu  berechnen erlaubt. Pur die iibrigen 
2 

Planeten des Typus —,  die nicht,  wie PI i I da selbst,  den   extremen  Fall   bczeichnen, diirfte   die   im Vor- 

stehenden entwickclte Theorie geniigende Resultatc verbiirgen. Xur bildet bei diesen prinzipiell so tief 

angelegten unci in mathematischer Bcziehung so vollendet ausgebildeten Methoclen zur Behandlung des 

Problems der Bewegung der Planeten, wie sie Gylden uns hinterlassen hat, doch wieder nur die 

numerische  Anwendung,   der  Vergleich   und   die Dbereinstimmung   mit der Erfahrung, den 

eigentlichen Wertmesser und Mafistab.  Unci eben deswegen habe ich mir in diesen  und in  den weiter 
durchzufiihrenden  Untersuchungen   das   Ziel  gesteckt,  die   lineare  und  die  horistische  Integrations- 

methode Gyldcn's  am   Beispiel   eines zunachst einfacheren Planeten   der wirklich   im Planetensystem 
2 

auftretenden  Bewegung vom  Typus — auf   ihre   wirkliehe   Verwertbarkcit   hin   zu   untersuchen 
o 

und zu priifen. 

Halle a. d. Saale, im Februar 1904. 

Hugo Buchholz. 

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXX\'II 17 
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