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Bewegung vom Typus 2,3 eic. 3

Einleitung.

Im folgenden sind die Krgebnisse meiner weiteren Studien iiber die Bewegung der Planeten der
Hilda-Gruppe auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie, speziell auf Grund desdinedren, Gyldén-
Brendel'schen Integrationsverfahrens gegeben. Dabei habe ich jedoch die partiellgflntegration Gyldén's
in dieser zweiten Abteilung meist durch die partielle Differentiation und Koeffiziegtenvergleichung ersetzt,

weil sich dadurch die fiir den Typus 5 beim zweiten Grad kompliziefle Behandlungsweise der

Differentialgleichungen zweiter Ordnung des Radius Vector und der Bgeite besonders (ibersichtlich
gestaltet. (Hinsichtlich des Prinzipes cf. Abtcilung 1, S. 438 und 443.)
Nachdem ich in Abteilung I!' zundchst in den zwei ersten Kapiteln eine kurze Einleitung in

die Gyldén’'schen Grundprinzipien vorausgeschickt, hierauf im dritten Kapitel die Bestimmung der
2 ! .
»elementiren« und »charakteristischen« Glieder fiir den Typus ; ausfiihrlich dargetan hatte, im Hinblick

<

auf Gyldén’s neue Prinzipien den didaktischen Gesichtspunkt fegtzuhalten bemiiht, fiihrte ich im vierten
Kapitel die Integration fiir den nullten und ersten Grad migfelst der particllen Integration vollstandig
durch, um schlieBlich im fiinften Kapitel eine provisoris¢he numerische Anwendung beziiglich der
Grenzen der Liicke zu geben, die im System der kleigen Planeten bei Hilda auftritt und ein so
interessantes, bis Gyldén nicht erkldrbares Phanomen ing' Planetensystem bildet.

‘

In dieser zweiten Abteilung meiner fortgesetzten Untersuchungen tiber den Typus 3 habe ich

zundchst im sechsten Kapitel die Storungen zeiten Grades fiir den Radius Vektor, soweit sie
in Betracht kommen, bestimmt, wobei sich die ghalytischen Entwicklungen, deren Umstadndlichkeit mit
dem Grade wichst, bereits wesentlich komplizgerter erweisen als beim ersten Grad. Dabei habe ich
auch in dieser Abteilung bei den Entwicklungén fiir den schwierigen, tiberhaupt noch nicht behandelten

IS

2 . ) .
Planetentypus~é doch dem didaktischen Gesfchtspunkt Rechnung zu tragen versucht und mich bestrebt,

die Darstellung so einfach und natiirlich wie moglich zu geben.

Im siebenten Kapitel habe ich «ie Breitenstérungen bis inklusive zum zweiten Grad entwickelt
und im achten Kapitel mit der wiederum wesentlich umfangreicheren Entwicklung der Stérungsglieder
dritten Grades insofern den Anfang gemacht, als daselbst die Berechnung der in bestimmten exargumen-
talen Gliedern bestehenden Hauptbetrage der Storungen dritten Grades ausgefiihrt ist, und zwar flir den

Radius Vector, fiir die Breite &ind fiir die Zeitreduktion (Ldnge). Wohingegen die Berechnung der
)

Storungen zweiten Grades flsg die Zeitreduktion, ferner die vollstindige Angabe aller fiir den Typus ;

spezialisierten, fiir die numerische Rechnung in Betracht kommenden Entwicklungskoeffizienten der
Derivierten P, Q, Z der Stérungsfunktion bis zum dritten Grad inklusive und die weitere Integration fiir
den dritten Grad, dazif die Berechnung der von der Neigung herrithrenden Storungsglieder, sowie
schliefflich der konstanten Glieder in S, R, 7, B, der elementéaren Glieder der Form A, die zweiten Grades
sind und der Integ¥ationskonstanten der dritten und letzten Abteilung dieser, zunichst noch ohne
Anwendung durchgefiihrten, rein theoretischen Untersuchungen vorbehalten bleibt. Zugleich werde ich
dieser dritten Abteilung ein alle Einzelheiten des theoretischen Weges umfassendes Schema fir dic
nNumerische Anwendung samt einem Resumé der bei unserer Darstellung prinzipiell innegehaltencn
Genauigkeitsgrenze beifiigen.

i Denkschr. d. math.-naturw. KI. d. kais. Akad. d. Wissensch. zu Wien, Bd. LXXII, S. 309 —473.
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Die vorliegenden, mittelst der linedren Integrationsmethode durchgefiihrten Untersuchungen bean-
spruchen als solche, wie in Abteilung I bereits hervorgehoben wurde, noch nicht, gie von Gyldén als
letztes Ziel ins Auge gefafite »absolute Bahn« eines Planeten der Hilda-Gruppgzu geben und machen
daher auch nicht den Anspruch, auf gleichformig konvergente, unbeschrinkt giidtige Entwicklungen fiir

die Koordinaten eines Planeten vom Typus zu flihren. Sie sehen es vielmehs zunédchst nur auf eine fir

L

beschriankte Zeit giiltige l.osung einer kommensurablen Bewegungsab, welche die analytische
Stérungstheorie bis Gyldén nicht zu geben im stande war. Indem die vorliegenden Entwicklungen
also unter Verwendung der neucn von Gyldén gegebenen storungstifeoretischen Gesichtspunkte einen
im Planetensystem wirklich auftretenden fundamentalen Fall behandeln, stehen sie doch selbst von
vorneherein auf einem prinzipiell vollkommen einwandsfgeien und auch bisher von keiner
Scite theoretisch angefochtenen Boden: dem des linedren Integrationsverfahrens. Dies

sei vorerst betont.

In Wahrheit freilich befindet man sich auf theoretisch nicht minder einwandsfreiem Boden auch bei
Anwendung von Gyldén’s horistischer Integrationsmethode, die neuerdings wieder ganz zu Unrecht
angegriffen, gerade den entscheidenden Fortschritt in Bezug auf die Konvergenzfrage in Gyldén’s
Theorie bezeichnet.

In seinem prinzipiell bedeutsamsten Werk, den Nouvelles recherches,! seiner grofien
Antwort auf Poincaré’s »Preisarbeit« — der Fahre 188a/g0 gibt Gyldén die Hauptzlige dieser
seiner letzten, mathematisch kompliziertesten horigtischen Methode an. Uber die Entstehungsgeschichte
der Gyldén’schen Nouvelles recherches, welche auf das innigste mit jenen Vorgédngen zusammen-
hdngt, die sich im Jahre 1889 und im Jahre 1890 bei der internationalen Preisbewerbung um den grofien
Konigspreis in Stockholm abspielten, habe geh im Intercsse Gyldén's vor kurzem in der physikalischen
Zeitschrift 2 bereits einiges berichtet.

In meinen vorliegenden Untergeichungen tiber den Typus 3> die im Verein mit meinen anderen

Arbeiten liber Gyldén’s Theorie in letZter Instanz das Ziel verfolgen, durch die vollstindige Anwendung
der Gyldén’schen Prinzipien auf finen bestimmten Einzelfall des Planetensystems die Bedeutung und
den grofien Fortschritt der Gyldén’schen Theorie vor der alten Stérungstheorie durch die Praxis
nachzuweisen, d. h. numerischydurch Vergleich der gewonnenen Resultate mit den Beobachtungen,
gedenke ich jedes der zwei &yldén'schen Integrationsverfahren nacheinander zur Anwendung zu
bringen, um ihre Resultate in einem und demselben Fall miteinander vergleichen zu konnen. Denn blofi
so wird man den bis jetzt ffoch gédnzlich ausstehenden Aufschlufl erlangen kdnnen, was beide Methoden,
dic linedre wie die hogistische, in dulerster Konsequenz ausgebildet und angewendet, faktisch leisten.
Darum zunédchst in den beiden vorliegenden und dem noch erscheinenden dritten Teil dieser Unter-
suchungen die detailfierte Ausfiihrung der linedren Integration fiir den Typus % in einem solchen Um-
fang, daff sich eing numerische Anwendung auf einen bestimmten, zunéchst nicht zu kompliziert gewihlten
Planeten der Hplda-Gruppe direkt anschlieflen kann und die Aussicht auf Erfolg nach prinzipiellem

Ermessen eingSmoglichst sichcre wird.

1 H. Gyldén. Nouv. rech. sur les sérics employées dans les théories des planétes. Acta Mathematica, XV, 1891, 65; XVII,
1892, I.

2 H. Buchholz. Poincaré’s Preisarbeit von 188900 und Gyldén's Forschung iber das Problem der drei
Korper in ihren lirgebnissen fiir die Astronomie. Historisch kritische Erlduterungen zu Herrn Schwarzschild's
historischem Referat iiber Himmelsmechanik auf der Naturforscherversammlung in Cassel am 24. Scptember 1903. Physik. Zeitschrift
Nr. 7, 5. Jahrgang, 1. April 1904. Hierzu vergleiche man auch den interessanten Aufsatz von G. Enestrdm: »Ist es zweckmiBig,

dafl mathcmatische Zeitsehriftenartikel datiert werden?« Bibliotheea Mathematiea. Zeitschrift fiir Geschichte der mathem. Wissen-

schaften, dritte Folge, V. Band, 2. Heft.
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Das gleiche Beispiel mufl dann unter verschiedenen theoretischen Modifikationen, in erster Linic
unter Berechnung der Zeitreduktion mittelst elliptischer Funktionen an Stelle der Doppe€lquadratur
und unter Einfthrung des horistischen Verfahrens beim Radius Vcktor, sowie der absolysen Elemente
mittelst der horistischen Methode, zunédchst theoretisch, danach numecrisch behandelt Swerden. Denn
blofl so wird man ein sicheres Urteil in der Frage erlangen, ob das horistische Verfahrgn auch in einem
einfacheren Fall, den ich zundchst behandeln werde: eincr nicht zu grofien Exzentrigitdt und von nicht
zu kleinem &,, also nicht zu nahe erflillter Kommensurabilitdt praktisch zu bessegen Resultaten fiihrt,
d. h. dieBeobachtungen wirklich genauer darstellt als das linedreVerfahren, dds nur fiir beschréinkte
Zeitraume gliltige Resultate gibt, Resultate, die also hinsichtlich ihrer zeitlicien Giiltigkeit keincn
Vorzug vor der alten Stérungstheorie besitzen. Hingegen lassen sich mittelst d€r lineédren Integrations-
methode Gyldén’s Resultate auch in solchen Fallen (wie dem von uns behandellen) noch erlangen, bei
deren Behandlung die analytische Storungstheoric bis Gyldén, wie schonserwihnt, versagt; abgeschen
von den iibrigen Vorziigen des lineiiren Verfahrens. Wogegen das horisffsche Verfahren rgin prinzipiell
betrachtet, allein insofern schon ganz ohne Frage pravaliert, als es@die Differentialgleichung fir die
Zeitreduktion durch eine gleichférmig konvergente Entwicklung im mathematischen Sinne 16st. In
einer Abhandlung in den Nova Acta! habe ich, in vollstdndiger Wetailklarlegung der kurz gehaltenen
komplizicrten Originalentwicklungen von § 6 der Gyldén’schen Nouvelles recherches, Schritt fir
Schritt den Beweis hiefiir erbracht.

Im Hinblick auf den Sachverhalt mufl es befremden, wie Herr Poincaré seine neueste Polemik in den
Comptes rendus gegen Gyldén’s horistische Methode efhleitet, die in zwei verschiedenen Verfahren
besteht, je nachdem es sich um die Integration der Différentialgieichung fiir die Zeitreduktion oder um
diejenige fiir den Radius Vector handelt.

Es ist seit Jahren bekannt, daf jener erste &ngriff, den Herr Poincarc¢ gegen die horistische
Methode richtete, sein Ziel verfehtite. Herr Poiffcaré schrieb damals: 2

»La critique qui précéde une sawrail, ensaucune fagon sadrvesser a nolve savant corvespondant
(Backlund), puisqu’il w'a fail qrappliguer e méthode classique que tout le monde croyait
correcte. Mais c’es! la une raison de plus pdur que j'aic cru devoir micllre en cdvidence le vice fonda-
mental de la méthode de Gyldén, dont on pourrait étre tenté de faire d'autres applica-
tions.

Herr Backlund selbst hat hicragf die Antwort gegeben:

Je vons siuis lres veconnaissand® ponr avoir appele laticution suy levvenr commise dans ma Note sur
la précession. .. Cette erreur ¢lgmentaire m'appartient exclusivement. ... Je e dois (dire) a lu
mémoire de Gyldén.«

1. Buchholz. Die Gyldéa'sche horistische Integrationsmethode des Problems der drei Koérper und ihre Konvergenz. Abh.
der kais. Leop.-Karol. deutschen Akad. der Naturf., Bd. LXXXI, Nr. 3, 1903.

Ich beniitze die Gefegenheit, noch einmal darauf hinzuweisen, dafi dic auf S.195—198 in diecser
Abhandlung von mir eiggeschaltete Mitteilung liber die Behandlungsweise des Radius Vector besscruntet
blicben wire. Diesclbegist vielmehr durch Gyldén's cigenc Behandlungsweise des Radius Vector, wie sic sich

in den Nouvelles regiierches findet, zu ersetzen.
Vergleiche iibrigens:
H. Buchhol z. Klarsteliung der von Herrn Backlund A. N. 3911 gegen mich erhobenen Vorwiirfe. Astron. Nachr. Nr. 3922,
2 Comptes rendus t. CXXXI', p. 60—51. Séance du lundi 14 janvier 1901. Mécanigue céleste. Sur fa théorie de la précession.
Note de M. H. Poincaré.
3 Comptes rendus, t. CXXXIL, p. 291282, Scance du lendi 11 février 1901. Mécanique céleste. Sur la piéeession  extrait

d 'une lettre de M. O. Backlund & M. Poincaré.
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Und kurze Zeit darauf stellte Herr Backlund fest: t

» Assisté par MM. Tvanoff et Zeipel, jai refait les caleuls de Gyldén duns des ,,Nouv. vecherclies®
et poussée Iapproximation plus loin que ne l'avait fait Gyldén. Le résultéit confirme les con-
clusions de Gyldén.«

Dies ist der Sachverhalt. Herr Poincaré aber beginnt seinen zdveiten Angriff gegen die
Nouvelles reeherches Gyldén’s in Bezug auf die Zeitreduktion wortlich wigsfolgt: 2

Dans un ouvrage intitulé , Nonvelles vecherches sur les sévies employcés dans les théories des planetes®
(Stockholm, imprimerie centrale, 1892) Gyldén a exposé denx méthodes quil appelle horistiques; la premiere
de ces méthodes souleve d’assez graves objections; M. Backlund €t moi, nous avons montré gqu'elle
conduisait dans certains cas a des résultats inadmissibles et qu’'onse devait 'employer qu’avec circon-
spection. (Cf. Comptes rendus, t. CXXXII, p. 50et2g1; Bulletin agtronomique t. XIX, p. 433.)° Jai pensé
er conséquence, guw'il y avait lieu d’examiner de plus pres la secowdde de ces méthodes (sur le vayon vecteur)

et de la soumettre a la discussion« ete. (1)

Gegentliber dieser Behauptung des Herrn Poincare, Herr Backlund selbst habe »d'assez
graves objections« gegen die horistische Methode eghoben —- wihrend, wie die angefiihrten Zitate
beweisen, in Wahrheit das Gegenteil der Fall ist — stellt Herr Backlund noch einmal von neuem fest
(cf. bulletin astronomique, t. XXI, aott 1904, p. 292):

»I1 faut regretter que M. Poincaré, daws sacritique de la méthode de Gyldén (voir
Comptes rendus, le 14 janvier 1901, No. 2) ne tienne compte que des termes du premier
ordre. Gyldén lui-méme a démontré gue dans ce cas il n'existe pas de coefficient
horistique et que c’est seulementencongidérantaudébut des approximations les termes du
troisieme ordre qu’on peut établir uge équation horistique pour la détermination de la
longitude. La critique de M.Poinkcaré dans le No. 2, 1901, ne se rapporte pas alors a
la théorie de Gyldén, mais seuleent au coefficient erroné, déterminé par moi«—

Was die (gleichfalls in einer ,génzlichen Ablehnung gipfelnde) »Priifung« der Gyldén’schen
Behandlungsweise des Radius Vectpr durch Herrn Poincaré in den Comptes rendus (18 avril 1904)
betrifft, so hat Herr Baeklund digSelbe ebenfalls als vollstandig verfehlt nachgewiesen? (wie der nur
einigermafien mit Gyldén’s SPrinzipien vertraute Leser wohl erkennt). Unterscheidet doch Herr
Poincaré nicht einmal richtiggvelche Glieder bei Gyldén »kritisch« werden, sondern griindet vielmehr
gerade auf ein elementares Maiverstindnis, wie Herr Backlund zeigt, seinen ganzen Einwand gegen
das Prinzip der horistischgn Methode fiir den Radius Vector. Trotzdem wiederholt Herr Poincaré in
einer dritten Note® — gur in verdnderter Form — seine, von Herrn Backlund widerlegten, in den
Comptes rendus erhobeffen Behauptungen gegen die horistische Methode. —

Des weiteren héifit es bei Herrn Poincaré in seinem zweiten Angriff auf die Theorie Gyldén'’s:

» On voit, a fertiori, combien est vaine I'illusion des personnes qui espérent tiver de la méthode
horistique des dégeloppements uniformement convergents aw sens géometrique di mot.«

I Bullegdn astronomique, t. XIX, p. 433, décembre 1902. Remarques sur la méthode de Gyldén pour déterminer les termes
clémentaires & longues périodes; par M. O. Backlund.

2 Comptes rendus. Séance du lundi 18 avril 1904. Mécaniques céleste. Sur la méthode horistique de Gyldén. Note de M. H.
Poincard.

3 Wic man bemerkt, sind das genau die zuvor zitierten Nummern und Seiten der Comptes rendus und des Bulletin
astronomique!

4 Bulletin astronomique, t. XXI, aoGt 1904, Sur la méthodc horistique de Gyldén; p. Mr. Backlund.

5 Bulletin astronomique, t. XXI, aolt 1904. Sur la méthode horistique. Observations sur Particle de Mr. Backlund; par

M. H. Poincaré.
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Statt »des personnes« hétte er genauer »Gyldén« selbst gesagt. Denn gerade dieser selbst ist
es (wie ich in meinem zuvor erwdhnten, in der physikalischen Zeitschrift erschienenen Aufsatf unzwei-
deutig klargestellt), der in den Nouvelles recherches auf S. 275 und 276 das Resumg seiner von
Herrn Poincaré nicht erschiitterten Untersuchungen wortlich wie folgt ausspricht:

»Néanmoins si les constantes arbitraires sont fixées, et qu'elles aient des valeurgiconvenables, on
peut towjours, abstraciion faite d'un cas extrémement rave appelé cas asymplotique, odtenir une solution
numcrigue donnant les coordonnées d'une planéte au moyen des sériesdrigonométriques
uniformément convergentes...Douc, en considévaul que la convergence desgermes criliques dans
la fonction perturbatrice est comparable a celle d'une progression géometrvique, 8 seva facile de conclure
qu'on pourra pousser le degré d'approximation si loin quon voudta, de sorte que le reste
deviendra moindre qu'une quantité donnée.«

Und in den Orbites absolues (cf. [ p. 497) faft Gyldén das gg®Be positive Ergebnis seiner
Nouvelles recherches« iiber das Problem der drei Korper — wie es Hegr Poincaré bekanntlich weder

mit seiner ersten! noch mit seiner zweiten® Arbeit iiber das Pugblem erreichte — treffend dahin
zusammen: '

»En abordant les approximations successives (pglr obtenir les intégrales des
équations semblables a celles que nous allons établi§ dans le livre suivant) par I'in-
tégration d'une équation linéaire ou bien, ce qui revientau méme, d'un systéme d’équations
linéaires, on n'arrivera pas toujours a des résultatsSatisfaisants. Et méme, si en partant,
d’un résultat obtenu par l'intégration d'un tel syst®me, on continue, d'une maniére conse-
quente, les approximations successives, on tomPera tot ou tard sur les dévcloppements
divergents. Il en est autrement quand on cogimence par lintégration d'un systéme
d'équations, chacune du troisiéme degré: on pogirra alors, sauf dans des cas exceptionnels,
réduire de telles équations a des équations liféaires et horistiques, aprés quoi on arrivera,
enles intégrant, a de véritables approximatigns. Ayant obtenudes résultats de cette qualité,
ondéduiradeprocheenproche lesexpressi®ns des quantités cherchécsavec une cxactitude
aussi grande qu'on voudra.

Voildala raison pourquoij'ai donn@&beaucoup de soins a mettre en évidence les termes
du troisiéme degré: il devront des I'abord entrer dans les équations différentielles, et il

importe de les avoir mis sous la fornye la plus convenable.«

1 Die erste Arbeit ist (cf. Physik. Zeits¢hr., 3. Jahrg., Nr. 7, p. 180—1806): »Sur le probléeme des trois corps ct les
¢quations de la dynamique par H. Pdincaré. Mémoire couronné du prix de S. M. le roi Oscar II. le 21. janvier 1889.
Avec des Notes par Iauteur.«

Gedruckt als t. XIII der Acta mafh. vom 29. April 1889 bis 13. November 1889.

Gerade die scheinbar positivenggrofien Resultate dieser Arbeit Herrn Poincaré’s hinsichtlich der Konvergenz — der
springende Punkt der ganzen Frage = waren, wie man weif, unrichtig und veranlafiten die Ersetzung dieser Arbeit Herrn Poin-

caré’s durch jene zweite, welchedbeziiglich der Konvergenzfrage nur mehr rein negative Resultate aufweist.

2 Diese zweite Arbeitdst: »Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique par
H.Poincaré. Mémoire couronné du prix de S. M. le roi Oscar II. le 21. janvier 1889.«

Gedruckt als t. XIII dér Acta math. vom 28. April 1890 bis 21. Oktober 1590.

Indes ist die Introdiéktion der ersten Poincaré’schen Arbeit — vom Jahre 1889 — im Hinblick auf dicjenige vom Jahre 1899
und auf dic Nouvelles recherches Gyldén's in der Tat vom gréfiten historischen Interesse beziiglieh der Entwicklung, die das
Problem in der Behandlungsweise seiner beiden bedeutendsten Bearbeiter in neucrer Zeit gefunden hat (und daher in der histo-
rischen Zeitsehrift sBibliotheca Mathematica« am Platze). Gerade das, was Herr Poincaré mit seinen beiden Arbeiten tliber
das Problem nicht zu leisten vermochte, hat Gyldén in seinen Nouvelles recherches erreicht: eine astronomisch wirklich
verwertbare Methodc von positiven Ergebnissen fiir das Problem zu schaffen. Und hinsichtlich der Nouvelles

recherches Gyldén’s wire das Wort am passenden, verdienten Platze: In ihnen »hat die fortschreitende Wissenschaft ihr

Verdikt ausgesprochen !«




8 H. Buchholz,

Auf Seite 199 der »Nouvelles recherches« aber sagt Gyldén hinsichtlich der horistischen
Methode:

»Ces termes —je les appellerai termes a facteur horistique (0ptsm@née, appartenant a ce
quilimite, qui termine) — sont dans la théorie dcs mouvements fes corps célestes, on
I'entend aisément, de la plus grandc importance: en effet, la présence des termes de la
naturc envisagée rend convergents et, quant au résultat numérigue, limitées, les solutions
des équations différentielles,tandis que, sans eux, le proces dgntégration pourrait aboutir
aun résultat divergent.«

Wie man sieht, ist es in erster Instanz Gyldén selbst, derstiberall auf die Konvergenz seines
horistischen Integrationsverfahrens mit Nachdruck hinweist; usid die strenge Glltigkeit dieser
letzten bedeutsamsten Methode von Hugo Gyldén ist weder durch die bisher versuchten Einwédnde des
Herrn Poincaré, noch durch die negativen Ergebnisse von dessen zweiter Arbeit tiber das Problem
— vom Jahre 1890 — auch nur entfernt erschiittert worden. —

In der von Herrn Backlund widerlegten zweiten Ngte Herrn Poincaré’s lesen wir noch:

»Ceux qui voudront appliquer la méthode hofistique risquent d'arriver a des résultats
fantastiques; il y a des cas ou elle peut étrec inoffefsive, il n'y en a pas ou elle peut étre utile.

Zum mindesten wird man erst das Erscheinen&ieser Aniwvendungen von Gyldén’s horistischer
Methode abzuwarten haben, ehe man sie verurteilt.

In hoffentlich nicht allzu ferncr Zeit wird Herr Backlund die astronomische Wissenschaft
mit Teil 1II von Gyldén's Orbites absolug€s beschenken er, der griindliche Sachkenner und
gewissermaflen, als Inhaber deswissenschaftlighen Nachlasses, der offizielle Reprdsentant vonGyldén’s
Theorie. Mit Spannung darf man dieser Publikation entgegensehen, in der Herr Backlund durch die
Anwendung von neuem decn Beweig erbringen wird, daf8 er sein Urteil {iber die horistische
Methode im schérfsten Gegensatz zuderrn Poincaré — mit gutem Rechit dahin fixiert hat:?

»Die neuen Methoden, dic er zu dem Zweck schuf, und zwar in erster Linie die
sogenannte horistische Methode, gehdren zu Gyldén’s genialsten Leistungen. Dadurch
gelang esihm in der Tat, den kfitischen Gliedern die richtige Bedeutung zu vindizieren. . ..

Die volle Bedeutung degr grofien Arbeiten Gyldén’s abzuschédtzen, die den Kernpunkt
der zweiten Periode bilde®’ und zugleich nach seiner eigenen Meinung das Hauptresultat
seiner Forschung reprasgntieren, wire meinerscits Vermessenheit. Uberhaupt glaube ich,
dafi eine dazu kompetente Persdnlichkeit noch lange auf sich warten lassen wird. ... «—

Es ist bedauerlichy dafl die Theorie Gyldén’s noch immer mehr der Gegenstand absprechender
Urteile? als griindlicherYertiefung und eingehender cigener Arbeiten ist. Demgegeniiber kommt es mir
vor allem auf die wlrkliche Anwendung derneuen Prinzipien Gyldén'saufeinenbestimmten
Fall des PlanetenSystems, an der Gyldén sclbst beim ersten Beginnen durch seinen frithen
Tod verhinder$ ward, und damit auf eine objektive Priifung seiner Theorie in der vor-
liegenden undin den ndchstfolgenden Arbeiten an. Und keine gegnerische Meinungsdufierung
kann mich higdern, den als richtig erkannten Weg fortzusetzen. Erst nach Vorstudien, wie den zu
Anfang dieser Bemerkungen charalkterisierten, die indes, worauf es zunidchst vor allem ankommt, die
zuvor angedeuteten allgemeinen MafBstdbe hinsichtlich der praktischen Leistungsfihigkeit der beiden
Methodes ergeben, wird man die Untersuchung des beriihmten Grenzfalles, den Hilda darstellt, versuchen
diirfen, eines der schwierigsten Probleme der Mechanik des Himmels liberhaupt, mit dessen Bearbeitung
Gyldén selbst kurz vor seinem Tode begann.

1 V. J. S. der astron. Gesellsehaft, Jahrgang 32, Heft L.
2 Der in der Physik. Zeitsehrift (5. Jahrgang, Nr. 13) erschienene Artikel llerrn Poinearé’s gcgen die horistische

Methode ist nur eine deutsche Ubersetzung des zuvor erwihnten in den Comptes rendus (April 1904) ersehienenen Artikels,

Der Verfasser.
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. Sechstes Kapitel.

Die Integration der Differentialgleichung des Radius Vector fiir die Glieder
zweiten Grades im Typus 2/3.

A. Die Differentialgleichung in S.
I. Ubergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung fiir .S.

Nachdem die Integration fiir den Radius Vector in der ersten Abteidung dieser Untersuchungen fiir den
nullten und ersten Grad vollstdndig durchgefiihrt wurde, haben avir sie nun zunichst fiir die Glieder
zweiten Grades auszufiihren. Dazu miissen wir vorerst wied®r die Hilfsdifferentialgleichung fiir S
behandeln, indem ja S auf der rechten Seite der Differentialglei¢hung fiir p (cf. I, S. 391) auftritt, deren
integration, wie frither gezeigt wurde, den Radius-Vector:

, all=m)
= T=7
ergiebt.

Die allgemeine Form der Differentialgleichung" fiir die Glieder zweiten Grades in S haben wir

flir den Typus g bereits abgeleitet (cf. I; S. 394). Sig'lautete:

dS = : . N 1 dqg
(.d o= QAN O +3(S)0 + 5 (1)

Die rechte Seite ist nun mit Riicksicht auf die frither gefundenen Werte von S und (O wirklich zu bilden.
Diese Werte waren aber (cf. I, S. 381, 384} indem wir sie jetzt entsprechend getrennt anfithren:

(S = 2,7 cos (3w—v)+a,1 cos Bw—y,)
Syt = oy,72 cos (6w —2v)+a,, 7 cof(Ow—v—-v)) 42 .12 cos (B w—2v
2 1471 1 16 i 1

Q, = ¢, sin 3w+g, sin 6w

Q) = gy sin v +g,7sin Bw—9) gy sin (Brw—v)
~+-gg1’ sin v, gy sin (3 v,) + g, sin (6w —v,)
+8y1 sin B@W+v) +g7 sin (9w v) ®)
+8y1 sinfBw+v))+ gy sin (9w v,)

Q, = ggn? sin 3w +qp?sin 3w —2v) g MPsin (Bw—2v)  +g40? sin (9w—2v)
+ gy sin Bw+F—vy) +q370 sin Bw—v—v,)+ggn sin (B —v—v,)+ ¢, sin (9w —v—v,)
+qyomy sin BV +v,) +g M2 sin Bw--2v,)  4gm?sin (Bw—2v)) +gyen'2 sin (9w —2v,)

+q,,1/? sin 3w - gy sin (V—v,).

Zunidchst solien wie in Abteilung I bei Q, so jetzt auch bei Q, die g-Koeffizienten in jene verein-
fachte Form Uibergefiihrt werden, die Herr Brendel?® bei der Behandlung von Hecuba nach seiner Methode

1 M. Brendel. Theorie der kleinen Planeten. I. Theil. Abhandl. d. kinigl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gdttingen. Math.-phys.
Klasse. Neue Folge, Bd. I, Nr. 2.
Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd, LXXVIL

{3v]
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als typisch festsetzte, die auch von den Herren Ludendorff! und Kramer? in ihren Arbeiten Gber
Hecuba verwandt wurde.

Wir missen dazu in den g-Koeffizienten in Q, [cf. I, S. 385. Formel (29)] die y-Koeffizienten durch
die p ausdriicken und gehen hierzu, im Hinblicke auf die bei dieser Aufgabe’innezuhaltende Genauig-
keitsgrenze, von der folgenden Form der Differentialgleichung der Zeitreduktion aus:

dT
o= 2R, + {6R,—2(S|)i}1 cos v—372R,—OBR %2 cos 2v.

Mit Riicksicht auf die fir R,, &, K,, (S,) friher gefundenen Werte (cf [, S.381) nimmt diese
Differentialgleichung, wenn man die Ausmultiplikation der bezuglichen periodischen Aggregate nach den
Formeln (36) (cf. I, S. 344) ausfithrt, fiir den Typus 2/3 die folgende Form an, im Hinblick auf die jetzt
innezuhaltende Genauigkeitsgrenze (cf. I, S. 398):

dT . ”
I TP n? cos 3w + P12 cos Bw-2v)  +T P92 cos (9m—2v)
+ Ty 4yt cos Bw+v-v )+ 1" 11 cos (Bw—v—v,) + " 1 cos (9w —v—v)) /
+ TP 1 cos (Baw—v=4v,)+ T 12 cosd3mw—2v))  + T/ cos (9w—2v,) 3)
+ Ty 1% cos 3w
+ T\ 42 cos (Bw+2v) \
+ T2 2 cos G
+ T 71/ cos (6w +v—v,)
und es ist:
TI(II): ~308,+3B3,— 2B, —& > TI(12):333"'2[38*‘7-3; Tl(Im: o 2 R /
T’ = —2fw; Tip'= —30 + 30 —2By;—%; TP = 38— 2B, 4)
T = —2By; Ty = —2py; Ty = —2s; "= —2By; \
Ty b= =38 " =38 T\ = 38;
Nach Abteilung I (cf. S 348, 382) war aber allgemein:
Te=qv+ T+ K K= T+T, = K+Kg;; K, =0;
K, = 1,72 sin 3w gy h? sin Bw—2v) 412 sin (Qw—2v) \
A1t sin Bw+v—v,) 4,711 sin Bw—v—v,) 41,77 sin (9w—v—v,)
o] Sin (Bw— vV, 1502 sin (Bw—2v,) A% sin (Qw—2v,)
®)

+101'% sin 3w
+1ooh? sin (3w +2v)

+ 5,72 sin B
+ o0 sin (Brw+v—v,).

1 H. Ludendorff. Die Jupiterstérungen der kleinen Planeten vom Heeubatypus. Berlin, Mayer und Miiller.

2 J. Kramer. Theorie der kleinen Planeten. Die Planeten vom Hecubatypus. Abhandl. d. kdnigl. Gesellseh. d. Wissensch. zu

Gottingen. Math.-phys. Klasse. Neue Folge, Bd. 11, Nr. 2.




Bewegung vom Typus 2/3 etc. 11

Durch Differentiation des unbestimmten Integralansatzes flir die Glieder zweiten Grades ergeben
sich somit im Hinblick auf die zuvor gewonnene Differentialgleichung (3) fir 7 die zur Bestimmung der 7
als reine Funktionen der B notigen Bedingungen:

(1+8)7 = Ty’; (143 —c+<)1 = Ty (143, +c—5)17 = BY;
(1+8)%, = Iy @ +25—1)1y = Ty @y 4c4¢,— Dy 5 TP /
Gi+24— D1 =107 (1433, +29)1, = Ty ©)
(138 +<+e) 1, = Ty (1+38,+24,)1,y = T3} \
B+d =291 = Ty 2004307 = T™5 (@428 —c45) 1 = I ,

Daher wird bei Vernachldssigung der kleinen Grofe 3,, sowie der klginen Grofien ¢ und ¢, (die von
der Ordnung ¢/ sind, cf. I, S. 428) gegeniiber der Einheit, fiir die beabsightigte Transformation geniigend
genau (beziiglich &, und ay, cf. I, p. 421 und 400):

n A:‘Hl() & Th :
N an ) il 310 .y — 20 DY) SRS
f7 = 38 +38 2B, 5 s = 3B5—20, 0
1 1
(—1)
F O o Ty = AT " — 3% 308,205 +A3:1_-
{9 <9 1w == = = <[Fmp l11 = @019t 25y, TR
1
e ®
: o an e} 3.0.1., . ) . . —_ onR .
g — s 2Bk 3. 1y =B 17 = 28175
1
B 3
. — DY~ o N —— e . 193 — & . N — ZN. = (o)
(el = A= s tg = 28195 f20 = V15 o1 — &5 P> Tea = 5 P5

Durch Einsetzen dieser y-Werte in die g- beziiglich p-Koeftizienten der Ausdriicke fiir Q, und P,
(cf. die Relationen (29) und (34) I, S. 385 bis 39Q9” erhdlt man diese als reine Funktionen der £ und der
numerisch bekannten - und B-Koeffizieriten der Derivierten der Stérungsfunktion in einer fiir die

Integration direkt verwertbaren Form.

Diese Transformation gestaltet sichs analog wie diejenige fiir den ersten Grad, die in Abteilung 1
(cf. S. 399 bis 403) ausgefiihrt wurde. Alg’ Resultat derselben erhilt man fir die Koeffizienten der Glieder
zweiten Grades in Q, und P, die folgenden Ausdriicke:

95 = qs.1 +4

da = qo.1 +q{ B,

T10 = q10.1+9$)Bs

g1y = qu.1+4{P By

Qe = qrza+q%Y By +ail By I
G1s = Q3.1+ 4557 By + 9150 Py

Gys = Gra1+910 Bie+a50 Buo ) (8)
G5 = q15.1+q50 By + G0 By

G1s = q16.1+ gD B a0 Big

f1r = q17.1+45 Brs+ 457 Bis

G1s = q18.1+g45) By + 450 Bra

1o = qro.1+q5P Bro+415) By

Gao = q20.1+ 57 B+ a0 Brg
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wobei zur Abklirzung gesetzt ist:

gsa = gy +qp +9§4"@2+4$5 ‘
go.1 = @y +qVB, +q@ B, + a0, + a9 B; -

d10.1+ q’l%y'_!—q(]()ila +Qm 2 t]ﬁu)?3+q1‘f,\?4+(]%5(f@5
qun 1 = Q‘O'+‘1 (1+‘111 Bs+ a7 fs
Tl = q(0)+q(1)ﬁ +q(4>
Grs1 = i3 + 953 By + 45 B + 41 By - 4B ©)
q1i.1 = @Y + 4508y + 9098, + 406,
Q151 = q(°>+qﬁj?1 4428,
g16.1 = 4§ + 41 By + 48 B + gD 8 + 40 R,
g7 = ¢ + 478+ {78+ 417
Qs = g + P+ 9B+ a0E,
19.1 — q(19¥\+41{) (51+Qm 2 +511§))33+(I1(})\{’ +CI1'i 5

q
30 :
g1 = CI,(, +%0 i1 +q:a()))l’3+‘72?)' )

[y

und diese letzteren Grofien gs.q bis ¢u.1 gegeben siad, da 3, bis ; bereits durch die Integration fiir den
ersten Grad ermittelt wurden. Die 13 Gleichunggn (8) enthalten also nur die 13 Groflen @, bis B, als
Unbekannte, wihrend sich die sdmtlichen ¢-Kgeffizienten der rechten Seiten von (8) und (9) aus den
A-Koeffizienten zusammensetzen. Bei ihrer Bgrechnung habe ich die Ausdriicke fir P, und O, der
ersten Abteilung noch vervollstdndigt, indem eine Anzah! dort noch nicht mitgenommener Glieder,
so auch noch Glieder der zweiten Ordn@ing vom zweiten Grad mitgenommen wurden. Die Werte
dieser kompleten Ausdriicke fiir 77, und @, samt derjenigen der ¢- und p-Koeffizienten selbst, dargestellt
durch die 4 und B werden in Abteilung [l bei Zusammenstellung aller in Betracht kommenden 4- und
B-Koeffizienten der Derivierten P undaf) der Storungsfunktion fiir die typischen Zahlenwerte O, 3, 6, 9, 12

des Typus — in den Grundlagen fir die numerische Rechnung angegeben werden. Fir die p-Koeffi-

zienten findet man in derselben Weise:

Py = Pv1 +PPR,

P10 = FPro. 1+P<1T23 +17(11(')‘P9
I = 1+[7§1 l“x+p FQ
12 =Preaeplig
Pra = Praa-+p00 B 000+ o0 By
P15 = Pi5.1F pEPR e+ 0105 + P10 R1s
Puw = Pro 1+ EP B T 0P85 21D By (10)
P = a R E S e B, |
Wiy = Pib 1P PO B P B
P1g = P19.1 PR P00 B+ By
Wao =P S50 Ry BPRYB BB
Py = pora P80 Bro 05785 + 05 Bra '

Pos = Poo. 1+17(gg“lpl‘l +P<16)p1n +1’(19) Bia
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WO!
Po.t = PP +pP b+ Pk e,
Proa = px% 7\110\p1 +17\1%)3 (12) @3 +171§) ?‘4 plz())’l 5
2N == +P‘111 51 +1711 i“2 +P<1l§‘l"'3 +17141\rrj4 ""17101'(j
P2y —=p /1‘; +Pl> [ +171) P1+p19 5
Plaa = 1’101 +P14 @1 +1714 P2 +17\1+1) 134
P15 ::17'12x +1711w\k91 /7127\32 +P;¢;’»'° [7 }’(JH il
P51 = PR P26 4Rk +rR e,
Pira =Py e, 200+

— 4 ()R 2)n (3) (4) fu D)t
Prag = PR APRE PR 8. P10 +000 1R E;

— V4 o ) (2
Pro.a = P +PE R 08 B +p 36,
AT
P = P50 B +r@ B+ W B, 1

ey = ]7 +}7(]1l.01 +f7)1 Y2 +}7(g{1\@3+]7()41) lr‘.l +1’(2§1\ %5 |
~ ( 5)
pa = pQ PR +p B + 06

ist. In den Ausdriicken (8) bis (11) fehlen die Koeffizienten g, Sund py, py,, P4, Weil diese den elementdren
Gliedern der Form A angehoren und wir die Differentialgleighungen in S, R, 7, 3 flir diese Glieder geson-
dert in der dritten und letzten Abteilung dieser Untersuchungen behandeln Werden

Wenn man jetzt die rechte Seite der Differentialgleichung (1) mit Hinblick auf die Ausdriicke (2)
wirklich bildet, so findet man unter Kombination degGlieder gleicher Argumente, indem man nach dem
bereits in Abteilung I befolgten Prinzip bloff Glieder der Gyldén’schen Fundamentaltypen mitnimmt,
folgenden Ausdruck:

- IZSL'):): Si’? sin 3w +SPf sin (Frw—2v)  +S)P'? sin (Bw—2v)
‘ +SP 7’ sin Bw—+v—v,)+ S/ sin Bw—v—v)+ SV sin (6w—v—v,)
+ S sin Bw—v4-v,)+S|7/%Sin Bw—2v,) +S”4?sin (6w—2v,) \
+SP2 sin 3w (12)
+ SV sin (9w —2v)

+Si? ! sin (9w —v—v,)
+ S sin (9w—2v,),

wobei gesetzt ist:

Sy = 3 | 229>+ %+ 2 93 /s St :'3 { gy + 2y gp + . 9y /s
2 \\ 3 2 S
Sio= g'[“zqe)”‘asqs"" i 910> Syo= 3 '1“3%""”3‘1- 2'(111);
Sit' = g (\“2(12""”’14(11' % Tiz |- Sy = 3(“2‘13""“3%""“15‘11‘ ‘g qls);
SH) = = ’Z ‘\U‘3QR+U'IGQ1 i QM (1?’ = 3‘ ‘/“2% ; Q15);
SW = 3 {\/12q5+d.«|(14+ 25 qm:,‘: S e i ('a3q5+ % q17); o
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! ) ) ‘ s 3/ 2 \ (13)
Spt = 5 \“2%’*'“1101’*' 3 ‘1131‘7 S = D) | %24; + 2y G+ 2554, + 3 f]m);
A 3 2
Su = 5 <7.3q7+f/.mq1+ 3 f]zo‘): J
indem die Differentialgleichung fiir S,, d. s. die elementdren Glieder der Form 4, zu dencn auch das
Glied gehort, wie gesagt spéter in Abtheilung III fiir sich behandelt werden wird.
dv

1I. Bestimmung der exargumentalen Glieder zweciten Grades in .S.

Um zundchst die aus der Integration liber das Glicd wullten Grades hervorgehenden exargumen-
talen Glieder zweiten Grades zu ermitteln, gehen wir ags von:

as, v
/d;O/I - 3, sin 3w :iv
und setzen hierin (cf. I, S, 382):

d1
=— oy 1A 3 XY o il 3 7 o e l2 3 LAY
B cos (10 —2v) 4,61 cos (Brw—v-v,)+7,1 cos (6rw—2v,).

[*{ir die aus dem nullten Grad entsteiendcn cxargumentalen Glieder zweiten Grades erhdlt man so:

WIS . . ! )
e vy sin (B 2v) vy sin (Dw—2v)
\ d v /2
v singBw—v—v,) vy, sin (Ww-—v—v)) /
v st (Brw—2v,) vy sin (9w—2v) ‘ (14)
Le \
V= e iy

Um ferner die aus den Gliedern ersten Grades hervorgehenden exargumentalen Glieder zweiten

Grades zu crmitteln, differenticren wir zundchst den unbestimmten Integralansatz, der fir S, aufgestellt
wurde (cf. [, S. 381, 417) und erhalten so:

1S ) / . o 7o\
B ifj) — a7 sin v ;\; o7, sin (310—v) /'3 —— ((ZZ)
; av g Ldw  dv
+ayr sin v, 'dv" + a7 sin (3w—v,) /3¢lu ¢ﬁ)
dw  dv'
o ] 6 o 6 .
+a,7 sin (B1w—v) ( e
7 /
+ a1 sin (Bw—v,) {6;15 2 %)

Nach der frither entwickelten allgemeinen Theorie ist aber (cf. I, 5. 413):

dw dv
dv

i ey ==
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. . A4V . . _— o .
Wahrend zuvor fii die 1n dieser Grofie enthaltenen Glieder zweiten Grades einzusetzen waren,
adv .

hat man jetzt offenbar von denjenigen ersten Grades auszugehen:

e . . 7 )
Jp = "aT €OS Bw—v) 41,1/ cos (3w—v,)

und erhdlt dadurch zunéchst, da fir den Typus

D} 3
I 2—38,
g 3
also:
. 2—31, = 8, und Bu, = 1428,
1st:
“dS, ] )
V) =g, (1—3<)7 sin v4a, (1—35)7 sin v,
dv “
+a,0 sin (Bw—v) {8, +3 3 w1 cos (3w —v)-23pry,m’ cos (3w—v,) !
+U.3~[‘/ sin <31Z’— \'1); 61 +:.1 A L5, COS (3 100 V) 30 {3[ coOSs (3 w—v,) 2

+agy sin (6w —v ) {1+23 4 < —6p7,7 cos (Bwsv)—6uy cos (3w -v,)}
+ay1 sin (61v-~v1){ 1428, 42, —0B 7 cos (8Fv—v)—B pyy cos (Bw V)i
Fiir die aus den Gliedern ersten Grades entstehenden exargumentalen Glieder zweiten Grades erhilt
man also:

S, , oo 3 -
. Y = +3payiy sin 3w + g o7y sin (Br—2v)
dv/s g

«

(9715 + 057,) 1 sin (Bow—v—v))

+3wag o sin Bw+4v—v)) - =1

+3pa, vy sin (3w — vy + ; oy 1’2 sin (Bw—2v))
. (15)
+3a,7,1? sin 39w
+ 3pa, 1P sin (Gw—2v)

+ 3u(ayry+ag,) 1 sin (9w—v—v,)
+ 3pagyy? sin (Bw—2v).

I11. Die Integratiog der Differentialgleichung fir S bei konstantem % und .

Bezeichne nun also inf Sinne der bereits angewandten Bezeichnungsweise:

d > die aug’dem nuliten Grade stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades,
(i%) die aus dem ersten Grade stammenden exargumentalen Glieder zw eiten Grades,
(;i die direkt gebildete Differentialgleichung in den Gliedern zweiten Grades,
2
ds,

(4%

¥ \ den differentierten unbestimmten Integralansatz,
v /2
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so ist ja:
(AR (dSo\ <dSl‘ (dS2\ L
I\dv/lg_ \dv,)2+ dv/'2+ ‘-drv)& (16)

Die Differentiation des unbestimmten flr S, gefundenen Integralansagzes (cf. I, S. 381) ergibt aber:

as,)
— < = +ay, (3

95— ettt sin
Fag (148, —c+5,) 7 sin Bw+v—v,) +a,, (3,
+ay (143, 45—¢) 41 sin (Bw—v4v,) +a,, (3,

+dy (143,) 72 sin 3w

+2a,, (3, +2)7° sin (Bw—2v)
+ g (28, 445, sin (Bw v

420, (3, 42,72 sin Bw—2v))

Das gesuchte Integral der Differentialgleichung (1) sive (12) fir S

Gleichung (16), sowie (14), (15) und (17):

Sy = aw7? cos 3w Fa,m? cgd (Bw—2v)

+agr cos (8w +v—v,) a6 cos (3w—v
2v,)

+aynr cos (3w —v v, )+a,49* cos (3w

+a,,1'% cos 3w

4a,. (P38, 42272 sin (O
17 1 | \

V) +ag(l4+33 4+c+<)n sin (9w—v

-142¢)4°? sin (Bw—2v)

1454577 sin Bw—v

vy) /
(17)
Vi) \

wird somit im Hinblick auf

D o N I (iem ([ o) o
14525,)1'2 sin (3w-—2v,)

-2v)

+a,, (1 433, +2¢)7%sin (Omw—2v,).

2

4oy, cos (6w—2v)

V) 4o 1 cos (Bw—v—v,)
+0,.12 cos (Gw—2v,) /
+a,.n% cos (9w—2v) ‘j (18)
+agmm’ cos (9w—v—v))
+a,1'? cos (Vw—2v)) \

+(S2)57

wobei die Koeffizienten gegeben sind durch die folgenden Relationen, indem wir die frither festgesetzte

Genauigkeitsgrenze innehalten, also Glieder rein zweiter Ordnung, wie z. B. a¢ fortlassen:

1 I

e ' o e § .

Eok= 143, §as+H, {; Zr = 159, { g0+ Hyt;

i} 1 ! ‘

“1021’_"_51{%1'*‘]{105’ “11——81_'_1 Gro— -
1 ) 3

i e i [ b

1L

3
i3 — o : *g dia— Jaly — w5 Al F Hyy g;
3, —1 2 2 ;

% bl

S ey

1 o 33
Ay = o d13+ i3 9174+ 5
— % pie
als—‘1+33‘1 919
1
19 — 9

& )
2'%”*14 2

Ga— s
o 208,45

2]

1
9 = == {d0+ Hy b
1

Lay g+ Hy (s

‘ !
2 Gy %5 — 2 I’4“1T15+H12\'3

1

2(3T+_;) Sl e b

=

1 (19)

-y 45

!
Wiyt +Hg (s

3 &
5 q1%5+ - waytysHig 0
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wobei die Grofien:

3 3,
= — 5 % (gs +q5)+3pay, Jely = 5 (Gaq; F23q5) +3magyy;
3 3 ,
Hy — 5 (095 +09g5)F+ 3 a iy, [ 2 E 95(qs+q,)+3na,;
3 3 3
Hyy = - 5 %> Hy, = 2.(‘1"0‘2'*“]20‘3)? Hyy = 5 %5
(19 a
3 3 . 8 3 _ ,(199)
Hy = m g%+ 5 2 %5g 5 Hy;= o (959 +q,95) + 9 * %+ 057a) 5
3 T—— 3
Hyg =5 95“34"2 P-Og7g 5 Hy; = 5 qs%y + 3Py
3 . 7 3 . |
Hy = D) (429 +q52%) +3p(asy+ag,); Hy, = $ 0%+ 3 pag, /

durch die Integration fiir den ersten Grad gegeben sind. Den Zusatzgeil (S,); des Integrales aber haben

wir noch zu bestimmen.

V. Beriicksichtigung der aus der Variabilitit von rdind = entstehenden Zusatzglieder
zweiten Grades i S.

Bei der bisherigen Entwickelung wurden 'q,'r,’, =, al§’konstant betrachtet. Der Variabilitiat dieser
Grofien tragen wir nun noch nachtraglich Rechnung, jedoch blof in den grofien Gliedern im Integral \S,,
i
. m! . ' . 1 ‘. .
die von der Ordnung 5 sind, das sind die Glieder der Form ( nicht aber denjenigen der Ordnung .
]
1
Wir gehen zu ihrer Bestimmung also aus von demsAusdruck:

— o2 - /(3 D Ets eer] ] . o f2 (3
Sy = oy * cos (Brw—2v)+a,, 1 c@S (6w —v—v,)+a,.7" cos (Brw—2v,)+(S,),. (20)

Nun ist offenbar:
7% cos (6—2v) = r2cos{6w—2(1—g)v+2z}
78 cos 2z cos { 6w—2(1—¢)v}

2 sin 2z sin{6w—2(1—2)v},
also partiell differentiiert (cf. I, S. 418 und 443):

dn?cos (bw=2v ! :
i (Z[ > __),_ 2(d,+¢) {7 cos 2% sin [6rw—2(1—2)v]

duv
12 sin 2= cos [6w -2(1 ;‘ij

df?cos 2w

v cos [6w—2(1—q)v]
dr?sin 2=

sin [6w—2(1—¢)v
dv [ (‘ i ]
oder:
dn? cos (6w—2V) - '
| = —2(8; +¢)72 sin (Bw—2v)
duv ‘

AT T I — J
7o cos [6w—2(1—¢) 1]
dq?sin2n . .
5, sin [6rw—2(1—q)v].

Denkschriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXXVIL 3
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Die Differentiation von Gleichung (20) ergibt also:
dsS. .
(ﬁl: 2B, +¢)a,, 12 sin (Bw—2v)
4 (20, +¢c+¢)oy sin (Bw—v—v))
+2(0, +¢,) oy sin (Bw—2v,)

{dn? cos 2m
14 ’ dv

dn? sin 2w
dv

a. -cos [6w—2(1—<)v] — sin [610»2(]~—q)v]$

d sin (m+7,)

d ™
y.ld{ L Lot i) cos [6w—(2—¢—zg,)v]— "
[#

v sin[6w —(_Zm;m;l)u]‘é

112 cos 2w dr'?sing .
ngéq " cos [Bw—2(1 —) @l LA™ gin [670 —2 (1 -;l)v]}

dv g
Sy,
dv
Nun ist aber:
S, <dS )
= t
<d’l))2 =, + zweiter Ordnung,
R Sy (d51\ | X \ L . K , g
da die Koeffizienten von v und J | in Glgichung (16), wie ein Blick auf Gleichung (14) und (15)
[£ 2 v/e
. ' 4 ! . ; m' ! m'? m'2
zeigt, von der zweiten Ordnung sind, inlem ja a = ¢/, o = il also ay = 50 1 =
i 1 1 i
ist. Nach der Differentialgleichung ist abeg;
dS . q(B) A 3 SU) S(lﬂ) 12 “)
il 72 sin (B w-&2v)+ S sin (Bw—v—v)+ 7% sin (6w—2v,),
WO
SP =20, +¢)2 8 S = (28, 4s+<) SHY = 2(, +¢;) o,
ist. Daher wird die Differenti®@lgleichung der Zusatzglieder zweiten Grades in S':
)5 112 cos 21 d1? sin 2 . ‘
d;‘%) = 4/,1436 1 ;(:; T Ss [6w—2(1—g)v] —- i ;1: T sin [6r-——2(1- -Q)U]} /
it o d v
gwgdm‘ e (T+ E]) cos [6w—(2—s—¢, ) v}~ _ﬁ,’Li”; (TH— ) sin[6w—(2—¢—¢,) V] (21)
[¢ \
/2 2sin 2= \
dwgd” BOS2F, cos [6w—2(1—¢,)v] - L;S Lsin (6w — 2(1—¢,) v]
drf? ilor: 2@
Durch Integration, bei der - J : - ete. als konstant betrachtet werden kdnnen, erhilt man den
v

resuchten Wert, indem man die Integrationsdivisoren mit Riicksicht auf die festgesetzte Genauigkeits-
grenze biklet:

2 L e B 6 \
oy, §dn? cos 2n dr?sin 2w ‘

(S,); "S5 -F sin [6r—2(1—g) v]+ ==t COS 6w —2(1—5%) U]% /

1 7

o, Vdmr/ cos (7)) . ., dr sin (m+w,) , |

21?;_% i dE L sin [6w—(2—c—¢)v] + - = dzf 1 cos [6r—(2—s —§1>U]5 (22)
1

1 (A2 cos 27 : i sin 27 . o \

Z‘g {‘ { C{?; ™ sin [Br0—2(1—¢)v] + =" cos [Br—2(] <)l :
i : /
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Dieser Wert ist in das Integral S,, Glcichung (18), einzusetzen. Damit dasselbe vollstandig bekannt sei,
miissen noch B, bis B, ermittelt sein, da diese in den Gleichungen (19) in ¢, bis g,, auf &rund der
Gleichungen (8) enthalten sind. Die Groflen 3, bis 3,, ergeben sich aber durch Integration def Gleichung
fur R,, indem wir frither sahen, daf:

p=(P)+R

ist und (p), dic elementdren Glieder der Form B, nur flir den ersten, dritten Ggad etc. existicren.
so daf fiir den zweiten Grad einfach p = R wird, wo R nur die charakteristischensGlieder der Form C
und D enthilt, wiahrend die Differentialgleichung der elementdren Glieder der Efrm A in R, die auch
zweiten Grades sind, spéter fir sich behandelt werden wird. Wir gehen nun;@lso zur Integration der
Differentialgleichung in R fiir den zweiten Grad {iber, die sich wesentlich kompizierter als diejenige von S
gestaltet.

B. Die Differentialgleichung fiir R.
Il Ubergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung fir R.

Allgemein fanden wir als Differentialgleichung fiir die Gligder zweiten Grades in p zur Bestimmung
des Radius Vector:
_a(l—) _ aE—m)
l4+p ~ 1FE(@+R

fiir den Typus % die folgende Form (cf. I, S. 397), indem jetzt, wie dargelegt, p = R zu setzen ist:

da?rR \ ; |
(G + R )= 28— Py —2(S )P, =2 Py 28,8+ (S /
. [dR AR\ ” »
+ Q7 sin v—0Q, \(Zl/)o_Ql pars <d1/ A -Q, pars /(z,,/z o
dn .’d])\ \
+2(S;)1 Q41 sin v_~2_f1 [ ==z

| .
duv dl//() ;

2
Diese allgemeine Form miissgh wir nun fiir den Typus 3 wirklich ausfiihren, indem wir auf der

rechten Seite die samtlichen in Abteilung 1 (cf. S. 381, 385—390) gegebcnen Werte von Q,, Oy, Q,, I,
(AR AR\ &fdRN

P : )

o Fa (S o (\dv,(’, (._dv,”l \dv

betreffcnden periodischen Aggregate ausmultiplizieren, wobei aber wieder nur Glieder der Gyldén’schen

) (cf. auch Formel (8) bis (11) dieses Kapitels VI) einfithren und die

Fundamentalformen mitzugehmen sind, wie das in Abteilung I bei Herstellung der Differentialgleichung
fiir die Glieder ersten Grades analog geschah (cf 1, S 423). Aufier den bereits angefiihrten gewohn-
lichen Gliedern ersteg Grades in Q;, vom Argument 6w, 3w+v, 3w+v,, Yw--v, 9w—v,, die bei der

1 Durch (SI)}Z-i-k ist das in Abteilung I bei Ableitung obiger Gleichung gegebene Glied |S,)ZZ vielmehr zu ersetzcn; da ja
/2

Glieder von der Ordnung 5 auch mitgenommen werden, und deshalb die kurzperiodischen Glieder bei Bildung des vor-
1

2 .
liegenden Ausdruckes fiir den Typus 3 mitberticksichtigt werden miisscn, was ich damals {iberschen hatte, was aber jetzt bei der
Ausfiihrung erst in Betracht kommt. Ferner lies in Ergédnzung des Abteilung I beigefligten Druckfehlerververzeichniss
auf S. 396, Z. 10, von unten natiirlich: S,Q == m/2 statt S,Q == m/.

3:1:
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Ausmultiplikation der periodischen Aggregate in O, mitzunehmen waren (cf. I, S. 374), zeigt aber die weitere
Untersuchung der Glieder, dafl auch beim zweiten Grad eine Anzahl gewdhmlicher Glieder in 0,
zu berlicksichtigen sind. Auf diesen Punkt wies ich bereits in Abteilung I (S. 383¥hin, wo die Anmerkung
besagt: »Dabei sind aber in dem Wert (26) fir ¢J, wie in der zweiten Abteilugg dieser Untersuchungen
dargetan werden wird, noch ecine Anzahl gewdhnlicher Glieder zweiten Ggades mitzunehmen, die bei
| ] : : il . dR :
Berechnung der Stdrungen zweiten Grades in Multiplikation mit ZL\ neueselementare und charakte-
A
ristische Glieder ergeben«. Denn ein Blick auf die Differentialgleichuiig (23) zeigt, dafi auf der rechten
Seite das Glied:

0, (kz’R\)

\dv/,
auftritt. Bei Bildung dieses Wertes hat man in @), offenbar nocli andere als die in Gleichung (2) dieses
Kapitels fuir O, bereits angegebenen Glieder zu berficksichtiges, ndmlich zu setzen:

I" LIIR Cl’R :

dI\ 24
t\dv/y d ) ' a’ v/o )

wobei jetzt rechts @} den frither abgeleiteten Q,—Wert bedeutet, (Q,), aber, wie die gehdrige Durch-
musterung aller denkbaren Moglichkeiten zeigt, de folgenden gewohnlichen Glieder zweiten
Grades umfafit:

(Qy)e = Ay om% sin 6w + A2 2 sin (120-—2v) \
+A(.+1>-q'q sin (6@ v—v )+ AP 1/ sin (120—v—v))

+ ATV sin (G —v )+ A5 D, 4/? sin (1210—2v,)

/ (25)
+AG.().2A’I singBav +Au 1.1 fl’l sin (v Vi)
+ A sin (vv,) \
DNl 7 .
+ AGEE)0"? sin 2v,,

indem weitere Glieder der Argumegte v—v,, v4v, und 2v, nicht in Betracht kommen, da:

1 2) 2) — A(= "—— 2
Agll}'_Ai()ll—/lg)t» A ) A(]OZ)_O

ist, wie die ZusammenstellungSaller bei der numerischen Rechnung mitzunehmenden 4, B, C Koeffizienten
der Derivierten O, I, Z der Storungsfunktion bis zum dritten Grad inklusive in der dritten Abteilung zeigen
wird. Schliefilich sei noch bemerkt, dafl in Gleichung (24) in den g-Koeffizienten (cf. die Relationen (8) u. (9)
dieses IKKapitels VI) nurgdie Glieder erster, nicht aber die Glieder zweiter Ordnung mitzunehmen sind,

da Q, (dv') bei Mitnalime von Gliedern erster Ordnung in den g schon zweiter Ordnung ist, im Falle der
> 0

Mitnahme von Gliedern zweiter Ordnung in den g also dritter Ordnung wiirde. Die Mitnahme von Gliedern
dritter Ordnung beim zweiten Grade liegt jedoch jenseits der festgesetzten notwendigen Genauigkeits-
grenze.
Fir diedinzelnen Ausdriicke der rechten Seite von Gleichung (23) fand ich folgende Resultate:
28,—P, = (2a,—p,y)1? cos 3w +(2a,,—p,)n? cos (Bw—2v)

+Q2ag—p,) 1 cos (Bw4+v—v)+ 2 a,—p) cos Bw—v—v,)

+2ag--p, ) cos Bw—v4v)) +(2a,,—p, )12 cos (3w—2v,))

+(2ayy—p19)7* COS 3w

+ (20, —p)n2cos Bw—2V)  +(2a,;—pye)%® cos (Qmw—2v)

4+ (20, —p) 0 cos (Brw—v—V )+ (2a,,—p,,) 1 cos (Qw—v—v,)
+ (204, prg)1? cOS (BW—2v) +(2a,9—Pyy)7? cOS (QW—2V)).
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2(S)iPy = —o,(p, + pe)n? cos 3w %y Py COS (BWw—2V)
~(93 725 P3) T COS (B +v—v,) (a1, py 42, ) 171} cOS (3—v—y)
(o 5 + 05 P €OS (B —v +v,)—a, p,7 2 cos Bw—2v,)
— o, (py+p,)1? cos 3w

~o,p 72 cos (Bw—2v) -0, P c0s (Qmw—2v)
(0523 ,) 11 cOS (Br—v Vi) —(@y Py + a5 pg) 1 cos (9w —we—v,y)
o, P72 cos (Brw—2v,) —a, 1% cos (9 w—2v,).
2(S;)Py = —a,pM?2 cos (Bw—2v) —2 0, pom? cos (Bw—2F)
oy P17 C0S Bw—v—v ) —2a,. por cos (BwSv—v,)
—a P2 cos Bw—2v,) —2a,p.1? cos B—2v,)

—a, p1M? cos (Yw—2 v)
~a, 1 coB(9w—v—v,)

—ay, P2 cos (Ow—2v,).

28, (Sl = ayoy 412 cos (Brw—2v) 424,012 €os (Brw—2v)
a1 €os (3w—v—v))+2a,0,94 cos Bw—v—v,)

a,u® cos Bw—2v,) 42a,087"? cos Bw—2v,)

+a®,,m? cos (9w—2v)
+a,2,,m cos (Qw—v—v,)

+ao.m'? cos (9w—2v,).

(SPter = (ay+a,)9ym? cos 3w +a,0,m? cos (3w—2v)
(a0 +a50) N1 cOs Bw+v—¥))+ (a0, +a,0,) 7 cos Bw—v—v,)
+ (ay0 +a,25) 1 cos Bw—w% v )+azo0'® cos Bw—2v,)

+(ag+ag)osm2 cos 3w

i, 5 ;

+ = o2n? cos (6w —2v) +a,2,77? cos (Qw—2v)

+ oo, 1 cos (Bw—y—v,) + (ago+a,05) 1 cos (Yw—v—v,)
1 » :

Ul az/? cos (Bw—2v,) +ago.1% cos (Aw—2v,),

wobei wie immer Glieder rein zieiter Ordnung, wie z. B. - a,a,%? cos (6w—2v) etc. fortgelassen sind.

1
(&—44,)7 cos 3w & - qihcosiBe—29)

0S|

Q7 sin v g=

s

[V

— — g, cos Bw+v— v,)+ % gy cos (Bw—v—v,)

B

1
s 5 L cos (Bw—v4v,)

1
= % ge1? cOs (BW—2V) 4 5 &P cos (9w —2V)

i 1
i g, cos (Bw—v—v,)+ s & cos (Qw—v—v,).
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Indiesem Ausdrucke und cbenso in demjenigen flir 25,—/, hat man offenbar in den ¢-, g- und
p-Koeffizienten die Glieder zweiter Ordnung mitzunehmen, wiahrend das in allen ibrigen Teilen der
rechten Seite von Gleichung (23), wie aus dem in Bezug auf Gleichung (24) zuvor Gesagten hervorgcht,
nicht der Fall ist. Weiter ist:

_Q2

(), pars (

dr
(\d v 0_

cif/\
a

>

Zv)l

D | —

| == (143,) 45, 8,7 cos 3w

(1+8)) (AN — 4G —o1) By cos Bw+-g—vy)

DO —

—+

ot (143,) (4§ D+ ASEN+44,) By cos B@—v+v,)

Do) —

(1+3,) Ay o281 cos 3w

DD —

(14-8,)q,; 8,72 cos 3w—2v)

DN —

(J+3)) (\A(()ﬁ.zl)_*—QIG) Brr ceB (3rw—v—v,)

DNo| —

(1438 (AT q,7) B, 4 cos Bw—2v,)

IR

(14-3)) (g2—418) B0® cos (Bw—2v)

—_ D =

= == (143,) (g13— o) By cOS (Bw—v—v))

(N}

(14-3)) (9™ 920) By cos (Brw—2v,)

oo

] ) [ «
+ o (13 (A, D—a15) By cos (9mw—2v)
+ = (18-3,) (A2, —q,6) By cos (Ow—v—v,)

+ £ (143,) (AGD,—q,,) B, 12 cos (Dw—2v,).

1
— 5 (F-26y=-&) (g4+44){j47}2 cos 3w

e .
EE 5 les (1423, 428, +q, (1428, 4¢)F | 1/ cos Bw—4v-—v,)

[N

+ - [q (1 428,494, (1420, 4350 ] 71 cos (Bw—v+v))

1
+ 5 (1428, +4,) (& +5)B1* cos 3w
L 2 7 2 ; 2
g (1428, 4+<) £,0,%% cos (Bw—2v)
o L9 (1+23, +9) 8, +& (1428, ) B | 1/ cos (B —v—v,)

+ (1428, 4¢,) 8,812 cos Bw—2v))
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1
+ 5 (1425, 42)g, 3,72 cos (Brw—2v)

DO =

+ 5 (g (1420, +9)B, + ¢, (1428, +4) 5] 7/ cos (bw—v—v))

—_

aF g3 (1423, +¢) B, cos (Bro—2v,))

[\

—_

- — (1+28,+¢)q,8,m% cos (Ow—-2v)

[\

T oa .
N (95 (1428, +) B+, (1 +28, +¢,) B; ] 1/ cos (9mms-—v—v,)

(g5 (1 +28, +¢,)B;7"2 cos (Qmw—2v,).

L)

.
- (148,) g, ;72 cos 3w

D2 —

Il

dR
— 0 b |
Qo par .di),)z

s

+ o (148, +c—2)) g Byrr cos (Bmw+&—v))

Bo

1
+§ (148--5+%)5, lrjs’{i'{l,"”g (3“)"‘\7'*"\1)
1 g ol
+_2 (14-9,)8; Bion° cos 3w
1
+ 03 (1433, +29)8, g cos Bmw—2v)
I . S
-+ 9 (1+3')1+§+§1)g11’18hr171 cos (3w—v '\'1.)
1 ! S 0 .
+5 (1438, +82¢,) g, 8o cos Brw—2v,)
1 ‘ IS 3 £
* 5 g [(L+ 38, +2¢) By, — (@ + 26— 1)y, ] 4% cos (6w —2v)
1 A N o o /
+5 @ [(1 430, 46+ — O +c+5 — 1) P] 1’ cos Gw—v—v,)

1 ] .
* 5%[(1‘*‘351‘*‘2;1)@19' -(B,4-2¢,—1)Byy] 4% cos (Br—2v,)

1
=55 (B, +2¢—1)g,8y1? cos (Qmw—2v)

1

. By 4c+¢,—1)8, Bpnn’ cos (Qmw—v—v,)

(3,422, — 1)&, B151* cos (9mw—2v,).

SN
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] il
2(5,)1Qym sinv = 5 £10.7° COos 3w
1 /
+ 5 819 cos Bw—v+vy)
1 al
als 5 q,9,m2 cos (Bw—2vV)
1 / 3
+ 5 @12 cos (Bw—v—vy)
1
+ 35 10,72 cos (Yw—2v)
1 /
g—gld-s"m cos (9w—v—v,)s

Bei Behandlung der elementdren Glieder zweitedl Grades der Form A in Abteilung IIT werden
wir sehen, dafi:
S 5 s

Ty = P ! sin (v—v,) — P& 1/ sin (v 4+-v,)— P 12 sin 2+ (26)

ist, wobei P[” und Pf die Koeffizienten der Differentialgleichung in (p) fiir die elcmentdren Glieder
der Form B ersten Grades sind, deren Werte wig bereits ermittelten, ndmlich (cf. I, S. 426):

« 1 o
PV = 2a,—p,+ 5 &Pt (&t 9B} +(ay—py) 2 —C1,

PP = 2a,—py+ i 1810 (83 + g5 B} + (@ —py) o —Lry (27)
= —aup, (10 L), \
Daher ergibt sich:
—2 cj—lﬁ; (j];)oz (143,) P B cos (Bw—+v—v,)

7-(1 +81)])1‘2) Bl’qnl cos (3107‘ V+V1)
—(1438,) P®Bymr’ cos (Bw—v—v,)
—(143,) PVB, 12 cos (Brw—2V).

Die Differentialgleichung zur Bestimmung der Glieder zweiten Grades im Radius Vector wird
daher:

d?R
(dvo' R R) = P’ cos 3w + PP 42 cos (3mw—2v)
4 2
+ PP cos Bw—+v—v,)+PPvy cos Bw—-v—v,) /
+ PP cos Bw—v+v))+ P12 cos (Bw—2v,)

+ PP+’ cos 3w / (28)
+ PP cos (6w—2v)  +PiV12 cos (Qw—2v)

+ P cos (Bw—v—v,)+ PPy cos (9w—v—v,;)

+PYO1 cos Bw—2v,) 4PVt cos 9w—2vy),
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‘¢

Do

5}

wobei die Koeffizienten unter Einhaltung der festgesetzten Genauigkeitsgrenze, also mit Vernachliassigung

! ’ &
: . S ) 1 . 11 v :
von &, 3, ¢, indem z. B. 8,8, q,, = m'?, resp. s ur lcg. 8, = 5 resp. 52 ist, die folgenfen Werte
1 1 1
haben:
[RSR=10) 7 : - +14 "+1/+ 0+
11 = 2d;— Pyt 5 \52 N @ AEFE 1 9 \S1 N

1 il
(£] o —~+
= 9 flwg ( D) &51 dy a,— P, ]7(;/ %

FAGD A+ 0 PO
(= 28 1)1+

i

1
pIE) T
]Il - 2[13 plL r)' q::

r 1 _
o (&5 0.+ q,08;)+ 9 §18g+(a5—p7;)3, +(ay,—p,) 0,

2
P® — 9 1 e 1 (A 1+ 4(+-1 2P [l
0 — % Put 5 8+ 5 Whaa T 1 dan) P+
1 e} e 1 eC) (& '
aF 2 .q51’4+g4p5,’+ 9 gl["“_’—(\a:&' P5) O 53 Sy tay Pg) %3
])(4) 5} 1 _/1 o 1 (¢ 4+ ] 1 [} ( 1
o 2aj, Pt 5 Bges th T o5 (85T G508 + o Sibe @y Fagpa—pg)o,

1 . 1
2(5) 153 . p 9 PanG o R r$ ) P .
Py 2ay—Put 5 4t 5 U 2P+ 5 Seeet o S T pp) % (ay—py) oy
=4 bl - -

) . 1 1 Aol 3 e
PP = 2a,—p, + 5 95 2 (Elv SOl P
[ A L :
-+ 5 (&3 By+&l05)+ D) §y Prg Uy —p3) 0 - (ay—py) oy +(a,—p)) oy,
P — 9 1(42 °+1 °+1"°+sz 7 } 2Ly = ( )
. = Syt 5 AR dinllk, T SeRENE JO81 iy P3)2 (A3 —p,) %4
P® — o 1 10,2 1( .’J+] (S
n =2y Pyt g Gty By W Nigfth T T e
1 9 1 v (e 1 g
Rt 2 <atiny D) 9y iz + ) Gl |\ o5 e (@h=— oy
])r&n — ')’/ 9 5 1 AL ) 1 ( AN ] e 1 €] 4= ] 2}
i == = g = B Jrn ke n 135> d19) 1 2 q3 1oy o 42 B5 +
I . | 1 )
—+ 5 qy P+ ) Qi P1a=Pe%+ \ 5 91— P, )% 2(ay—py) 15

“

3¢5

1 1 1
200y ¢ 2 3 5
]II o ‘3’116 Pig+ % o \Ga~ " Ga0) 1+ 5 %5+
2 2

By — 1
+ o I Bist 5 91 Pro—Ps %3+ 2(0y—Dy) %44

1 1 ol
a1 r _ 2 [
Pul=2a,;—Py+ 2 8 F D) (Mg Bi— 5 qsis+
11,
'7&71 200 &1%y+ (@, —pg) % +(dy— Py) oy
Pu — 9 1 & 1 (A2 Bl 1
n = edfg= Mgyt I o IGEE T16)Br— -, 9554
I 1 [ :
5 dals t &Pt (as—py) 2 + 5 gi+a,—pg |2+ (a,—p) oy,
PUs — o 1 (A= ) L s +.1 g 8 —p )2y 4 (a,—py)
= 20 Pae + 5 (B 7)1 5 95 P 5 &1 ta (=) % +(dy—P1) %

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII.
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Hier sind fiir die charakteristischen Argumente der Form () d. h. fiir die Argumente: 6w—2v

6w—v—v,, 6sw—2v,, doch neben den grofien Gliedern 2u,,—p,,+ o nogh @ie fNibviges il PR

6
angegebenen mitgenommen worden, wiewohl sie durch die Integration in R nicht vergrofiert werden, was
indes in 7 der Fall ist (cf. I, S. 368 und 380); und dementsprechend ist auch spiter bei der numerischen
Ausflihrung der Integration des ersten Grades fiir & besser von den Gleighungen (84) (cf. Abteilung I,
Kapitel IV) fiir P und P (d. s. die Glieder der Form (' beim ersten Gfad) auszugehen und nicht, wie
dort gesagt wurde, von den Gleichungen (90), wiewohl das bezliglich def Genauigkeit ja kein wesentlicher
Punkt ist (cf. [[ S. 424 und 426).

II. Bestimmung der exargumentalen Glieder zweiten Grades in K.

Zunachst missen wir nun wieder die exargumegtalen Glieder bestimmen, und zwar entstehen
exargumentale Glieder zweiten Grades durch Integratidn sowohl tiber das Glied nullten Grades wie
tiber die Glieder ersten Grades. Dabei wollen wir wieder so verfahren, dafi wir in jedem Fall diese Glieder

statt durch partielle Integration durch partielle Differgntiation bestimmen.

a) Exargumentale Glieder zweiten Grades aus dem nullten Grade.

Durch Differentiation des unbestimmten Integralansatzes fiir den nullten Grad von R (cf. I, S. 381)

erhalt man:

AR ; ] dw
s 0 — 38, sin 3w
dv ¢ dv
und:
AR A, .. diw
0 & 9B, cos S0 [ — | 3B, sin 3w —-.
dv? \dv/ dut

Im Sinne der frither enlwickelten allgemeinen Theorie ist nun aber (cf. I, S. 410 bis 415):

dw aT a7,
r e e A e

dv 3 dv
. aty _ v
Mol 70 Pt gy
also:
dPw _ ¢]2_[ ’
d T Mo
mithin:
R g : ’
702 + R, {1' SelisE=any) }(31 cos 3w /
5 av A V2 ’
+ 4 6p.(1 +9,) S a <cl1)) %(31 cos 3w 30)
N
+3uB% sin 3. \

Ldu?

Um erstens die aus:

y. €

)

[a
Dp2 | )(51 cos 3w
v
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. . . d .
entspringenden exargumentalen Glieder zwciten Grades zu bestimmen, sind offenbar in =, nur die
dy

Glieder ersten Grades mitzunehmen; es ist also auszugehen von (cf. [, S. 382):

‘dv
'> = 4,7 c0s (Bw—v) 4+, cos (3w—v,).
dv q 2 3

Es wird also:

{‘”",2_ I oos U e ol ;)
%) o el ol el 098 0o vy)
1 2.9 5 ! Y 1 2,192 ] s
+ 177 €0s (B —2v)+, 1 cos (Brw—v—v )+ 5 T3W”° COS (6w—2v,),
mithin:

o (T8N - 1 ! \

O p2 7, ) Bicos 3w = —) 152 cos 3w o M T3 cos (3w—2v)
av - & r

M ey 1 €0S (B1w + v—vy) — kY3 cos (Bw—v—v,)

A T s 1 oS (Brw—vv,) - A 1312 cos (Brw—2v,)

2
Ay 3® cos 3w 2 A 152 cos (9mw—2v)
My fo 1501 €OS (9w —v—v,)
ST 2 12n? cos (Qw—2v,),
wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde:
9 .
N=5 ek (31a)

und §, aus Abteilung I bekannt, also A; eingsgegebene Konstante ist.

Um zweitens die aus:

dl
Bp(l43) T B cos 3w

entspringenden exargumentalew Glieder zweiten Grades zu bestimmen, haben wir offenbar auszu-

gehen von:

/ i [/7' . L
| c[[U ) - .{14»’»‘1 cos (6w -2V)+A(151T’]/ cos (Bw—v \vl)+h(167/2 cos (6”} Z’Vl)

und erhalten so:

a
- 2 A O e o : Do Lep o2 T 2 MO
Gp(1+9)) Ty S, cos 3w = Ay cos (Bmw—2v) Ny P cos (Qw—2v)
+ Wt cos (Bmw—v—v,)+ Ny m’ cos (Dw—v—v,) (32)
N6 cos Bw—2v,)  +hgr,12 cos (Qw—2v,),

WO

N, = Bp(l+3)E,

ist.
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Um drittens die aus:

3.8 - sin 3w (32a
3] a1 )
entspringenden exargumentalen Glieder zweiten Grades zu erhalten, halgn wir aus:

av
= 1,1 cos Bw—v)  +1 cos Bw—v))
— :

+1,42 c0s (6w —2V) 1,11 cos (Bw—g=-v,)
F1172 cos (B2 2v,)
den zweiten Differentialquotienten zu bilden.

Derselbe wird:
azv

o i { ddev )
dv? (o 7 SIn (3w -—-V) (3 e _;.35
" § dmw '
Ny 1 sin (Bw--v,) 23 . 1+<_1§
ol {  dw )
1,402 sin (B w2-2v) 16, -2+2¢

ol | 25 Ldw
(157 sin B w—v —Vl);f) & 2+g+€1$
v

Qo dw
1161 23In (6w 2V1)%l) 2425, ¢ -

Da es auf den zweiten Grad abgeselen ist, haben wir hierin zu setzen:

dw ' ; L
I = l—p P17 cos (Fmw—v)—wy1 cos (3w—v,)
«

und erhalten, wenn wieder ¢ und gavernachldssigt werden:

a2V (3 N .
55 =3 wd—28, vy, ) n?sin (Bw—2v)
v & . ]

F Bty —28,y5) 1 sin Bw—v—v,)
(8 A

) G N e o
4= | o P —2?),(1(;/‘ 72 sin (Gw—2v,).
Daher ergibt sich fiir:
ERVg (g
3up, o sin 3w = ), 5 wa— 28, 1, ) 2 cos (Bmw—2v) \

+ 0y (311 Ty —2317,5) 11 cos Bw—v—v,)

/ \

4+ Ay | o re—28 0 )*q"a cos (3w—2v,)

3 ‘ (33)
)\3 ( 2 [LYS‘_Zsl 714)7]2 COoSs (Q'I/U 2\7)
- hg (B11as—23, 1y5) M cos (9w—v—v,)
by ‘/ 5 Pra—28, 14 ) 12 cos (Qw—2v,),
wobei:
= ,
e (33a)

ist.
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Duich Kombination der Glieder gleicher Argumente, wobci sich Glicder teils gegenseitig tilgen,
teils zusammenziehen, erhdlt. man fiir die aus dem nullten Grad entspringenden exargupientalen
Glieder zweiten Grades:

AR, - , ‘ \
[?uzo,z—_ X 1amE cos 3w + 241,12 cos (3w—2v)
Mty €08 (310 4-v—vy) +2hy 7,541 €os (3rw—v—v,)
Mt ts1t cos (Bw—v+4v))+2h,,1'% cos Bw—2v,)
Mon/? cos 3w (39)
(T3 Hg114) 14E COS (V18-—2V)
(2N Tats—HgT1s) T GOS (910 —V—v))
1 —XT16) 12 cOB (9m—2v)),
wobei also:
I e 5 L
A = 5 sk by = Bu(1+23)8,, Ay B 5 b B, (34 a)

ist.

b) Exargumentale Glieder zweiten Grades atis dem ersten Grade.

Durch Differentiation des unbestimmten Integralansdtzes fiir die Glieder ersten Grades in R
(cf. I, S. 381) erhalt man:

IR . d
‘i\zl 3 By 1 sin (3 w—v) %‘3 ;ZU 1+g§
90 .
2,1 sin Bw—g) %321: -1+;1:
’ d
-, sin (6#f—v) ;(‘, d%j -1+g;
- . { . dw
-B5 1 sig (Bw—v,) ‘<6 > =il
und weiter:
d’°R . dw &
dvzl = 58, ncos (Bw—v) 53 7o -1+g%
3ds g
By cos (3mw—v,) % dvﬁ 1+;1€
: dmw ?
By cos (Bw—v) -:6 7 r1+q2
i 2
Bs1f cos (6w—v,) bl[—li: »1+<;1$
d2w %)
-3B, 7 sin (3w—v) T
. a2
38,1 sin (31w—v,) 1—01;
a2
68,7 sin Brw—v) 22
4 duv?
d*nw

60,7 sin (6w

Vi) dv? /
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-5 )
Da man aber mit Hinblick auf p, 3 ! fiir den Typus - auch schreiben kann
r )
dw 1438, dv
e = - 1
dv 3 “au
so wird:
7 2Ll £
5 A { > s dV
P = {0, 45— 3
2 dv : (\ g l dv)
oder:
dw - , . dV dV\®
& — ) = (B, F)2-=6u(5 fc AEETEN
dv e Py )du S Ndv/

Hier sind offenbar rechts blofi die Glieder ersten Grades in Betracht zu ziehen, da es jetzt auf den
zweiten Grad der exargumentalen Glieder abgesehen istplind somit ist zu setzen:

7\

[, dw

\2 dV\
d ¢ = —06p <) —
3zlv 1+'/ e+ )<dv/1’

also:

©3

d
/3 ZILU e i B (3, <) {1 cos Bw—v)+1,1 cos (3w—v,)}.
1y

Ahnlich erhdlt man:

dmw ¢ d V\?
( S eli= (l 29 =R —
6 T > > +23, 45— 6yp dv)
oder:
- dw \2 dv AV
b g) = 26 =)= 2 (1l S520 — - 36 p.?
(( dv 1+) e & o il 1+<)dz'+30[J <¢ZU)
oder:
dw 2 ) ;
65 l4+cf= — 121428, 4¢) {1,71 cos (Bw—V)41,1/ cos (Bw—v,)}.
[
Weiter erhalt man gffenbar:
d?w d2V s 're Lodw
TpE = I gy = i sin (Bw w)%& ™ -]+c}
I
— Py sin (3w- v]){lfgz- =g %
dv
oder:
diw

dve ~@ ) prn sin Bw—v) — @+ pyyn sin B —vy).

Durch Einsetzen aller dieser Werte in Gleichung (35) und Ausmultiplikation der bezliglichen periodischen
Aggregate findet man 32 exargumentale Glieder zweiten Grades, die wir nicht einzeln auffiihren. Zieht man
dann die Koeffizienten dcr Glieder gleicher Argumente zusammen, wobei sich teils Glieder tilgen, teils

zusammenziehen, so erhdlt man zundchst flir die aus dem ersten Grad entspringenden exargumen-
talen Glieder zweiten Grades (unter Ausschluff decr acht Glieder der elementidren Form A, die spéter zu
behandeln sind) die Form:
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(2R,

=== SR(24D8, +3¢) 37,72 cos 3w
aylU= 0%

+30 (2458, +35+23)fyrenn cos (Buw+v—v,)
+ 302458, + 25435 a1 cos (Bw—v4v,)
+ 32458, +8¢)) ;7,12 cos 3w

3 (8 AV EL oo g ((‘ D
s L F¢) Bter? cos (Brw—2v)

i 1 S 1 S
+3 @+ <) Byty 5 B % By rey) /[3372 -— Bots ) | cds (Bw—v—v,)

w

+ o (8 +51) By1a1® cos (Bw—2v,)

o

+3u (2438, +2)B11? cos (9w—2v)

+ 32438, +25—2) 8,1+ (2433, — 5+ 25,) B, ] getos Omw—v—v,)

312438, 4+35,)By2 cos Omw—2v,).

Nun ist aber:

o m m! 5 m'2
p=s '(:cra ¥ also p'(zr—gfz-,
1 1 1
mithin:

’
5 "
o, Py m .~
9

also rein erster Ordnung und fir die Grenze®? — m/ von der Ordnung m’s/m'.

Und da (cf. I, S. 423):

c = !, g ==

ist, so wird:

Pt =

Nun ist ja fir nicht kritisghe Planeten 3, definiert durch:
8 > \/m,

fiir kritische Planeten hingegen durch:
3, < \/m.

Fir die Grenze zwischen kritischen und nicht kritischen Planeten ist also:
Dt il
0r = m’,

mithin:
¢Bry = m'?

d. h. rein zweiter und Ubrigens dritter Ordnung. Aufierdem werden aber diese kleinen Glieder vom

Argument 62V etc. noch mit 7* multipliziert, also noch verkleinert (cf. I, S. 392). Ihre Mitnahme fallt
daher auBerhatb d:s Bereiches der festgesetzten Genauigkeitsgrenze und demnach wird, wenn wir im
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Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze noch in den anderen Gliedern von der Grofle ¢ = mt/,

1
wo i = 1548 ist, absehen:
d2R )
Lli,gl i Xyem? cos 3w
+ 1111 cos (8w —+v—v,)
+ 51517 cos (3w—v+v,)
+X1,31% cos3mw ) (36)
27,72 cos (9w —2v)
+ (A0 + 2 1)t cosOw—v—v,))
+ X757 cos (S —$2vy),
wobei:
B(2+33,)8, = ), BR(2+33,)F, = A,
By ( (36 a)
Bu(2+58)8, = A Bi(2+55,)8, = A

gegebcne Konstanten reprédsentieren, da [, u#id B, durch die Integration fiir den ersten Grad

gefunden sind.

[MI. Integration der Differentialgleichung flir die Glieder zweiten Grades in R bei kon-
stantem v und =.

Die Integration flir die Glieder zweiten Grades in R, d. h. die Bestimmung der Unbekannten f3,
bis p,, gestaltet sich wesentlichk komplizierter als die Integration fiir die Glieder zweiten Grades in S, d. h.
als die Bestimmung der Unbgkannten «, bis @, Bezeichnet zunédchst wieder:

d?R, . », .
( °> die aus dem nullten Grad stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades,
2

dv?
/‘dle\ . = ‘] . <
l’l}[) die ausSdem ersten Grad stammenden exargumentalen Glieder zweiten Grades,
dvE /g
i +I?/ die direkt gebildete Differentialgleichung in den Gliedern zweite n Grades,
L av* 2
d®R, \ ; . g
<d5’7 +R2) den differentierten unbestimmten Integralansatz,
2

so ist ing Sinnc des Bisherigen:

d?R \ a1, [d?R, 2
+ R )= = =l ) ek | =
dv? /o \dv? /g \dv?

=y 5 +R2>2 (37)

und es eriibrigt also nur noch, das dritte Glied der rechten Seite dieser Gleichung herzustellen. Dazu
differentieren wir zunichst den unbestimmten Integralansatz fir die Glieder zweiten Grades in R (cf. I,

S. 381) zweimal und erhalten:
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(L

‘ (148,)28.712 cos 3w (B, 42— 12, 4% cos Bw—2v)
du? 1/ ¢70 1 i

P11
(148, —c+¢)2 By cos Baw+v—v))— 3, e+, — 128,77 cos Bw—v—g)
140, +c—¢)2 8y cos Bw—v+v,)— B, +2¢,—1)2B,,1,2 cos Bw—2v,)

(148,)2B,7 cos 3w

4 (8, +2)2B,4m2 cos (Brw—2v) (1438, 4+2¢)28,,12 cos (9mw=L2v)
(28, 4+ ¢+¢, )2 By 1 0 (63 —v—v, )—(1 + 33, +c+2,)2 Py coNOw—v—v,)
4(8,4¢,)2Bye1? cos (B—2v,) (1438, 42¢,)%R,y7? cog (9w —2v)).

Durch Kombination mit dem unbestimmten Integralansatz selbst erhdlf man daher, unter Trans-
formation der Koeffizienten:

d?R,
duv?

—42@,—c45 )+ (B, —c4< )2 B, coS (BwHv—v,)
1 1 1 1 8l \ 1

— 4203, 45—+ 03, +5—3,)% ByrLos Bw—v+v))

25 2\n .2
— (28, +8))B, 7% cos 3w

+ {203, +29)— (6, +2¢)%} B, Ecos Bw—2v)

+{20, +c4+<)—@; +s+8)2) B cos Bw—v—v,)

4+ {20, +2¢)—0@, +2¢3%} 8,44 cos Bw—2v,) / (38)
+{1—4@, +2)?} B, 8 cos B —2v)

A {1 —(28; +c+9)?} By cos Bw—v—v,)

+ {1 —4@ + 5P} Byen & cos (Brw—2v,)

$2(38, L)+ (38,4 2¢)2} B2 cos (Omw—2v)
{2(30¢ e 46+ (38, +c445)° | By cos (Omw—v- Vi)
— {2(89,+26) + (33, +25,)* | pyyn® cos (9w —2v,).
In den Koeffizienten dieser Glgichung kann man wieder im Hinblick auf die festgesetzte Genauig-

keitsgrenze, von < und g, abseheng®lan erhilt also auf Grund der Gleichung:

I'd_2]})2 R‘ 3\ = ‘ fﬁ]\) + ]\)l » "dzl\)o . ('112131'
& U2 2_’2 dv?

/ 2 /92 ,dl’z P ,LZ‘UQ,Q <39)

die 13 Bestimmungsglejehungen der 13 Unbekannten j, bis 319 des unbestimmten Integralansatzes
flir die Glieder zweiten Gfades:
R, =347 cos 3w +Byym® cos Bw—2v) 48,12 cos (Gw—2vV)
+ g’ cos Bw+v—v)+Bn cos Brw—v—v)+B o cos (Brw—v—v,)
+ By’ €08 (B —v+v,)+Byy7? cos Bmw—2v,)  +P,1® cos (Bw—2v,)
+B072 cos 3w
+ ;712 cos (9w—2v)
4By cos (Omw—v—v,)

+Bg2 cos (9w —2v,)

Denkschriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXXVII,
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zundchst in der folgenden Form, indem wir die Teile J, bis J,,, welche durch die fiir den ersten Grad
bereits ausgefiihrte Integration schon bekannt sind, absondern und in Gleichung VIII bis X die auBierhalb
der festgesetzten Genauigkeitsgrenze liegenden Glieder fortlassen:
E 1
L {1—(148,)%1 B, — 2a, — p,+ 5 B g+,
z 1 B 1
IL. {1—(1+8)%1Bs = 2a3—p,p— o 9e1br + 2 818+ Js

. 1 1
ML {1—(148,)%}By = 2ay—p,, + 9 Gsy B+ D) P& +Jy

1
IvV. — (st TR = 2 aap = & 2’g1?’10+‘]10

1 1
1 { I—@,— 1P}y = 24y, — Py ) Gy5 25+ 5 &y +(a,—py) oy, +J—2h 7y,
I . 1 1
V1L {18, —1)%}Biy = 28y,— pys + 5 16 B+ 2"g1Bls‘*‘(“1“]«’1)0‘154‘]12_2)‘3715
1 1
VIL {1—(8,— 1218y = 2845— Py + D g7 By & ) &1 B+ (8, —p) 2+ T 15— 2 X546 (40)
1 1
VIIL {1 —433}By, = 20y,— Py, 5 (g5 —918)B1 + 2_91([311"‘[317)'*‘2(“0 e
1 1
IX. =487} By =20 Phsr o @ia—a10) Br+ 5 915 +Bre) + 200y~ po)os + s
2 2
271 p 1 0 1
X. {1—488} By = 20— Py 5 (914 920) B1 + 741(@134‘@19)‘*‘2(“0 Do)+

i 1
95 B+ 5 &1 B+ @ —p) oy, +J—2h1,

XL {1—(1+38)%) By = 20475 — 5

Il 1
2 = RS, ) | B 28 v 5 g1 B+ 5 &1 Bt @y —p) oy +Js—2h 145

1 I |
XIL - {1—(1488))%} By = 2a,0—pyy 5 T B+ D) &R+ (@, —p) %+ T 9—2074),
wobei gesetzt ist, weil gurch die Integration fiir den ersten Grad bekannt:

1 1 1 1
la. J,= D) (&—q)+ 5 Ay Bt ) (g4+44)34+<§ g1+az+a4"‘172'—176>az_(ks_)‘ﬂz)'(z

7

1 , 1
la. Jg= 2 9 G 9 P2l o | VI T S 5 (&5Bs+q4Bs)+
+(ag—p;) 0+ (a,—p5) 05— Ay —XN73) %,
1 1 A 1
Ma. = & + o AGRFATI—2P7)B + & (4B, +8,8)+
il
+(a3—py)o,+ ("2“(91 +a4_176> oy —(As—Ay75) 73

j 1
Va. J, = 9 Ay 0581+ 9 (&5 +d5) B+ (ag+a,—ps—p) 0 — s —h 1) Ty

1 1
Va. Jy,= 5 da- FoUEEE g &:Put (33— P2)% (404a)




Bewegung vom ITypus 2/3 elc. 35

1 1 4
WMl /= 5 B+ o (AGKH—2P®)B, + (g3 Bat&aPs)+(ay—p5) o+ (ay—p,) %
1 : (40a)
Vla. Jy =< 4GB + 5 &b+ (4—p)%
1 1 1
Vlilla. e — 5 g, -+ o ag -+ Q2 B+ (2 —]74> %
1 ] 1 ( 1 \
Xa. J15:'2_ g, T 003+ 5 ‘]3?’4"‘"2'9265—]75“24' o 4 ’174.) “
1 1
Xa. Jg=75 %+ 5 Blb—rs%
. 1 (
Ny gh= 5 2 i A1220 1S e Bt 2 S1a,—Dg ) % — =M1 T
1
> JUTR T 5 & AR A‘;l W= (‘]554‘*“]4@5)4‘(@. D7) %+

( &i+ay “‘17GJ’/3 e—213) Ta— (Mg =N 70) 75

1
Xllla, o= A12 DyB1— % Bs (a5 —p7) 05— (hg— M 15) Ty

Um aber in den 13 Gleichungen (40) die 15 Unbekannten B, bis B, als die einzigen zu
bestimmenden GréBen zu haben, miissen wir fiir die @ und o ihre Werte nach den zuvor gefundenen
Gleichungen (19) und fiir die ¢ und p ihre Werte nach den Gleichungen (8) und (10) in das System (40)
wirklich einsetzen. Zuvor aber milssen, damit dieo § wirklich als dic einzigen Unbekannten in (40)
auftreten, noch 7,,, 715 716 als Funktionen der § dargéstellt werden.

Zur Losung dieser letzteren Aufgabe gehent wir in analoger Behandlungsweise derselben wie beim
ersten Grad (cf. I, S. 429) fiir den zweiten Grad aus von der folgendcn allgemeinen Form der Differen-

tialgleichung fiir dic Zeitreduktion:

aT

e S—2R—2RS+3R2+ {BR—2S-12R*+6R S |7 cos v—37° R+ % 2 S-—GR% 72 cos 2v,  (41)

indem wir auch beim zweiten Gradswieder blof die langperiodischen Glieder in S und R beriick-
sichtigen. Die einzclnen Teile der reciten Seite letzterer Gleichung werden dann:

= 2 _ - ( y e 3
S = a;,m% cos (Bw—2v¥Ha, 1 cos (Gw—v—v,)+o,.12 cos (Bw—2v,)

—2R = —28, 4% cos (6@/—2v)—2p, . cos (Bw—v—v,)—2B,,1? cos (Bw—2v,)
—2RS = —a,0,7? cosdBw—2v)— (0, B3 4+, £,) 1 cos (6w—v—v,)—a, By1'2 cos Bw—2v,)
3 X '
3R? = (7 B+ 3+ 36, b1y ) 17 c05 (Br—2%)

+ (3P, Brgat3 By Byg+3Bs By) M cos (Brw—v—v,)
3 (
+ (3 g+38,815+ 38, B0 cos Gr—2v,)
6 R cosv = 3B.m? cos (Bw—2v)+3Bqm cos (Grw—v—v,)

280 cos v = —a,? cos (6w—2v)—agny cos Bw—v—v,)

—12R% cos v = —6p, By? cos (Brv—2v)—68, 1’ cos (Brv—v—v,)

3 3 .
B8RSy cos v = - % By1? cos (Bw—2v)+ - o By cos (Bw—v—vy).




36 H. Buchholz,

Schiiefllich findet man bei Durchmusterung aller Moglichkeiten, daf noch die beiden gewdhnlichen
Glieder:

Spoocosnw und R, .0.0C0S W

fur n = 6, also die zwei Glieder: Sg.0.0 cos 62 und Ks.0.0 cos 6w in Multiplikation mit 72 cos 2v gleichfalls
noch mitzunehmende Glicder ergeben, ndmlich:

<2 S -6]\’/'q2 Ccos 2v = L S6.0.0 72 cos (6w—2v)—3K8.0.07°% cos Bw—2V).

Die Differentialgleichung (41) wird somit:

a7
— a4 ) 5 A5) oo ; o (16) .12 ~ye (6 .
(a’_v ), T2 cos (Bw—2v)+ T 17 cos (Bw—ye—v )+ T 12 cos 6w—2v,) (42)
: e B-ur . . o , mwe
und hier haben also die Koeffizienten, in denen wir nurdGlicder von der Ordnung e/, -~ und , hicht

2
3, oy
12

" 7 ; !
aber solche von der Ordnung 5 (wie z. B. a,, B, etc¥mitgenommen haben, die folgcnden Werte

‘ ‘

3 g - ' ‘ ‘ 3 3 ~
TI(I“) =020 =%+ 2 jé+3{jlﬁll+‘%ﬁlgﬂ+3ﬁ4 013 9 By —a,+ 4 S6.0.0—3M5.0.0

/

TP = oy 20— 2By — 2 By + 3By + 30, Brp + 35, By + 35— 68, B+ 2 2By —a, (43)
T(H;) 2 20 ¢ 3 B2 436.R LR \
= g 20— 2y 5+ 9 By 38 Brs+35: Py
. . o 2
Frither hatten wir aber fur de®# Typus 5 8 gefunden (cf. 1, S. 382):

dTl‘ 2 3 ‘ ' 3 ~ 12 ¥ e
o )2: 11412 COFOB w—2v)+1, .0 cos (61w—v—v,)+7,07 cos (Brw—2v,). 44
\ /¢

Setzt man nun ftir dic g ihre Werte nach den zuvor gefundenen Gleichungen (19) mit Riicksicht auf (8)
in (43) ein, indem die a @nd =« flr den crsten Grad bereits bekannt sind, so erhalt man «,,, 745, 73, Mit
Hinblick auf (42) und (44) dargestellt als reine Funktionen der f und bekannter Konstanten durch
die Gleichungen:

fu—'Y(”) m)Bn _)B14+f( 7)F17

e

= Y- g T (45)
T = TS0 Biy = 2P + 76D Bros
wobei zur Abkilirzung gescizt ist:
Gl o= Ll 5 S om g 1 3 . 3
Y<0)— é?él_'_;)/l P2 2+ 2 ;4—('3@4--'6‘@1 {,2-{- 2 {11’12—L74+ i S(j,(),() '31\):3.(\.0
(11)
ay — " 4 up
{ 2(6 3= C) Fl
(17)
riog) = g4 430
7 2 (O +€) {)1
+ H
© =TT Mo 5o 6o b3, By B — 6 fyt o Byt —ds
15 281+€+€1 P3a PJ3 {2p% {o lllS 2l ‘37 5 (1:)[1)
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12 =
{(1 \,,_,; q(l(‘,) +: rj (40(1)
20, +s+¢ !
18
{18\: 9ig +373
" 28, + ¢+ g '
/! :%17.1+Hm B oL 4 3 (2
16 2(81+§x) 1’373 3‘3
(13)
N qi7
(13— 20
=l +30
116 3(51—{—@1) 1
19
(i 91, el
L= + 3£,
(16 2(3,+¢,) 1 )

Setzt man jetzt die a;, o, /i, g, i, die wir sdmtlich als rein® Funktionen der B und der
numerisch berechenbaren Entwicklungskoeffizienten 4 und B der Stdrug@igsfunktion dargestellt haben, in
die Bedingungsgleichungen (40) der Unbekannten @, bis 8, ein, so eghilt man bei Vernachldssigung der
jenseits der festgesetzten Genauigkeitsgrenze liegenden Glieder die Bestimmungsgleichungen dieser
Unbekannten in der definitiven, der numerischen Rechnung Zu Grunde zu legenden Form, die sehr
einfach deshalb wirklich auflésbar ist, weil, wie man sieht, stetsin je drei Gleichungen héchstens je drei

Unbekannte gleichzeitig enthalten sind.

An einer der Gleichungen, z. B. der funften, deuten wir den Gang der Transformation an. Durch
Einsetzen erhilt man:
g 2| s 3¢, (qs1+H,,) 3 ’
101 = =3 ,‘11)1+Q1> Bus+ g7 RR F H— 4(3,4-2) 2 P“l17x4§

1
= 5
Praa — P Bu— P B~ B+ 5 a1t 5 1B17

a; (Q1a1+7H1 ) _171,(‘1_1.11 +'H14)_ o
1

~ ‘2)\ iy
26, +9) 2(3,+3) i

, _ 1
23 ‘ ] (17) o i
g“Jl B B b+ § 245 0 TR+ )"er + Py 9 &i( 87 =

20(g,,,+ H,,) 3qdq,.,+H,,) 3pa ;
121 B e Ll S = Z)‘%/((O"F(lll\gn -2B, 150 Br)

=3, 5 (34 9) 1—2,
—igpl g . L H14_) PG5+ H“)—i—J
Prya 2 9154 P1 2(51_}_;) 2(81“"@) Jl
oder, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:
Sna . . >
] T2, =N, —pi+3q, = F,
il
auch:
%‘)5 — of +17“1 \11 }(11 { qtllh_*_p\u\_{_‘)jv } x4+
(S 1 - 2(41‘v,1+H1x
+ ‘12q\112”+]’<1ﬂ7‘ 5 SN By = - )1_ 1 -
(@y5s + H ) F (
15.1 W NI

[} 34
Puat D] P15 2(81—{—;)
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In toto erhidlt man so die folgenden der numerischen Rechnung zu .Grunde zu legenden

Formen, in denen sdmtliche Grofien aufier B, bis 8, bekannt sind:

i 2((]81 + H;)

e A T

1
Il 28,4+ +2¢0—p+ ,2 £

" 1 2(q, + Hy) 1

I 429 =0 =pliE; + { g8 -Ps_g(» e 5 21€B9: - —f-l{—S i + Dy + 7421.1@1_‘]8
- 2(gys +Hy) 1

L {28, +3]—p {By+ g == D) gi}Bs . _LIQ-L{—SI NEZ T S Bi—Jy

S 2(qys 4+ Hyo)
V. ;25 + 3 +2¢{0—p{D+ 5 gx} Pro = — —(q_%;_'gl‘i +21 10
V. {2834+ pID— N (DR + { 2¢(0+p{ld+2N, } B, +
( 1 2(q,,,+ H,,)
+ 3251927)‘*‘]7(117) o ) (14)2 B =& *"I?T—L Praa +
1 §Ginq )&
o 2415.1514‘ 1?71(3 _{_1; +N 1 +Jy
VI {28, =8+ p(P—N1iP} By + { 200+ PP 2N, | By +
1 2(q.4,+H
- gzq/18)+]7t18) 5 gi— N2 P1s LB (%.14.1 - 12)
1 (@, +H)F
P T 41613 + rj%l_}_ _;i +N1 +‘]1?
1
VIL {28, 81 +p{0— N1 B+ { 2650 + P +2.N, } By +
), It 1 9) )<q it H
+ {2+ 5 a— My = —2IIR Ty 4
(417 1+Hg) F
4+ G171 B+ - - + N+ T
2 o 2(51‘*‘ 1) Al
y 1 qgn
VIL  {1—484+-p(0} B, + SpitD 9 g : % B+
(. f g (q1,1 ~H )G 1
i (/7(117/\ ) 9P — alr}_g\ By = O[_{_;l—' Kiaw, = 5 (qr2.0—qus.1) By +Jyy
Ll 24(
X, 41—2% +piN R+ ’ P 2 g9~ 23 +g+§1} 312'{‘.
1 2 (q16.1 +H )G 1
+§1’§188) *2‘4@‘ 231+2+g1$ Cis :"231_{_“_1; P18 5 (q13.1—q10.0B +Jy5
X, {1—484p10 ay_ L o 47
X 48+ B + P o I '5 gt Big+
1 C](w) (C]17 1=k JEh 1
- %1’(‘199)' g 'ali%} Ps =75, +g11r)) TS S~ e
; e 2 17 17 I 2qiyY 1
XL {63, +93]—pi) + Ny} By + ,1+35 P+
1 § 2g(
= o g1+N27(1}11)§B11+ ) 1438, P — 2 o =

2(q18.1+Hyyp)

1
1+38 ~ +poo.1+ 5 Tl By —

EC]L) l+}1 1) T

2(8,+¢)

NAQ—J

(46)
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, , 2 q{12) oy 16
XIL {63,408 p{+ Ny} By | [T —plD+ o 6+ &
(9] 1 =
T { 2419 : A 2(qio.1+H,g)
+A‘2’l‘115~ { Pt (1_%_1::).)81‘ ']7\:11U 2‘\281 15 — a l+37517 = -
1 (qi6 14+-Hp) IF 7 A
T pa 1 ==gligi 18, ::2,15_+é—+i.”) "\’271.2 Jlﬂ
< 1 51
XML {68, +932—piI+ N1 +{ 245 P+ g -+
1 1 22 16 °19 1+3E)1 2 o1
. 2q:1“) { 2(q 0.1+ H, Q)
_I_N).((l;.,)}gr_{_% L) p(m 2N, By = — bkttt )
Bl | ST W39 Baj L 1 1+33,
Il ; 171 Hig)F J
+pat+ oGzl (~q,)(b o \— Not§@d— 195
) 11
wobei also:
3pa - 3pa .
lel_all —21; b = 1+3151 As F=a, P, 4+34q,;
&\ o5 3
G=2(+a,—p,); hy = 31 (1428)) g, hy = 2 1By

ist, und die GroBen H, bis H,, durch die Gleichungen (f9a), J, bis J,, durch die Gleichungen (40a),
die g und p durch die Gleichungen (8) bis (11) und die y dugch (45) und (45a) gegeben sind.
Diese innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze strengen Gleichungen (46), aus denen fiir einen

. . ] a
bestimmtenWert des Verhiltnisses der mittleren Entfefhungen e die gesuchten Unbekannten

B, bis By fiir einen beliebigen Planeten der Hildagruppe numerisch berechenbar sind, konnte
Man, analog wie beim ersten Grad (cf. I, S. 431) guich jetzt beim zweiten Grad durch Vernachldssigung
vVon ¢ und ¢, in den Gleichungen (45a) wieder ¥€reinfachen; indes sollen fiir die numerische Rechnung
die Gleichungen (46) die Grundlage bilden.

IV. Beriicksichtigung der ags der Variabilitit von 3 und = entstehenden Zusatzglieder
zweiten Grades in R.

Zur nachtriiglichen Bestfmmung der Zusatzglieder zweiten Grades, die sich durch Integration
der Differentialgleichung (28 fiir R, dadurch ergeben, daf man in derselben, der Wirklichkeit entsprechend,
M7, %, =, als variabel betrachtet, gehen wir aus von der friijher abgeleiteten allgemeinen Differential-
formel (cf. 1, S. 444):

(nw+m V)

adv

s o sin
5}
L = F {n(1—p) +my (1—=¢)} ™ oo (R10+11,V)

5 d(n™ cos 11, %) cos 47

w111, (1 —2) v
= > [ty (1—<) 0]

d(*r,’”1 sin | 112y ) %) sin
dv

[1111)—{-1112(1— -¢)],
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wobei wir das zweite Glied in L das die exargumentalen Glieder liefert, gleich fortgelassen haben, da
dv
wir die exargumentalen Glieder zweiten Grades in R bereits bestimmt haben ufid die exargumentalen
Glieder, welche dies Glied sonst noch ergibt, dritten und hoheren Grades wdlrden, deren erstere wir
spéter bei der Integration fiir den dritten Grad gesondert behandeln werden.
Durch nochmalige Differentiation der vorstehenden Differentialformel em@ibt sich:

d Sﬁ: (nw--n1,v) cos
— — ] AN 2epmiry T
T = {1 (1—p)) + 1, (1—¢) } 2™ o (now+ngyv)

dn™ cos mSk o
\ 1 4 "8 s1n

F 2{n(1—p)+n1,(1—3>} 70 CO\{nw-}—mz(_l Qv

Nty @
)d‘q 1SIN W, T cos }

+ 28 (1—p )+, (1—¢ Pt nwa-m, (1 —29)v
{ Al) 2( Vi) dv sin t 2 ]

S

d*™ cos ity T cog

T cin {1+, —g)v

d¥n" sin m, T o
4 DN TR TSIy a9, (1 v}
= dv cos

Da aber (cf. I, S. 439):

sin

A ooaT

iy 12
o o ¢ o= w2,

so kommen die beiden letzten Glieder bei: der Anwendung dieser Differentialformel in Anbetracht der
festgesetzten Genauigkeitsgrenze, weil reifi zweiter Ordnung, nicht in Betracht und somit ist auszugehen

von:

g C0° (nw +myv)
i gin 2 . cos
- = — (1 —pd+m, (1= 2™ i (v +m1,v)

dv®
d cos My, T gj
F 2{nfl—p)+m, (1<) £ S { nw+m, (1—23)v} (48)
dv cos
+28n (1 )2, (1 )’Llﬁ““ S 7712ECOS{M1U+ (1—35)v}
n — (U, 111, - = = ", 111, )
P ‘ =/ dv sin 4
analog:
, 1 COS ; )
dohe M G (I 1ggY 111,V ) L
- dv? o
- il —-2) il N 1 2entity o ””Il Cas y E /
= — {1 —n,) +my (1—) (1 —c ) By ™1 o (v + 11,V 418, v,)
Ll / .
il ) ; ) dog™egmy cos (m,w+11,T) sin \
F 2{n(1—p+m, (1—5)+my (1—5)} ———— P -cos{mv+ (49)

+m, (1 —3)v+m(1—z)v}

demy sin (g, =+ 01,7,) cos

+ 2§n (1—p)+m, (1—2)+m,(1—g,)} 1{1111}—{-

dv
+ 111y (1 —c)v+ml,(1—¢,)vi.

Analog wie beim ersten Grad (cf. I, S. 452) soll der Variabititdt von v, 1/ =, =, aber wieder nur in

den Gliedern, welche durch die Integration in R vergrofiert werden, also in den Glicdern der Form D
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(cf. I, S. 380) Rechnung getragen werden. Indem wir in diesem Sinne also im unbestimmten Integral-
ansatz flir R, diese Glieder allein ins Auge fassen, wird derselbe:

R, = @B,m%cos 3w 4B m?cos Bw—2v)  +f,1m%cos Qw—2v) )
+ B 1 cos (Bw—+v—v)+PBnr cos (Bw—v—v,)+ B0 cos Ow—v—vg
(50)
+ By 1 cos Bw—v—+v)+B, 12 cos Bw—2v,) +B0* cos (Qw—2vyY \
+ B,o71% cos 3w +(Ry);
Das erste Glied rechts gibt, wenn man setzt:
(2N =AT, W= 0
nach Formel (48):
d*n? cos 3w | ’ , ag® .
1 TR P -(14-8,)%n2 cos 3w—2(1+9,) 21[) sin 3w.
Das folgende Glied gibt, wenn man setzt:
w, =1, m =1 w=3, m=58K m=—1,
nach (49):
7211/ cos (Bw—4v—v 4 :
il cos (Bw-+v—v,) + a1 S;UZIH—V ") = — {206, —g+3)+ @ —s+3)2}n cos Bw+v—v,))
da’ cos (r—1
—2(1 48, —g4c,) ‘TU( =) i I e

o B [ —
d sin (v —m,)

4+ 21 +8;, —z+¢
( 1 1) dv

cos {3w—(c—s)v}.

Beim Glied vom Koeffizienten {8, ferner hifte man z. B. zu setzen:
wmy =1, ml=1 ng9 m=—1, wm=—1 usf
In toto erhilt man so aus (50):

2R 5
2 == 22y .. 2 4 *
i +R, | = —(28,+38)) g1? cos 3w

d, &
2(143)) &, - sin 8w

—{2@, —z+<)+ O, —s+¢,)? | Ben cos Bw—+v—vy)*

anr cos (—mn,)
g — e =l

S2(148,—c+45,)B e

sin (8w—(s—3;)v]

dr sin (m—w,)

+2(14+8—c+3)p, T

cos [Bw—(¢c—¢,)V]

{20, +c—c)+(B, +c—¢)?} By’ cos (Bw—v4v)*

dvr cos (m—m,)
| it i

20148, 4+¢c—3)P PP sin [3w+(s—¢)?]

- dv! sin (r—= )
2(l+01+€*-1)59-‘"'d—5 0 cos [Br0+(s—¢,)v]
(%

SN 7

—(28,+8%) 1% cos 3w (51)

Denkschriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXXVIL 6
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Nun ist aber:

H. Buchholz,

/2

a
—2(143,) By -;I’- sin 3

+{20®, +2¢)—®,+2¢)%} 8,12 cos (Bw—2v)*

drfcos2rw

+2(1—8,—2<)By, ——

sin [3w—2(1—¢)v]
d7?sin 2=

= 2i(l==BiR=-2 o), =

cos [31rw—2(1—gv]

{20, 4c+5)— @y +c+3)% B, 0 cos (w—v—v)*

- don’ cos (m+7w,) . .
21—, —s—e)fyy TS IER) i (2 c—cyo)

drn sin (w4
1= Topedh o= E MRt l"—gg—f‘—) cos [3w—(2—s—¢,)7]

=+ {2(31""291‘ — (&, +2¢)° } {313"]’2 cos (3w—2v,)*

dv? cosZ =,

+2(1—8,—2¢) fiys g8

sin [3w—2(1—¢,)?]

dn/%5in 2%,

—2(1—=8,—2¢) fii oy

cos [8w—2(1—¢,)v]

~§2(83,+2¢)+ (38, +2¢)°{ B, cos (Iw—2v,)*

dn?cos2x

—2(1+83, + 2R by —— —— sin [9m—2(1—3)0]
difsin 2% ]
+2(1+83¢5-29)8,, T 2T cos [9mw—2(1—<)]

— {2038, 4 c+¢)+ (38, +¢+5,)?} Bgnn cos Ow—v—v,)*

dy cos (=

= == sty

— 21 +38,4+5+¢)Bg

day sin (m+x,)
v

5 cos [9w—(2—¢—g,)v]

+2(1 433 +c+5)fg

— {238, +2¢,)+ (33, +2¢,)%} Bygn? cos (9mw—2v,)*

dn'? cos 2x,

~2(14-33, +2¢,) Byg sin (9w —2(1—¢,)v]

duv
dn? sin 2%

4 2(1 488, 426,) Byg — —— =t eos [9w—2(1—5,)v)

4*(R,),
A d’Z)i >+ (Ry);

2 2
(4 R dollif ) = (¢ 132 + R, |+zweiter Ordnung,
dv? /o dv? /o

(1)

(52)
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wobei das erste Glied der rechten Seite durch die Entwicklung (51), die linke Seite aber durch die
Diffcrentialgleichung (28), unter Ausschluf derjenigen Glieder derselben, welche durch die fntegration
nicht vergrof8ert werden, d. h. durch die Gleichung:

‘d?R

T2 +R )= P{n?cos 3w + PP 12 cos (3w—2v)

+ PP 11 cos (3w+v—v )+ D[P 11 cos Bw—v—v,)

+ PP cos (3w—v+v,)+ P 7% cos (3mw—2v,

+ P 1% cos 3w + PV 2 cos (9w —2v) (53)
+ P12 v cos (9w —v—gF,)
+ P{1¥ 42 cos (9w —2¥,) \
+2(S,);
gegeben ist. Und zwar ist nach dem Friiheren:
—(28,+82) @, = P+ zweiter Ordhung,
{208, —s45)+ @ —s4+3)% 8 = PP+ > » /
— {20 +e—c)+ 0 +e—¢) {3y = P+ > : :
-(29, +5‘i) Bio = Iir'+ S g ¥
1210 F 2e) (Oy 2% Tl :PI(Im"" . 5 \

daher heben sich in Gleichung (52) die Glieder der rgchten Seite, die in (51) mit * bezeichnet sind, fort
gegen die durch Gleichung (53) gegebenen Gliedersder linken Seite von Gleichung (52) und man erhéalt
fir die Zusatzglieder zweiten Grades in R die folgende zu integrierende Differential-
gleichung:

A2 (IR )
du?

+(Ry); = 2(S,); +2(1+83) &, :" sin 3w

dr cos (=—m))

+2(1 438, —c+& )0, T

sin [3w—-(c—g,) v]

drr sin (m—m,)

—2(148,—<%+¢) @ D

cos [3w—(s—3,))v]

To

Ivrpd o — =)
dr cos (x—m,)

42148, +c—2) B i

sin [3 w4 (s—¢5,)v]

dqn sin (z—=)

201493, 4+35—3)) 5 cos [3w+(s—¢;)v]

dv
+2(143,) By ‘g—[‘ll: sin 3w
2(1—5,—22) By, r-“’sz sin [370—2(1—¢) ]
218, —20) gt f’z}: 2 o i (=)t
-2 (et — ==& ) B dw] G sin [310—(2—¢—¢,) V]

dv

zqu sin (47,

7 cos [3w—(2—s—¢,)v]

+2(1—51—'—g- 31) rj12

&%
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dn'® cos 2=
o NI AT = “> 2 sin (B0 —2 (1<) 0]
dv'? sin 2% .
+2(1_51_2§1)B13"n‘ ar)l 2L cos [Bw—2(1—¢,)v]

' 2 D75
+2(1488,429) By Lo 2% i (92 (1—9)g]

—2(1438,4+2¢) 8y, B ;Un_z'm cos [9w—2(ls¢)v|

vm cos (r+~cl)

F2(14+38 +ete)Bs— sin{9w—(2—¢—¢)v]
d' ! o3 7 7 S
—2(1+38, +c+¢) P, i Sl;v(ﬂH-le cos [9w—(2—¢—¢,)v]
dx!
+2(1438,+ 2¢,) By = f;;sz"l n [9w—2(1—¢,)v]

d'? sin &x

—2(1438, 4+ 2¢)) By 7N

Lcos [9w—2(1—¢,) v).

Da nun, wenn 4, cos (h,v—B,) allgemein ein &lied dieser Differentialgleichung bezeichnet, das ent-

sprechende Glied im Integral cos (hyw— By)dst, so erhilt man durch Integration vonletzterer Gleichung

Dy
== )?z
direkt die Zusatzglieder zweiten Grades in R, welche durch die Variabilitit von % und = in
Gleichung (28) bei der Integration entstehen;Swobei wir wieder im Hinblick auf die festgesetzte Genauig-
keitsgrenze ¢ und ¢, wie bisher vernachldssigen:

R, :114{‘“' 2052“' 0s [6w—2(1—<2)o]. ‘27"2322“ sin [610—2(1- -;)u]}
ol _’Véfédmlfo;fﬁ‘*'ﬁl) cos [6—(2—2—g,)v]— d,"m,‘qi;lf""ﬁ) sin [Bw—(2—¢ ~;1)v]§
+ ”51 ;dn” f;:z“l BB =B g b AL ;1: B i e gl)v]é
2—831-(%1_;;—;) % cos“3w
-2_;‘8(515?{4@’ C.O;U(ﬁ' 2 o [Bw—(c—s,)v] — i Sl;sﬂ ) sin [Bw— (c—-cl)v]§
Zgﬁg(él;\‘-;))gdﬂfl CO;U(“'_"“O cos [3w+(s—¢,) v] + d §i21§ﬂ—“1) sin [30+(g— cl)v]$
B o o
2%'311(2(1_81)1){@_;35_)3 e B i g e L SI2E sin (3m— 2(1—9)0)f
26@12(2(1‘;?{‘1”” 208 E) cos [Bw—(2—s—cy) o] —
dnr/ 51[r11 (x+7‘1) 0 [BW—(Z—c—e,) v]} (55)
;13&2(1"816)1)%‘1'],2 :;;b 21 0s [Bw—2(1—g,)v]— dnl-2-21;—1 28 sin [83w —2 (1—¢,) v] }
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2317(14—881)%@717;2 cos2m - di?sin2w . [ (35)
B P os [Vw—2(1-—g)v - 9w—2(1--5 :
33, (2+35)) Jo cos [On ( ) v] sin [9w—2(1 )U]S
2B, (14+33)) %a’vm’ cos (n+7,)
= S e ) ™1 os [9w—(2—c—z,) V]-
35, (2+39)) dv L GO
dar si
. ql;ﬁ—_‘_ﬁ) sin [9w—(2=¢—¢,;) V]

72 sin 2%,
dv

20,5 (1+38) {dn/® cos 2w,
33,(2+35,) | dv

cos [9w—2(1—q,) v]- = sin [91/1/—2(1—@1)1/]?{.
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Siebentes Kapitel.

Die Integration der Differentialgleichung des Sinus der Breite flir die Glieder
ersten und zweiten Grades im:Typus 2/3.

I. Die allgemeine Gyldén’sche Bestimmungsweise der Bewegung der instantanen
Bahnebene im Ra@me.

In Abteilung I (cf. S. 314) waren wir ausgegangensvon der folgenden Form der allgemeinen Diffe-
rentialgleichungen der relativen Bewegung eines Planeten um die Sonne:

d2x+m 2| il IE

dat? 1 Mgy /

d%y >y 8@

= ey = m, Ty (1)
d?z z Ry \

RS =y

Wir sahen wie Gyldén im Ansehlufl andlansen die gesonderte Betrachtung der Bewegung des Planeten
in seiner momentanen Bahnebene, dievhach Hansen definiert war durch die Gleichungen (ef. I, S. 318):

d V2dv$_m 20 ‘
at dit'— " ldv )
2
d%y V(dv‘z " 74 \ @
2z \gi)t e =y,

von der Bewegung der B&hnebene selbst im Raum, welche zunaehst definiert bleibt durch die

Gleichung:

d?z % 08

g7 111, e m, s } (3)
beibehilt.

In die Gleighungen (2) hatten wir dann die Gyldén’'sehen Variabeln S, v, ¢ eingefiibrt und so zunéchst
das neue Sgstem der drei Gyldén’schen Bewegungsgleichungen des Planeten in seiner
momentanenyBahnebene erhalten, welehes dem System (2) dquivalent ist (ef. I, S. 318—330):

1 4S8 1 1 dvy?
= . = v )2 wt US
P P Sl s e
d?p - { 2 dy 9 dp y 2 ) 9)
e 2 (dq?\?*  (14-S)? dy?)
i o o + (j;.qz)’z dv ) S j_.q2 de { (1+p) 4)
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af
TIL.! d{f — S—2R—2RS+3R*+3SR?— 4R34 ... .. &
T
+ {6R—25—12R24+6RS— ... }qcos{(l—g)v—=u}
3PR4+ |0 S—6R Lu# cos 24 (1—¢
BPR+ 5 S—OR+ .. ... 1 cos 2 v—mn}

19
+ 687 cos \‘+% R =$

i M3 cos 3{ (1 —g)v—=}

wobei:

39 BT
}j: -2 h ( e &
' L P

ist; Gleichungen, deren Aufstellung und Integration fiir das gewihlte spezielle Beispiel der kleinen
Planeten vom Typus % uns im Vorhergehenden im Detail bes¢haftigt hat.

Bei Betrachtung der Bewegung der instantanen Balinebene im Raum hingegen geht Gyldén
nicht von der Hansen’schen Form aus, wie zuvor bei Betrachtung der Bewegung des Planeten in seiner
momentanen Bahnebene, wo er die Hansen’schen Gleighungen (2) direkt als Ausgangspunkt beniitzt,
indes neue begriffliche Bestimmungen in sie ecinfiihft. Zur Ermittlung der Breitenstérungen fithrt
Gyldén direkt die Breite # des Planeten iiber der Yesten Fundamentalebene, als welche die Ekliptik
1800 Januar 1.0 oder 1850 Januar 1.0 zu Grunde gélegt gedacht ist, in die Differentialgleichung (3) ein.
Die ausfithrliche Behandlung des Problems findet sich aufler in Gyldén’s Erstlingswerk? iiber
Himmelsmechanik in seinem Hauptwerk, den Qgbites absolues,® sowie in Herrn Brendels Theorie der

©

kleinen Planeten.* Wir deuten hier, wo es auf die Ermittlung der Breitenstorungen fiir den Typus 3

ankommt, nur die Hauptgesichtspunkte dersTransformation an, welche auf diejenige allgemeine Form
der Differentialgleichung fiir den Sinus d€r Breite 3 — sin & fiihrt, deren Spezialisierung und Integration
wir dann fiir den speziellen Fall der Planeten des Hildatypus auszufithren haben. Im Ausdruck fiir
den momentanen Abstand des Planetest von der Ebene der Ekliptik:

z=vsinbd &
setzt Gyldén zur Abkiirzung:
sin & = 3, e
so daf3: v
727757 Y
wird.

U ln Ergiinzung des Abfeilung | beigefiigten Druckfehlerverzeichnisses sei hier bemerkt, daf bei Ableitung obiger
. ax di aX s ; L : = 2 g .
(:lcichung in Abteilung 1, S5828 cinigemal — und k statt ;1 und dﬁ verschentlich geschrieben ist, wihrend auf S.329 und sonst
dt v :

v
»

B ax ag
uberall — und stehf?
adv dv

2 Hugo Gyldén, UndersSkningar af thcorien for himlakropparnes rérelser. I, II, 111 Bihang till svenska Vct. Acad. Handlingar,
Band 6, Nr., 8, Band 6, Nr. 16, Band 7, Nr. 2. Man vergleiche hicrzu die in Abteilung I, S. 338, gemachte Anmerkung.

3 Hugo Gyldén, Traité analytique des orbites absolues des huit planetes principales (Berlin, Mayer und Miiller; Paris,

A. Hermann; Stockholm F. und G. Beijcr).
4 Martin Brendel, Theorie der klcinen Planeten, L. Teil, Abhandlungen der konigl. Gescllschaft der Wissenschaften zu

Géttingen. Mathem.-physikalische Klasse. Neue Folge, Bd. 1. Nr. 2, Berlin, \Weidmann’sche Buchhandlung 1398.




48 H. Buchholz,

Durch zweimalige Differentiation dieses Wertes und Einsetzen in Gleichung (3) geht diese

tber in: . .
jtg + cfilt;/ i Z? Z: oy = %S
Aus der zweiten der Gleichungen (2) aber ergibt sich:
d?y dv\?  m, Y]
472:7<d S e

Durch Einsetzen dieses Wertes wird die vorstehende Gleichungg

d2g,+6<dv‘2 2 dydr _wm, 09 308

e e i B a2 e

(8)

In diese Gleichung fiihrt Gyldén an Stelle der Zeit ¢ als unabhédngige Variable nun ebenfalls die
wahre Linge v ein, die ja auch in den Differentialgleichiingen fiir S, p, T als independente Variable

figuriert. Dazu hat man:
dy dy dy
AN Th
Es war aber, wenn man von #2, nicht absieht (€f. I. S. 320 und 323):

dv \/-m-l a(l—?

di~ & #(+5)
also:
dy 98 \/m a(l—7?)
di§ 4v £ (1+8)
mithin:
dea bl a* dv \/mlaﬁ 2y dj d % \/mya(l—mn?)
T d AT RIS Tdvdvl R4Sy
oder:

d¥y &2y mya(l—n?) el dy dly 1{1_@@%_"0” !
AT der r (148 T dv dv! E(1+S)

oder, indem man das letzte Glied noch ausdifferentiert, im Resultat:

azy mla(l—'q?)%dz,g 2@ e Ll oy idegs g 1 dSdj|

a2 i fH+S)? ld® v dvdv 2 1—q® dv dv  1+S dov dv}’

Aus der Differentialgleichung fiir S folgt aber direkt:

1 1 dgr 1 dS
) e o /i =~ E=2
(LR = 2 1—m2 dv 14S dv

Daher kanii man fiir (9) auch 'schreiben:

Ay 1 mpa(l—n?)
AT vt (148)2

d?y B 2. ga ;d_r

dv? r dv dv

+(1+S)‘2Q33;.

Aus der Definitionsgleichung fiir S folgt aber:

(dv)z__ 1 m a(l—y?)
di/ ot (14S)2

Ferner ist:

dydv _djdvdrdv
di i T dv.di dv 4t

(9a)

(10)
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also:
dydr 1 mya(l—n®) dj dr

== . 11
dtdit  r+ (1+S)* dvdv )

Setzt man die Ausdriicke (9a), (10), (11) in Gleichung (8) ein, so erhilt man diggBestimmungs-
gleichung von 3 = sin # in der Form, wie sie Gyldén zu Grunde legt:

d2’% — D! d5 2
i (1+S) de; +(1+95)%Z, (12)
wobei bedeutct:
v (3Q Q)
V= —2
a(l—n2)l 2z 0%y )’ Yep

«

und S durch Integration der Differentialgleichung I bereits fiir den Typus e bis inklusive zum zweiten

Grad ermittelt wurde, wihrend Q, die Derivierte der Stérungsfuniktion:

i 04
) — =
< a(l—n?) dv

nach Gyldén’s Prinzip in eine unendliche Reihe entwickelt word€n war, die fortschreitet nach Grad und
Ordnung, deren Koeffizienten A gegebene GroBen, und WBerechenbar waren aus dem numerisch

a
zunichst gendhert bekannten Verhdltnis der mittleren Entfesnungen i = (cf. I, S. 347 und 349).

Den Ausdruck (12a) der dritten Derivierten Z, gder Storungsfunktion, kann man noch trans-
formieren. Der Ausdruck flr die Storungsfunktion @ war ja (cf. I, S. 314):

0=
14 1m

! {1 Fx' 4y 422
S

N = \/(;1.' 12t (y—y)2 + (z—2)2

Durch Differentiation nach z erhilt man also:
02 _ ¥ { b (el 1\
9z lstm A3 A3 8/

Andererseits war:

!
gt S0 1,/20')5'H:,

0 — )
1+ml A  » )

wo H der Winkel zwischen den Radien-Vektoren des storenden und gestorten Planeten wvar. Die
Differentiation dieses Ausdruckes ergibt:
0Q ! 5 1 &S 1)
= - ~+ 7 oy
o7 I4+m! A3 \A3  ¢8
98 i 1 1 )
S R el |
9cos H™ 14m  \A3  ¢78

Also wird mit‘Hinblick auf z = ».3 und analog § = sin ¥/, also z = 1'.§"

oQ {_Vi_*_’%’ 0Q }
92z ~ 14+m! A3 » dcos H
und:
90 I g r3 3cos H 8Q }

337 — 1+ m ALy hcos HI

Denkschriften der mathem.-naturw. K. Bd. LXXVIL. 7
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Somit ist:
d25 . 2 d5 2)
g2 T3 = — (1 +SPQ - +(1+S5)*Z, . (12)
WO
= 7?2 " 24
ist.

Genau in derselben Weise nun, wie die beiden Derivierten O uiid P 148t sich auch die Derivierte Z
in eine unendliche Reihe entwickeln, eine Entwicklung, die wirshier, wo die Ermittlung der Breiten-
storungen des Hildatypus unsere Aufgabe bildet, umsowenigér durchzufiihren Veranlassung haben,
als diese Entwicklung gegeniiber der in Abteilung I durchgefiihgten Entwicklung von P und Q prinzipiell
keine neuen Gesichtspunkte bietet und zudem ausfiihrlich @i Herrn Brendel’s Theorie der kleinen
Planeten durchgefiihrt ist; erganzt ist dieselbe noch von Herrn Kramer in seiner bereits erwédhnten

1 ' . .
Abhandlung iiber den Hekubatypus <§> durch Hingufigung der wesentlichen Glieder zweiten

Grades zweiter Ordnung.

Diese Entwicklung der Gyldén’schen Derivierten Z in der Brendel’schen Form ist gegeben durch
den folgenden Ausdruck, den ich, analog wie P und Q, gleich geordnet nach Grad und Ordnung schreibe,
den wir beim Aufsuchen der langperiodisc¢hen und kurzperiodischen elementdren und

oy : . 2
charakteristischen Glieder fir den Typus E,;—dlrekt zugrunde zu legen haben:

0 a2 P - A “ThE )
w= ZC};&% sinj sin (mw+ v) + ZC};;}& sin j sin (nw—v) |
- - Grad
+>_J(’,(l't)11) sin j’ sin (111’1)+1)1)+}_‘C,$_‘0_11> sin J/ sin (nw—u,)
-_‘ . . . . . .
+ZC{,_J5_20>_1_0 7 sing sin (nw 4v4v) + Z(‘ﬁzgm 7 sinj sin (mw—+v-+v,)
y 1) psin 7 si v(*(+1 e I
+ ) Cih1 07 sin g sin (w+v—v) + i 480 singsin (nw+v—vy)
-_‘ . . o . . .
D O 0 SN st (1w —vo) Y G, 1 sin g sin (nw—vokv,)
1§
chf_z) e S =2 ] v‘(w( 2) ol = B ") || Ol‘d-
+ ) Ci3R1, 1 sy sin (nw—y—v) + 32517 sing sin (waw—p—v,) ting
\IL
. y
+LQ§_‘(§_21>_1_0 7 sin #’ sin (nw—4-v,+v) + ZC,%_ZI)_O_I 1 sing’ sin (nw—4-v,+v,) / Grad
+ZC,§_‘5_11>_1_0 7 sing’ sin (nw—4v,—v) + Zc,fg_ll)_o_l 1 sing’ sin (nw—+v,—v,)
“ . ‘-‘ . . .
+ZC,§3_11)_1_0 1) sin 7' sin (nw—v,+v) + ZC,E;)_?_O_I 7 sing’ sin (mw—v,+v,)
1 . —‘ . .
+ZC,§.‘0_21).1_0 7 sing’ sin (nw—v,—v) + ZC,Q;(;%)_O_I 7 sing’ sin (nw—v,—v,)
) 13
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a 3 3
+ZC},’_~O{O B cosnw
¥ Al Ve R
+R, g ZC,‘;:}.'OI'O singsin (mw-+v) + ) Cri:40sinjsin (nw—y)
4+ Y CHL1.0gin 7 s b v(*-l.l.o in /' sin (nw—y,) SN
aa0sing sin (rw+v,)+ ) Cog O sing’ sin (nw—b,  Grad
- N =
1K, { Zn CH sinj cos (nw-+v) + ) 1 C{7Y sin j cos (nw—)
-+ ‘jn CHD sin f' cos (nw-+v,)+ vn C Y sinj' cos (mw—u,)
AN A 051 S 1 P, S s 1 ) il
»
3684, 8 00w
\ 1 . .‘ . I3 .
+R, 3 Z(:;.-ll.'ol'o sinj sin (nsw+1) + ZC,,‘H&,"O sin j sin {1 —v)
_ 3 e
+Z(77tk:11'0 sinj sin (nw-+v,) + ) Cobid 0 sin jiSin (nw-—v)) }
3 AR U =
—nK ZnC}l‘_‘;}l} sin j cos (nw-+b) + } nC7i$In f cos (nw—)
.‘ 3 . . . .
+Z1z C{tY) siny’ cos (nw+v,) + Zn &1 sin j' cos (nw -—b1)§
. 1.0 A 1.0.1
+ 38 g Z(‘j{ojo.ﬁon cos (nw-+v) + }_‘Cﬂjo.-o.-llo*q cos (nw—v)
! ’ T T
+ Y G40, o' cos (wwv,) + ) Gkl o cos (nw—v,)
3\ 1
-+ R, g Z..v( +2:1.0 4 sin 7 sin (nw+459 +v) + Z(‘f{?olool 7 sinj sin (mw-+v+v,)
.‘ ' . . . 1 , . . .
+Z(v,j‘j:(}fo 7 sing sin (uw+v — v) + Z(‘;’;i(}ool 7 sinj sin (nw—+v—v,)
5 ) o) I1.
+Z(7,l‘.§:,}.fo 1 sin f gin (nw—v+v) + ?C;.}.'(}b(.’l 7 sinj sin (mw—v-+v,) I % ord- (13)
= Grad [ ung
71 . .
+>_JC,;';’;OI.'1(?O 1) sif j sin (nw—v—v) -+ ch.%.'&.b(.)l 1 sinj sin (nw—y—v,)
—‘ . . . 1 . n, .
+ZC;1‘.§:]1.'& A'sinj’ sin (nw+v,+v) + Z_,Cf—i-.%:ll..o(?l 7/ sin j sin (mw—+v, 4v,)
“ . .
+ZC,J{.(1,:11.'1(.‘0 7 sinf’ sin (nw-+H,—v) + Zc;l_.éfll.b(ﬂ o/ sin j' sin (w40, —Vv,)
Py —‘ . . .
+lC,,‘.({.-11.-1’.’0 7 sinf’ sin (maw—v, +v) -+ Zciéff.b(.)l 7 sinj’ sin (nw—v,+v,)
1 .‘ . . .
+Z(7;%_-11.-1?0  sin j' sin (Aw—19 V) 4 anl.g.'ll.b(.)1 1 siny’ sin (nw—v,—v,)
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. o W s o rr ;
l’jKo{Z”(’ﬁ.?.o.m 7 sin j cos (nw—p +\7)+H11Fﬁ.1_0_0.1 1 sinj cos (mw—+v4v,)

S nCtl 7 sin j cos (nw+v—v)+ ) bl nClHl, o1 sinjcos (1Z1U+D*\/1>

7.1.0.1.0

+Z”Ct fo.0 M Sinjcos (ww—v-+v)+ ) nCoi,, ' sinjcos (nw—ustv,)
\—‘ N2 s ; 3 \-‘ ) 7o 3

+ ) 1G] 010 M SN COS (mw—b—v)+ ) nCr3, 0, 7 sinj cos (nn-n—v,)
" Nuch? ot sin

+ 11(‘" 2 1.0 sinj’ cos (mw—+v, ap dma e a0a M sing cog(mmw4p, +v,)

.
Z“C” L emsing cos (1z1v+nl-—v)+Z1z(’f[}).1.0.1 1 sin jlecos (nw+v,—v,)

‘ —1 5 G ! & S7H
3 /_.:”Cl.o.l.l.on sin j' cos (n1- '1’1+\>+\ ”Cno1o1 1| $in j cos (m1w—b,+v,)

\
== Zn(‘no 107 5in j cos (mw —b, \7)+Z1z(,‘;.§.1.0.17‘_’sinj’ cos (mw—u,—v,); -

1L
Grad

11.
Ord-
nung

(13)

Die Angabe der Werte der C-Koeffizienten, dieiebenso wie dic 4 und B aus « herleitbar sind, samt

ihrer Spezialisierung fiir den Typus — wird gleighzeitig mit der Aufstellung der flir den Typus -

Y

in

Betracht kommenden A4- und B-Koeffizienten defEntwicklungen von Q und P in Abteilung III ausgefiihrt

werden.
Die fiir § gefundene Gleichung (12):
d?;

L 2 a3 2 7
s —(1+8PQ 2+ (14512

ist nun offenbar ein genaues Analogon zur Gleichung fiir g:

d?p

d
= .(_1_+s>2gdf)- (1 +S)2P+

nur mit dem Untcrschied, daffi auf der rechten Seitc der Gleichung fiir p noch Glicder stehen, die in

der Gleichung fiir 3 nicht svorkommen, welche also cinfacher als die Gleichung fiir p, im tbrigen aber

analog zu behandeln ist.

Genau wie in p werden also auch in 3 elementédre und charaktcristischc Glieder ncben den

gewohnlichen Gliedern? auftreten, indem die Funktion Z, wie wir sogleich sehen werden, genau wie das

bei O und P der Fall war, fir bestimmte Werte von n solche Glieder gibt. In diesem Sinnc denkt Gyldén
Gliedern, 3,

analog wie bei p auch in 3 die elementdren Glicder der Form B, (3), von den Gbrigen

geschieden, derart; daB:

3= ®+3

zu setzen istpganz analog wie p = (p)+ R war, so dafl auch dic obige Differentialgleichung flir 3:

d*{(3)+ 3}

DIt 1@+81= —+sy0 LS 1 sy

(14)

(15)

in zwei getrennt zu behandelnde Differcntialglcichungen zerfillt; in eine Diffcrentialglcichung in den

elementdrcn Gliedern der Form B:

2D 1= ~a+5p0

d (5) +(14S)2(Z)y,

(16)
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wo (Z); die elementédren Glieder der Form B der Entwicklung Z enthdlt; und in eine Differentialgleichung
in den Gliedern der fibrigen Formen:

2 d
T3 +8=—0+570 28 L1150 @, an

die wir flir den Typus 3 eine jede flir sich gesondert aufzustellen und dann zu integfieren haben.

In weiterer Analogie zu (p), flir das wir als unbestimmten Integralangdtz die Form fanden
(cf. 1, S. 426):

(p) == cos{(l—g)v—T'} +Xx, cos {(1—c)v—1}
setzt Gyldén als unbestimmten Integralansatz fiir (3) die Form:
(3) = sintsin{(14+7)v—0} +Esint, sin { (1 4+, )v—0,1, (18)

wo entsprechend den Grofien z und I' bei (p), die Grofien sin t und®® die beiden Integrationskonstanten
der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir (3) reprédsentieresf und die t, analog den ¢, von der

1048 sind, wahrend die sin uj;, wie wir gleich sehen werden, mindestens

vom ersten Grade sind; und analog wie ¢v die Apsidenbewegung ausdriickte, steht tv in Analogie zur
Knotenbewegung und weil letztere in entgegengesetztem Sinne wie die erstere Bewegung vor sich
geht, hat tv das positive Vorzeichen.

Ordnung der stérenden Masse m/ —

Nun definiert Gyldén, wie gesagt, die Funktios (3) analog wie:
(/) =mcos{(l<g)v—m}—=rmcosV
derart, dafl (3) ausschliefllich die elementédren Gliéder der Form B enthalten soll, so dafi:
(3) = sinjsin{(l+t)v—s}=sinjsind (19)

ist. Dieser Gyldén’schen Definition zufolge, durch welche die elementédren Glieder in (18) wieder in
ein einziges zusammengefaflt werden, njufl also sein:

sin f sin{ v—(c—rtv)}*= sin t sin { v—(@—zv) } + L sin v, sin{v—(0,—r,v) }
oder:

sin f sin v cos (s—tv)— Sif/ cos v sin (s—rtv) = sin t sin v cos (@—ztv)—sin t cos v sin (B-—1v)

+ 2 sigiy, sin v cos (@,—r,v)—X sin t, cos v sin (0,—7, V).

Somit ergeben sich &lso aus der Gyldén’schen Definition von (3 fiir die langperiodischen
Funktionen sin 7 und gtdie folgenden Bestimmungsgleichungen:

sinj cos (5—tv) = sin t cos (@—rv)+ X sin v, cos (0,—1,v) } (20a)
siny sin (s—rtv) = sint sin (@—rv)+L siny, sin (0,—r,v)
oder:
sin j cos 5 = sin t cos @+ sin t, cos { (t—rt,) v+0,,} % (205)
sinj sin 6 = sin ¢ sin @4 sin v, sin{(t—r,)v+0,}
oder:
sin j cos (5—0) = sin 1+ sin v, cos{ (t—r,)v—(0—8,)} } 200)
sinf sin (6—8) = Y sint, sin{(t—t,) v—(0—0,)}. \
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In Analogie zu 72 (cf. I, S. 393)! wird also:
o0 o0 \
_— . R . \‘ .
sin?j = sin? 1+ 2 sin? v, +2sinvy, ) sint, cos{(t—r,)v—(0—0,)}
e
1 1

=P

\/Jg

oo

) 3
sin? v, 4+ 2

]

0

wo in der Doppelsumme #2 nicht gleich # zu nehmen ist.

o0
=

Z sin v, sin ty cos { (ty—Tp) v—(0,,— 0,9 (21
1

A

Sin t, sin ty, cos { (T, —Tp) vV—0,—0,,) 1,

i
=P8

ONS

Setzt man noch zur Abktrzung:

-ty = ¥, 0,—,F=1%,,
so werden obige Formen kiirzer:
(3) = sin tsin (v—¥) 4 sin v, sin (V—¥,) (22)
und:
sin j cos (s—tv) = sin t cos ¥+ X sin v, cos &, %
- e S (23a)
sinj sin (5—rtv) =2 sin t sin 3+ X sin t, sin ¥,
oder:
sin j cos 6 == sigst cos (Y +rtv)-+ 3 sin v, cos (&, +r0) }
- F . . (238
sin j sin 6 = sin t sin ($-+cv)+ X sin , sin (¥, +70) )
oder:
sin j ¢ds (6—0) = sin t+ ¥ sin v, cos (&, —) }
e : : (23¢)
sing sin (6—0) = ¥ sin t, sin (B, —).

Wiihrend i und & in der efliptischenBewegung Konstanten bezeichnen, reprasentieren sinjund o
(analog wie beim Radius Vektor 1 und =) in der Gyldén’schen Bahn mit der Zeit langsam verdnder-
liche Grofien, durch dereg’Einfithrung Gyldén das Auftreten der sdkularen Glicder der alten Storungs-
thcorie vermeidet. Und &s soll noch becmerkt werden, daff im Ausdruck (13) der Entwicklung fiir die
Derivierte Z, da sin j dgm « entspricht, nicht nur Glieder, welche die erstc Potenz der Funktionen 7 und %’
enthalten, crsten Grad® sind, sondcrn auch solche, wclche die erste Potenz des Sinus der Neigung der Bahn-
ebene enthalten, alséGlieder ersten Grades zu bezeichnen sind; ebenso sind Glieder zweiten Grades solche,
welche entwedcr gas Quadrat von 7 und v oder den Sinussen der Neigungen, oder auch das Produkt zweier
dieser Groflen efithalten etc.

Durch Betrachtungen, die den in Abteilung I (cf. S. 369 und 381) fiir P und @ angestellten
vollig analog sind und auf dic wir sogleich bei Untersuchung von Z nédher eingehen werdcen, crkennt
man, wie J#ier der Ubersichtlichkeit halber der nachfolgenden Betrachtung vorweg entnommen sei, daf
der unbestimmte Integralansatz fiir 3 in:

5= @+38

1 In Ergidnzung des Abteilung 1 beigegebenen Druckfehlerverzeichnisses sei hier bemerkt, daf auf S. 393, Abteilung I, im
Ausdruck fiir 2 der Faktor 2 cinigemale fchlt; auf S. 427 ist der Ausdruck fiir 2 (der auf S. 393 richtig abgeleitet ist), unrichtig

zitiert und durch den Wert von S. 393 zu ersctzen.
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2
fiir den Typus 3 die folgende Form hat:

8 = ¢, sinjsin (6w —b)+¢, sinj’ sin (6w—,)

+e;m sing sin (Bw—+v—v) g sing’ sin (Bw+v, —v)
+e,m sing sin Bw—p+v) g sing sin (3w—v, +v)
4,1 sinj sin Bw+b—v,) g sing sin (3w +v,—v,)
+e,7 singsin Bw—v+v,) e sing sin (30—, +v,) 2 (24)

4,7 sing sin Bw—v—v) 5,7 sinjsin (Qw—v—v)
+¢,,1 sinj sin Bw—v—v,) +g.,.7 sing sin (9w—p &)
+¢,.7 sin 7 sin (30—, —V) 45,7 sing’ sin (9w—jp—V)

+¢,,m sing sin Bw—v,—v, )+, sinj’ sin (me—v, —v,).

Hier sind sdmtliche Argumente kurzperiodisch charakteristisch (Form D), und es sei bemerkt,
dafi die langperiodisch charakteristischen Glieder (Form €)ing3 deshalb nicht in Betracht kommen,
weil auf der rechten Seite der Differentialgleichung fiir 3 die Fupktion S nicht wie bei p fiir sich auftritt
und daher 3 keine Glieder zweiten Gradcs enthalten wird, weléhe nicht rein erster Ordnung wéiren;
mit anderen Worten es ware 8, = m/, fiele also in die Kateggrie der gewdhnlichen Glieder. Wahrend
in der Differentialgleichung flir p auf der rechten Seite di¢ Funktion S fiir sich allein auftritt, die

/
. . . ST . . ' m

selbst schon Glieder enthilt, die grofl sind im Vergleich zyr stérenden Masse, indem: S; == é, Und ferner
1

konnen offenbar in § keine Glieder nullten Grades auftreten, weil alle Glieder der Gleichung (12) mit
einer der Funktionen:

j=-sinjsinb oder 3 = sinj siny,

multipliziert und somit ersten Grades werden,da ja Glieder in sin 7 und sin j/, analog wie solche in 7
und 1’ vom ersten Grade sind. Mithin verschwinden mit den Neigungen auch die Storungen der Bahn-
ebene, wahrend die Stérungen im Radius Vector nicht mit den Exzentrizitdten verschwinden.

II. Die Bestimmung der »elementdren« und »charakteristischen« Glieder ersten und
zweiten Grades in der Derivierten Z fir den Typus 2/3.

Um die langperiodisghen und kurzperiodischen elementdren und charakteristischen
Glieder im Ausdruck (13) der Dcrivierten Z zu bestimmen, miissen wir wieder diejenigen Werte von n
aufsuchen, fir welche der Faktor von v in den Argumenten der einzelnen Glieder von (13) Null oder Eins
wird (cf. I, S. 368). Dabeifassen wir wie gesagt blo8 dic Glieder der Form A4, B, D, nicht aber die der Form C
ins Auge, da S in der Gleichung fiir 3 rechts nicht fiir sich allein auftritt; wahrend in P und Q eben dic
Glicder der Form C mitzunehmen waren, weil in der Gleichung fiir p rechts S fiir sich allein auftrat und
diese GroBe auBer Gliedern von der Ordnung »# (das sind die Glieder in den a-Kocffizienten, cf. I, S. 331)

!
1 . . . . 3 ;
auch noch solche von der Ordnung 5 cnthilt (die Glieder in oy, o, oy, 045, 0,6), die zwar bei der Inte-
1

gration in p nicht vergro8ert erscheinen (cf. I, S. 368 und 380), die aber schon an sich grof sind, eben

/
1 .
von der Ordnung 5 und nicht von der Ordnung 2.

1
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Mit Hinblick auf die Bedeutung der Argumente (cf. I, S. 343, 348, 369):

1+3,

w=un(l—p yv—unB—upl;; v=(_(1—¢quv—x; v=1+17)v—05; 15, = 5

wird nun in Z der Faktor von » im ersten und dritten Glied 2 (1 —p,)+1, also glei€h 1 fiir 2=20; es ergeben
sich somit die beiden kurzpcriodischen Glieder C§tY) sin j sin v und C{EV&in 7/ sin v,. Im zweiten und
vierten Glied wird der Faktor von v gleich n (1—p,)—1, also gleich —1 fiir # = 0; das gibt die beiden
kurzperiodischen Glieder — C{7})sinj sin v und —C{1) sin j’ sin v ; fefcr nahe gleich 0 flir » = 3; die
so entstehenden Glieder kommen aber, weil von der Form C, nicht in Beffacht; schlieflich nahe gleich 41
fir n =6; das gibt die zwei kurzperiodischen Glieder C{;!) sin j sin G —v) und C{;Y sin // sin (61w —v;,).
Hingegen ergeben offenbar das 5., 6. und ebenso das 13. und 14. Glied keine lang- oder kurzperiodischen
Glieder. Im 7., 8,, 9., 10. Glied, und ebenso im 15, 16., 17, 18., GliedSwird der Faktor von v gleich 2 (1—,),

also gleich O fiir » = 0, und nahe = 1 fiir n = 3.

Der erstere Wert von n ergibt die langperiodischen@lieder:

C&ED, o 1 sinj sin (v—v), €D ol sing sin (0—v,),
— G sing sin (0—v), 2~ C{h, 1 sing sin (b—v)),
CiE P10 m sing’ sin (o, —v), CLED, 1 sinf’ sin (0, —v,).
—C§ah, o sing sin (0, —v), —C&eh, . o sing sin (v, —v,).

Der zweite n-Wert ergibt die kurzperiodischen Glieder:

C§T 010 sin g sin Bw+-v—v), CHY, 1 sinj sin (8w +1—v,),
Ci1oy.om sinjsin (3w—v-+yy CiiVo 11 sing sin Bw—u+v,),
CiiPro nsin g’ sin Bw—+u,-v), CSEY, o sing’ sin w4y, —v,),
C&D, o sin f sin (31w—B, 4-v), CSoDy 1 sing’ sin (Bsw—y +v1)

Im 11, 12, 19. und 20. Glied gchlieflich wird der Faktor von v gleich # (1—p,)—2. Firu =3
wird er nahc nahe gleich —1; fiir # = 6 wird er Null und fiir # = O nahe gleich +1. Somit folgen fiir
#n=3und # = 9 die kurzpcriodischen Glieder:

CSD, o sinjgin 3rw—p—v), C{72y 1 sing sin Bw—y—v)),

C{52, o M sinyf’ sin (Bw—p, —v), C52, 1 sing’ sin Bw—b, —v,),
und:

CiTdrogsin j sin (9w —o—v), Ci s 1 sinj sin Gw—o—v,),

C&D. & sinf’ sin (Qw—b —v), CSe2, 1 sing’ sin (9w —,—v,).

Die fiir  — 6 entstehenden langperiodischen charakteristischen Glieder (Form C) kommen wie gesagt
nicht in Betracht.:Von den angefiihrten 30 Gliedern fallen indes 6 Glieder fort, da, wic wir in Abteilung III
bei Zusammenstellung der fiir die numerische Rechnung néthigen Ausdriicke der C-Koeffizienten fiir den

2 .
Typus T sehen werden, allgemein:

CED = CGD = CED o = CGB = Cede = CieD,, = o110 = 110 — o

0.1.0 ’0.0.1 0.1.0.0.1 70.0.1.1.0 — 00101 0.1.0 0.0.1
und wie gleich flir dic zweite Ordnung erwidhnt sei:

(25)
(‘—101_. — il = 1.1.0 — (-1.1.0 — (-2.1.0 — (—1.1.0 —
C‘00001 COIOIO COIOOL COIOIO C01001 C 0 \

00505R0) & 00.1.1.0 =

—1.1.0 — [— ‘.9
COOlOl—' OOIIO_FOOIOI_O

ist. Damit sind die in Betracht kommecnden Glieder erster Ordnung erschépft.
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Um zunéachst die Glieder zweiter Ordnung fiir den ersten Grad, und zwar die aus dem 21. Glied
(0.1

20001 cos i mitzunehmenden Glieder zu bestimmen, hat man bei Bildung dieses Produktesnach dem
Vorhergehenden:

31 = ¢, sinj sin (Bw—b)-+-s, sinj’ sin (6rw—,)
zu setzen und erhélt daher:
1. fir # = O die kurzperiodischen Glieder:
Clily ey sinjsin (Bw—v) und CY%l e, sing sin (Brw—u,);

wihrend die Glieder der Form C fortfallen.
2. Firn# = 6 die kurzperiodischen Gliedeg:

N 1 NS
=z Co%l e sinjsiny und — > C:1 e, sin j48in v,.

Die Glieder zweiter Ordnung ersten Grades ferner, die ays dem 22. bis 29. Glied in Z hervor-
gehen, folgen durch ganz analoge Schliisse, wie die entsprechénden Glieder in P (cf. I, S. 370—372).
Analog wie dort (S. 373) erhalt man das Resultat:

+ { CHL3 -0 sin j sin (Bw+v)+ C; 110 sin 7 sin (9w —b)
+ CH1Osin /7 sin (3w 41, )+ Cy 110 sin 7' sin (910 —v,) | . Rg

9.0.1
+{CHltOsing sin b + Gy sing sin 3w —v) £C; 110 siny sin (6w—n)
+ Cf L0 sin j' sin v, + Gl 9sing’ sin Bw—ug+ Cy L0 sin /' sin (Bw—v,)} . (R;+Ry)

L (26
/()

{3C{FY sin j cos (3w+1)+3CS, D sin j cos (3w v)

1
+3C{FD sing’ cos Bw+1,)+3C D sin j' cos (3av—-v,)

3
0 3.0.1

+6C Y sinjcos (6w—b) +9CTY sinjcosOw—v) +12C1) sing cos (12w—)

1R21H0)

+6CG Y sinf' cos (Biw—,)+9CGY sinf cos (9w —1,)+12CE Y sinf’ cos (12w—1v,) } . pn(Kp+Ky).

Setzt man in diesen Produkten enfsprechend den fiir R und K frither ermittelten Werten (cf. I, S. 381
und 382) beziiglich:

Ry =B, cos 8w; R;+R, =8, cos3w; K,+K,=7, sin3w,

so erhalt man die aus dem 22. bis 29. Glied von Z folgenden mitzunehmenden Glieder zweiter Ordnung
ersten Grades der Form A4, B, D. Setzt man hingegen:

Ry = By cos (Brw—v) +B,0 cos (Bw—v,)

R+ Ry, = B,m cos (3w—v) +8,m cos (Brw—v)
+ By c0s (Bw—v,) 4By cos (Bw—v,)

Ky+ Ky = 1,1 sin (610—v) 47,7 sin 3w +v)

+151 sin (Bw—v,),

so erhdlt man die aus dem 31. bis 38. Glied von Z sich ergebenden Glieder der Form A4, B, D zweiter

Ordnung zweiten Grades. Das Ergebnis der Ausmultiplikation der periodischen Aggregate (26) geben
wir im Schlufiresultate an.

Denkschriften der mathem.-naturw. Ki. Bd, LXXVIL.
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Um die aus dem 30. Gliede von Z hervorgehenden Glieder zweiter Ordnung zweiten Grades der
Form A, B, D zu erhalten, ist zu setzen:
Be = gy singsin Bw+v—v) 4,7 sing sin Bw-+v,--v)
+esing sin Bw—v4v) ey sing’ sin (3w—, +v)
+e;1 sing sin Bw+v-—v,) e sing sin Bw-+v,—®,)
g sinjsin Bw—v+v,) g% sing’ sin Bw—ug—+v,)

42,7 sin 7 sin (3w—y—v) g7 Sinj sin (9w—-sH—v)
“+e,1 sing sin (3w—v—v,) ¢, singsin (OL—v—v))
447 sinj’ sin Bw—u,—v) +¢,m sinf sing®w—y, —v)
e 1 sinj’ sin (3w —v,—v,) +¢,,7 sin 7/ sin (Qw—v, —v,).

Das Produkt XC21 8, cos nw ergibt dann offenbar:

1. Firn# = 0 die kurzperiwdischen Glieder:

+ ChL egnsingsin Bw+v—v)  +£L01 0 sin g sin Bw4v,—v)
+ L e sing sin Bw—yv-+v)  F CYYL e sin g’ sin (3w—v, +v)
+ C%Y e sin g sin Bw+0—v,)O +C%L ey sing’ sin Bw-+v,—v))
+ ol &g sinj sin Bm—v+¥)  + Gyl eon’ sing sin Bw—v, +v,)
+ Gt e sing sin (Bw—w—v) 4+ ClL e sinjsin (9w—v—v)

+ CL & sing sin Bwgv—vy) -+ Chl & 07/ sinj sin (9w —v—v,)
+ G2 55m sing’ sin (I—0,—v) + C%L 07 sinj’ sin (9w —v, —v)

4+ COL e sin 7 site(3w—9,—v, )+ Gl a9 sin 7' sin (9w —vy—v,).

2. Fit n = 3 die langperiodischen Glieder:

1 i o el
+ 5 C2:Lsgm sin j sin (v —v) + 5 Co:) e, sing’ sin (b, —v)

L o i s
—3 CEL e, sinj sin(b—v) — — Cliloeg 5in s sin (v, —v)

1€ o, L o,
4= 5 Co:d e sing sin (0 —v,) -+ 5 CE. e sify” st (Dy==%,)

1 o 1 coa

5 €, D hegn sinj sin (v—v,)— 5 Eienri sify rsin (T V)

3. Fiir =16 die kurzperiodisc hen Glieder:
1 Vo Y
3 CaanBs Sin Joiaf (Gro=p=rv)l = 5 Co:lep 1 sing sin (3w—v, +v)
1 L_pevi .
> CL e sinjsin Bw+v—v) - 5 Clolesn sin g’ sin 3w +v,—v)
1 Lot o ot cin # s
- COl e sinjsin Bw—v+4v,) — %) Cleyn sin f' sin (3w—v, +v,))

2 6.0.0%5
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1 i 1B .
5 Cliloeen’ sing sin Bw+v—v,) 5 Clileron sinf' sin (3w —+p,—v,)
] = - 1 ==
- Gl e sing sin (Omw—b—v g5 sinj sin Bw—p—v
= 2 Ceolo€1a Sin j © e N 2 Colilocism sinj @ b—v)
L e I o VS
+5 Celgo212 SiNJ sin (99— b —v,)+ ) Cloot167 sinj sin Bw—b—v,)
1

+ — Gl ey m sin f' sin (Qw—b, —v)+ — COL 2,7 sin // sin Brw—usv)

o

Coiliee sing’ sin By, —v,).

DO —

+ - CLe sin g’ sin (Qw—y, —v,)+

Das Produkt:
31 { Z 1011 cos (mw—+v)+ Crd-d L cos (#mw—v)

41.0.1 o/ . 1.0.1 .k 1
5 Z( w0001 1 08 (Hw+vy)+ Cri oy 4Peos (mw- ‘H)S

ergibt: |

I. Fir#n = 3 die kurzperiodigschen Glieder:

—_

OCH 0L e sin 7 sin (3w—1n, —v)

D | —

+ - CHlol e sing sin Bw — v —v) +

[\

(5 — R L
+ 5 CHifl e m sinjsin Bw—ov—v,) F e L0 gy sing’ sin (Bw—b, —v,)
1 1.0.1 ! 1.0.1 im B
=k 5 Crldle nsingsin (Ow—p —¥)+ 5 Cy 035 sing sin Bw—v+v)
U o o s 1 0
“+ Zst_'O;O.i.Osg'q sin  sin (90—, —V) + 5 - Cid 0l e, sin /7 sin (3w—1, +v)
1 1.0.1 1 1.0.1 7o ‘f
+5 Colod e v sinj sin (9—v—v,) + 5 Ciooongin singsin 3w—u+v,) |

Ciaioy & sing’ sin Bw—u, +v,).

Lo —
Do o—

+ Cyd 0l g,/ sin 7/ s (O —b, —v )+

2. Pir n = 6 die langperiodischen Glieder:

1 1 T
=k Co L0, e sin 7 sin (hb—v) = Cod e, sing” sin (v, —v)
1 C -1:0.1 1 ~_1.0.1 73 g o
— 5 Geapion &7/ sinj sin (9—v,)— - G oriEn ) SinyAsini(UIESvAL
3. Fir n =9 die kurzperiodischen Glieder:
I ~ro ¢
= Gl 38 sing sin Bw4v—v) — (9_0 D:1gy sing sin 3w +b,—v)
1 1.0.1 1 1
5 Codd:t e, sin f sin 3w 4-p—v,)— 5 Codld:l g sinj’ sin 3wa-b,—v,).

]*
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SchlieBlich erhalt man die aus dem 43. bis 74. Glied von Z, das heifit die aus dgn Produkten:

{ Cr210 q sinjsin (nw—+v+4v)+. . .. +Z(‘;§11001 sinj sin(mwg~v, —v,)

und:

— 1K, { Zn(‘m 0.4.0M SINJ COS (MW AV4V)+. . .. +Zn(‘”omlq sin flcos (nw- bl—vl):

sich ergebenden mitzunehmenden Glicder der Form A, B, D, indem gian in den Argumenten dieser
Glieder beziiglich n = 0, 3, 6, 12 setzt, ferner fir R und K, da b, == %/¥ist, die Wertc:

Ry =B, cos 3w, K, =1, sin3w

einfiihrt und die periodischen Aggregate ausmultipliziert. Fithrfman diese und ebenso die durch die
Gleichungen (26) vorgeschriebenen Multiplikationen aus und fgfit die Glieder gleicher Argumente, der so
entstehenden sowohl wie der schon gcfundcnen Glieder zusagnmen, so erhdlt man flir Z einen Ausdruck

der folgenden Form:

Z=2Z,+7Z, =% sinjsinv
AT eI S )
+z,7 sing sin Bw—+v—v)

+2,7 sin 7 sin (3w—v+V)

+2,%in 7 sin (6 w—Vv)
+%, sinj’ sin (6w —Y,)
+2y7 sin ' sin (Bw+v,—v)

—+2,07 sin ;' sin (3w —, +v)

+z,7 sinj sin 3w +v5-v,) 42,7 sinj sin Bw-+v,—v,)

+257 sinjsin By +v,) 4z, sing’ sin Bw—v +v)) \ @7
)

42,57 Sin sin BW—v—v) 2,71 sinJ sin (9w—b—v)
+2,,7 sing sig’Bw—b—v,) +z,.0 sinjsin (Qw—p—v,)
2,5 7 Sin 8In (Bw—v,—V) 2,47 siny’ sin (9w—p,—v)

+2,,7 sifi f sin (3w—u, —v,)+2,,7 sinj’ sin (Qw—v, —v,)

+2,,4°sin 7 sin (V—V) 2,57 siny’ sin (v, —V)

+25,1 sinj sin (b—v;) +2,,7 sinj’ sin (0, —v,).

Die Koeffizienten&ieses Ausdruckes aber sind Funktionen der berechenbaren C-Koeffizienten sowohl
wie der Unbekannten des Problems: B, 7, ¢ und haben folgende Werte:

l. Grad. Koeffizienten in Z;:

1 1 1
2, G+ D) G 1 D) Ol P et Cei— = P‘C: i L) Gt
— D 1 C+1.1.00 1 C—1.1.0 CH CL! 1 COo-1 ¢
2, = CS{P+ o Bl M 5 med B+ 2 gty T P‘ 0.1 s o 5 “6.0.0%
’ i 5 (28)
ty = GG o T ) O o T 1 Vip ™ 2 P'Cs{_f.é) W CRnsn

2, = G+ 9 (:9_.01.11'(‘ % ;o b ()1_" pCEP T+ = P €510+ Co(.‘().loer
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2. Grad. Koeffizienten in Z,.

. il 1
A — 1 B 11.1.0 +1.1.0 1.1.0 s g =50 1%,0
AL T N 5 Ciniobi+ 061010 LAE (\(_),_10 B 5 Gt "B
B0 VL 0 CSY 1‘(\-1.0.1 &' ineis L. 1 Co1&
OPLglio1.0 Ta 5 Mo 4= 5 79.0.0.1.0%1 0.0.0%3 9 6.00°4
o = QD= (“ 41,10 8 1 C-1.1.08 4 1 C-1.1:08
6 3.1.0.1.0 0.1.0.1.0°1 2 6.1.0.1.0 1 D) ’6.1.0 2
1 9 I
,-1 1.0 - -1.0. INa
+ 2 G PTG ot R ) WCSo N ) Covoihtt
_ 1 EOD o b e
) 6.0.0% F Lo0l08
. =2 O +_1 CHI-108 o 1 CH1.08 4 } crraop & (* 1.1.0p
G =R B L0b.0PE B Ve 0.0 T Vens T te 510 G5
+3un.C 3_ g C(=Dry C—1.01 &5 001 ¢
wO g0 Ta T P lgy o' Ts 5 9.0.0.0185 0.0.0%5
L
0.1
2 Celor0%s
=Nyec) 1 CH1.1.0 1 (=1.1.0 1 (C—1.1.0
= U3i1000.1 o “01.0.01 g\t 5 “61.0.01 1+' 610 P
+1( 1.1.08 o 34,C5] .+9 C{D +1(—1”
5 910 OPLg 10011 2 Ploio 15 5 2.0.001 E1
: Co:l e+ GO}
2 ()Oﬂ
s — CHED 4 1 (oSI98 1 1120 C+1 1.0 (*-1 1.0 3uCH . | -
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1 1 1 (29)
2 = “(+1) +1.1.0 p _ —1.1.0 o _ 1.1.00
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Ersetzt man in diesen Koeffizienten®z, bis #,, die Werte der v durch die § mittelst der Formeln (cf. |,

S. 399):
3 3 )
= —28, (22331_232; 73'—:—2{33; Ta = 208
30
; (30)
s 2055 o) ==0o" A
und ordnet successive nachr'den § und den ¢, so erhidlt man Ausdriicke folgender Form:
I. Koeffizienten fiir den ersten Grad:
2 = D420 2l
2 = #4408, +2fe, / (31)

& = #0242l \

w0 e el
z, = 20 +2DB, +2i2le,. )
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. Koeffizienten fiir den zweiten Grad:
=251+ &y 2l ¢,
2y = 2.1 -+ gy oM e
g, =21+ gy +2l0 g
2g = 281 +2D) g +2[1] g
2y = 0.1+ &, +2f8 ¢

e 7 8
S0 z10,1+z[10] &7 ’“EO] &g

F

pr (9 10
t = 2 gy +alPleg

2, = 2121+l &, +210E

l

- ~[11 15]
G5 = ‘1'*~1+"’[13 11 +"{13'815

(32)
- 12] 16]
2y, = 21a1+el e, A-2lfle,
25 = 215.1+2 g, +2le,,
e — ~L] ~[18]
25 — "10-1+“16 ey +’°16 €3

L = [11] A15]
R = A7 Ry By T e
3 o1 12 16
21g == 2agst A2 ey, +2lie

LE 113] 17
219 =Fi0.1+ e g +2lle

D2 [14 A[18
2o 8= 200.1+2Le,  + 218l
J— 3 ~[4
2 = 21.1+2% g +J21| g,
- ~5 6
2oy — Zpp1+2l) &, 29 g

- A7 8
Rog — z23.1+~[23] = +223] &g

i 9] 110
o= z24-1+z[24‘ & +z24]8107

wobei 25,1 bis 2241 nUr B- undsé-Koeffizienten von Gliedern ersten Grades enthalten, also nach Ausfithrung
der Integration der Differgntialgleichung fir 3 flir den ersten Grad bekannt sind, da durch diese Inte-
gration die ¢ fiir den erstén Grad bestimmt werden, wihrend die B fiir den ersten Grad bereits aus Abtei-
lung 1 bekannt sind. Und zwar bedeutet:

251 = 204208, 4228, +2I B, +2llle,
2.1 = 20+ DB, 422 By 420 B, +2{lle,

271 = 20 +2D B, +20B, +20) B, +2lle,

Il

251 = D4R, +ePp, 2P B, +eflle,

l

o1 = DBy Dyl
2101 = 23 20 By +23 By + A0 By +2lfle,
2111 = 2D+ A) By +2() By +2() By +le,
212.1 = 2 +2DB, +20B, 2, +-<Ele,

213.1 = 2y 2B, + 2B, + 238, +2lle,

Suat = A9+ B ) By + A B+l (320)
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DR = ”‘)‘+~ 5 Pl—i—z « l"2+’” )B +~1_ , L (32@)
sia 1 = 20 42 3 12
36,1 = 29+ By +2{Q By 2 B+

0y )P 2) “)n
217.1 = 2D 4208, +22 B, +2{ ‘,4—!-&17 "

= — A0 3R o) f1}
w1g.1 = (Y -+2(DB, 48 By +2{) B; +4lie,

> L o ‘)) ZD6 4 2]

~19.1 —“19)+z10)r‘1 ( o P24 By 2g'e,
— 0) B o~

290.1 .__230 +‘ZO Vl 'i ‘J3+02,‘ q —!—‘,ch;

~ — ,..o“, o
2l +%; 21 P1+~21 Pz+’“<1)k’1+z21

Il

~0) ()R ~(3) )R
~99 Z; 9’ 21 +&;q 33 +£«)?,) +Z ba -1

&
[\)
]
=

= ) ~1n

) 2 2]
223.1 = %3 12540y +2'2f;' 32 +255 By 2056

E2HE :‘z(m"_:a]fﬂ ”)Ps'*‘“v;l +z'22;1'82'
Dabei sind die samtlichen z-Koeffizienten der rechten Seiten ¥on (31), (32) und (32a) fir den

Typus — gegeben durch die folgenden Ausdriicke in den C-Koeffizpenten, die ihrerseits wieder, genau

€
‘

o \ . TN Y 2
wie die 4A- und B-Koeffizienten, aus dem Verhiltnis —, = o fiirfeden Planeten des Typus 3 berechen-
a
bar sind:
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N(O) — .+ . ~1) & 1 (j+1.1.0 (+1 140 GuC D, - #2 1 (G BIEUE
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“ly = 5 310 S iy 5 o5 79.0.0.1.0 ~5 T ~0.0.0°
4] 1 0.1
SRS ) 6.0.0
A0 — (=1 B — ! CHI0 4 = =110 gy, (-1 (2) ! (-1.0.1.
i T SR L) 6 9 01010 5> Y6100 V™Y 100000 Er TGS Ol
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III. Die Integration der Differentialgleichung flir sind =3 = (3) 4+ 3 fir die Glieder
ersten Grades.

a) Ubergang von der allgemeinen Form der Differentialgleichung fiir 3 auf die furoden Typus 2/3 zu
integrierende Form der Differentialgleichung fiir 3.

Wir haben in Nr. [ dieses Napitels als Differentialgleichung fiir 3 die folgende allgemeine Form
gefunden:
e . o ST ;
3= +(1+9)2Z—-(1+S5)20 - °, 34
dv? dv

2 —— ;
3 unter Berlicksichtigung der fiir S, Q, Z geltenden speziellen Werte behufs

ihrer Integration zuvor wirklich bilden milssen. Der Wert von Q wurde in Teil I dieser Untersuchungen

die wir fiir den Typus

abgeleitet, der Wert von S durch Intcgration der Differentialgleichung fir S bereits fiir den ersten und
ziweiten Grad vollstdndig gefunden, withrend der in der unendlichen Reihe, durch welche Z nach Gleichung
(13) reprasentiert ist, als wesentlich in Betrachit kommende, mptzunehmende Teil durch den Ausdruclk
(27) gegeben ist, wobei die Koeffizienten dieses Ausdruckes z£bis z,, durch die Gleichungen (31) bis (33)
gegeben sind.

. ] : . 2 . O !
Untersuchen wir nun die Gleichung (34) fiir den Typus 3 nach den gleichen Gesichtspunkten, die

<

wir flir die Differentialgleichungen fiir S und p zu Grugde legten (cf. I, S. 391 bis 397), so witd zunéachst
das erste Glied der rechten Seite von (34):

24287+ S%Z. P

In diesem Ausdruck ist offenbar, da Z wie wir gesehen, keinc Glieder nullten Grades enthilt, also
bloB Z, und Z, in Betracht kommen, so langeSwir nicht den dritten Grad in der Stérungsfunktion selbst
in Rechnung ziehen, die Grofie S*Z dritter Ogdnung und héher als vom nullten Grad, fallt also im Hinblick
auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze fort. Ferner sind die aus S,Z, (S;)xZ und (S,)zZ entstehenden
Glieder sdmtlich rein zweiter oder dritter, respektive hoherer Ordnung und die beziiglichen Glieder dritter
oder hoherer Ordnung hoher als vom qullten Grad, fallen also auch fort, wahrend (S,),Z hoher als vom
zweiten Grad wird, also vorlaufig nogh nicht mitberiicksichtigt wird. Das erste Glied der rechten Seite von
Gleichung (34) liefert somit die folgenden mitzunehmenden Glieder:

VA AT B ST,

Betrachten wir das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (34):

dj R tbrris
o —isg
de 50 dv 2 de’

so kommt zundchst dg§ dritte dieser drei Glieder nicht in Betracht, weil:

d(3) m!®
S2Q =% == /3, resp. ;-
dv . bh

und hoher als vom nullten Grad ist, selbst wenn man S, und @, fiir S und Q einsetzt, da:

.‘g(_a) = sinj cos v+Glieder rein erster Ordnung
v
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ist, wihrend:
52048
520 dv

mindestens von der vierten Ordnung und mindestens vom ersten Grad ist.

Fafit man im zweiten der drei zu betrachtenden Glieder zunidchst diet elementidren Terme ins
Auge, so sind offenbar:
a(3)

d
28,0, 5% und 2§%Q1:§§

rein zweiter oder dritter Ordnung, da .S, rein erster Ordnung ist und O, und O, sich aus Teilen zweiter
und rein erster Ordnung zusammensetzen (cf. [, S. 381 und 399),swihrend (3) == m'% ist. Diese zwei
Glieder fallen also fort. Mitzunehmen sind hingegen die aus:

: / .
-2(5)10, Ld—%) = —2(S,),Q,8injcosv

entspringenden Glieder zweiten Grades, wihrend offenbaf:
25,0, sinj cos v, 2S,(0,+0,) sinj cogd, 25,(0y+ Q,+0,)sinjcosv

Glieder von einem hoheren als dem zweiten Grad crgeben und daher vorldufig flir uns nicht in Betracht
kommen.
Das Produkt ferner:
550993
~ dv

ist mindestens von der dritten Ordnung, aber hdher als vom nullten Grad, weil § keine Glieder nullten
Grades enthalt und fillt daher auch fort.
Um schlieBllich zu entscheiden, welche Bestandteile aus dem Gliede:

d3
Q3

folgen, ist:
) d 'd 183"
Hge - BG): 8>+((-8).
dv duv \dv/i \dv/y

Hier ist, da t == m¢/':

d(@3)

o i +sin 7 cos b+ Glieder rein erster Ordnung.
. .

Diese Glieder yon der Ordnung ¢’ in (3) aber ergeben bei Multiplikation mit @ Glieder rein zweiter

oder dritter Ordnusg. Und da — 0, - [—gi) vom dritten oder einem hoheren Grad wiirde, so sind aus dem
d .
Produkt Q Lg-i) nur die Glieder:

—(Q,+0Q,)sinjcosb

mitzunehnfen. Und schliefilich sind die aus:

~ara (49) s a2

v /2

entspringenden Glieder mitzunehmen, wihrend:

< (izj>1 9 @%)2 Qﬁ.@f%)é
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weil hoher als vom zweiten Grad, zunidchst in dieser Abteilung nicht in Betracht kommen. Dabei ist

a8 (a3
a l A
{ o), und (dt’,g

aber in:

von den Gliedern der Form C abzusehen, wie dies aus dem gleichen Grunde schon zuvar in Nr. 1 dieses
Kapitels geschah. Mitzunehmen sind also in dem betrachteten Produkt in toto nur die Glieder:
,’d8‘

dj o 5 43
() o= (Q,+0,) sin j cos v—(Q,+ Q,) pars =< Q, pars {dv)g

=

3
tialgleichung fiir 3 wird daher zun#chst bis inklusive zu Gliedcrn zweitendGrades:

Die speziell fiir die Planeten vom Typus der Integration zugrunde zuclegende Form der Differen-

d?3
dv?

3
4

o g d
+3 = Z,—0Q, sinj cos b— (), pars ( 5,
ag
dv/ll (35)

e (4) |

wobei also unter »pars« der Teil der Form D zu verstchen iSt.

+Zy4+2(S) Z,—2(5,):Q, sin j cos b—Q, sin¥ cos v—Q, pars <

Indem wir uns zundchst wieder dic Aufgabe stelfen, dic Integration flir den ersten Grad auszu-
fihren, haben wir jetzt folgende Differentialgleichung zu integrieren:

d?y
duv?

',L
\dv

; 1}
+3 = Z,—Q, sinj cos v —Q, pars | 3)1~ (36)

) Die Integration der Differentialgleichung fiir (3), die elementéren Glieder der Form B vom
ersten Grad.

Mit Hinblick auf die Werte:

Z, = z, siny.sin V+%, sinj sin (6 w—u)

+z, siny’ sin b, +2, sinj’ sin (Bw—,)

0, = g;:8in 3w+g, sin 6w
(48 1403 o o=. 6 25 e -
el )1_ +23,—1)¢; sinj cos Bw—0)+(1+23,—1,)¢, sinj’ cos (6w—n,)

geht Gleichung (36), Wcnn wir sctzen:

b= (3)+3
iiber in die beiden separatim zu integriercnden Glcichungen, dic erste in den elementdren Gliedern
erstcn Grades der Form B:

4*(3)
dv?

+(3) = 2, sinj sin V42, sin /' sin v,, (37)
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die zweite in den charakteristischen Gliedern der Form D:

a2 8
— o) o3 S 4 o3 ¥ =
d;z +8 = 81" sinj sin 6w—v)+3* sinj’ sin (Bw—uv),),
wobeli:
@y L rx 1 &
O ) o o1
)
DI T Y4

z, und z, in (37) und 2, und z, in (38) aber direkt durch (31) gegeben sind.

(38)

(38a)

~.

Zur Integration der Gleichung (37) verfahren wir analog wies bei der Integration der Differential-

gleichung fiir (p) (cf. I, S. 449), setzen also:

PR e =
—pr TR =)

und analog wie frither bei (p) als Integral:
(3) = C, sin v C, cos v.

Dann ist (cf. I, 446):

(e, , (C, .
‘dul = f(v) cosY; ‘d uz = f(v) sin v.
also:
aC, 1 S L 1 -
’dJ =5 % sinj gh b +v) + 5 % sin 7 sin (v—wv)
l iy l R g
+ 5 % sing’ sin (v, +v) + 5 % sinj’sin (v, —v)
4, 1 . 1 L
ir;- = 5 “ sinj cos (0 +0v) + -2 sinjcos (v—v)
av Z
1 o g [y Py —
§ 5 # sing cos =S 5 % sing cos D=k
Da nun:

v —={+79v—0; v, ={A+1)v—5 =v—05,

da r; = 0 ist, so:

V+o = 2+10—06; V-V =105

— (2 — ¢ : ‘
iR ® = (Z=FE)) 6 = 2= 5 s S0 = Sl

mithin die Integrale von (40):

(,‘1_—; zljsin] sin{(2+t)v—n){ + 5 4 fsm] sin (tv—as)

1 Tt . 1 7 T
+ zzfﬁmj’ sin (2v—¢;,) o 52‘{(%11]]’ sin 5,
. =i 1 -
G=—5 zIJsm] cos{(2+t)v—ac}+ 5 % )sinjcos (tv—n)
1 (‘ 5 - e 1 3 %
5 % \sinj cos(2v—s)  + o % |sin cos ;.

(39)

(40)

@1)
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Als Definitionsgleichungen fiir sin j und s haben wir aber unter anderen Formen die folgende
gefunden:

.
sinjcos (tv—o) = sintcos U+ S sin t,, cos ¥, )

? (42)
sing sin (tv—o) = —sin t sin \‘}-—Zsin L, sin 9y,

Aus diesen Gleichungen erhilt man, wenn man sie bezliglich erst mit sin2u¢sund cos2v, dann mit
cos2v und —sin2v multipliziert und addiert:

Sinj sin{(24£)v—c} = sin tsin (2o—$)+ ) sin v, sin (2039, )
S (43)

sinj cos{(2+t)v—a} = sint cos (21}—&)+Esin U, COSF2v—y).

Zur Darstellung der {ibrigen unter den Integralzeichen in (41y auftretenden Gréfien ist nach dem
Fritheren:

(3) = sinj sin b = sint sin (v—4) + Zsin ty Sin (v—3d,)
analog:
sing’ sin b, IESin ty sin{(1+t)v—&p} = Zsin t, sin (v—39,,),
wobei b, = v—a, ist; also:
H ol P ! Lk !/
siny’ cos 6, = Z sin v, ¢ds (r,v—0,) = Zsm U, COS vy,

- = xir el o)
siny’ sin 6, = —Z sind, sin (t,v—08,) = + Zsm Uy sin 3.

Und schlieBllich erhdlt man durchy Multiplikation dieser Gleichungen beziiglich mit sin2v und
— cos 2v, sodann mit cos 2v und sin2v ind Addition, da nach dem friheren 6,—t,v = &, ist:

sing sin 2v—a,) = E sin ), sin (2v—9,)
45
\y (45)

sin j' cos 2v—ao,) =) sin th cos (2v—dy,).

Die Integralgleichungen (41) ergeben nunmehr:

1 sin t 1 sint ' 1 sint
C,=— 5 85, Cos Cv—9— 5“1 2'2_{_ : cos (2v—d,) — 5?1 — COS )

) sint 1 sm i 1 S|t
—5 4 Z - LS S— - % Z o . co (2 v—&,)— - 4 } = " cos D,

L

(46)
1 sin t N osint, . 1 sint
G =—5 g, sin@Co—9— Zé —T——TZ sin (20—8)— 5-# —— sin ¥
il Jsint, L 1 % sint, . 1 Z_sim{, 8
= zl}_, » sin ¥, — 5 ~2L:2 sm QCv—8,)— 5 % E sin &,

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXVII. 10
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Als Integral unserer Differentialgleichung (37) fiir die elementédren Glieder der Form B in der Breite
erhilt man somit auf Grund von (39) den Wert:

1 int 1 1 sint
== - si — ke —
(3) ey = (v—3)+ 5 % 5at, in (v—b) (
i gimg 1 siny, .
— 2 T sin 09— -2 » =% sin (v—48,) ‘ @7)
1 B ISTmTT 1 sin ¢35 . .
s 5 #h Z e Tﬁ sin (v—d,,)— 5 @ —T”— sin (v—d,) \

oder:

1 . 1 1S
O= 5 % Sint %2 — —;}sm (v—0)

=+

(47 a)
+—1-Z{z sin v, +2, sint’}% : I}Si (v—%
2 i n ) n ) $rc, T, n\v 1,).
Nun setzen wir:
@ =— A sinusin (0—%)— _le Z{z sin t,+2, sin ¢,} sin (v—49,)
T 2+ T, (2 4T,) L R " b
o
= sin ¢ sin (v—8) + ) 'sin v, sin § )
und erhalten dadurch:
' o | s sin t 48
S (240 (48)
. 2, Sin t,+ 2, sin v,
sin g — — 49
¢ T (24 Ty) (49)
Aus (48) ergibt sich r, indem sich sin ¢ als Integrationskonstante forthebt, durch die Relation:
t(24+1) = —2,. (50)
Aus (49) folgt:
y 2, Sin t,
SIUOE L e e e ——
" 2+, (2 4+ 1)
oder, da nach (50): 2z, == —2t—r2ist, und t, und sin y, aus der Jupitertheorie gegeben sind, so erhdlt
man sin t, aus:
sin t, = - al Lgl‘ 'ZQ Sir_l_‘-;z (51)

e ~ N 2 2'2-—————- .
ZE= =D " (e (1.4 =5

¢) Die Integration der Differentialgleichung fir 3, die Glieder der Form D), bei konstantem sin j und o
flir den ersten Grad.

Zur Integration der Gleichung:

a2 TS Tl o
P8 8 = 8 sinjj sin (6w—0)+ 8 sin ' sin (Bw—1) 52
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erhalt man durch zweimalige Differentiation des unbestimmten Integralansatzes:

a? ‘ . Py
df; +8; ={1—(1428,—1)%}¢, sinJ sin (Bw—)

+ {1 —(1+28;—r,)?}¢, sinj’ sin (Bw—uy,).
Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten des Integrales von (52):
B = By = ¢, sinj sin (Bw—b)-+e, sinj’ sin Bw—uy,) (53)

hat man daher einfach die zwei Bedingungsgleichungen:

B S=200) — s = v — 1,2’1

D)
&

{1—(1 +28;,—1))¢ e, =2,

woraus mit Hinblick auf die fiir g, 2, und 2z, ermittelten Werte, und weil t2 == m’ 2 ist:

| g : 1
"3‘)) 9 &+ {za’”_’Z g{il)% B1

—

) S == i UG S
s 2T +45, (1-+5,) %
JORESIT i )t

2 2P+ 45, (1+35,) )

folgt, wo rechts lauter bekannte Gréfien stehen.

d) Berticksichtigung der aus der Variabilitat von sin j und s entstehenden Zusatzglieder ersten
Grades in 3.

Um die Zusatzglieder zu bestimmen, die sich bei der Integration von (52) durch die Variabilitdt von
sin 7 und s ergeben, fassen wir der Kiirze halber zunéchst bloff das erste Glied der rechten Seite von (52)
ins Auge:

! + 3 = BPsinJ sin (61w—v); B = 2, — i
PT%) — 1 J )5 O =5 '2'g1

und haben, wenn (3,); dit Zusatzglieder bezeichnet, als Integralansatz einfach:

3 =&, sinj sin (6w—0)+(3,),

oder:
3 = ¢, singsin{6w—(1+1)v+0} +(3);

oder:
B = ¢, sinj sin s cos {8mw—(1 +r1)v}

“+e¢; sinjcos o sin{6w—(1+t)v} +(3)s

10%
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also durch Differentiation:
- g, (1428, —1)sing sin s sin{6w—(1 +7)v}
+¢,(1+293,—1) sinj cos 6 cos {Bw—(1+T)v}

& sm;ysm 6‘cos{6w— (147}
dsinjcoss
+¢, 5 -sin{6w—(1+r1)v}
4(81);
B v

und durch nochmalige Differentiation:
a3 .
= & (1428, —1)? sinj sin gcos { 6w—(1 +1)v}
—e, (1428, —r)? sin j €0s 6 sin{6w—(1+r1)v}

- 281(1+231—-r)fl-s‘“;;.m % sin{6w—(1+1)v}

2, (1 +25, ) 2 S22 cos {Bw—(1+x)0}

d? sin fsin o
g, Tcos{ﬁw- (1+rT)v}
d? gin j cos o
E dv?
#(3,),
duv?

+e sin{6w—(1+7)v}

-+

Das fiinfte und sechste Glied dct rechten Seite aber kommt, weil rein zweiter Ordnung, nicht
in Betracht; denn wenn mandie zweiten Differentialquotienten von sin 7 und cos s mit Hinblick auf die
Gleichungen (20) sive (23) ausfiihrt, so sieht man, daf sie bei der Differentiation den Faktor t2 == m/2

erhalten.
Mithin hat man:
a3 - 3 iy el
- +8 ={1—(1+28,—1)%}s, sinj sin (Bw—1)

o
—2(1428,—1)e, -_S‘Pdfvs‘“ % sin{6mw—(1+1)0v}

Jsin i
+2(1+428,—1)g, gmjyc?s—ccos{61/u—(1-;-r)u}

d2
+ L8h 4 (8, = 8P sinjisin (5r0—1),

also als Differentialgleichung flir (3,);:

, A
.‘Z.g(f;)b +(8)), = +2¢,(1+23,—7) S‘“é:‘“ % sin{81—(1+17)v}

FoT (55)
-—251(1-{—281——1)-—1“5;05G—cos{6w—(1+r)v}.
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Da die Zusatzglieder immer eine Ordnung hoher als die anderen Glieder sind, ungd mithin
jetzt die Zusatzglieder, welche sich in (55) bei variabeln sinj und & durch Integration® ergidben,
dritter Ordnung wiirden, deshalb hat man im Hinblick auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze bei
Integration von (55) sin j und 6 nunmehr als konstant zu betrachten. So erhilt mansdurch direkte
Integration von (55), wobei wir auch das zweite Glied der rechten Seite von (52) mit beriicksichtigen, die
gesuchten Zusatzglieder ersten Grades der Funktion 3 = (3) + J im Hinblick auf dfe innezuhaltende
Genauigkeitsgrenze, welche dem Integral (53) noch hinzuzufiigen sind:

o Wil A=Zer (IFFEE] il sl SIe |

By = — 25, (1+3,) T sin{6w—(1+1)v}
2¢,(1+23,) dsinjcos o
43, (1+3)) dv

26 (1+23)) dsinj sins,
45, (145) 4o 2 sin{6w—(1 P7,)v}

cos{6w—(1+17)v}
(56)

2¢e,(14+23,) dsiny cos o,
431<1 +61> ——dv—- CcOS { 611/——(1 +T1)U};

wo bei der numerischen Rechnung fiir sinjzlonS s und sin 5/ :(s;or; 5,oihre Werte nach (20) und (44) in die

Differentialquotienten einzusetzen und die Differentationen ausgufithren sind.

IV. Die Integration der Differentialgleichiing der Glieder zweiten Grades in 3.

a) Ubergang auf die zu integrierende Form der Differentialgleichung zweiten Grades fiir 8-

Als Differentialgleichung zur Bestimmung der Glieder zweiten Grades in der Breite 3 hatten wir die
Form gefunden:

a2 ' -
_C—ZU{); +8=Z,+2(SHZ,—2(S )19, sinj cos v—Q, sinj cos v
. ’ (67
(48 <d8>
A pa‘s(dv)l‘ Qo pars (s

Mit Hinblick auf die aus Abteilung I bekannten Werte:

Qo =4, sin 3w+ g, sin 6w

Q,.&= ¢,m sin v+g,7 sin (3w —v)+¢,1 sin Bw—V)
+g,7 sin v, +g, sin (3w—v,)4-¢q,7 sin (6w—v,)
+£,1 sin Bw+v)+g,m sin Ow—v)
4851 sin Bw+v)+g7 sin (9w—v,)

(S = a1 cos (3w—v)+-ayn cos (Brw—v,)

unter Beriicksichtigung ferner der zuvor fiir Z, und Z, abgeleiteten Werte sowie der durch Differentiation
von 8, und 3, sich ergebende Werte:

pars (—%> = (1+423,—1)g, sinj cos Bw—v)+(1+23,—r,)g, sin 7/ cos (6rv—v,)
\ 1
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pars | Cf?—) = (148, -+T-42)e,1 sin j cos (Bw-+b—v)
+ (1 +8;—1—¢)e,m sinj cos (3w —v+v)
4+ (148, +1+¢)esn sins cos Bw+v—v))

(148, —t—¢,)egn sinj cos Brw—u+v,))

-V)

+ (B, —t+¢,—1)e,7 sinj cos (Bw—p—v,)

+(8;—t-+c—1)z, 1 sinj cos (Brw—v—

+(3;—7t, +c—1)em sing’ cos (Brw—p,—v)

H. Buchholz,

+ (148,471, +¢)e;y sinf cos (Bw+1,

V)
(b A—Ty0) Ul sin slécos (31v- -0, + V)
+ (1438, 41, +¢,)eyn sén 7/ cos (Bw4v,—v,)

+ (143, $)%¢7 sin j’ cos (3w—b, +v,)

v)

+ (1438, —t4¢,)s41 sinj cos (Qw—v—v,)

‘rl

(1438, —1+¢¥ 1 sing cos (Qw—y

+(14-38, =7, +¢)g;,7 siny’ cos (9mw—b, —v)

+ (@, —t,+¢,—1)e ' sinf cos (Brw—b, —v )+ (13—, +¢;)e g7 sin /7 cos (9rw—v,—v,)

erhdlt man fiir die einzelnen Glieder der rechten Seite von Glejchung (57) folgende Ausdriicke, im steten

Hinblick auf die zu beobachtende Genauigkeitsgrenze:
+2(S)iZ, = o2 sin j sin (3w +v—v)
~+ 0,2, sin J sin (3w —v+4-v)

+a,2,1 sin j sin (3w4v-&))

~+ 0,257 sing sin (Bw—¥+,)

— 0,27 Sin 7 sin (Sws—v—v)
—agz sing sin §w—v—v,))

-0,2,7) Sin 7 sia¥ (3w—v, —V)

& o,z sin g’ sin (3rw+b,—v)
+a,2,m sin 7' sin (310—, +v)
“+ a2, sin g’ sin (3w, —v,)
“+ o2, sin 5’ sin (3w—, +v,))
0,2, sin 7 sin (9w —v-—v)

+ 2,7 sin g sin (9w —v—v,)

+oy2,m sin 7' sin (9w—p, —v)

—ay2,7 sin £55in (3w —v; —v,)+ 0,2, sin 7' sin (9w—v, —v,)

. 1 -
—2(S,)Q, sinjcosh = — 5 %p&17 sinj sin (Omw—b

1| T
i o, &1 sin j sin (9w —v

— @, sinj cos Y=

;'gz 7 sin § sin 3w—b+v) —

; Q4 ) sin J sin (31U+D_V) —

] -

- > 0, g, sin j sin (3w—p+4v)
1 g

v)— 5 o £, sinj sin (3w—v+v,)

i .
5 941 sin j sin (310—p—v)

1 . . -
5 gy sinj sin (31v—b—v,)

1 . 1 ey
— 5 g5 sing sin Bw+v—v,) — - &« sinj sin (9rw—b—v)

1 o | 1 TP o
Tl 1/ sin j sin (3w—b+v,)- 2—g5~q’ sinj sin (9w—bv—v,)

(43,

1 S ¢
— 5 & sinj sin (Bw+-v-

1 .
+ 5 45 siny sin (3w—p~4-v)

1 . .
5 85%1 1 sing sin Brw+v—v,))

1 o
o5 848, sing’ sin (3w, —v)

v)
el
+ 5 @& sin g’ sin (Bw—u,+v)

1 o 3
-5 & g7 sin /' sin (314w, —v))

1 . 1 S
+ 5 g sing sin Bw—v+4v,) + 5 7587 siny’ sin (31w—, +v,)
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1 =P
+ 5 & sing sin (3w—b—v)

1
+5 &1 sinj sin Bw—p—v,)
+ 5 58 sin 7’ sin (3w —b, —v)

1 7
+ 5 & g, sin j/ sin (3w—,

d 1 -
—Q, pa"b(‘gg“):_ 5 g8,7 sin g sin (3w—4v—v)
\ 2
1 ..
— 5 &8y sing sin Bw—p+v)
1 L
5 S187 sinj sin Bw+v—v,)
1 )
o &% sinj sin Bw—yv+v,)
1 o
+ 5 Si&57 sing sin Bw—v—v)
1 T :
+ 5 &% Sinj sin Brw—yv—y) -+ 5
+_1
2

1 9 0
+ 5 &t 7 siny sin (§w—v,-

Durch Kombination der Glieder gleicher Argumente erhalt

Differentialgleichung fir die Glieder zw eitén Grades in 8:

d25+8

Tt B 7 sing sin (3w 4-v—v)

+ 8P4 sin j sin (3rw—v-4-v)
+ 804 sinj sin (3w 4-v—v,)

+ B8P sin j sin Bw—b+v,)

~+ 83% sin 7 sin Bw—v—v)

+ 84 sinj sin Bw—yv—v,)

(1’))

+ 849 sin /' sin 3w —

wobei:
@ 1
W = 5 gyt o2 —
®© — 1 o 1
T T e VT A

v,) +

1 o
- =5 4487 Sinj sin (9w —D-

1 2

3 gs&,1 sing sin (9w—v—x)
1 R

5 9457 Sing’ sin Qw—,—v)

l . . &
vy) 2 gsesn sinj' sin (Yv—, -

1 S
5 &1 sin f/&in (3w —+v, —v)

1 L
5 &i&M sinj’ sin (Bw—v, +V)

1
5 51

i Y o
9 o7 sinj’ sin (3w —v, +v))

1
+2(s1

A 1 T
- 88,7 sing’ sin Bw—p,—v) + 5 &€ sin f' sin (9mw—v, —v)

1
2 <

+ 3171 sin /' sin (3w b, —v)

+ 8499 sin ' sin 3w —v, +Vv)

+ 3P sin g sin 3w +v,—V,)

+ 352 sinf’ sin Bw—y, 4v,)

+ 84 sin 7 sin (9w—p—v)

+ 852 sinj sin 9mw—v—v,)

7 sin 7’ sin (3w —b, —v) 4+ 81”7 sin sin (Ow—y, —v)

—v,)+ 330 sin f sin (9w—b, —v,),

<g4_81 +g1 4_)

1
2 (9281—&1%3)

o1 sinj sin Bw+b,

&, sin g sin (9w —v—v)

&8, sinjsin (9w—p—v,)

Bhoatid
, &4 sinf sin (9w —b, —v,).

man daher als zu

79

integrierende

(58)

(58 a)
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) 1 v 1
DS % S BN T (gye1+8&1%)

, 1
| = e — 2 &t % <z3 5 & ) (9581 —&; )
9 1
I — %t gy — 5 (818 + &1 8s)
qn 1
Bit” = #0402, + 5 (g42a—51 %)
i o — = (gr) 2F 5 Sl
a9 1
D — Pt o2+ 9 (g582—&1 &)
1% 1 1
n =3 5y 0%y 5 (o8 +&ey5)
QUL 1 1
B = #%,— 3 gy — 0% + 5 (&5 +£1815)
a5 1
O =P %% o (828 +&%14)
as 1
B = 25— 0%+ fz‘(gssz”"’& €g)
an 1 1 1
dn — P 2“g4+% B &) — 7(9481_‘5-’1811)
a8 1 1 1
m — %18 ’g5+°'-3 Zg— 2’5’1 5 (g5 81— &1 810)

il
Bi? = 29+ o, — o (9485—&1513)

. 1
st B = gtz — _2“(95 €& E14)-

(68a)

b) Integration der Differentialgleichung fiir 8 unter Mitnahme der exargumentalen Glieder bei kon-

stantem 7}, 7, sin j und ¢ fiir den zweiten Grad.

Bedeute im:Sinne der frither bereits verwandten Bezeichnungsweise:

d2
<d%> die aus dem ersten Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder zweiten Grades,

(7

) die direkt gebildete Differentialgleichung,

az
( 3, +82> den differentierten unbestimmten Integralansatz,

(G +8) =)+ (G2 +8)

duv?

S0 ist:
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oder:
ds (e a3 ;
22 I8 D , ‘ (59)

\d v? 2 \dv? 9 dv?/e

Zur Bestimmung der aus der Integration liber die Glieder ersten Grades hervorgehenden
exargumentalen Glieder zweiten Grades ist:

3, = ¢, sinj sin (Bw—1)+¢, sinj’ sin (Bw—Y,),

also:
d 3, o % dw
2L — g, sinj cos (Brw—)4 6 — 11—t
By b e a0l oS (OBt
) ) dw |
~+ ¢, sinj’ cos (Grv—V ){ 6 —ll=z
R ( 1/ A 1y
und:
d® B, 5. 5 {  dw )2
2 ¢, sinysin (6rw—N)4 6 ~-d—r
dv? ¢ S ‘ {~ dv )
ST B | 1 2
s, sin /' sin (6w h1’g 6 (Ziv 1—z
5 ) 5 d2w
406z, sinj cos (6w — 1)F-—
i dv®
+6s, sin s cos (Bw.s,) die
g, ! s (bws .
2 ] ( 1 (ZUZ
Hier ist wieder zu setzen, analog wie bei R:
dw 148§ <cﬂf
== s 1
dv 3 ' dv)i
also:
|, dw - a4 ( _ , :
10, I—tp = — 12001 +&3, —1) {1y cos (3w—v) 4131 cos (Bw—v,)}
s SN iy | SRl om0 4
T — (0, 4%) 1 1571 sin (Bw—v)— (3, +5,) 1y sin Bw—v,).

Fiir die exargumentalen Glieder erhalt man somit:

@235

)= Bu(14-28, —1), 1,7 sin 7 sin (9w —v—v)

+6uw(l+28, —1)e, 7,1 sinj sin (3w —v+v)
+6p(1+28,—1)z, 1,1/ sinj sin (9w—o—v,)
+6u1 (1428, —t)g 1,1 sinj sin Bw—v+v,)
+6p (1428, —1,)e, 7 sin 7 sin (9w—yp, —v)
F0u (1428, —1)s,1,7 sin/ sin (3o, +V)
+0p (1428, —1)e, 1,1 sin §/ sin (Qw—y,-—v,)
+0p(1+28,—1)e, 1,1 sinj' sin Bw—u, +V,)

—3p(3,+¢)e, 1, sin g sin (9w—p—v)

+3p(3; +)e 1,7 sing sin (3w —v+V)
Denkschriften der mathem.-naturw. K1, Bd, LXXVIL i1
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3u(d +3<)8, 151 sing sin (9w—v—v,)
+3(3;+¢)e, 751 sing sin Bw—v+v,)
31(3;+¢)e, 1y sing’ sin (Vw—v, —v)
+ 3.3, +9)ey 1,7 sinf sin (Bw—v, +v)
3u(d, +¢,)5 11 sing sin (9w—u,—vg
+3u(B 561, 1 sing sin B3w—yv, £V,)
oder bei Einhaltung derselben Genauigkeitsgrenze wie bei R:

|'d2 o

= Gu(l1428)e, 1,7 sinysin Bw<sv+v)

+6p(14+28)e, 1,7 sinj sin (Fw—y+v,)

+ 601 +28))e, 7,7 sinj si@(3w—v, +V)

+06p(1423))e, 7,7 sinfisin (3w—v, +v,)

(60)

+0p(1+28))e, 1,7 sinj sin (Qrw—y—v)

+ G (1428, 1,4 sin j sin Ow—yv—v))

+6p(l+23)e, 87 sinj sin (9w—,—v)

+0Bu(1+2308, ¢, sinf sin (Ow—p, —v,).

Durch zweimalige Differentiation des unbgstimmten Integralansatzes 3, aber erhdlt man:

d? ] . N
<'c71%2> = (143, +1+c)%e,y sinj sin (3wsv—V) (143, 471, +3¢)2e,7 sinj sin (Bw-+v,—V)
2
~(1 43, —t—¢)%e, 7 sinj sin (3w —V +V) (148, —1,—3%)%e,7 sinj’ sin Bw—v +V)
~(1 48, +1t+¢;)%e v sinj s Bw+v—v)) (148,47, +¢)%s 7 sinj’ sin Bw+v,—v,)

(143, —1—¢)2¢, 7 singsin Bw—v+v,) —(14+3,—1,—5)2e,7 sin/f sin Bw—v, +v,)

— (8, —t4s—1)2¢,, 1, fin j sin (3w—p—v) (1438, —1t+¢)%e ;7 sinj sin (Aw—v—v)
(B, —t+¢q—1)?a%y sinjsin Bw—v—v,) —(1+38—t+5)%e7 sinjsin (9w —v—v,)
(3, —7, F+¢— 1% 1 sinf sin (Bw—1, —V) (1438, 1, +¢)2e, 1 sinj sin (Dw—v, —v)
(B, —1,+c & ey, v sinf sin (3w—v, —v ) —(1+30,—1, 4+¢,)%e7 sinj sin (Qw—v, —v)),
mithin die linke Seite Yon (59):

(d28, & 1 ; s
_d_:i);z, +52>2: V200, 4T+ <)+ (B, +1t+¢)2 g, 7 sinj sin (3w -+b—v)
§2(00,—1—2)+ (B, —t—¢)%} e, sinj sin Bw—bv+v)

oo

{208 +t45)+ @ +145)% e sinj sin Bw+v—v))
1200, —t—2)+ (B, —t—35)%} g, 1 sinj sin Bw—v+v,)
203, 4+, +2) 4B, +1,+9)2 e v sin f sin (Bw+4v,—V)
g = g ) S 1
1200, —1,—2)+ (3, —r,——¢)%} gy sinj’ sin (Bw—b, +V)

{28 +1,4+¢)+ B +1,+¢,)*} 5 sin ' sin B3w+v,—v,)

{208, —1,—¢) 4+, —7,—¢, )2 }e,on sinj sin Bw—1,+v,) , (61)
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+ {20, —t+5)—(3;—t+4)2}e,, 1 sinj sin Bw—b—v) (61)
+ {20, —t435,)— @, —3+53)%} e, 1 sing sin (3w—v—v,)
+ {203, —t,4+¢)— (B, —1, +¢)2l e, 7 sin f sin (Brw—b, —V)
+

{20, —, +¢)—@,—1,+45,)%} 5,7 sing sin Bw—y,—v,)

S
w
IS

=3

|
I
a
+
Iy
+
w
5%
-

T+6)2 ) e sin g sin (9w—p—v)

{283, —t42)4 (3%, —t+45;) 5,47 sing sin (9w —bLv))

NM
oo
A
>

Ly A S e SN0 T N R :
5+ +@B8,—1 +9)2} e sin g’ sin (O D, V)

oo
—
<o
’_00

T +s)+ B8 —1, 435t sing sin @w—y,—v)).

Bei Innehaltung derselben Genauigkeitsgrenze, die bei Bestimmunger pg-Koeffizienten in R beob-
achtet wurde, ergeben sich somit zur Bestimmung der unbekannten Kéeffizienten des Integrales der
Differentialgleichung (58):

8 =8, = e, singsin Bw+b—v)  4-eqsin g sin (Q9v+b, —v)
+eg0 sing sin (Bw—v+v)  +eg7 sin g sig(3w—b, +v)
¢, sin jsin (Bw—+v—v,) g1 sinfLSin (Bw+b, —v))

+eg1 sing sin Bw—v+v,) 41 sif sin (Bw—b, +v))

62)
42,7 sing sin (Bw—v—v) ¢ A sinjsin (9w—v—v)
+c,7 sing sin Bw—v—v,) &7 singsin (Qw—v—v,)
~+¢,,0 sin §’ sin (3w —b, —V) F-5,,7 sin 7 sin (9w—p, —v)
+e,,0 sin g’ sin (3w —b,—=¥,) 45,41 sin f’ sin (9w —v, —v,) /
die folgenden Relationen, in denen ¢, bis ¢, dieseinzigen Unbekannten sind:
1
L —8(2+8))e; =z o & F0,2 2 (€r51+8150)
9 — . ( ! 5 \ 1 /
L. —8,(2+43))e, = % % 82t %\ 2 5 &1 + 5 (9481 —8&5) —60e1,
1 i
I -8, (2438, = 5 e dp=T0—3 5 (8581+51 %)
: | ( | 1 ;
V. —8,(243,)g, == %, 5&HF B\ G— 5 &)+ 5 (gs5,—818)—0 ey
. 1
V. -8, (243))& = 2+ — 5 (£4%+& %)
7 1 .
VL —0, (249,)8g = %10+ %%+ 2 (242 —815,) —6p/ey 1,
i 3 1
VIL —3 K248 )gy = 2;, + A2, — 5 (855, +8150)
: — i ,
VIIL 8, (20,80 = #yp + 2+ 7 @2 2 e O e %y
. 1 1 (63)
IEC +93,(2—9))8,, = 53— 5 L%+ 5 (oo +81815)
1
X +8, (232, =2, — 5 B=%% T S & &16)
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XI.

XIL

XII1.

XIV.

XVI.

+0,(2—8,)e;5 = 2,

H Buchholz,

Uy 2y +

> (825 +8%17)

1
+8,(2—3))e, = &g %%+ D) (&3 +&1514)

1 1 1
38,(2438))¢e, £ 5 Stz i
33 (2435 | y it 1 S5
38, (2+38)e; = 2y i AN ST s 5 (953 —& %10
Qs 7o Q>N A = -~ ~ ~ X o
36,(2+39))z, Frg Ay o (di% 8 18) —0p'g, 7

o /6 ) | E. e,
30 (24+38)) 215 = £+ %%,

«

1
2(0491 i iy M

A Es IR
) ==®05'= 5,

(63)

Ersetzt man in diesen Gleichungen z; bis z,, nach den Glegichungen (32) durch ihre Werte, die blofi

Funktionen dcr e und bekannter Konstanten sind, so erhilt man die Bestimmungsgleichungen der = in

der folgenden, der numerischen Rechnung unmittelbar zugrunde zu legenden Form:

la.

Ila.

la.

IVa.

Via.

Vlla.

Villa.

IXa.

2 @,

Xl a.

XNllla.

XIVa.

XVa.

XVla.

5, (2408,)e, +
By (243)e,+
5, (240,)e +
0, (243,)g,+
3, (243
0, (2+%)e+
5, (@40, )e, +
~& (243, +
=+ 3y (2—5P8,]
+8,(2—3))¢e,
+3,(2-3))e,
+3,(2—3))¢,,
33,(24+33))2,
35, (2439,)e,
33, (2+33))e,,

'381 (2+351)515'

2

LS —

[\3|>—‘ DN = D= N — S DO —

ol — ol

ro] —

o= DD, — BN —

o — pof —

L el Y 4
81 84 - ”.r[s Jegt2lHe, + 1),

& 8. & offley +alfle, + D,

& g = #Mleg +2lfle + D,

&1 & = 2Pley, +28les-+ D,

&1 8 = z5|;7Je7 +3£8]58+D5

& & = #fjle; +2ffle; + D),
&80 = 2filey+2[{%, + D,
& & = 2fjley+2 e+ Dy
&18ys = 2fille,, +2[e 4+ D,
&8s = #}Aey 2100, + D,
gi&; = #l¥e g +efllle, + D,
G1%1g = 2M¥e,, +2[¥le, + D),
5% = HMe B Pe )y D)y
Zrew = wfPe RlPley Dy

i 117
=%y 1513‘*‘"19 ksje ==

a
J“)
|

oy (18
Sitye = #giley, 2[leg + D,

(63a)
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wobei die D lauter, durch die bereits fiir S, K, 7, 3 geleisteten Integrationen schon bekannte Groffen ent-
halten und gegeben sind durch die folgenden Ausdriicke:

1 1
r Ib. D, =z R T L RN !
1 L) 1 .
115. Dy=mi4— 5 &+%\&%— 5 & |+ 5 6500
1 1
Its. Dy == 9 g5 +73% D) SHe
] 1 ll I A 1 =
V. Dy =21 &yt o\ S 5 & |t 6,0k
P 1
Vb, Dy =294 + 22— - 445,
, 1 :
VI1b. D, = 2w+ s + o 445 Gu'e,r,
. . i
VIID. .U7 - 11+ Yy %y 5 &5
v 1 /
Vi a. Dy = ziza+ o5, + 4 435, —00/ey 13
. 530
v 1 (63%)
IXD. D= #n3.4 5 QR+ 5 £d
B} 1 1
Xb. 0 _—'514.1'——2"45“7-351+ 'Q‘g'—zel
, 1
XIb. Dll — 215.1— 7.22'2 -+ -2- g‘zsz
XIIo D =% : g
| 18 = 8.1 5 e WO
X i i ( == l ’ !
XIII 2. O =Gk 5 g, =0, \zg 5 £ 9 A S =D EN Ty ‘
' XV 1 / 1 i ,
Vb. D, = 8.4 5 ¥+ (53, 5 gl) 5 q.e,—6up's, 1,
XVb Dy =k ! 4
0 15 — 2190 %2 — 2 ga8—6p'5y 7, j
XVIp == ! / |
. DIG——CZO,]-’F 1354 : ) qbsg 6{1‘ 52'(3,

wo p' = p(1+4283)) ist

Dabei sind, wie man sieht, immer in je zwei der Gleichungen (63a) je zwei Unbekannte ¢ enthalten,
deren Koeffizienten neBst allen iibrigen in den Gleichungen enthaltenen Grofien bekannt sind.

Die Werte der e sind daher fiir ein gegebenes Verhiltnis der mittleren Entfernungen T das

heifit fir einen beliebigen Planeten der Hildagruppe sofort berechenbar, indem die C-Koeffizienten
bestimmbar und mit diesen die = durch die Gleichungen (33) gegeben sind.
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¢) Berucksichtigung der aus der Variabilitdt von v, @, sin j und 5 entstehenden Zusatzglieder zweiten
Grades in 3.

Es erlibrigt noch, der Variabilitit der langperiodischen Funktionef %, %, sinj und s Rechnung
zu tragen, das heift, die Zusatzglieder zweiten Grades zu berechnen und zu 3, (62) hinzuzufiigen,
um diesen Integralwert mit Riicksicht auf dic vorgesetzte Genauigkeifsgrenze definitiv zu erhalten. Wie
bei Ermittlung der Zusatzglieder crsten Grades in 3, fiihren wir die Betrachtung der Ubersichtlichkeit
halber zunéchst nur fiir cin Glied durch. Dann wird die Differentiatgleichung (58):

d2 3

73 +3 = 3177 sinj sin (3 v—v) (64)

und der unbestimmtc Integralansatz, wenn (3,), die Zusatz§lieder repriasenticrt, ist cinfach:

— e,7 sin j sin (3184-0—v)+(8,);

~

oder:
8 = eyqsing sin{ 3t +)v+7—0] +(3,),

oder:
B = ey sing sin fr—o0) cos{ 3w+ (c+1) v}

+e,7 sinj ¢&s (r—n) sin{ 3w+ (c+1) v} + (o),
also differentiert:
Lt 2, (1 4%, +5+7)7 sin j sin (1—a) sin{ 3w+ (c+1)v}
+e, (1 +8, 4+ c+1)1 sinj cos (—a) cos { Sw+(s+1) v}

ﬁ_ﬂﬂ@ —q—) cos { 3w+ (c+1)v}

2 dv
dq sing cos (r—o) b
gy — e ——~sin{ 3w+ (s+) v
4(8,);
i dv

und durch nochmafige Differcntiation, indem dic zwciten Differcntialquotienten, weil rein zweitcr Ord-

nung, analog wie-beim ersten Grad fortfallen:
8 _ e, (1 +3, +¢+1)1 sins sin (r—a)cos { 3w+ (s-+7) v}
b &, (1 48, +5-+1)’q sin 7 sin (x—5 s+7)vl
g, (1 48, 4c+41)27 sin j cos (r—a) sin{ 3w+ (c+1)v
3 1 i J

dysing sin (z—a)

2e,(14+3, +c-+7) His ———~sin{ 3w+ (s+71) v}
{1 st ] 5= .
+28,(1+8;+c+7) f_r,_smi%%s_ fg=50) cos{3w+(s+1)v}

&f <83)%
*ae
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Es wird also sein:

d? oy
[L“}, +3 ={1—(1+43,+¢+7)2}e,qsinj sin Bw+v—v)
dv?

2:0(1-{—8 “+g +r)d'f‘81njq1n(“ 'O)

sin{ 3w+ (s+rt)v}

dv
/ s 3 s
+22,(1+8,+5 +)‘qsm];(;f( ?005{31U+(;+r)v;’
72(3,);
o ;l}; +(3s); = 3177 sinj sin Bw—+v—v),
[4

also, da:
A sinj sin Bw+v—v)

{1—(1438,+c+1)% ey sinjsin (Sw-+v

ist, so erhdlt man als direkt integrable Differentialgleichung des speziell inssAuge gefafiten Zusatzgliedes:

9/7
d ‘«gZ )
dv?

— 28, (1 4By +¢+41) —

-+ (Ba)y = F26, (148, + s 4 2)

d sinj sin (m7—n)
dv

dy sinj cos (n—g)
dv

sn{3w+(s+r)v

cos { 3w+ (s+r1)vi.

Stellt man in dieser hochst einfachen Weise die Differegtialgleichung fiir

die Zusatzglieder voll-

stdndig auf, indem man die eben fiir Gleichung (64) durchgeflifirte Betrachtung flir Gleichung (58) selbst
ausfiihrt, so ergibt das Integrationsresultat die gesuchtenfusatzglieder zweiten Grades in 3, im

Hinblicke auf die festgesetzte Genauigkeitsgrenze:

255(1+9,) dy sinjsiN=

(3e)s 5,(2+8,) %
2e, (148,) dysinjxos (n

)

2

sin{ 3w+ (s+1)v}

8, (2+3,) dv
2¢,(1+3,) dv8injsin (s
3, (2+3,) dv
28, (1438, )&l sinj cos (s
5, (245, dv
(148,) df sinj sin (=,

=

(A)

cos { 3w+ (s+1) v

-
i3

—sin{3w—(s+1)v}

%)

cos{dw—(s+1)v}

5)

'61(9+51) dv
1+3,) qu sinj cos (m —

sin{ 3w+ (¢, +r1)v!

%)

3 &(
oy & 8 (2+8) N Bl cos { 3w+ (g, +1)v}
e, (143,) dv sinjsin (6— %) ) .
6 i 1/ 0
¢ - 3mw—I(s
3, (2+3)) dv Sin{ B (s, +)v}
22,(1+38,) dv qm] cos (rs -7r
-+ [(2—*—5) i BT~ e > cos { 3w—(g,+1)v}
2z (148,) dqsinf sin (x—a3,) .
2 1 j| £y 1o oy :
5, (24 5) 7 sin{3w4+cv
2e, (14 8,) dsing’ cos (m—s,)
i (245 = iT I - cos { 3w+cvl
2z, ( T
G (1+73) fl“qismj sin (3, - )sin{?lv ex)
2= Y dv
2 3,) dvsinj’ cos (5, —xn
+ fsgl—_*__l) cfp el Je) )005{3711 cv}

0, (248)) dv

22, (1+3) dn' sin /' sin (w;-

3 (9+b) dou

G . s
J sin (3w —+¢, v)

(65)
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i) ST €08 (0 s s, o
_ 2;1%é1—*__—+-818)1) df sin j! ;ivn'gsl i 7:1)_ sin{ 3w ¢, v}
i 28510(;1-'_—4-80)) d o sinj C;; (6,— ) cos{3mw—e, ud L (65)
Zsll(gl_— 18)) il S“}]_;Un_(:"_i) sin{3w—(2-s+1) v
L8 2;“(;1__88;) il Sinjz,c;s e cos{3mw—2—¢+1)v}
. Zaezﬁ(él_;)) a’q sm];: (m, sy sin {8w—(2—g, +1) v}
+ 2;2(&1 -38)1) MZ;(—+G) ¢os {3mw—(2—g +1)v}
- ');wél ;)) dq sin ;' Z’l:( + ) sin{3w—(2—¢)v}
. ‘);m(él—;)) d) sin ' Z‘:}b (ﬁ+6‘) cos{3w—(2—3)v!
288:_4(;1_-;80)1) d sin j' ;1; (st B Sl S (2o Y}
" 2;“’(‘51.'_505) A ST 05 (4 %1) cos 3w (2—,)0)
_2_%_8:33;)2 190750 EED) in (25490
e :3“185 ((91:;:;) a’q Sm] Z’(;: 35 7 cos{9w—(2—c+r)v}
Ll #00 SIS a2 90
- 2%6 E;Ij;)) G Sy ;(;S CEEOM TSI B e
.2‘, 8:33;1)) dm sing’ ;]1; "+6>s1n{‘)w -(2—¢)v}
+ §8LE%:-3388)) s (;ZOUS( +J1) Sk R
: _35%((_;:33;)) d sin f ;1; (Eeoy sin { 9w —(2—< v}
. {;‘; Eli—;;)) dr sm] SZOUS(“H_’G]) cos{Ow—(2—3s,)v}.

Das dcdinitive [ntegral von Gleichung (58) ist somit:
8s = B, +(8y);s (66)

wo B, durch die Glcichungen (62), (63a) und (638), (3,), durch (65) gegeben ist. Fiir die numerische
Rechnung sind dabei die Differentialquotienten in (65) auf Grund der fiir 4, %, sin j und 3 aufgestellten

Bedingungsgleichungen wirklich zu bilden, was in Abteilung 11 geschehen wird.
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Achtes Kapitel.

Die Bestimmung der exargumentalen Glieder dritten Grades.
I. Die exargumentalen- Glieder dritten Grades im Radius Vector.

A. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in S.

Da die exargumentalen Glieder dritten Grades zum Teile gréfler s¥erden als die aus der Storungs-
funktion selbst stammenden Glieder dritten Grades in O, P, Z und dah@r einen erheblichen Einfluf auf das

Resultat ausiiben kénnen, so miissen sie bei gendherten Commengurabilitdtstypen Kkleiner Planeten, vor

allem aber bei kritischen Planeten mitberlicksichtigt werden. Wir wollen sie deshalb fiir den Typus e
den Funktionen S, R, 7, 8 aufsuchen, eine Arbeit, die mit gvachsender Gradzahl der exargumentalen

Glieder an Weitldufigkeit zunimmt. Denn wadhrend beim efsten Grad blofi aus der Integration Gber das
Glied nullten Grades exargumentale Glieder ersten Gfades sich ergeben, fiir den zweiten Grad hin-
gegen schon durch die Integration iiber die Glieder nutlten und ersten Grades exargumentale Glieder
zweiten Grades entstehen, folgen exargumentale Glieder dritten Grades aus der Integration sowohl
liber das Glied nullten Grades, wie liber die Gliedef’ ersten Grades, als auch {iber die Glieder zweiten
Grades. Wir bestimmen diese Glieder wieder durcl’partielle Differentiation.

Verstehen wir in diesem Sinne in entsprgthender Ernweiterung der schon beim zweiten Grade ein-
gefiihrten Bezeichnungsweise unter:

@S

; “/ die aus dem nullten Grad folgenden exargumentalen Glieder dritten Grades,
av/s

dS . . : . . .
{ ; f die aus dem ersten Grad entspringenden exargumentalen Glieder dritten Grades,
dv/3

d; . 3 . 5 ~ . .
( ha | die aus dem zweitew Grad resultierenden exargumentalen Glieder dritten Grades,
\dv/3
(dSy : . :
{ w den differentierteg®unbestimmten Integralansatz,
\ ¢ 53
1ASY o r i . :

7’1}/ die direkt gebildete Differentialgleichung,

\C 3

S0 ist zunédchst:
JdSH
\duv,

)_

- <a’fn) 3 (a’31 " ("dSZ . Sk
3 avjs

= 3 (l
\dv/; \dU/3+ \Lf‘l)}:.; ' )

Die linke Seite dieser Gleichung, das heifit die aus der Derivierten Q der Storungsfunktion selbst

=

stammenden Glieder dritten Grades, die vor der Integration rein erster Ordnung sind und mit =3
multipliziert, also, da n==¢ cirka 6 ist, noch verkleinert werden, ziehen wir zundchst in dieser Abteilung

nicht in Betracht. Von den Gliedern der rechten Seite der Gleichung (1) aber nehmen wir in diesem
Denkschriften der mathem.-naturw. K1, Bd. LXXVII.

12
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Sinne tiberhaupt nur diejenigen exargumentalen Glieder mit, welehe der Ordnusig nach griéfier sind
als die aus der Derivierten Q hervorgehenden Glieder dritten Grades.

In Betrachtung zunédehst der exargumentalen Glieder dritten Grades,sdie dureh Integration aus
dem Gliede nullten Grades entstehen, hiitte man offenbar in dem Ausdruck:

(450} — ga. s
clv);; - 3pa, sin 3w =

7

av . p . : .
far v die Glieder dritten Grades einzusetzen

. .. dVt . . . w .
Nun sind aber die i 7 auftretenden y-Koeffizienten (ef. §S.382) von der Ordnung 5 bei Multipli-
W
1
. . f m'? . . !
kation mit a, = m’ also von der Ordnung 5 mithin noch obendrein klein gegen die aus O selbst stammen-
1

- ) 1S
den Glieder dritten Grades, von denen wir jetzt ja absehey? Daher kommt <L 0

\
; ) bei der ins Auge gefafiten
av /g

Genauigkeitsgrenze, weil es fiir die Grenze & = m/ vgh der Ordnung m'\ /' wiirde, nieht in Betraeht.

Anders verhilt es sieh bei den dureh Integration {ibegdie Glieder ersten Grades entstehenden exargumen-
t2) k

talen Glieder dritten Grades, die wir jedoeh auch gvieder durch partielle Differentiation bestimmen

wollen.

a) Ableitung der aus den Gliedernsersten Grades entstehenden exargumentalen Glieder dritten
Grades in S.

Durch Differentiation der Glieder ersten Grades des unbestimmten Integralansatzes fiir S erhielten
wir bei Bestimmung der exargumentalen Glieder zweiten Grades im sechsten Kapitel mit Hinbliek darauf,
daf3:

dw | dV
TRl i
. . ; 2
ist. flir den Typus 5 ]
S . :
25, = —ay(1—2) 1 sin v —oy7 sin (3w—v) %2« 3L, 3p,dV+g§
dv dv

7 s av
a, (1—s)7 sinv,—o,y sin Bw -\’1){2 -3, - _3P'dv +<;1€

—a,1 sin (6w—v)
—agrsin (6w V1)§ 5 6p,1—-6p,i - e } J

1 Es ist (cf. I, S. 414):

dv

== .
dv av

aT aTty av
; = o .
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Die aus diesem Ausdruck entspringenden exargumentalen Glieder dritten Grades erhilt man
offenbar aus dem Ausdrucke:

LS . av \
((;Zvl)3: 3o, sin Bw—v) (d‘l)/z
Ay’
3 " si 5 il
+3p a7 sin (Bw—v,) \dv)z

- e @)
+06pa, n sin (6w —v) dvlg
av

+6pagr sin (Bw—v,) {\Ev)’z

indem man:

v
‘dv/ = 1.4M% cos (Bw—2v) 7y, 0m cos (Brw—v—v,) 1572 cos (6rw—2v,)
2

(

\

m .
setzt. Nun sind ja aber die 1 von der Ordnung 50 mithin die Glieder:
1

(Bpa,q sin Bw—v) ) [dIE\ m?
/ s

{ 6y ayy sin (Brw—v,) y\Fv/e By

also obendrein klein gegentiber den aus der Stérungsfupktion selbst stammenden Gliedern dritten Grades,

kommen mithin jetzt nicht in Betracht, da sie fir &ie Grenze gleichfalls von der Ordnung m’\/m'

werden.
Die beiden Glieder hingegen:

{ Bpoyy st (Bw—v) )(d VN ml?
oL

/ 2
3oy v58in (3w—v,) R o

. L . ] dS® | " o
miissen, weil sie gegeniiber m/, das heifit gegen 2——} grofl werden konnen, fir kritische Planeten eo
av /s

H r « “ . “ . . Ty, b
Ipso mitgenommen werden. Denn dig¢’kritischen Planeten sind ja so definiert, dal 8, < N w/, also 3f < m'

ist. Mithin ist bei kritischen Plageten:

2

52

1

> nt,

wiahrend bei nicht kriti€chen Planeten:

m'? 7
*gé— < 1
1

ist. Wire es also auch iiberfliissig, diese Glieder bei nicht kritischen Planeten mitzunehmen, wenn man
die aus P und Q selbst stammenden Glieder dritten Grades nicht mit in Betracht zieht, so miissen diese

Glieder doch bei kritischen Planeten auch in diesem Falle unter allen Umstinden mitgenommen werden,
da sie groBer sind als die Glieder dritten Grades in Q selbst.

12%
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Daher wird Gleichung (2):

(dS]\ 3 g N 3
dv/": 5 14977 SIO (390 -=V) = 5 WP Sin (9w —3v)
3 2/ o1 ¢ 3 2,1 o
5 BT sin Bw—2v+v)+ 5 (Y a0 Y15 %) 020 SIQROW—2v—v,)
3 _ 3 o
Z Frageslien bl Bw—vy) + 5 . (T15% FT15%) S Sin (9r0—v—2v,)
3
8 N ' sin (3 3 '3 sin (9 4
5 Bty sin (3w—v) + 5 e sin (9w —3v,)
3 B
5 P01 sin Bw+v—2v,)
3 /3 oipy (¢
5 Wl1e%M sin (31w—v,),

wo samtliche Argumente von der Form C sind.

Dies zunéchst der Ausdruck fiir die gesuehten exargumentalen Glieder dritten Grades.

b) Ableitung der aus den Gliedern zweiten Grades entstehenden exargumentalen Glieder dritten
Grades in S.

Zur Bereehnung der aus dem zwgiten Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder dritten
Grades haben wir im Hinblick auf die Jétzt ins Auge gefafite Genauigkeitsgrenze offenbar nur von den
Gliedern der Form C in S, auszugeheg; also zu setzen:

S, = a2 cos (BnF—2v)+a, 07 cos (Brw—v—v,)+a72 cos (Bw—2v,).

Durch Differentiation erhddt man hieraus:

S, - % dw {
& — L ) AV 3 @) )
= —ay° sin (6w —2v) b 2(1—9)
. | d
o, 11 sin (Bw—v v1)26d7: - (2—¢ gl)}
a
0,12 sin (Bw—2v,) {6 C-;: 2(1- -g1)§
oder da jetzt:
aw _ JVa,’T/
dv Y dv
zu setzendsl, so wird:
dS, AV

[ 2 ~ P
2) = Bpa, 12 sin (Bw—2v) | —
‘\.dv/;; 1oy 47 & )'\dv)i

. [d V)
+ 6oy oy sin (Brw—v—v,) '\d-;))l

av
3. oty 12 sin (B — 2v <_>
+6p o7 sin (B Vi) pri’
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wO:

av
| = 1,1 cos (Bw—v) 41,0 cos Bw—v))
dv il

ist. Daher wird der Ausdruck fiir die gesuchten Glieder:

S,
AT o3 sin (3 : e 3y
{ To)= 310y, 7,7 sin (3w—v) +3pa,,1,%3 sin (9w—3v)

3oy 102 sin Bw—2v4v,) 43 p(0y 75+ %5 1) 527 sin (9w —3v—v,)

+3 oy 0 sin (3w—v,) 3 (053 06 Tp) 72 SIN (O1F-v—2v,)

4)

43 oyt 2 sin (3w —v) +3paye7sm 3 sin (9w—3v,)
307, 11 2 sin Bw4+v—2v,)

+ 3oy, 7,1 % sin (Bw—v,).

¢) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes.

Die zehn verschiedenen in den Gleichungen (3) undg(4) auftretenden neuen Argumente, die samt-
lich von der Form C sind, miissen offenbar ebenso im unb€stimmten Integralansatz fiir S; auftreten. Ent-
sprechend wie wir im Integralansatz fiir S und R (cf. I, S.5381) den Koeffizientenindex 6 tibersprangen und
ihn fiir das eine auftretende koordinierte Glied ersten Grades in K verwandten, damit im {ibrigen in
den Indices 1 bis 19 in S, R, K Symmetric stattfdnde, ¥erfahren wir auch bei Bildung des unbestimmten
Integralansatzes flir S, und R,, indem wir die Indices 20, 21, 22, die wir fiir die drei beim zweiten Grad
auftretenden koordinierten Glieder in 7 verwandten (cf. I, S. 882) {iberspringen, damit die Indices
in S;,R;, T, libereinstimmen. Dabei miissen wirgdber auch noch, um diese Symmetrie zu wahren, wie der
Blick auf die folgenden Entwicklungen zcigt, ¢fie Indices 29 bis 88 in S, liberspringen, da deren Argumente
in Ry, nicht aber in S, vorkommen. In diesem Sinne erhalten wir als unbestimmten Integralansatz fiir S,
offenbar:

Sy = 0,7 cos @Gw—v) 05973 COS (9 —3V)

oy, 2 £08 (Bw—2v+v )+ a2 cos (Qw—2v—v,)

o5 2 cos (Bw—v,) o, % cos (9w—v—2v,) i
Oy 1) 2 COS (3I—V) + o, cos (9mw—3v,) ©)
%57 707'2 cos (Bw—+v—2v))
e cos (3w —v,), /
also durch Differentiatiog:
(\ifj\: — (B, k%) oy, 1% sin (B90—V) -3 (81 4¢) 039 1® sin (9w —3v)
(B +25—¢) oy 01 sin Bw—2v4v,)—(33,; +2 ¢4-5,) 2,072 sin (9w—2v—v,)
— (0, 4¢,) 05 120 sin (Bw—v,) (33,45 +2¢) o, 2 sin Ow—v—2v,) ©)

(3, 45) 2 17 2 Sin (B —v) 3(3, +¢y) 2y 13 sin (9W—3v,)

— (B, —¢+2¢,)0, 2 sin (Bw+v—2v
1 1) %271l 1

(8, 4¢p) o % sin (Baw—vy).
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Somit ergibt die Gleichung (1) mit Hinblick auf (3), (4), (6) unter Einhaltung der festgesetzten
Genauigkeitsgrenze fiir die gesuchten unbekannten Koeffizienten der exargumentalen Glieder dritten
Grades in S, das heifit fiir das Integral S, folgende Werte, die in (5) einzufihren sigd:

oy, T — 5 714 %2
0.23 o 31 =
3
3oy Ty 5 P T1q %3
Oy == 5, —
3
B oys To 5 T15 %2
. 5,
B
SIS 9 715 %3
3
3oy Ty 5 {16 %2
L= 5 —
1
)
31 %67y 2 16 %3
Uy = ——— 4_81 =
o)
3oy Ty + 5 Plia %
Tgg ==& — 351 —
, 3 8
Sinoyy Ty 3oy Tt o PTis% + o Py %
P - 3%,
3 3
3oty 3o Tp+ 5 Pie% + ’2’5‘“{15 %3
oy = - -351 —
&
3oy 7y + D) P16 73
Oy = — 3—81 2o

Da 2,, #, und g7, durch die Integration fiir den ersten Grad, und a,,, %,;, a,; durch die Integration
fir den zweiten Gfad bereits ermittelt sind (respective ¥,,, 715, 744 in Abteilung III durch Integration der
Differentialgleichung fir die Glieder zweitenGrades in 7 noch ermittelt werden, so sind darnach o,, bis o,
vollstindig bek#nnt und die exargumentalen Glieder dritten Grades in S durch Gleichung (5) fiir S; mit
Ricksicht aufi(7) berechenbar.
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B. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in K.

a) Die aus dem nullten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten®Grades in K.

Wihrend die Bestimmung der exargumentalen Glieder in S verhdltnisméfigoeinfach war, gestaltet
sich die Ermittlung der in R in Betracht kommenden exargumentalen Glieder deftten Grades wesentlich
komplizierter. Es kommt vor allem darauf an, klarzustellen, welche von diesen Gliedern angesichts der
jetzt ins Auge gefafiten Genauigkeitsgrenze nieht in Betracht kommen und forfgelassen werden diirfen und

welche mitgenommen werden miissen.

Bezeichne:
[ \ oL : " .
( For +R0) die aus dem nullten Grad entstehenden exargumentalem Glieder dritten Grades,
\ dv® 3
dzR] > - ~ 3 s . ‘
( T + R, | die aus dem ersten Grad entstehenden exargumentgien Glieder dritten Grades,
a v /8
(d2R, \ L . . . ]
T +R_,/ die aus dem zweiten Grad entstehenden exargwhentalen Glieder dritten Grades,
¢ 3
('d?]\’3 7 den differentierten unbestimmten Integralangatz fiir die exargumentalen Glieder dritten
7l \3)3 Grades,
(#R \

T2 + R | die aus den Gliedern dritten Grades in Pgind O gebildete Differentialgleiechung,
d v /%

so ist ja allgemein:

( d?R A diR d*R \ d2R, o 1%,
R p) (OB g (R ) (R ) (O )
\dt'2+ /% de t 053_’_(\(102 +R1/3+ du? 1% 3+ Aot T8 3 (8)
Da aber R,, Ry, K, nicht dritten Grades sind und aueh nicht differentiert werden, so kommen sie bei

Bestimmung der exargumentalen Glieder fiir uns jetzt nieht in Betracht, ebensowenig die linke Seite
der Gleichung (), da wir die Glieder dritten Grades in P und O selbst ja jetzt nicht berticksichtigen. Die

[d2R, > o i 2R0> /d 2R1> <d B
_Kdv? + Ry 3_‘(({1)2 3+ (\—dvz 3+ dv? )3 ®

Nun war aber, wie imssechsten Kapitel (cf. S. 26) gezeigt:

Gleichung (8) wird daher:

d®R
—07020» = — (143,28, cos 3w
av dV“ZE
S _gn2(2) 18, eo
+ 6 (1+3) = 2 (du) p, cos 3w

2

azv
+3(.L Bl —(27—1}2 sin 31w.

Um jetzt erstens die aus:

r

dv
6p(149,) ) B, cos 3w (10)
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! " . . . 'S A
resultierenden Glieder dritten Grades zu bekommen, miifite man eigentlich von f? die Glieder dritten
dv

Grades kennen, wéhrend unser Ansatz in Abteilung I (S. 382) fiir:

/dT) . 4V

\d’U Z—- dv

nur inklusive bis zum zweiten Grad reicht. Da wir es ja aber jetzt nuSauf den grofiten Teil von —Cfl——,
p

eben den exargumentalen absehen, dessen zehn Argumentc der Fdprm C wir bei Untersuchung der

Funktion S kennen gelernt haben, so kénnen wir offenbar ansetzen:

dV\ \
= 55 1% cOS (B—V) 4750 & cOS (Yw—3V)
dv/g ' :
7, NP7 cO8 (BW—2v4v )+ g N2 cos (9w—2v—v,) /
+ 795 %0 cos (Brw—v,) F7yy 12 cos (9w—v—2v,) (1)

O

+ 6 17 2 cOS (B10—V) 7, 7% cos (910—38v,)

+Y97 072 cOS Bw+v—22v,)

NS

+1p5 1'% cOs Bw—v).
e . ;
Die 7 sind nun (cf. I, Kapitel III) simtlich vonSder Ordnung 5 Hier brauchen wir nur solche Glieder,
il

! /
. . e m 7 . -
welche noch etwas gréfier sind, also zum Beispiel von der Ordnung- 5 Bei nicht kritischen
it 1

Planeten, die ja definiert sind, durch:

3, > \/nm/
4

] S .
ist also 8% = m/, mithin s < 1, also;
1

' w

<
3
51 51
und die aus (10) resultierendew’ Glieder kommen bei ihnen also im Hinblick auf die jetzige Genauigkeits-

grenze nicht in Betracht.

Bei kritischen Plapeten hingegen, fiir die ja:
5, < \/m,

also:
/

! 2 L7
b
81 61

ist, miissen die aus (10) hervorgehenden Glieder mitgenommen werden. Durch Einsetzen von (11) in (10)

und Ausfithrufig der periodischen Aggregate erhélt man fiir diese Glieder;

6p.(1+3,) <i7[;)?1 cos 3 = Ry 71py1’ cos (Bw—v) + 2By tae® cOS (B —3V)
. +E&B 7o 0% cos (Brw—2v+v,) +kB 1% cos Bw—2v—v))
+ B (o1 cos (Bw—vy) + kB 1? cos (Brw—v—2v,)
+ kB Toen? cos (Bw—v) + kB 141 cos (6w—3v))

+kB, oy 1% cOs BwHv—2v))

4B, 75573 cos (Baw—v,) y (12)




e
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+&E,7591° cos (12—3v) +kPiragn® cos v
+ kB a0 M2 cos (12 —2v—v,) +EB 7612 COS V
+ kB 1y i ? cos (12w—v—2v,) +kB 7., 1% cos (2v—v,)
+ kB Ve % cos (120—3v)) A+ 2By o, ' 2 cos (v—2v,)

+EB, o5 M2 cos v,y

T
+RB; 77 ® cOS V,

wobei jedoch die Glieder der Argumente v, 2v—v,, v—2v, und v, als elem&ntidre Glieder dritten
Grades der Form B zu (p), kommen und:

k= 3p(1+3)
gesetzt wurde.

Um zweitens die aus:

AV =
e ( ) B1 cos 3w (13)

\

/ \ 2

hervorgehenden exargumentalen Glieder drittenGrades zu untérsuchen, wire ja ( > | zu bilden, und zwar
14 >3

nur der grofie Teil dieses Ausdruckes. Nun ist aber (cf. [, S.£382):

av
o
dv 3,7
also:
‘AV\E w2
ol Tl ——
duf o’
1
mithin:

. 4d VA2 !
B\ do) T B

1

Definiert sind aber die nicht kritischen Planeten durch

== N/,

die kritischen durch:
8, < \/m.

Fiir die Grenze zwischef nicht kritischen und kritischen Planeten erhdlt man also, indem man in

ACLl

setzt:

8¢ = m'
AV\2 -y
B, ( dv) o= 192 \/m’ .

Fiir nicht krifische Planeten ist dieser Ausdruck der GréBenordnung nach kleiner als s’ Bel
kritischen Planeten ist er nur um ein geringes grofler als bei nicht kritischen Planeten, keinesfalls aber

groBer als s/, fillt also, wenn man den dritten Grad in P und Q selbst nicht in Betracht zieht, jetzt fort.

=

Um drittens zu untersuchen, ob exargumentale Glieder dritten Grades, die aus:

D57
3!1,;”-2—51 sin 3w (14)

]

Denkschriften der mathem.-naturw. K1. Bd. LXXVIL. 18
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folgen, mitzunehmen sind, kann man offenbar auch schreiben:

v av [dV av’
(dzvy <d<cg7j_)g> ] (d(\ du‘,'g) . (ii‘—_dv /'1> - <d<_"d? 0) "
d02)3— dv /g dv /s dv /g dv /; )

Durch Differentiation von (11) erhélt man aber:

)
—— 22 = = (8, +4)7557° sin (3w—) —3(3;+9)759n° sin (9w—3v)
— (B, 4+ 2¢—8) 7o sin Bw—2v+v)—(83; + 28 +¢,) 1,012 sin 9w—2v—v,)
—(B; =+ 7o sin (3w—v,) (38, Fc+2¢,) 7,7 sin (9w—v—2v,)
-(8; <) 1p611® sin (B —v) 3@ 4<,) T sin (9w—3v,)
(3, —<+2¢) o2 cOS Bw+v—2v,)
— (8, <) Tee® sin (Bw—v,).
Somit ist:

<d<g>3

- -———> = w/, respektive —
3

m
dv 9, ’
also:
A%
d(—> / &
B & /s ] respektive ~2 : 16
5 o = ¥ {liv .
N\ ®v s 8, P 5 (16)
Um das zweite Glied der rechfen Seite von Gleichung (13) zu untersuchen, ist ja:
(dV , . . ) LI 7
7Y R 11402 €08 (6 w—2V) 47, 1m’ cos (Baw—v—v )+, 2 cos (Brw—2v,),
v/2
also:

dv

av
alrz
<dv_>2_> dw

= —6,m? sin (6r0—2vV) T
: : dw
6751 sin (Bw—v -VI)—%

T dw

—67,47/2 sin (6w—2v,) T

oder da jetzt:

dw av
=5 = —hg, = —P1cos (Bw—v)—py,n cos (3w—v;)
ist, auch:
o(2)
dv 2 g
i 3y, 7142 sin (Bw—v)

+3 1y 1y 0% sin Bw—2v+v,)

~+lauter Produkte in je zwei Faktoren 1,
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also: -
da EV—'

duv/s m'?

av & 82 ’

das heifit:

also wird fir die Grenze & = m/

d\.dt’\ \
. | \dv 2) m'? m'? " ; (17)
f\——— | = = = m'\/m

\ dU 3 A\ 81 \/ 111’

und kann nahe an m’ herankommen, keinesfalls aber m/ iibersteigen.

Um das dritte Glied der rechten Secite von Gleichung (15)zu untersuchen, differentieren wir

/ dV)
—— | , erhalten so:
dv /i !
av
2 It dw dw
av/q : — a1 Y 7
T N -3+, 7 sin (3w—v) 7 34,7 sin Bw—v,) By
und setzen hierin:
dw a1 . A X . )
dv ¥ dz),.,: — 1147 COSKOW—2V)—wpyn cos Bw—v—vy)
— w612 cos (Brw—2v,).
Dann wird:
‘av
d| —
dv o . 3 s 3 o v
s = b T2 V14l sin (3w—v)

3 A 2
5 WTa 11402 sin Bw—2v+4v,)
= lauter Produkte in je zwei Faktoren 7
also analog wie beim zuvor betrachteten Glied:
/d/ffiK )
\adv/q o S ”
B, \ v = m \/m’, (18)
das heifit der GroSenordhung nach kleiner als m/ und héchstens nahezu gleich ms'.

Schliefilich ist.ef. I, S. 382):

also:

—_— = 0. (19)

13%
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Ziehen wir das Resumé unserer bisherigen Betrachtung, so wird das erste Glied der rechten Seite
von Gleichung (9) mit Riicksicht auf die gesetzte Genauigkeitsgrenze.

(dzRo\ : \
e BB Ya5m® cos (Bw—v) + kB 1591m° cos (Bw—3v)
\ )* /3 )

+ BBy Yot cos (B —2V+4v,)+RB; Ym% cos Bw—<2v—v,)

+ kB, Tosm cos Bw—v,) + kB T % cos (B1g—v—2v,)

+ kP Ypemi 2 cos (S w—v) + kB 1en'? cos (Gw—3v,)

(20)
+ BB 1 cos (6w +v—2v))+ kB 51" cos{12w—3V)

+ kB 7een® cos (Bw—v,) +EB TionPniscos (12w—2v—v)) \
+ kB v 2 cos (120—v—2v,)

+kB; 1 ® cos (12w—3v,),

wobeli:
k= 3p(1+0y
ist.

b) Die aus dem ersten Grade entstehendén exargumentalen Glieder dritten Grades in A.

Wir haben nun weiter zu untersucheng in welchen exargumentalen Gliedern dritten Grades
das zweite Glied der rechten Seite von Glefchung (9):

(4R
\ dv? /3

besteht. Dazu differentieren wir zupfichst den unbestimmten Integralansatz fiir die Glieder ersten Grades
in R zweimal, was bereits bei Aufsichung der exargumentalen Glieder zweiten Grades in K in Kapitel VI
geschah. Dort fanden wir:

d;ljzl = — B, cos Bw—v) {3 ddiu'—l—l-q §2
— PSRy 3 E Cfﬁf —1+4¢ ?52

» d*w
— 33,1 sin (3w—v) =

. L dPw
—38,71’ sin 3 w—v,) o

2
— 68,1 sin (6w—v) cf_]%

d2w
dv?’

62,1 sin (6w—v,)
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Mit Hinblick auf den fritheren Wert:
dw 1+3, av

dv B s dv
schreiben wir diese Gleichung nun so:

d2R; 6 (8,4 M cos Bmw—v) —+12p(14+24,+¢)f,y cos (Bw—v) f av

dv/

{ Ou2B,m cos (Bw—v)+36p2E,m cos Bw—v) | [dV? \

dvr T +6u(3,+¢,) By cos Bw—v,)+ 120 (L + 23, +4,) B7y/ cos (Bw—v,)

K 3udyn sin Bw—v)+6pfmsin Bw—v) | a*V @1

| +3u87 sin (3w—v,)+6uf,7 sin (Bw—v,) | 40°

{  +9p2B1 cos Bw—v,)+36p28,1 cos (6w—v,) {\dv/
In den vier ersten Gliedern hat man offenbar zu setzen:
A%

Zo )= 1112 cos (6w —2V) 07 cos (Bw—v—v,) 7,12 cos (Bw—2v,).
\av /s

Bei Ausfiihrung der periodischen Aggregate ergeben di€ beiden Glieder der Form C (Argument

w2 3 ' 2 /3

3w—v) Glieder von der Ordnung — beziiglich -, da 3,3y = - und ¢fy == - ist. Diese Glieder
s} 3 IS} 32 ? 14 3 | 52
1 1 1 1

werden flir die Grenze 8 = w2’ von der Ordnung m'\/@', fallen also fort. Die beiden Glieder der

Form D hingegen geben, wie man sieht, zwar ebenfalls Glieder der eben genannten Ordnungen. Aufilerdem
/2
. . . n & . e
aber ergeben diese Glieder offenbar noch solche von degf Ordnung R Und diese letzteren Glieder werden
i

flir die Grenze von der Ordnung ¢/, bei kritis€hen Planeten sogar noch etwas gréfier, sind also
mitzunehmen. Diese Glieder sind:

+ 608, 7.,m% cos (12mw—3V) + 6B, 7,.7M°% cos v

+ BB Y+ B 1) c@ (12w —2v—v )+ BB 7,12 cos v

+ 6By T+ 85 Tr5) T2 808 (1200—v—2v )+ 6.8, 7,07 cos Qv—v,)

+ 6151167 cos (12@—3vy) +61p,eMm? cOs (v—2vy)
+ 6.8, 715m% cOs v,
+6pB; 7,60 cOS vy,

wobei die Glieder der Argumenfe v, 2v—v,, v—2v,, v;, weil elementédr von der Form B, zu (p),

kommen.

In Betrachtung der vierletzten Glieder von (21), wére bei Bildung der periodischen Aggregate der

. ) FdV\? P
Teil zweiten Grades ausd 7 | zugrunde zu legen. Es ist ja aber:
\ av ,
av. !
— I g
g 18,
also:
Vi R
\dv) 87’
mithin:

avit w3
g (AY Y m'®
Avriks 5
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also, da:

/ /

w' o om
3 == § H 8—.11
1 1 1
und fiir die Grenze von nicht kritischen und kritischen Planeten 8 = m/ ist, so wigd fir diese:

7

By | KZ;I;;) = m/\/nt

kommt also bei der vorgesetzten Genauigkeitsgrenze nicht in Betracht.
2 7

B o . . . a
zur Untersuchung sehliefillich, ob die vier mittleren mit =
G

- multiplizierten Glieder in (21) mitzu-

nehmende exargumentale Glieder dritten Grades ergeben, setzen &ir wie folgt an:

av /dV>
, d JIEE ,
[V _ <dv)1 L\ Ndug (22)
‘ dUQ/z.—— dv 2 ad 2
. . . L davo. . . !
und differentieren zunichst den Ausdruck fiir i hinsichtliely der Glieder ersten Grades. Dann wird:
[4
(dV
dv ) . | dw ]
e = 3 me 3. — 1 4c
=0 T, M sin (3ne—v) % ™ T
PRE LS s /
130 sind3w V1)§"} e <k f

oder mit Hinblick darauf, dafi jetzt:

o 0 L1 (R
Fgv  “\dv/
7ZUu setzen:
‘av
a(° ) |
\dUl . o e ook <dV' w el ot r A
dv /s 3py 1 g Brw—v) du)x—*-sl“gq sin (3w—=vy) (du){

s wird demnach:

GV
a d u/)l 2
= 'th (23)

——— rory
dv /o &
fiir die Grenze 8 = ' also wird dies Glied von der Ordnung #¢/. Dies sei zunichst festgestelit.

y

. 1 . A% .
Durch Differentiationsferner der Glieder zweiten Grades in v erhdlt man:

(Idv) dnw !
e 2 gi —9v % g
o = T sin (Bw—2v) {6 ” 2—{-2gs

2 aw
g5t S0 (6w —v—v,) 16 S — 245+ é

d
et sin (Bw—2v,) {67’;1 =088 }

oder:

d(dV>
dv. . av
_—?ZTZ_ 2: By, m? sin (Bw —2v) (diz.)l

: av
sogtatireina— 3]

. av
461874 »,]/2 sin (6w—2v,) /g;>1
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also fir die Grenzen auch:
v\
| i L

— 2 | = e, (24)

Indem also die rechte Seite der Gleichung (22) von der Ordnung 7' ist, wird:

. AYV _ [(m'?
Gy ——— =2 AW
e 3, 3, /)’
also fiir die Grenze:

azv
/
— I 1M\ /
V2 duv? \/

fillt also fort.

Im ganzen wird daher:

[deR. \
Ry | = 6pyvy® cos (12— 3v)
duv? 3 /

+6!"4(84715+@5‘|’14)TAZT‘, cos (12777' -2V "'\1)
(29)
+O1 (B, 7167+ B85 11s) ® cOs (1200 —ve-2vy) \

+6uf, 7,612 cos (12w —3v,)).

¢) Die aus dem zweiten Grad entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in K.
Etwas weitldufiger gestaltet sich die Untersgchung welche mitzunehmenden exargumentalen
Glieder dritten Grades das dritte Glied der rechéen Seite von Gleichung (9):

d°R,
(\ dv? ,)3

ergibt. Dazu differentieren wir den frither gefundenen unbestimmten Integralansatz fiir R, (cf. I, S. 381):

Ry, = B.1° cos 3w 4-01,m% cos Bw—2v) 48 2 cos (Bw-—2v)
+Ray cos Bw—4v—§)+Eyomn cos (Bw—v—v,)+B, 1 cos Bw—v—v,)
+Byriv| cos (3w —vBv,) 45312 cos Bw—2v,) P2 cos (Gro—2v,)
+ L0 2 cos 3w

+ ;.72 cos (9w —2v)
+B1s7M1 cos (9mw—v—v,)

48,91 cos 9w —2v,)
und erhalten:

dR,

dw
dv

= —38,7%sin 3w
@7 i dU

B aw
—By 7 sin Bw+v—v,) { 3 T —q+q1}
— dw
— By sin Bw—v+v,) § 3 S T

dw
)
— 38,012 sin 3w T
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1 ’
B m® sin Bw—2v) {3 id% -2+2¢
dw
R WA YOO |
] a1)
Pug® sin (Brw—2v,) { ’ ZZZ, *-2+2;1;

E

e ik \ dw
—y4 1? sin (Bw—2v) ; 6}1—{1 — 24 8% :

ol s { ., dw |
Bty sin (Brw—v—v,) 185 ——2+:+;1§
Bie7? sin (6w —2v,) % 6—473— 2+2§1$
{ Sdv
BmE sin (Yw—2v) { 9 % —-2+dc$
dv
: [ dw
-Bis 07 sin (9w—F—v,) ; Sn —-2+;+;1§
- dw |
B4 sin (9 Jgdmw _.
Bo1% sin (9m—2v,) ( 9 70 2+2g1),

also durch nochmalige Diffcrentiation:

d2R2 dw\2
— __0B.72 cod" aw
duvz 9B,7° cos Sw(du)
d 2
L \38’%' COS (371/—!—\’ Vl) { 3 w o (
dv )
d 2
B, cos (Bw—v4v,) { 3 d’;” = ;1%

d w\*
9B, cos 3w '\d’i})

d 2
B Mm% cos Bw—2v) ) 3 i -2+2g}
(L
/ : dw ®
Bien cos (Bw—v—v,;) § 3 = 2 44 q
. ‘ dw 2
— fg’® cos Brw—2v,) 1 3 dv —2+25,
dw R L
/ 2
PBys i cos (Bw—v—v,) |6 ‘di}U _2+;+;1}
: - ) { . dw 2
Bis1? cos (Bw—2v,) o Bse s,
dar 9
B M2 cos (9rw—2v) § i 2+3;?
l dv \
(  dw 2
9’>/\~Qll - Q! S e §
Big ) cos (Aw—v—vy) 1Y dv +itg (26)




Bewegung vom Typus 2/3 el 105

. { dw ' (26)

Brgf 2 cos (9w—2v,)§ 9 LARZe;

{7 dt
11214)
38, 1° sin 3w ——
v

35 ! sin (3304 N d’w

BIE i ST (M = —
8N 1 duv?

1S d2w

O PN SN (DIW—V V) ——
: dv?

d?w
37
30107 sin 3w T
d*w

3B, r2sin Bw—2v
P11 ) d1)‘

i I d?

38,77 sin (3w—v ) ==
Pre i du?

d2w

38,72 sin (Bw—2v,)

13 1 du?
da*w

68, m%sin (Bw—2v) —

F1ai / duv?

66 ( \d2w
B sin (B —v—v,) =&
#1507 1 d1 2

FEw
68, .’ 2sin (Bw—2v,) oo
16 l 1 d'l'z
e dw
ARy, 1% sin (9w —2F) —;
dv?
d*mw
— OB, sin (9@ —v—v,) ——,
1M S ( Vg0
d*w

O 2 sin Ow—2v,) — .

19 Y d'l'2

7
1

i Y
Mit Hinblick auf den Wert von —d’z aber wird, da wir offenbar blof Glieder, die mit - —behaftet sind,
) (2

ins Auge fassen missen, zum Beispiel:

{ . dw 2 , av [d TV \2
5 D~ 5 N D~ i Q2
E PP, 2+~~,§ = 6@+ 2s—Dp — +9p v/
drw %2 av (dV\2
63 DiDep = — DG B2 —
{ dv + v N U di i dt
dw %3 . dV dV\?
2422t = —18(1+33, +2¢ 81p2(2L).
{ =i ‘ 0y +28) 1 T +ahp \dv/
. . . i dv /dV' K
Wenn man diese Werte in (26) einsetzt und dabei bedenkt, daf = vom ersten, dij_’ aber vom
v \ .
zweitenGrad sein mufl, wenn man es auf die exargumentalen Glieder dritten und nicht auf solche héheren
) TN

Grades absieht, so hat man von den Gliedern in 0 ) ginzlich abzusehen. Ferner ist:
dv

dinw dzl

P il e e (B + Q) pfen sin (Baw—v)+ (3, + )y sin (Brw—v)),

Denkschriften der mathem.-naturw. KI. Bd. LXXVIT 14
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also:
d*w ) et m'
-—— == !, respektive
dv? sk 9,
. . d?w =i . o) ; @'? . w3 B
Die mit jz—mulupllzlerwn Glieder in (26) werden somit von der Ordnung 5 respektive —-, also flir
v S 3
1 1

die Grenze 32 =’ von der Ordnung m/\/m/, respektive m’% Daher kommen @ dem Ausdruck (26) nur die

-

ersten dreizehn Glieder, und diese auch blofi beziiglich der Glieder ersten Grades in B in Betracht;
Jv

man erhilt also zunédchst:

/d*R, A (=)
o) = Bu(l+3)Byn? cos 8w (-]
) ’ av
+ (143, — <) Py’ cos Grudv—vy) (|

d1
+ 6 (148, +<c—q;) By cos (Sw"v+vl><cfv)1

: . 0, BV
+ 6 (143,)8,,m'2 cos 3w <rc}fv ),
) v’
+ 6103, +25—1)B,, n¥Cos (3w—2v) (\%)1

AV
+ 63y +s+5— By, i’ cos Bw—v—v,) {\}z'u')l

av
+61 (3, +2¢,~1)p,7 2 cos (Bw- 2V1)<dv |
/

178
24 p (5,4 By, 1P cOS (Bw—2V) <‘;U_\1
’ 3 - [dV
+ 121.(@8, +5+¢;) By Y cos Bw—v—v,) (EM_/1

dv

+ 24000, +¢,)B67 2 cos (Brw—2V)) /dv 1
, av
- 181(1+38,+2¢)8,,1% cos (Dw—2v) e
\dv/

[d V)
+ 1831438, 45+ By 1 cos Ow—v—v) (-

av

+ 18 (1433, +2¢,)f,41'2 cos Qw—2v,) (dv—)'
1

In diesem Ausdruck fallen noch die drei Glieder vom Argument 67w — 2v, 6w —v--v,, 6w—2v,,
714/2 73
weil von der Orgthung 5 bezliglich
1

527 also fiir die Grenze von der Ordnung #¢' \/m' beziiglich m'
1

fort. Bei Einsézen des Wertes von( — | erhdlt man somit, im Hinblick auf die festgesetzte Genauvigkeits-

\ dv /1
grenze:

‘d 2R .
/\ sz?z/,?: { By Btz + 15 81770 } 4 cos (Bw—v)

+ { Ity Byt 115 fo1775 {7 cOs Bw—2v+v))

+ {1y Bt Ry Byt + T Brgy § 71 cos (Brw—-v,)

+ ey gty By Bty Ty Brgrs 7 cos (Br—)

+ Iy Bty T Brgts i # cOs (B0 4v-2v,) (27)
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ARy By I B gte b B cos (Bre—v))
471, By, 1" cos (6w—3 V)

Ay Bty Iy B} cOs (Brv—2v—v,)
Ay Rrots s Biste d i 2 cOs (B —v—2v,)
+ 1y 137513 cos (6w —3v,)

+ 7, B, 7.3 cos (1290—-3V)

+ { g Byoty Tty Bygrp 9P cos (12w —2v—v))

+ { iy Byg Ty + Rg BrgTe B cOs (120 —v—2v))

+ Iy By 9151 % cos (120—3v,)).
Wihrend die bei Bildung der periodischen Aggregate entstehcendén elementédren Glieder der

Form B zu (p), kommen:

+ { By Byt By § 0P cOS V

+ {1y Bgta Tty Brote + Tt oty L E cOSKE

+ { g Bayty 1y Bt § 1% cos Cv—1p)

+ { By Bya+11, 8197, o2 cOS (V—22v))

+ {1y Bty Byty + T Brgty § 31 cOS vy

+ {2y B1oTs + 75 Bigry §1'® cOgTvy,
wobei gesetzt ist:

S =k, ; — = hy, QN =05% (27 a)

d) Die Koeffizieptenbestimmung des Integralansatzes.

Auf Grund der vorstehenden fi S, und K, in den exargumentalen Gliedern durchgeftihrten Ent-

wicklungen haben wir offenbar dem whbestimmten Integralansatz die folgende Form zu geben:

Ry = 2a,,77° cos (3w —v) +B.y71° c0s (Br—V) 4 83571° cos (6w —3v \
4 20,,m%10 cos (3w —Ev4-v) i F20' cos (Bw-- 2v4v,)+ By cos Brw—2v—v,))
4+ 20,027 cos (3s—v;) + By 1% cos (B - v,) +8411% cos (Bw—v--2v))
+ 29,5112 cos (Fw—v) + Py cos (B —v) +Byen'® cos (6w —3v,)
4 2%, co8 (Bw+v—2v,) 4By cos Bw+v—2v,)
+ 20,4m'% c@s Bw—v,) + By, ® cos (Bw—v,) ," (28)

+ 20,013 cos (9w—3v) +Byan3 cos (12w —3v)
+2a,,m% cos (Ow—2v—v,)+ B, cos (12mw—2v—v,)
+ 20, 112 cos (Dmw—v—2v,)+ 12 cos (1290 —v—2v))

+ 20,13 cos (Vw—3v,) +5,670 % cos (12w 3v,),
14
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wobei die Glieder in den 2« aus 2.S stammen und von der Form (' sind, wihrend alle tibrigen Glieder
von der Form D sind. Durch zweimalige Differentiation der D Glieder erhédlt manghun in Kombination

mit R, :

d2R
(S +R, ).

P +R, | =

= {1— (1428, 4+¢)?} Byon® cos (Bw—V)

+ { 1— (1428, +25—¢,)?} Byen®’ cos Bw—2v+v,)
+ 1 —(14+28,4¢)?} By 2y cos Bw—v))

+ { 1= (1428, +<)*{ B2 cos (6w —v)

+ {1 — (1428, —c+24,)%} Byyn7/2 cos Bw+F—2v,)
+ {1 — (1428, 45,)%} Bs,1'® cos (Grw—v,)

+ { 1—(28,+3¢—1)2} B,.7® cos (Brw—3N)

+ {1 =28, +2¢+35,—1)2} Byem?y cag Bw—2v—v,)
+$1—(28, +c+2¢,—1)2} Byn1/ 2€0s (Brw—v—2v,)
+ §1—(28,+8¢;— 1)} Byer/? cos Bw—3v,))

{1 —(1 448, +36)2} By $0s (12 w—3v)

4+ {1—(1 +48,+2¢+¢) 2B, 7% cos (12w —2v—v))
+ 1 —(1443, +c+259%} B2 cos (12w—v—2v,)
-

1— (1448, 4+3¢3®} 8,61 3 cos (12w—3v,).

j (29)

Zur Bestimmung der gesuchten unBekannten (-Koecffizienten des unbestimmten Integralansatzes

(23) fiir die exargumentalen Glieder dgitten Grades in /Y (indem die in R, enthaltenen z-Koeffizienten

durch die Gleichungen (7) dicses Kapitels bereits gefunden sind), erhilt man nach den vorstehenden

Untersuchungen mit Hinblick auf diesGleichungen (9), (20), (25), (27) und (29) die folgenden Bedingungs-

gleichungen mit Riicksich
I
II.
II.
IV,
V.
VL
VIIL
VIIL
IX.
X.
XL
XII.
XIIL
NI

t auf die fesigesetzte Genauigkeitsgrenze:
48 (F+3,) Byg = RLiTos +iBrt 13 Bty
457(148) B30 = kBrtaat Iy Byt + 5 Biaty
A8, (14-0,)By1 = RBy7as + 5, Bt + 7, By + /15 Brga
40, (148,)Byo = A8 Tos+ 12 Byt + 1138107t + 24 Biaty
48, (148,) fay = kB17or + 1, Baty 72 Brote
48, (148,) s, = £B 7ag+ 7 BroTs+ 75 Bigts
48, (B — D Bys = FBiTso+ M BusTe
48, (3, —1)Bye = BByTao 70 Bratts + 705 Byo'ts
48, (0 — DBy = RByar s Biots + 181570,
48,8, — 1)Byg = 281100+ 13B1ats
88 (14+28)B1s = RBvso+ 2y Byria T2 Bro
83, (1428,)Bsy = RBytao+2 7 Butis+Bavra) + 113 Byats + 125815

88, (14288 = k&1 +20y (Byra6+By¥is) + 12 BigTs+ 12 Byote

88, (1428,) B4 = BB1Tae + 28 By + 13 BroTs:

(30)
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Aus diesen Gleichungen sind dic § aber crst wirklich bestimmbar, wenn 7,, bis 7,4 und v,, bis 7,
bekannt sind. Zur Bestimmung dieser Groen haben wir offenbar von der folgenden Form dersDifferential-
gleichung fir die Zeitreduktion auszugehenpinsofern sie Glieder dritten Grades ergibt:

daT /3

- =S 2R+(BR-2S)fcos v—372R+ 5 S—6R |1 cos 2v [
(19 31
+6.R73 cos v+ - R—S{73cos 3v
und mit derselben die Form zu vergleichen:
[dV .
5 )= Te’ €OS (Bw—v) +13972 cOs (9 —3 v}
U o 12 oS (BW—2v—4-v )47, cos (9w—2v-—v,) /
+fo502 cos Bw—v,) 4+, 2 cos (D —v—2v,) (32)
4+ 2 cOs (3w —V) +1.7? cos (9f—3v,)
+1p, 1 2 cos (Brw+v—2v,)
+oem ® cOs (B —V,).
Die Glieder dritten Grades der Form C sind nun aber:
(Ry)e = Bagn® cos (310—v) ~+ Bsyn® cos (Qmw—3v)
Baa®n cos (3w —2v+v)) 4,17 cos Ow—2v—v,)
Bas?n’ cos (Bw—v,) 4B,y 2 cos (9mw—v—2v,)
Byen 2 cOs (3w —v) +B,1' 8 cos (Omw—3v,)
Bori® cos (B —+v-#2v))
Bag ® cos (Brw—vg),
so dafl also:
Bag = 203 Pos = 2o )
Bay =52 %y Bag = 2259 /
Pas F= 29 Bao = 22y (33)
W = 29 By = 29y \
Por = 29, Pae = 22,5 I

ist, wobei diese B-Werte bekanng'sind, da ja die betreffenden 2 durch die Gleichungen (7) gegeben sind
Die beiden ersten Glieder der rethten Seite von Gleichung (31) werden also:
§S—2 R, = (293—28,,)1% cos (Brw—v)

+ (05— 28, )% cos 3w —2v4-v,)

+ (255 — 2 By5) % cos Bw—v,)

+ (095 — 2 8,¢) 112 cos (Brv—v)

A+ (g —2 8, )01 2 cos (Bmw—+v—2v,)

+ (85 —2 )1 cOs (Bm—v,)
o

-2
+(239-—2B39)7? cOs (9w —3V)
2

]

4+ (ay0—28,0) 727 cos (Y —2v—v,)

+ (o — 2By 2 cos (O -—v—2v,)

+ (a5 2B,)% % cos (Dmw--3v)).
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Bet Bildung des Produktes (6/£—25)7 cos v hat man, wie man sich leicht {iberzeugt, auszugehen
von der Form D, weil diese in Multiplikation mit 7 cos v-Glieder der Form C| also Beitrdge zu v,,, 75, €tc.
gibt, die ja nur in Gliedern der Form C vorkommen. Somit ist zu setzen, weil die ¢- und a-Koeffizienten
nicht in Betracht kommen, da die = in S Gliedern der Form C angehoren und di¢’a von der Ordnung ¢/

sind:
(6R—2S), = 68,12 cos 3w +68,,1% cos (3w—2¥)

+ 683,11 cos (Bw-+v—v,)+6p,71 cos BwLv—v,)

+ 068,11 cos (Bw—v+v)+ 068,72 cos Bw—2v))

+6f,,1'2 cos 3w
+63,1m%ces (9w—2v)
468,514 cos (9mw—v—v,)
+6831 2 cos (Ymw-—2v,)

und man erhélt:

0~

(6R-—2S),mcos v = (30 +8,)1 cos 3w 4+ 303,03 cos (Vw ~3v)

+ 3By cos (Bw—2v4X)) +38,4% cos (9w —2v—v,)
+ 3By + Byg) 0% cos (B3R v )+ 38,77 2 cos (Vw—v—2v,).
+ 38,1102 cos (3w-SV)
+ 36,7 2 cos Bw+v—2v,)

Ferner wird:
3R, = B3 cos (Bw—v)—3 B, 0% cos Bw—v,).

Hingegen liberzeugt man sich, @afl die Glieder

L2 %)

1 =
(== S SO % cos 2% und: % LR S% 7? cos 3v

9

keine Glieder der Form C ergeben, wihrend:
BRyn3 cos v = 38,1? cos (3w—v)

wird. Die Differentialgléichung (31) wird somit flir die Glieder der Form

a&T . .
/d ) = ;3% 4P cos Bmw—v) + T 0% cos (9w —3v)
(5
+ T30 021 cos (Brw—2v+v)+ TP q2/ cos (Qmw—2v—y,
+ T 12 cos (Bw—v,) + TV 17f? cos (9w —v—2v,)
(33a)
+ T{E /2 cos (Bw—v) + T2 1'% cos (9w —3v))

+ T3 1% cos (3w +v—2v,)

+ T2 '8 cos Bw—v,),

729 etc. aus den einzelnen zuvor gefundenen =z und B-Werten direkt

wobei sich dic Koeffizienten 77}

zusammensetzen.
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Diese T-Koeffizienten sind aber mit Hinblick auf Gleichung (32) gleich den gesuchten 7, die mithin
durch die folgenden Relationen gegeben und nunmchr vollig bekannt sind:
Tos = Ogg—2Pps + 3Py, +30;—3B,+3F;

i _on )
(24 = %4204 +35y

DX~

(95 == %a5— 205+ 3P, + 30— 38,

Toyy, — %ag 28 l”(;+3 lrjlﬂ

Taz — %7 2327 +3(:11 ; o
fa = Y29 2ibeg

Tg9 = Y39— 203y + 35,

A= 8 3
(10 = %424 +3845

o fa 206
T = %1— 20,38y

~ - [P
(42 = %y — 2040

Durch Einfihrung dieser Werte in die Gleichungen (30) erhfilt man mithin direkt die der nume-
rischen Rechnung zugrunde zu legenden Werte fiir die §-Koeffizienten des Integralansatzes (28), welcher
die exargumentalen Glieder dritten Grades in R reprisentiert:

6 = ki (33, —3B,+38+ 3F“ -3 oy Bty 1y g e
29 — (1+8 )
B o= k3 (3Bg—3ay,) + 1y 39’(2 i ]_13917_'(3
= 48, (1+9,)
5 - Ry (— 3B +38s + 3815 —589%;) 7 81y 7 Bato + By B
P31 4%, (1+3,)
Lk’l(spw 03 %) F I foTa + Iy BroTe + 15 sy

s T +5)
0 _ kB (BB —30) Tty Bety +15 BigTe
133 49 (1+01)
8, = - —3k3, d28+h17p_107‘8+hﬂ’19(3

- 431 +3,)
6. = Ry (381753 %) + 15 8117,

5 R 35)
- R (Bfig—32y0) + 15 By g+ Ry Brote
P36 18,8, —1)
- SRB; (3fyy 3711)"*‘]1.21’12(34"7 Piale
oy 43,(3,—1)
& By by
P 43,(3,—1)
& k(BB 37’35)\%'_2111(5,;’(1&_713l@n_’(l
b = 83,(1+28,)
2 Ry (3fa—32y0) + 20 (Byty5+B5711a) 725 (BrgTa + Banls)
g 83, (1+23,)
e k Hm -3 1’+’7h\v4-1r+v (h'f"‘hs Biata+BigTs)
Y45 - 8; 11—{—-951)
o _ —3kp, Dyp = h1l" (1(‘+hst‘m|a
s 83, (1+23))
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II. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in der Breite.

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Gligder dritten Grades in 3.

Durch zweimalige Differentiation des im siebenten Kapitel gegebefien unbestimmten Integralansatzes
fir die Glieder ersten Grades in 3 erhélt man zunédchst:

a3 S - dw Z
L-Z_{); = —¢, sinJ sin (6w —) g 6 P { --r}

o Omd d 2
g, sin j' sin (Bw—v,) % 6 «:;;U -1 rI}
&

+6¢, sinj cos (Bw— v)e—
1 ‘ ) duv?

- d*w
+6¢, sinj’ cos (Bwv,) -
e

Nach der frither entwickelten allgemeinen Fheorie (cf. Abteilung [, Kapitel IV, Nr. II, 4, 4) ist aber:
dws 148, J'a’V
dg 3 Vv’
also:
% L dw dV\2

11
b%- 1 ré:&l—{—’ZEl T—0Bu dlv')

oder, da es sich jetzt blofl um die exargumentalen Glieder handelt:

{ ,dw éQ"— : av g (VY
(h T & 1 A= 12p(14+28,—1) o +36p ldU} 3

Mithin wird:
a8, | 12p(1+28,—e singsin 6w—1) | gV
AN g 12p(1423;—x,)s, sin j' sin (6w —,) ) du
( —36p2e, sin j sin Bw—) ) /417\2
D=
i =70 ple, sing sin (6w —y,) {\dv/
{ —6pe, sinjcos Bw—v) | g21

+ : P e
e ~Be, sin’ cos (Bw—yv,) ) dv°

Bei Ustitersuchung der exargumentalen Glieder dritten Grades in R fanden wir aber, daf:

av’ ‘dV \

al g

a2V ‘\dv,)l d (dv,g/ ,
. e L ™

d v* duv 9 duv 9

/

- 18t, offenblr fiir die Grenge By — 8/

ist. Also wird, da e = -

S

[~Z3 ]
—

A

£ . NV
s, = m.
1 dl 2 \/
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Ferner ist ja:
avie m/?

——— I 2
dv/ A
also:
('dV\2 m'3
o (R ey
\dov)/ g3
1
mithin fiir die Grenze 82 = m':
72
/
o | o= w!\/ .
L dv‘ ™

. dvl :
Daher ergibt sich, wenn wir fiir T den frither gefundenen Wert setzen (cf. I, S. 382):

.

[dv:
[ —_— . ~ 3 DAt repond 3 7 7
o= 714M° €08 (B30 —2v)+7,. 4 cos (Brw—vg-v,)

+1167 2 cos (Bw—22v,)

durch Ausmultiplikation der periodischen Aggregate im Hinbligk auf die festgesetzte Genauigkeits-
grenze als Ausdruck der exargumentalen Glieder dritten Grades in 3, die aus dem ersten Grad ent-
stehen:

(’d2’81“ 13 2 o G 1o
Y1 )g: Bue, M2 sing sin (12@0—v—2v)

+6pe, 7,577 sing sin @20 —p—v—v,)

FB6Le, 1.0 2 sin g s (120 —b—2v,)
T+ OWE 67 v \ 1/ \ ("36)
+6 ey, 12 sin f&8in (12w —v, —2v)

———

+ 617,57 sk f sin (1200 —9,—v—v,)
+ 6 ue, 7, ¥ sin 5 sin (12w —p, —2v,).

wohingegen die elementédren Glieder derdform B:

Be,1,,m? sin 7 SiP(2v—)+6ue,7,,7/ 2 sin 7 sin (2v,—1)

+ 0wy, M2 sinf/ s (2v—0,) +6ps,7, 02 sing sin (2v,—v,) l
S (36a)
+6wz,7,,01 sy sin (V4+v, —0) \
F0 eyt 1/ Sin g sin (V4v,—,) )
zu (3), kommen,
) Die aus demzweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in 3.
Als unbestimmten Integralansatz fiir die Glieder zweiten Grades in 8 fanden wir:
By = gy sinj sin Bw+v—v) e sing sin Bw+b,—V) )
+s,1 sing sin (3w —v+4v)  +4g.7 sinf sin (B3w—v,+V)
+¢e.1 sinjsin (3w+v —v,) g1 siny sin Bw+v, —V,)
+zg1 sing sin (Bw—v+4v) 42,7 sing sin Bw—b,+v,) ’ (37)

Denkschriften der mathem -naturw. KI. Bd. LXXVII.
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+¢e;,7 sin j sin Bw—v—v) e, sinj sin (9w-—-v—v) (37)
+¢,,1 sin 7 sin (3w —v—v,) ¢, siny sin (Qw—v—v,)
+¢,,7 sins’ sin 3w—v,—V) +¢,7 sinf sin (9w—v,—V)

+€14'f]’ Sinj/ sin (3 M)——Dl-—v1)+5181‘/ SiI’l]ﬂ =im (91/[)-"’31 V,)-
Durch zweimalige Differentiation dieses Ausdruckes ergibt sich:

428, -

Tt — & sin 7 sin (3w -+ - ‘V)g 3

/
g, Sin 7 sin (3w- —D+v)‘; g e
¢

- _‘C .’;
1y
i) Iw I
g;1 sinj sin 3w+v ""'1)3 3 ‘dv +t+3, %
A |, dw 2
.7/ sinj sin (3w -D+v1)'3 & o ;1§
[4

B = | dw z
e,m sing’ sin (384, - ~V)3 3 s %

)4

— dw
—e,7 sin g’ sin (31U—-U1+V)§ 3 25 - = ‘g}

Tl ., dw 2
—g,n sing’ sin (3w -+v,—v,) {3 = G
ol i g " q lel) Y {2
09 sin j sin Bw--v, 4+ v,) g& Jo
| dw &
-2, sin j sin (Bw—v-—v o 2 r+:.$
147 $in 7 sin ( ) S0
dw E
—eg,,7 sing sin B3w—y—v,) ! 3 —— -—2- -r+c1}
U7 dv
S dw .
—eg,57 siny’ sin (3w —b;—V) % 3 e - --1:1+;§
&
o I s dw s
—&,, % sin j' sin Bw—v,—v,;) {3 X -2- ~r1+c_1§
N _r ams . d
¢,. M sin j sin (Dw—v—v) % = =2 r+;§
! dv
b i (. dw e
—&,,7 sinj sin (9w —v—v,) } 9 i — 2T
. dw . -
-g,,7 sin g’ sin (Ow—u;—v) § ¢ e -2 rl-f—;%

. dw 5 &

2,1 sin j° sin (9w—v, —v)) % 9 - 2oy

dv
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L d*w y e d*w
+3g, v sinj cos (3w + b — V) p +3e, 7 sinj cos 3w + v, v)—J—U—z
@ = dBw
+3¢, 7 sinj cos (3w — Y + V) - hw) +3¢g,7 sinj’ cos (Bw — v, +V) S
av-
. /2 A 7 \ AP
+3¢, 1 sin j cos 3w + v—v,) ‘;:Lj—, +3¢g, 71’ sinj' cos 3w+, —¥,) ot
; Rt ) 2
e , - dPw ! o~ d?w
+3g, 1 sinj cos (3w —v+vy) o +3e,0m sinj cos (3w—Y, +v,) Vo
.. y dqw e d2w
+3z,, 71 sinjcos (3w — D V) = + 9z, 7 sin j cos Ow —n——v)—d—Uz
- , d*w . aw
+3z, 7 sinj cos 3w—v—v,) o +9g,, 7' sinj¢ds (9w —v —v,) 5
P 4 d*w L2 d*w
+3¢2,7 sin j/ cos (3w—v,—V) Tt +9¢,, % sin j’ cos (Qmw—p,—vV) Tt
. d*w N d2w
+3z2,, sinj cos (3w—p,—v)) It + 92,4 sinj’ cos (9w—v,—v,) 5
Da es sich jetzt blo um die exargumentalen Gliederhandelt, so wird:
(. dw }2 . dV}Q ] dv (dV\2
20 =34 2 Fnmee i & Gan ((f 52 Ot | I,
B e | e s e
Ferner
dw - { dV%Z av (dV' E
= _9-Lk = — 143 —t4c—3ps = — — 143, — — 0 2—).
%3 70 2 -+g} 14+0;—t+c—3 | B (—14+8—t+) F PR V7
Ferner
anw %2 % e dVv 22 av (dV)Z
9 — —2- s = R e = By— 1 2= te.
%Q = 2—1t+ | 1+38 —t+ b 18 (1433 —t+¢) e +81u =) et
. . y . " . o (A48
Setzt man diese Werte in den vorstehenden Ausdruck ein, so wiirden die Glieder in | B ) , welches
av/

vom zweiten Grad ist, offenbar exargumentale Glieder vierten Grades ergeben, so dafi also jetzt

4

blof die Glieder in Cil—p in Betracht kommen. Ferner sahen wir, daf3:
v

d*w , . m'?
—— == ', respektive =

2
dv 7

: . d*w N M . m'2 . mB . T
1st, so daf} die mit —— muiltiplizierten Glieder von der Ordnung —— , respektive —~, das heifit, fir die
dv? 3, 92

Grenze 32 = s/ von dér Ordnung m’\/m’, respektive /2 sind, also im Hinblick auf die festgesetzte

2
/

Genauigkeitsgrenzesfortfallen. Indem jetzt ferner in = offenbar nur die Glieder ersten Grades in Betracht

kommen, erhdlt man zunéchst:

@ i i av
<d§22>3: Bu(l4+8, +t+¢)e, 7 sing sin Bw +v—v) ( )

dU/l

; = iy ol d1
+0p(l+06,—17—¢)s, 7 sinj sin (30— + V)

)

,dU/1
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3 W (dV‘
+6pm(1 43, +t+¢,)en sinjsin Bw+v—v)) -d;\
\d 1
- dav
+6p (148, —t—¢,)een sinjsin (Bw—o+v,) <—V—)
dv 1
L av
+6u (1408, 41, +c)em sin 7 sin (Bw+b, —v) =
1
I AR
+Bp. (148, —t,—2) g sin / sin (3w—b, +V) —«~)
ag 1
R W - av
+ 6 (140, 47 +¢)en sin j’ sin (3w +v, —¥,) —(21))
1
/ /}\
+Op(148,—1,—5,)8,0% siny sin Bw—y, +v,) {‘_du )
du/y
+6p(— 148, —1t+4<)e,,7 sin s sin (31— v)(?—;/
\ /1
: 3 L av
+6pu(—148,—t4¢)e,m singsin Bw—uv—v,) du—)
1
N 5 S av
+ OB (— 140, —rc, +¢)z 1 sip )/’ sin Bw—Y,—v) m
1
.y ‘dy
+Bp(—140,—rt, 45y siny sin 3w—p,—v,) | du>
/1
N el ‘av
+ 18 (1433, —t4g) e, 7 sinj sin (9w—v—v) (dL
\a U/
) T AT
+18u (1438, —+2,) &7 sin sin (9w—1v—v,) —~)
av. 1
o5 o B av
+ 181 (1438 —1,+q) e, 7 siny sin (Ow—n,—V) 5.
1
+ 18 (1838, —1,+¢,) &7 sinj’ sin (9w —v, —v,) | e
\ /1
Mit Hinblick auf den Weert:
AR . !
(EU—)I:: 191 COs (3w —V) 1,7 cos (Bw—v,),
wird also:
'd28,) i
( ()_’%)g: [hyegts+Nge 57,2 sin g sin (Bw—v)

(R 75+ gz 7)1 Sing sin (Bw—yp+4v—v))

+ [y gty +hye 7] sing sin (Bw—bp—v+v,)

+[hy g7y + Ny 267,]1 2 sin 7 sin (B w—)
[y gy ts+ Iy, 7] 12 sin g sin (Brw—,)
(R eg s+ Iy e, sing sin (Bw—v, +v—v,))

[y 8507l Ry 8015 ] 0 sing’ sin (Bw—v,—v+v,)

[y 81075+ 15 815775) 0 % sin f’ sin (Bw—,)

+hy g7, 7? sin J sin (Bw—+b—2v,)

(38)
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+[hyz s+l 2] sing sin (B 4D —v V)
+hy e, 2 sing sin (B +v—2v,)

5 P ol I !
+hy e, 1,2 sin g sin (Bw—+p,—2V) (38)
+ [l ey + Ty g 1o )1y sin f sin (8w 40, —v—vy)
4Ny ey, 2 sin f sin (6w +v, —2v,)
4+, 7,2 sin 7 sin (Baw—p—2v)
+[Ty8y, 1y + Ty g0 71,17 sinj sin (Bw—d—v—v,)
+hye,, 151 2 sing sin (Bw—v—2v,)
+11,e,57,0% sin /' sin (6w —p,—2v)
+ [y e 5%+ Roe 1] sing’ sin (Bw—-v,—v&v,)
+hye, 151 2 sin 7 sin (Bw—b, —2v,)
+hye, 1,72 sin j sin (120—0—2v)
+[hye 0+ R85 1] sing sin (1206~ p—v—v,)
+hye e 2 sing sin (1290—»—2¥))
+hye 1,12 sin j sin (12—, +22v)

+[hge 4 Rys ]9 sinf Sin (1290—p, —v—v))

) ~ 19 ion A wien [ ’ .
+ s €575 2 sinf’ sin (12 7ge—v, —2v,),

wihrend 24 elementare Glieder bei Ausmultiplikation der periodischen Aggregate entstehen, und zu 3
kommen und wobei &, = 3y, h, = —3p, h, = Ipsist.

¢) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes.

Bezeichnet:
(A28, .. ; . .
' Z}—) die aus dem ersten Gpad hervorgehenden exargumentalen Glieder dritten Grades,
B
N . - .
T2 die aus dem zweit€n Grad hervorgehenden exargumentalen Glieder dritten Grades,
2 /g
a3, . : .
o2 + 3, ) den differentierten unbestimmten Integralansatz,
3 3
(B8 ) 2 . A : .
Jot +8/ die direkt gebildete Differenlialgleiehung,
> 3
SO ist:
d*3 [d? o 23, N
i, 3 =4 AT | || - —+ . {39
duv? 3 3 duv? +83 3+ .d‘l’g l;; d v 2 ’ )

Im Hinblick auf die in diesem Kapitel ins Auge gefafite Genauigkeitsgrenze aber ist analog wie bei R
ZU setzen:
732 2\
a3,

’I 2 AY / 2 \ N
- fi s __{d482 i (40)

dv? +83,3_ duv* /3 dU‘Z/.’
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Der unbestimmte Integralansatz fir die Glieder dritten Grades in 3 aber wird offenbar.

3 = €917 sinj sin (6w—v)

2501 sing sin (Bw—v4+v—v,)
+g,, 11 sinj sin (Bw—Y—v+v))
45,72 sinj sin (Bw—)
+g,,m2 sinj sin (Bw—+v—2v)

+ g, sinj sin (Brw+v—v—v,)
+e,97 2 sinj sin (6w +v—2v,)
42,72 sin j sin (6w-—bv—2v)
45,7 sing sin (6w—p—v—v,)

g5’ 2 sin  sin (6w—y—2v,)

+ 2,472 sin g sin (12w—p—2v)

+ 407 sing sin (12w—p—v—v,)

+e,,1 2 sing sin (12w—v—2v,)

8,52 sin g’ sin (Bw—p3
¢, sin j’ sin (6 w—Sh, +v—v))
+z,01 sin j' sin (B9—v, —v+V))
+&,01 2 sing’ sin (Bw—v,)

g,oM2 sinf sim (Bw+v,—2v) [
+e, 1 sin fSsin (w40, —v—v))
+eg,1 2 sig/’ sin (6w +v, —2v,) (41)
+&5,7281n 7 sin (Bw—v, —2V)
+ &, sin g’ sin (Brw—v, —v—v,)

+ge1 2 sing’ sin (Baw—b, —2v,))

SFe,,m? sing’ sin (1290—b,—2V)
+e,mn sing’ sin (12w —v, —v—v,) |

+¢,,02 sing sin (12—, —2v)).

Nach zweimaliger Differentiation dieses Ausdmiickes findet man zur Bestimmung der unbekannten
Koeffizienten g, bis ¢,,, mit Riicksicht auf diezvorhergehenden Entwickelungen (36), (38) und (40) und
unter Innehaltung der festgeselzten Genauigkeitsgrenze die folgenden Bestimmungsgleichungen fir die

gesuchten e, in denen ¢,, bis g,, die einziged Unbekannten sind:

—48, (I5-9))5,9 = Rye, o+ g8, 57,
40:(143 )50 = Byeyr3 N 5i67s
— &0, (1 +3)5y; = hyggTa+ 581570,
=408, (14+8,)e0p = hygs+ 158475
48, (1+73)5y = higgYy+ 38070
48, (1+0,)ey, = I egyy+hyee,
48, (14+8))eps = Ryeig1p+ 58177,
43, (14855, = kye 75 +Ha8107,
48, (14-8,) 8y, = B, 5,7,
48, (148) g = Nyt +hycs,
40, (1+3,)egy = Iy g5,
48, (143,)egy = Iye.py
43, (14-3))eg, = e, 13+ Ry 507,
—43, (1 43,)5p, = By 5%,

+40,(1—8)g5 = lyei 17,
+408,(1—8,)8y, = Mye 15+ 4,857
+48; (1—0,)e35 = Xp8:,73
+ 43, (1—08))ey = hye 57,
+ 43, (1—8,)es; = hysi5y+Rae 10

+ 48, (1--8)e55 = g2, 7,

(42)
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83, (14+28)e,y = 20 e 7 5857, (42)
8B (Is=2RDIER = 2Mkfe s e e rhte ey i
88, (1+28)e,, = 2h,2, 7 s+ a8,

88, (142821, = 20,854+ 1351070

88, (14+28)8, = 20 ey +Nas 0 s+ 18,7,

88, (14+28)s,, = 2h e+ 857,

I1I. Die exargumentalen Glieder dritten Grades in‘der Zeitreduktion.

Bei den Funktionen S und R haben wir in den zuvor durchgefiihrten Entwicklungen die Glieder

. . i " . o . Ll S
dritten Grades in den Derivierten O und P der Storungsfunktiog selbst und damit die Grofien ik
3
(d2R \ '12% . A 1t
T und \=s T % zunachst noch bei Seite gelassen.p Da diese in Q und /7 auftretenden Glieder
\av” \(

dritten Grades von der Ordnung m' sind, so hatten wir incden vorstehenden Untersuchungen die in den
rechten Seiten der Gleichungen:

(dS ,dS) N <d52 (S,
dUA Zaht v /s
(d*R ‘d?R,)\ (&R (d R2 (&R,
dl_+1’/~ d11“)3+ S8 J+( )+ o2 +R3‘

auftretenden exargumentalen Glieder dritfen Grades, die sich durch Integration aus den Gliedern des
nullten, des ersten und des zweiten Grades ergeben (die wir jedoch durchweg durch partielle
Differentiation bestimmt haben), mit mLverglichen. Und zwar hatten wir sie bei kritischen Planeten
dann noch mitgenommen, wenn sie um ¢in Geringes gréfier als von der Ordnung m' waren, sie hingegen
fortgelassen, wenn sie von der Ordnumg 111’\/117 waren.

In der Differentialgleichung fifr die Zeitreduktion hingegen:

dT\ _ (dT,\ . (dT)\ . [dT,\ . (4T,
(Go)=(52) + (50 + (52 + (222 43)

d‘U B \d v/ 5
ist die linke Seite, da sich & jaaus S und R zusammengesetzt (wie die rechte Seite der Gleichung fiir 7

!
zeigt, cf. I, S.391) offénbar nicht von der Ordnung #7, sondern von der Ordnunggi-
1

Bei Entscheidting dariiber, welche exargumentalen Glieder der rechten Seite wir in Gleichung (43)
mitzunehmen haben, diirfen wir also die Grofen:

(dT\ /dTl\\ 'd_Tz_\
d‘U/3 dv };;, av/s

/

. . .. o : .. m :
nicht mit 72, sondern miissen sie vielmehr mit 5 vergleichen.

1
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Nun ist aber:
o= SIS

und:
LI ——_ (dV
<~dv—)3__ —3 7, cos 3w 46-11)—)3, (44)
wobei:
/'dV‘ 3 ) 3
- ) == Yy5M° cos (Bw—v) + 75913 cos (9w-—3v)
dv /3
Yoy 21 c0S Bw—2V4-v) 41,017 cos (Ow—Zv—v,) /
“+ (o527 cos (Bw—v,) A1, 2 cos (9@—v—2v,) \ (45)
+ 7671 2 cos (3w—v) 4457 % cos (FPw—3v,) |
+ Yo7 2 cOos (Bw+v—2v,) \

+1,571' 2 cos Bw—v,)
bekannt ist, da 7,, bis 7,4 und 7,4 bis 7,, zuvor gefundgh wurden. Es ist somit:

avys w'!
O
\d7),)3 3,

!

und zwar bei kritischen Planeten numeriscly um ein Geringes gréfier. Und da auch 7, = 5 ist, so
1
P A s - .
werden mit Hinblick auf (44) die aus i eptstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades:
(dTO") w2
- Bor o
\ d1.’, ! 8?

4
= , . ) m

Fir die Grenze 32 — w// alsq@wiirden diese Glieder von der Ordnung ¢/, d. h. < 5 und kommen
1

: ) . wo
deshalb in Gleichung (43), wo wir nur Glieder von der Ordnung 5 mitzunehmen haben, jetzt nicht in
1

Betracht. Anders verhdlt es gich indes schon fiir das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (43).

a) Die aus dem ersten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in 7.

Zur Unterstichung des zweiten Gliedes der rechten Seite von Gleichung (43):

(dT,
dv 8
ist ja (cf. [2S. 382):

T, = (I + (T + (Tohy= (I + B+ L),
Also haben wir jetzt anzusetzen:

T, = 1y sin Bw—v)+1,1 sin (6 w—v)+7,7 sin (Bw+v) |
\' (46)

+ 5t sin (3w —v ) -+157 sin (Bw—v,)
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und erhalten durch Differentiation hieraus:

iy = i el o dw % (. dw g
—y = Te7 08 (3w—v) (3 a0 14+ ¢ +7,m cos (6w —vV) (b - 1+gs
L dw | . dw 1

+71h cos Bw—v,) |3 i —1+g1§ 477 cos (Bw—v,) ;") »dLT—v1+c_] {

) 5 IS dow R
+¢ M cos (3w+v) ,3 e +1---,'\ g

Nach dem Friiheren ist jetzt zu setzen:

dw av
dv — Y
Da nun:

¥
av e “j; -(: I - ml; dagegen T:z “@'
dv 3, e ) 3, T3 d

sind, so wird z. B. ein Glied in:
dw m'?

o S0 e T
ey = oE
hingegen:
AR oo W 2
W == T =0
e gy =738
Das erste dieser Glieder wird fiir die Grenze 32 = #' von der Ordnung #/, kommt jetzt also nicht
. : . . m' ; .
in Betracht. Das zweite hingegen wird von der ()rdnung-8 , ist also mitzunchmen nach dem zuvor in
1

Bezug auf Gleichung (43) Bemerkten. Mithin wird:

(i, ‘ Vi
S = B oS (G — ) e
dv )? hpl Cos (57 V)(dv)z
A%
3.1’ cos (3w -vl)l?v_}2
oder, da:
av’ ] - : , 7 . ‘
dv 2: T14%7 €0s (Bw—28) 471,577 cos (Bw—v—v,)+1,4'2 cos (6w—2v,)

ist, so erhalt man hieraus den folgeffden Ausdruck fir die mitzunehmenden exargumentalen Glieder
dritten Grades in 7, die aus dem er8ten Grad folgen:

4T 3
d'U,J_ 2

o}

{ W1y Vol cOs (3w —v) - 17,4757 cos (9w —3v)

oo

5 PERTMP cos Bmw—2vv)— - (ry, 1315 12) 12 cos (9w—2v—v))

w
[\ V]

o Y15 T2 COS (3w —v,) (s 7o FT16 To) 2 cOs (Omw—v—2v,)

w
[NCR V]

(47)

w

. ol wpor 2 703 . alor? 3 A (O 24
5 W15 1571 2 €OS (B —) 16750 P cos (Dmw—3v)).

3]
[\

— o= Wy 1o 2 cOS (Bw+v—2v,)

- o R0 . (9
5 Wl Ta™ ° oS (Bw—-v))
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b) Die aus dem zweiten Grade entstehenden exargumentalen Glieder dritten Grades in 7.

Um zu entscheiden, welche Glieder sich aus dem dritten Glied der rechtengdSeite von Gleichung (43)

daT,)
<d1/2)2

hat man fiir 7, offenbar in Ergdnzung des allgemeinen Integralansatzes<(cf. I, S. 382) jetzt den folgenden

ergeben:

Ansatz zu machen:
T, = 1,42 sin 3w +misin Bw—2v) 4/ ¥ sin (Bw—2v) \

1 Sin (B 4+v—v,) 41,7 sin Bw—v—v,)+4Lqy sin (Bw—v—v,)

torr! sin Bw—vvy)+751 2 sin Bw—2v,)  $Y/? sin (Bw—2v,)

t17 2 sin 3 (48)
41,12 sin (Qmw—2v) + 2 Sin (Bw+2v)
+15 N SIN (W —F—v,)+ 75,12 sin 6
i 2 sin (Owe-2v,) 11 sin Bw=+v—v,).

Nun sind ja aber die Glieder vom Argument’ 6w—2v etc. die langperiodischen, die bei der
Integration in 7 vergrdfiert erscheinen (cf. I, S. 376 und 380) und daher ist:

o
x }AL ml
{1,5 0 y,
16 1
wahrend die librigen 7 in (48) samtlich von der Ordnung g-smd. Bei derDifferentiation werden jetzt aber

1
e L (dV S .
samtliche Glieder (d. h. die exargumeé&ntalen, die wir ja betrachten), mit <cdv'> multipliziert, also nur die
'v/y
. ' 2 ;
langperiodischen vergroiert, und daher werden sie von der Ordnung 3 also fir die Grenze von
1

!
der Ordnung ﬁg—l— und sind dempach mitzunehmen. Mitzunehmende Glieder liefert also der Ausdruck:
1

@, . av
<—d-v2>3: — 6y, Mm? cos (Bw — 2v) <—Eifv'>1

av
Bpyy,m cos (Bw—v—v,) <du_>1

—Bp7in'? cos Bw—2v,) (%)1
oder:
AL, p n i o \
<d—v—>3: — 37971, M® cos (Bw—V) =311y 11, M® cos (9mw—3V)
B ts iy cos Bw—2v4v)—3w(T1311,+ 1115 1% cos (Ow—2v—v,) /
— 31715020 cos (3w—v,) B (5 715+ T2 1) MM 2 oS (9w—v—2v,) (49)
— 3757157 2 cos (3w—v) —3 w161 2 cos (9w—3v,)

ettt cos Bw—+v—2v,)

o

—3p13711sM 2 cos Bw—v,))
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¢) Die Koeffizientenbestimmung des Integralansatzes.

ool I i ; . : e,
Jetzt dlirfen wir indes den Differentialquotienten des unbestimmten Integralansatzes | d;/’

nicht wie bei R und § bilden, da wir nicht wissen, ob aus der linken Seite der Gleichung (43) nicht etwa

noch

Glieder mit neuen Argumenten hervorgehen. Um das zu entscheiden, bilden wif zunédchst die linke
Seite von Gleichung (43) dadurch, daff wir in:

/dT‘ i \v
5l 'q: (S—2R),+(6R—28),7 cos v—312R, + (% S- -6R/1*q2 €0s 2V

—

/19 \ (50)
+6Ry? cos v+ P;R—-S}‘rﬁ cos 3v \
/0

den exargumentalen Teil einsetzen. Dabei ist der exargumentale Teil der Form C durch die Gleichungen
(32) und (34) dieses Kapitels bereits bekannt. Um den Teil der Form B fiir Gleichung (50) zu bilden, wird,
da S, von der Form C ist:

S,—2R;, = —28,,1% cos (6w—v) — 2B, cos (6w—3V)

—2PBy0 171 cos (Bw—2v+v,)—2 81 cos Bw—2v—v,)

204, 1% cos (Bw—v,) 2851 2 cos (Bw—v—2v,)
—28,,771'? cos (Brv—v) S-28,47® cos (Brv—3v,)

— 284,712 cos (Bw+v—2%)
—2B,,7'3 cos (Brw—v,) —28,57m° cos (12w—3v)
— 2B, % cos (12w —2v—v,)
—28,mm/2 cos (12w—v—2v,)
2B, % cos (12w —3v,).
Um die Glieder der Form D aus dem“®Produkt:
(6R—2S),7 cos v

zu erhalten, hiitten wir von (6 R—2389, nur die Glieder der Form C ins Auge zu fassen, da sich, wie man
erkennt, nur aus diesen in Multiplikation mit 4 cos v Glieder von der Form D ergeben; wir haben also
auszugehen von:

(BR—2S), = (68;,—2a,,)%? cos (Bw—2v)
(6B;5—2045) 7 OS (BW—v—v,)
(6Brg—2046)7 2 cOs (Bw—2v,).

und erhalten somit:
(6R—2S),1 cos v = (3,5 —a,)7° cos (Bw—v)

+(38,,—0,4)7° cos (6w —3v)
+ (B85 —a5) 0" cos (6w —vy)
+ (38,5 —oy )12 cos (Bw—2v—v,)

+ (B R —e)n1 2 cos Brw+v—2v,)

+(B8—%e) NN 2 cos (Bw—v+2v,).
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Zur Bestimmung ferner der aus 372K, resultierenden Glieder dritten Grades der Form D haben wir

in R, offenbar den Teil der Form D ins Auge zu fassen und erhalten so:

Und da in:

—371°R, = —3f,%° cos (Bw—v) =389 cos B —v,).

12

3 S—6 R )72 cos 2v
2 1

S, keine grofien Glieder der Form D enthilt, da die Koeffizienten der&lieder der Eorm D in S;, ndm-

/
. . m .
lich a,, a;, von der Ordnung #/, nicht aber von der Ordnung 5 sind,ss0 wird:

3
<? S-— -6R>*q2 cos 2v = —BR,m?cos 2v = —38,73 cos (Bwa—3v)—3 B>y cos Bw—v—v,).
1

1

Hingegen ergeben die Ausdriicke:

g
B8R,mcos v und !29«]\’— -S ) %® cos 3v
0

offenbar keine mitzunehmenden Glieder dritten Grades der Form D. Die Gleichung (50) wird daher bei
Mitnahme der C- und D-Glieder:

a7
av

> = "gs7° cOS (3W—V) + Ly ® cOS (Bw—V)

3
+ 190 027 cOS (B—2V+v,)+ {002 cos (Bw—2v+vy)
+ 195171 cos ($w—v,) “+ %5, 721 cos (Bw—v,)
“+ o611 2 caf (31w—v) + Lo 72 cos (Brw—v)

+ 1oy M 280s (Bw+v—2v, )+ L7172 cos (Bw+v—2v,)

+ 155 cOS Bw—vy) +L41® cos (Brw—v;)

+{85m° cos(Bw—3v) ~+1397° cos (9w —3v)
&F Lo 127 cOs BW—2v—v, )+ 7,0 cos (Dw—2v—v,)
+ 2 cos (Bw—y—2v )+, 72 cos (Ow—v—2v,)

+L,qn'% cos (Bw-—3v,) +149% * cos (9w —3v,)

+{,0m° cos (12mw—3v)
+ LM cos (12w—2v—v,)
&2 cos (12w—v—2v,)

+ L7 % cos (12w—3v)),

(51)

wobei 1y, $is 755 UNd 759 bis v, durch die Gleichungen (34), {,, bis 45 und I, bis {,, hingegen durch die

Gleichungen:

Co9 = — 3B, +3B,—o ,—28,
C30 = —203
Gap = — 3B+ 3By —0y—28,,
Sz = — 2P,

(52)
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:3 '3‘1316 %16 3@2

7 R

=34 2H34

Sas -8B, + 8B — 2, — 2835

. a (52
Cas = —3Bs+ 3P — 25, —24

Il

Car 3B1s—%5— 284

G = —2Bsa
s = — 284
Lo = —28B,,
Gs = =204
S = — 2By

gegeben sind, da §,, bis B,, durch (35) gegeben sind.
Jetzt sind wir imstande, auf Grund der drei berechneten Glieder:
AT, a1\ [(dT,
v/} dv),’q dv/}

sowie der ermittelten linken Seite von Gleichung (43):

den unbestimmten Integralansatz fir die exaggumentalen Glieder dritten Grades in 7 aufzu-
stellen. Derselbe wird offenbar:

T, = 715,77 sin (31w—v) + 597" sin (Bw—v)
Taa 020 sin (3w —2% v, )+ 15007 sin (6w —2v+v,)
+7y5 070 sin (Brw—5vy) 75,777 sin (6w —vy)
+ 1001 2 sin (35—v) 4132172 sin (Bw—V)

+ a2 sin Sw4+v—2v )+, ? sin (Bw4+v—2v,)
195 % sinf3w—v)) +5,0 % sin (Brw—v,)
+55 07810 (Brw—3v) +7491° sin (Qsw—3v)
. : (53
+ 5o sin (B —2v—v,)+ 75,17 sin (Sw—2v—v,) °%)
+ g 2 sin (Bw—v—2v,)+7y, ' 2 sin Qw—v—2v,)

Figen'® sin Bw—3v,)  F1,,% % sin (9w—3v,)

+ 7,572 sin (12w—3v)

+ 02 sin (12w —2v—v,)

+ 1510 2 sin (12w —v—2v,)
H,en'® sin (120—3v,), /

/
; ] , W m . - .
wobei 7y, bis 7,4 und 7, bis y,, sdmtlich von der ()1‘dnunr-5~, hingegen 7;, bis 7,, und el §= Yon der
1

Y

/
m'
Ordnung -5 sind.
1

i
0
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Durch Differentiation von Gleichung (53) ist nunmehr auch das vierte Glied der rechten Seite von

Gleichung (43) gefunden. Es wird:

1'\_dv3-)3: (51 3 ;) 72/3 7]3 coSs (3 W—V)

4@ +25—¢,)75,m% cos Bw—2v4v))
+ (@ +30)%3171 cos Bw—v,)

+ @y +)1g5m1 ® cos 3w—v)

4@, —s+25,)75,11' 2 cos Bw+v—2v,)

+ (@ +<1) 7557 * cOs Brw—v,)

+ (28, 4+3c—1)7,, 1 cos (Bw—3v)

(1428, + <) 159 7° cos (6w—y)

+ (1428, +2¢—¢)) Y5017 s Bw—2v+v,)

+ (1428, 4+¢) 15127 coss(6w—v,)
+(14-28, + <) 13,17 2 cos (Brwv—v)

+ (1428, —c+2¢) %7 % cos (Bw+v—2v))

4 (1428, +6,) 73,7 cos (Bw—v,) '

+3 (8, +9) 75512 C0s (9w—3V) 54)

+ (28 +2¢46,— ) 1g4m% cos Bw—2v—v,)+ (33, + 242 7/m% cos (Ow—2v—v,)

+ (28 +c42¢— 1)1, 2 cos (Bw—v—2v))+ (38, +5F 25,) 7], 1’2 cos (9mw—v—2v,)

+(28; 43¢, — 1)1347'3 cos Bw—3v))

+3(@, 45,15, 2 cos (9w—3v,)

+ (1448, +3¢)7,5m3 cos (12w —3v)
481 +48, +2645,) 74412 cos (12s0—2v—v,)
F (1448, 4+c+2¢) 7,717 2 cos (12w—v—2v,)

4+ (14408, 4+3¢) 7,673 cos (12w—3v)).

Im Hinblick auf die Gleichung (43) erhélt man somit die folgenden Bestimmungsgleichungen
fiir die gesuchten unbekannten Koeffizienten des Integralansatzes (53) fir die exargumentalen

Glieder dritten Grades in 7:

F 3
Tas = (G153 P TV oy Buas
3
o4 — (By+26—6) Tas— FVa T1a— D) 14T

5
ol = (@03 apme = e T D) 1575

0

A /A3 Nyl N oG Dol
fos = (B +9) 10O W037T15— o MTisTy
L (B e 9yt e L gl
fo7 = (B —S25) T3 P2 Tys— 9 V167

S 3
e = O T o™ Wl tp— 5 Y167

Lo = @428, 4¢)1y

Lo = (1428, 4+25—2,)74
L= (1428, +¢)) 7y,

G = (1428, 4+9) 7y

Cog = (1428, —<c+2¢,)7s
oo = (1423, 4¢)7,y

loy = (28, +3c— 1)1

Ge = (28, +2¢+5,— 1)1y

G = (28 +c+2¢,— 1)y,
Gg = (20, +3¢;— 1)1y

(55)
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A 3 55

Tag = B8+ TS W Ta M1y — 2'9*714'-"_; )
2 ) - ! ‘ 7 I 3 7 I
To0 = (B8 +28+5) 74— 3013 Ty, — 31T 15— 5 (. Clog 1y +11515)
- ! ’ 3 ! ’
T = B8 464287 —30 15 T30 Te— 5 115 Ta+T1672)

3
a2 '3(81'*‘;1)712_'3!"7371,6 "9 !’“71674

Lop = (1+438, 3Ny
Gap = (1 +48,+ 2046 )1y

Cip = (1+40;,+c+2¢)) 1,5

g = (1448, +3¢)7,-

Die gesuchten Koeffizienten des Integralansatzes (53) gind somit im Hinblick auf die vor-
gesetzte Genauigkeitsgrenze:

g = e 3
3B 30, 38, +38,—3ay, +3p, + 2~p,'(14'(£~
Toy = M T——
P ) o g =
3Bg—3 0, +3 1737y, + o Pligls
= 8 £
1
L 0 . 3
3Pro + 30— 305 —3 o B3 145+ 2'!”1574
B A— & = -
fo5 — B
an B on5r o 3 oo ol
SPip—0 %o+ 3T H5t o M
7‘;6 = o 3
1
Qo 4 Q yyar wl 3 o !
Birs— 3% HB P T+ 5 Ml
ol
(27 — SR —
1
q D) a0 ool 3 a7 ool
-3 g3 107 f16+'2 71673
!
i— & —_— L
28 81
- =B +3F—%,—2 B
2 1423,
" :\jz,@w
#1423,
S “'3ﬁ5+3ﬁg.5 ”_-15"2_@31 E8)
L 1423,
T —_21332
32 — 1+281
L BB — 28y
fss =" 1123,
- — 28
3dy —— 1—*—2;1
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- _ OB 3Bt + 28 (56)
= H 1—238,
3B 3B+ o5+ 2B
Tos = 1—23,
T 3Bis+ 05+ 28y,
= 1—23,
_ 28
[ A LT
< 7 3 !
3Pr— 30y + 3T Ty + 5 PT1470
oo = w58,
20 . / / 3 / 3 0
BP1s— 30+ 3P 11+ 31 Te Ty, H "5 1*71473‘*":2 P15 T2
o = P 33, R TR T —
- ST A .3 )
BPig3 oy +3pT T+ 3B Te+ 5 BTisTs + 5 RTigTe
T Srmtm o AT S I T o
! 3 /
3a,+311s T+ 5 BT
P 2
Taw = 33,
Tis = _‘%@;3- 1 " trj‘lyl. —_— EE45.
T 14438, $ T 1+48,° BT 1448
=2
67T 1448,

Die exargumentalen Glied€r dritten Grades in 7 sind somit dureh die Gleiehungen (53) und (56)
ermittelt, wobei natlirliech die ypfiir den zweiten Grad bekannt sein miissen, die wir bei der in
Abteilung Il durchzufihrenden Integration der Differentialgleichung fiir die Glieder zweiten Grades in
der Zeitreduktion ableitenserden.

Nun ist ja:
! ; 4 .o/
™= 5, £ ¥ alSopN v P 55
1 1 1
mithin fiir die Grenge:
2 .
og == 5 == M

das heifit nwllter Ordnung, also so grofi wie die elementdaren Glieder. Zunidchst fanden wir nun
o A : m' n'® o =
in 7 Glieger von der Ordnung 52 jetzt solehe von der Ordnung S Ist nun bei nieht kritisehen
1 1
s y , /! S 3 : :
Planeten 8§ > m' also 5 < 1, so fillt die Rethe der exargumentalen Glieder, die offenbar eine Potenz-
|

eihe i i .
reithe in 53 1St
i

J

' " ' " 13 + -t
E re 0 6000 (D0}
82 a1 a8 .




Bewegnung vom Typus 2/3 elc. 129

Fur kritische Plancten hingcgen, wo:

n’
5

ist, steigt die Reihe (57) und darum sind eben bei kritischen Planeten die exargumentaleit Glieder dritten
Grades grofier als die Glieder dritten Grades in O und P selbst. Wiewohl nun die Rethe (37) in jedem
Grad flr sich endlich ist und ihre Konvergenz daher nicht in Betracht kommt, so wird doch, wenn die
Reihe (57) bedeutend steigt, auch die Gesamireihe der Stérungen schwicher kehvergieren, trotzdem
das Steigen der Reihe durch die Potenzen von 4 ja herabgedriickt wird. In eingm kritischen Grenz-
fall, wie dem von Hilda, mifite man dann bis zu sehr hohen Poteénzen hinsichtlich der
Exzentrizitat und Masse in den exargumentalen Gliedern gehen, um den gerechneten Ort innerhalb der
Beobachtungsgrenzen darzustellen. Fiir solche extreme Félle, in denen di€ partielle Integration (oder
Differentiation) kaum noch praktisch zum Ziele fithren diirfte, hat Gyld énsein anderes Verfahren mittelst
elliptischer Funktionen eingeflihrt (wie es &dhnlich Herr Harzer bei Hecuba verwandt hat), das alle
exargumentalen Glieder der verschiedenen Grade mit einemmale zu berechnen erlaubt. Fiir die iibrigen

Planeten des Typus 5 die nicht, wie Hilda selbst, den extremensFall bezeichnen, dlirfte die im Vor-

stehenden entwickelte Theorie geniigende Resultate verbiirgen.«<Nur bildet bei diesen prinzipiell so tief
angelegten und in mathematischer Beziehung so vollendet ausgebildeten Methoden zur Behandlung des
Problems der Bewegung der Planeten, wie sie Gyldén uss hinterlassen hat, doch wieder nur die
numerische Anwendung, der Vergleich und die Ubefeinstimmung mit der Erfahrung, den
eigentlichen Wertmesser und Mafistab. Und eben deswegen habe ich mir in diesen und in den weiter
durchzufithrenden Untersuchungen das Ziel gesteckt, @lie linedre und die horistische Integrations-
methode Gyldén’s am Beispiel eines zunédchst einfacheren Planeten der wirklich im Planetensystem

2 . W . !
auftretenden Bewegung vom Typus — auf ihre gwirkliche Verwertbarkeit hin zu untersuchen

[

und zu priifen.

Halle a. d. Saale, im Februar 1904.

Hugo Buchholz.
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