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THEORIE DER SONNENFINSTERNISSE,

DER DllUHGÄNGE

DER UNTEREN PLANETEN VOR DER SONNE

STERNBEDECKUNGEN FÜR EINEN GEGEBENEN ORT DER ERDE.

VON J. A. GRUNERT,
CORRESPONDIRENDEM MITGLIEDE DER KAISERL. AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN.

(VORGELEGT IN- DER SITZUNG ÜER MATHEMATISCH - NATURWISSENSCHAKTLICHEN CI-ASSE AIM 9. JUM MDCCCLIII.)

Erstes Capitel.

Vor häufige Betrachtungen').

§ 1-

Wir legen im Folgenden ein reelitH'inkliges Coordinalensysteni der xyz zu Grunde, dessen Anfangs-

punkt der Mittelpunkt der Erde ist. Die Ebene der xij sei die Ebene des Erdäquators und der positive

Theil der Axe der x sei von dem Mittelpunkte der Erde nach dem Frühlingspunkte hin gerichtet; der

positive Theil der Axe der y werde so angenommen, dass man sich, um von dem positiven Theile der Axe

der X durch den rechten Winkel {xy^ hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, nach

derselben Richtung hin bewegen muss, nach Avelcher die Erde sich um ihre Axe bewegt; der positive

Theil der Axe der x gehe von dem Mittelpunkte der Erde nach ihrem Nordpole hin.

Die Erde betrachten wir als ein durch Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Axe entstandenes

Sphäroid , so dass, wenn wir unter dieser Voraussetzung den Halbmesser des Erdäquators durch «, die

halbe Erdaxe durch h bezeichnen, die Gleichung der Erdoberfläche

o^ + S = <

ist, welche sich auf mannigfaltige Weise umgestalten lässt, wobei wir uns jedoch jetzt nicht auflialten

wollen, da diese Transformationen bekannt genug sind.

') Sonnenfinsternisse, Planetendureligiinge und Slernbedeckungen sind in der folgenden Abliandlung kurz mit dem all,i;emeiiien

Namen „Bedeckungen" bezeichnet worden.
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198 J' A. Grunert.

Sei nun ein beliebiger Punkt auf der Oberfläche der Erde , dessen geographische Breite , die man

wohl auch zuweilen die geocentrische Breite dieses Punktes oder Ortes auf der Erdoberfläche zu nennen

pflegt , w ir durch cp bezeichnen , und als positiv oder als negativ betrachten wollen , je nachdem der Ort

auf der nördlichen oder südlichen Fläifte der Erdoberfläche liegt, wobei wohl kaum noch besonders bemerkt

zu werden braucht, dass der absolute Werth von '^ niemals grösser als 90" ist. Der von dem Mittelpunkte

der Erde nach dem Punkte auf ihrer Oberfläche gezogene Erdhalbmesser werde durch r bezeichnet.

Die einem behebigen, jedoch bestimmten absoluten Zeitmomente entsprechende, in Stunden ausgedrückte

Sternzeit des Ortes mag durch T bezeichnet werden. Dann ist off'enbar in völliger Allgemeinheit 1 ä 7^

der in Graden ausgedrückte Winkel , den die nach der Projection des Ortes auf der Ebene der .r^ von

dem Anfange der Coordinaten gezogene gerade Linie mit dem positiven Theile der Axe der x einschliesst,

indem man diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der x an durch den rechten Winkel (.r^)

hindurch nach dem positiven Theile der Axe der y hin, also nach dem Obigen im Sinne der Bewegung der

Erde um ihre Axe, von bis 360" zählt. Hieraus ergibt sich aber auf der Stelle mittelst einer ganz

einfachen geometrischen Betrachtung, dass, wenn X,Y,Z die Coordinaten des Ortes auf der Erdober-

fläche in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente , welchem die in Stunden ausgedrückte Sternzeit

T des Ortes entspricht, bezeichnen, in völliger Allgemeinheit

ix
= r cos cp cos IST",

Y = r cos cp sin IS T,

Z = r sin 'p

ist.

§. 2.

Bezeichnen wir den Ort, für welchen die Ephemeriden, die wir allen unseren Rechnungen zu Grunde

zu legen beabsichtigen, berechnet sind, durch A, und die demselben absoluten Zeitmomente, welchem die

in Stunden ausgedrückte Sternzeit T des Ortes entspricht, entsprechende, gleichfalls in Stunden aus-

gedrückte Sternzeit des Ortes A durch %, die in Graden ausgedrückte Länge des Ortes in Bezug auf den

Meridian des Ortes A als Anfang der Längen , indem wir die Längen von dem Meridiane des Ortes A an im

Sinne der Bewegung der Erde um ihre Axe von bis 360" zählen, aber durch L, so erhellet durch eine

ganz leichte Betrachtung auf der Stelle, dass immer entweder

IS 3; = 15 T— L

oder

also entweder

oder

360" — 13 3: = L — 15 r,

15 r = L -f 15 3:

15 r = L + 15 3;— 360",

folglich in völliger Allgemeinheit

cos 15 r = cos iL + 15 %),

sin 15 T = sin iL + 15 3;)

ist. Daher sind nach dem vorhergehenden Paragraphen die Coordinaten X, Y, Z des Ortes in dem abso-

luten Zeitmomente, welchem die Sternzeit Tdes Ortes oder, was dasselbe ist, die Sternzeit Z des Ortes

.4 entspricht, Avenn man dieselben, statt wie vorher durch T, durch L und X ausdrückt:

[X = r cos 9 cos (L -j- 15 %'),

3) ^Y = r cos^ sin (L f 1 5 S),

(Z = V sin
'f.
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Tlicurie der Sonncufinslernhse, der Ditrc/iffiiiiffr etr. HM»

§. 3.

Führen wir die Ausdrücke 2) oder 3) der Coordinaten X V.Z des auf der Erdoberlliiclie liegenden

Ortes in die Gleichung:

der Erdoberfläche ein , so erhalten wir auf der Stelle die Gleichung

aus der sieh
nb

4) ' = 77
y' a- sin y '•' + 6- cos p"

erffiht. Auch ist hiernach'o'

V i - "" - *'
cos ¥"- Vl+ ^-^sin r

also, wenn wir der Kürze wegen

setzen

:

Weil nach 3)

also

ist, so ist auch

t<\ . 2 n- — 6- ^2 «'^ — V''

6)
y i — e^ cos (j)^ y i + E* sin f^

7) * = |/1— e% ^ = VT+?:

fj = n V \ — e\ ö = 6 V 1 + E-

a 1,' 1 — e» 6 1/1

8) . =
|/ 1 — e'^ cos 5p^ |/ 1 + £" sin 9*

Zur logarithmischen Rechnung lassen die vorhergehenden Ausdrücke von / sich auf verschiedene

Arten bequem einrichten. Wir wollen jedoch nur auf die folgende Methode aufmerksam machen.

Man berechne den Hülfswinkel ö mittelst der Formel

9) tang w = |^ lang cp.

so ist

«^ iang öj

ö* tang ^

also

cos 9' + ^ sin 9= = cos cp= + '"iLSL'. sm '^-

=^ COS Cp (fO.5 cp -|- .5l/< Cp /rt??/)r cT))

COS ^ cos (5j — ^)

cos öj

und weil nun nach dem Obigen

«5 et

r =
1/ «- sin w' + 6- cos <p- \ j „ ,0.'^

. o
' ^ ^ 1/ cos 9- -(--rn-sin o"

ist, so ist

* (\-\ 1 / cos 5) ,

10) r = a y j.^ r-'

T COS 9 cos (oj — yj

mittelst welcher Formel r seiir leicht und bequem durch Logarithmen berechnet werden kann.
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200 J. A. Grunert.

Über den HülFswinkel w, den wir immer absolut nicht grösser als 90", und mit cp von einerlei Zeichen

nehmen wollen, ist nun aber noch die folgende Bemerkung zu machen.

Wir wollen die dem Orte auf der Erdoberflache entsprechende Meridianebene als Ebene eines

rechtwinkeligen Coordinatensystems der uv annehmen, dessen Anfang der Mittelpunkt der Erde ist. Die

Axe der ii sei die Durchschnittslinie der in Rede stehenden Meridianebene mit der Ebene des Erdäquators,

und die Axe der v sei die Erdaxe. Die Coordinaten des Punktes in diesem Systeme seien m,, t\. Dann

ist nach den Principien der analytischen Geometrie

du, r -vV l\ = 1 ill M,),
dl',

vorausgesetzt, dass man den in dieser Gleichung vorkommenden Differentialquotienten aus der die gegen-

seitige Abhängigkeit von ?<, und <?, ausdrückenden Gleichung

(?r + m = I

entwickelt , die Gleichung der Normale des Punktes in dem Systeme der « v. Differentiirt man aber die

vorstehende Gleichung nach i',, so erhält man

w, du^
I

r, n rf", «''f i

.

a^ «r, 6- ni'i h•u^

und die Gleichung der Normale des Punktes in dem Systeme der «y ist also nach dem Obigen

:

Nimmt man nun den Tlieil der Axe der u, welcher die Projection des von dem Mittelpunkte der

Erde nach dem Orte auf deren Oberfläche gezogenen Erdhalbmessers r auf der Ebene des Äquators

ist, als den positiven Theil der Axe der u, den von dem Mittelpunkte der Erde nach ihrem Nordpole

gezogenen Erdhalbmesser, d. h. den von dem Mittelpunkte der Erde nach dem Nordpole gehenden Theil

der Erdaxe, als den positiven Theil der Axe der v an, so ist offenbar in völliger Allgemeinheit:

fang ? = ^,

wobei man zu beachten hat, dass u, stets positiv ist, und Vi mit cp oder tang cp immer einerlei Vorzeichen

hat. Ferner ergibt sich aus der Gleichung

v — t\ = pi (« — t«0

nach den Principien der analytischen Geometrie, dass, wenn man die, je nachdem der Ort in der nörd-

lichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt, als positiv oder negativ betrachtete Polhöhe desselben

durch (Co) bezeichnet, in völliger Allgemeinheit

tcmg (cö) = ^ , d. i. tung (co) = "- taug es

ist. Nun ist aber nach dem Obigen

also

tung 10 = ~ taug a,

tang w = tung (co),

und tolglich «o= (iö). Daher ist der oben durch Co bezeichnete Hülfewinkel nichts weiter als die, je nachden)

der Ort in der nördlichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt, als positiv oder als negativ

betrachtete Polliöhe des Ortes 0.

Ist nun die Polhöhe w des Ortes gegeben, so findet man dessen geographische Breite cp mittelst

der Formel

11) tung
'-f
= ^ tang Co,
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Theorie der Souneufiiinlernitise, der Durclufilnge ele. 201

und hierauf den dem Orte entsprechenden l'^rdhalbmcsser r mittelst der Formel

1 I *) ;• = « V '1^ -.
T COS y cos ('jJ — y)

Ist dagegen die geographisclie Breite cp des Ortes gegeben , so findet man dessen Polhöhe öi

mittelst der Formel

12) lang w = ^ tang cp,

und hierauf den dem Orte entsprechenden Erdhalbmesser r wieder mittelst der Formel

Weil bekanntlieh

^=1

1/
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202 ,
J. A. Grunert.

Endlich ist auch:

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Theorie der Son)ie»fi»sternisse, der Duvchijl'nuie efe. 203

(3i=p cos a eo.s ö,

27) <>^ = p ä/« a eos ö,

'3 = P •'*'" °

die demselben absoluten Zcitmonienic entsprecheadou Coordinaten dieses Wellkörpers, und die (»leicbungen

der von dem Mitlelpunkle der Krde nacli demselben gezogenen geraden Linie sind nach den Lehren der

analytischen Geometrie:

9Q-\ fL — 1. — 1.

Die Gleichungen der von dem Orte nach dem Weltkörper gezogenen geraden Linie sind dagegen

:

20^ '• ~ ^ — y~^ — --^
oder- 30^ •^' - -^ _ y~^ _ ""-^

^''J x-x — r-9 — z-3 -' A-3E ~ r-s) — z-^-

Bezeichnen wir nun die Höhe des Weltkörpers an dem Orte in dem mehrerwähnten absoluten

Zeitmomente durch h, so ist, weil nach §. S die Gleichung des Horizontes des Ortes bekanntlich

Xx + Yy
,

Zz _ .

ist, nach den Principien der analytischen Geometrie bekanntlich

\X_ X— 3E Y r— S) , z^'
la^- Z— 3 «- Z - 3 I 6^

sin h^ =

oder

sin h' =

oder, weil

x^ + r^
, ^' _ j

ist:

sin h~

{ , _ X£ + rg _ Z3/"

i
6M

j(x-3ey + (r-g))^ + (z-ayj 1^^' + ^"

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Durchschnittspunktes der von dem Mittelpunkte der Erde

nach dem Weltkörper (3£ g) 3) gezogenen geraden Linie mit der Ebene des Horizontes des Punktes

durch X, y, z , so haben wir zur Bestimmung dieser Coordinaten nach dem Vorhergehenden die Gleichungen

= 1;
X

erhalten aus denselben leicht:
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204 J- A. Grinieri.

ist aber in diesem Falle

62

X3i + rg) Z3
/,2 '

negativ , also

^ JfA' + Y§ _ ZS
«? 6"

positiv; folglich niuss man in diesem Falle nach dem Obigen offenbar

, xt + r?) Z3
1

:. -IT
a~ 0-

sin n = —

setzen.
'

Haben ferner z und 3 gleiche Vorzeichen, so überlege man, dass in diesem Falle der Weltkörper

sich oflFenbar

über, in, unter

dem Horizonte des Ortes befindet , je nachdem

^^ + / + ^^ = 3e^ + g)^ + 3-'

ist, wo bekanntlich

x' -^ f -^ z' und 3£^ + g)^ + 3'

die Quadrate der Entfernungen des Punktes (xyz') und des Weltkörpers (3£ g) 3) ^on dem Mittelpunkte

der Erde sind. Weil nun aber nach dem Obigen

,
,

o , 2 _ 3£' -t- g)ä 4- 3^
X + y -\- z ^ (^^+^ Z3)=

\ d- + 6"
j

ist, so ist

x' ^ f ^ ^'=^' -V W + ^\

i'e nachdem

U3E +

1 «^
^ 6M "^ '

d. h. weil im vorliegenden Falle wegen der Formel
3

die Grösse
X3E + I'-ü) Z3

«• ^"
6-

positiv ist, je nachdem

oder je nachdem

_ X3E + rg) _ -Z3 ^ ^j

ist. Also befindet sich der Weltkörper

über, in, unter

dem Horizonte des Ortes 0, d. h. es ist

sin A = 0.
<

je nachdem

i _ ^i±£^ _ ^ ^
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Theorie der Sonnenßusternisse, der Ditrehgiinge elc. 205

isl ; folglich ist nach dem Obigen offenbar

1 _ ^^ + ^''^ _ ?§

ain h =
Viox-xy + (Y-^y + cz-ßy\ |^^' +

^|

Hält man dies mit dem Vorhergehenden zusammen, so ergibt sich, dass in völliger Allgemeinheit

__ XX + Y9) _ Z3

31) S?HÄ = —
V{(x-3£)^ + (F- 8))^ + (2-3)^1 j^ijr + |;j

ist.

Bei der weiteren Entwickelung dieser Formel, so bemerkenswerth mir dieselbe auch in mehreren

Deziehungen zu sein scheint, will ich mich jetzt nicht aufhalten, sondern will nur darauf aufmerksam

machen, dass die Bedingung, dass der Weltkörper sich im Horizonte des Ortes befindet, durch die

Gleichung

32) 1 - ^^^® -^ =0
' a" b"

ausgedrückt wird. Führt man für X, Y, Z und 3£, g), ß ihre aus dem Obigen bekannten Ausdrücke ein. so

wird diese Gleichung

:

33) 1 '- cos
'f

cos 8 fOS (a— 15 T) — — sin cp siu 3 =
oder

34) 1 — —^ cos cp cos S cos (a — L — 15 2!) — p sin cp sin 8 = 0,

wo man nur noch für r alle dafür im Obigen gefundenen Ausdrücke setzen kann. Nach 6) und 8) ist z. B.

„o^ ,^ , p cos
'f
cos 8 cos (a— IS T) Vi — e^ P sin (ii sin^

a 1/1 — e" cos f^ 1/1 — e' cos (f-

oder

Qf^ n 1 P cos f cos öcos (a — L— läX) V 1— e*
P sin o sin S

•^ " yi~e'cosf- o |/ 1 — e- cos (j)«a

oder auch:

.j-, 11
1

^ cos <ji cns ') cos (a— iST)1^i — e- P_ sm y stn

|,M — e-cosy* « y 1 — e-. y 1 — e^eosf*

oder

o Q^ n -I ? '^"^ '-^ ^'"^ '^ ^'"^ (" — ^ — iS S) Vi — e
sin o S((i

|/l-c'^eo. y' « \/i~e^.]/i-e^cosf~

§.8.
Sind

a; = il: -i- et, y == ßi + ß

die Gleichungen der Verticale des Punktes 0, so ist , weil diese Verticale auf der Ebene des Horizontes

von 0, deren Gleichung bekanntlich

Xx + Yy
,

Zz
+ 1^=^

ist, in dem Punkte {XYZ) senkrecht steht, nach den Lehren der analytischen Geometrie:

also

^- A- - = ß--

h^-X h-Y
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206 J. A. Grunert.

und weil nun auch

X = AZ + a, Y = BZ + [i;

also

x—X = A {z— Z), y~ Y = B (z— Z)

ist ; so sind

39) -'-^ = '^z (^-^' ^- ^ = *^' (^-^)

oder

^ 6- a: 6^ y «2 z

die gesuchten Gleichungen der Verticale des Ortes 0.

Durch diese Verticale und die von nach dem Weltkörper gezogene gerade Linie, deren Gleichungen

bekanntlich

x — X y — Y % - Z

x-s. ^ r-3) "^ z —

3

sind, wollen wir uns nun eine Ebene gelegt denken, und die Gleichung dieser Ebene, welche nothwendig

die Form

x — X+M{y—Y) + N{z— Z) =
haben inuss, suchen. Zur Bestimmung von M und N erhalten wir aber mittelst des Obigen auf der Stelle

die beiden Gleichungen

:

b-X -^ b'Y3T + d-ZN = 0,

X— 3e + (F— ©) J/ + (Z— 3) iV = 0.

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich

:

6' Z(Z— 3) — d- Z (X— 3e) + {}? Y{Z—ß} — (C Z (F— g))} M = 0,

// X (F— g)) — 6^ F(X— 3e) — 16- F (Z— 3) — «' Z (F— g))} iV = ;

oder

(«- — 6') XZ — (d Z3c — fi- X3) + {(rr — 6^ YZ— («' Zg) — b' Yß)] M = 0,

6= (A'g) — F3e) — {(d - 6-) }'Z— («' Zg) — b' F3)} .V = 0:

also

_ (a- — 6- ) A'Z — (a = Zi'— 6- X3)
~ ~"

(a=— 6-) YZ — (o= Z9 — 6^ 1'^)
'

6- (A'>j) — rjE)

(«-— 6-) YZ — (a= Z>^ — 6- Yiii

'

Folglich ist die Gleichung unserer Ebene

:

41) [id— 60 I'>^— («' ^2) — ^' YS)] ix — X)
)— \id — 60 A''^— («' -^-^^ — ^' XS)] iy — F) = 0.

+ // (Xg) — F=e) (: — Z) )

Die Gleichung der Ebene des Meridians des Punktes ist, wie leicht erhellet:

42) Yx — X^ =
oder

43) F (.j- — X) — X (y — 10 = 0.

Bezeichnen wir nun für den Punkt in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente das Azimuth

des Weltkörpers durch ü>, und setzen der Kürze wegen

:

_ ( x{id - //) xz - id zx- d X3)!r

\ + Y{ {d— 60 YZ — id Zg) -- 6^ F3) \ \

= icr f FO [(«'^ - 60 z + 6^ 3] - er (X3e + Fg)) zr

.

jV =
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Theorie der Somienfiiisfeniisse, der Diirrfif/ihn/e etc. 2Ü7

G = 1
^^'ä^^"'- *'^ ^'^ - ("' ^^ - '' ^^^>^('

)
_ Vi („' _ /;-) xz— («- zje^ // A'3)

I
^

+ //' (A'^ + y') ow — y^f

f
j

(«' — fr) xz— («= ZJe— 6-' X3) p i

^ = (.r + r=) + !(«= — i=) rz-^- (.r z^ - /r r3)}%

:

(+ (6*(zs-r3ey
)

so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie:

, ,^ •> ^ . > Cr

44) f05 to" = — , stu tt)~ = —

;

oder

, j(X2 + r=) {(«^ - 6=) z + b'~3} — a- ixx + r§) zi -

cos U) — " ^ *- -— '-

4S)
sin (U^ =
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208 J. A. Grunert. '

Seite der Ebene des Meridians von ö, nach welcher hin man sich bewegt, wenn man von der Projection der

von dem Mittelpunkte der Erde nach dem Punkte gezogenen Linie auf der Ebene des Äquators an der

Richtung der Bewegung der Erde um ihre Axe folgt, oder auf der entgegengesetzten Seite der Ebene des

Meridians von befindet. Zählt man nun aber die Azimuthe stets von dem die Ebene des Äquators

schneidenden Theile der Mittagslinie des Ortes an der Richtung der Bewegung der Erde um ihre Axe

entgegen von bis 360°, so ist offenbar im ersten der beiden so eben unterschiedenen Fälle

180" < 10 < 360°,

im zweiten der beiden unterschiedenen Fälle dagegen

< CD < 180":

also im ersten Falle sin m negativ, im zweiten Falle dagegen sin w positiv. Da nun nach dem Obigen im

ersten Falle Xg) — Y3i positiv, im zweiten Falle dagegen diese Grösse negativ ist, so hat unter den

gemachten Voraussetzungen sin m mit X^ — F3£ stets ungleiches Vorzeichen , und es ist also nach

45) in völliger Allgemeinheit:

... . iX^-Yü) V b* iX' + r^) + «* Z'
47) sin io =

oder

48) sin a> ^=

y u
Soll der Weltkörper sich im Meridiane des Ortes befinden, so muss sin u> = 0, also nach den

vorhergehenden Formeln

49) xg) — rJe =
sein. Führt man in diese Gleichung die aus dem Obigen bekannten Ausdrücke von X, Fund 3f, §) ein, so

erhält man die Gleichung

r cos cp cos 1 5 7"
. p sin a cos o — /• cos ^ sin 1 5 7"

. p cos oc cos 5=0
oder

/ cos 9 cos (_L -\- 1 S 2!) . p sin o. cos o — v cos cp sin (Z> + 1 3 S) . p cos a cos o = ,

d. i. die Gleichung

30) cos sin (a — 13 T) = 0,

tider

31) cos sin (a — L — 1 3 2^) = .

wobei vorausgesetzt worden ist, dass cos cp nicht verschwindet, d. h. dass nicht cp = ± 90" ist. In sofern

nun auch cos ö nicht verschwindet, d. h. nicht o = + 90" ist, werden die obigen Gleichungen:

32) sin (a— 13 T) =
oder

33) sin (a — L — 13 3;) = 0,

d. h. es muss a —-13 T' oder a — L— 13 ^T ein positives oder negatives Vielfaches von 180" sein,

was wir hier nicht weiter discutiren wollen, da überhaupt 32) oder 33) die einfachsten und allgemeinsten

Ausdrücke dieser Bedingungsgleichungen sind.
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durrhyänge etc. 209

Zweites fapitel.

Scheinbare Entfernung zweier Weilliörper von einander an einem gegel)enen Orte auf der Erdoberfläche

in einem gegebenen absoluten Zeitmomente.

§• ••

Einen beliebigen, aber gegebenen Ort auf der Enloberfläcbe wollen wir wieder durcb bezeichnen

und alle für denselben im vorhergehenden Capitel gebrauchten Bezeichnungen auch jetzt beibehalten,

wobei sich von selbst versteht , dass wir auch hier alle unsere Betrachtungen auf ein bestimmtes absolutes

Zeitmoment, welchem die Sternzeiten T und % der Orte und A entsprechen, beziehen.

Zwei Weltkörper, deren Rectaseensioncn, Declinationen, Entfernungen von dem Mittelpunkte der

Erde und Entfernungen von dem Punkte auf der Erdoberflache respective durch a, o, p, p' und a,, o,,

p,, p,' bezeichnet werden sollen, seien S und 5,. Die Coordinaten des Punktes in dem in Rede stehenden

absoluten Zeitmomente sind nach dem vorhergehenden Capitel bekanntlich:

iX = r cos cp cos 13 7^,

1) Iy= r cos cp sin i^ T,

[Z = r sin cp

;

wo man für lö T' auch L + IS S: schreiben kann; und die demselben absoluten Zeitmomente entspre-

chenden Coordinaten der Weltkörper S und »S, sind respective:

(X == p cos a cos B,

2) \^=p sin a cos 8,

(3 = P «*"« S

und

(3ii = p, cos «1 cos Oj,

•^) \S)i = Pi **" ^1 cos 5,,

(3i = Pi siti 81.

Also ist nach den Principien der analytischen Geometrie:

pi - = (r cos cp cos IST' — p cos a cos 8)'

+ (r cos cp sin 16 T — p sin a cos 8)"

-|- (r sin cp — p sin 6)',

pi»' = (r cos cp cos 15 T — p, cos ai cos 8,)"

-|- 0" cos cp sin 13 T — p, sin ex, cos 6,)'

+ (/• sin cp — p, siw 8,)';

woraus man mittelst leichter Rechnung

.^
jpi' = r^ + p" — 2rp [sin 8 s/m cp + ^os 8 cos cp cos (ot — 13 T)],

|p,i' = r^ {- p,^ — 2rp, [sin 8, s/re cp -\- cos 8, cos cp cos (a, — 13 7")}

;

oder wenn, indem 9, 6j zwei Hülfswinkel bezeichnen , der Kürze wegen

„, {cos 8 = sin 8 sin cp -|- cos 8 cos cp cos (a— 13 7^J,

[cos 9, = siM 8, sin cp + cos 6, cos cp cos (a,— 13 T)

gesetzt wird:

Jp'-^

= r' + p^-2rpcos9,
(p,i = r" -|- pf — 4rp, cos 9i

V T
7) si« 7t = — , sin TT, ^ ~

;

P pj

Denkschriften der mathem.-natunv. Cl. VU. Bd. 27

erhält. Setzt man
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210
'

./. A. Grunert.

so ist nach ß) :

\(^) = 1 -|- sin TT — 2 sin TT cos 6.

8) tj.
{(—) = 1 + sin TC,^ — 2 sin ttj cos 8,.

Wenn in den Ephemeriden die Entfernungen p, p, der beiden Weltkörper von dem Mittelpunkte der

Erde angegeben sind, so bedient man sich zur Bestimmung von r, tt, unmittelbar der Formeln 7). Sind

aber in den Ephemeriden die sogenannten Aquatoreal-Horizontalparaliaxen , welche wir durch (tc), (tu,),

den Halbmesser des Erdäquators durch (r) bezeichnen wollen , angegeben : so ist

p sin (tt) = (/•), Pi sin (tu,) = (r)

;

also

folglich nach dem Obigen

:

* sin (;r) ' '

*
sin (ttj)

'

9) sin TT = —- si« (tt), simZi = —- sin (tc,);
(r) ^ ^

(»•)

mittelst welcher Formeln jetzt tu, tu, berechnet werden müssen.

Bezeichnet man nun die dem Mittelpunkte der Erde und die dem Orte auf deren Oberfläche

entsprechenden scheinbaren Entfernungen der beiden Weltkörper S, 5, von einander respeetive durch

A und A' , so hat man otfenbar die Gleichung

p" + pi' — 2pp, cos A = pi" + p,i' •— 2p'pi' cos A'.

also, wenn man die aus 6) sich ergebenden Ausdrücke von p* und p,' in diese Gleichung einführt:

10) — r' + rp cos -f rp^ cos 0,

= ppi cos A — cos A' V (»'' + p"— Zrp cos 0) (r' + p,'— 2rp, fos 0,),

oder auch:

11) — sin tl sin Uj -j- sm tt, cos 4- s«« ir cos 0,

= fOS A cos A' F (1 + Sirt TT^ 2 SM» TT COS 0) (1 + sin TT,^ 2 SZ« TT, COS 0,),

an welche letztere Formel wir uns im Folgenden ausschliesslich halten wollen.

Man erhält aus dieser letzteren Formel unmittelbar:

cos A + sin 77 sin jt, — sin jt cos Q^ — sin ;r, cos

12) COS A* = </ ^, • > a • Q^ /, • ^r^ o • Q ^
•^ V (1 + s'w f — 2 sin ;: cos 0) (1 + ««»i ^r,"— 2 si« ttj ros 0,)

Wenn auch mittelst einer etwas weitläufigen Rechnung, im Ganzen jedoch ohne Schwierigkeit, lässt

sich aus dieser Formel auch ein bemerkenswerther Ausdruck für sin A' mittelst der Formel

sin A' = ^^ 1 — cos A''

ableiten. Man kann jedoch, wie es mir scheint, auf folgende Art kürzer zu diesem Ausdrucke gelangen.

Die Gleichungen der von dem Punkte auf der Erdoberfläche nach dem Weltkörper 5 gezogenen

geraden Linie sind

:

X— r cos V cos IST

r
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Theorie der Soii»eiifi>i,iler)iisse. der fhire/if/taii/e e(r. 2 I

jc — >• cos o eos 15 T
r
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212 J. A. Grunert.

X' fjL|'
—

fi' X,' = sin Tt (s?« a, cos Sj sin cp — sin 5, cos cp «/?? IS T)

— sin 7c, (s«H a cos 8 s/w <p — s«h o cos cp s/m 15 7")

-(- s/m a cos szre 8, — sin «j s?h o cos o,

^ (s?M TT sin «1 cos 8, — sin tc, sm a cos 6) sin cp

— (s^'m TZ sin 8, — s?re tt, sin 8) s/ra IS 7^ cos cp

+ sjw a cos 8 s?H 8, — sin a, s?« 6 cos 6,

,

fx'
/,' — •/.'

Pi' = — sm TT (^cos a, cos 8| s/« cp — sin 8, cos cp cos 13 T")

-\~ sin TTj (cos OL cos 8 sin cp — s/m 8 cos cp cos IS 7^
— (cos a cos 8 s«rt 8, — cos a, sm 8 cos 6,)

^ — (sin 7C cos ot, cos 8, — sin tt, cos a cos o) sm cp

-f- (sin TT si« 8| — sin tt, sm 8) cos IST" cos cp

— (cos a cos 8 sm 8, — cos a, sm 8 cos 8,)

und

/r _j_ Xi- -(- (jL!- := 1 4-,sm 71' — 2 sm tt {sm 8 sin cp + ^os 8 cos cp cos (a — IS 7^)}

^ 1 -|- sin 7u^ — 2 sm tt cos 6,

x,i • -|- X,"^ + |j.i''
== I + sin TT,^ — 2 sm tt, {sj« 6, sin cp -)- cos 8, cos cp cos (a, — IS 7)|

^ 1 + s/h TT,"— 2 s/y* TU, cos 6j.

Setzen wir jetzt also der Kürze wegen:

1 3) (A) = sin TT cos 8, cos cp sin (a, ^— IS T)

— sin TZi cos 8 cos cp sin (a — IS 7^

-|- cos 8 cos Ol sin ( a — ot,),

{^Li) = sin TT (sin ex, cos 6, sin cp — sm 8, cos cp s?« 13 7^

— sin Tt, (sm a cos 8 sm cp — sin 8 cos cp s«w 13 7^

-|- s«M a cos 8 sin 8, — sm «, sm 8 cos 8,

= (sin TZ sin a, cos 8, — sm tt, sin a cos 8) s/h cp

— (sin TT s/« 6, — sin tt, sm 8) sin 1 3 7" cos cp

4- s/« a cos 8 sm 6, — sin a, sm 8 cos 8,

,

(Jf) = s/h TT (cos cz, cos 0, sin cp — s/h 3, cos cp cos 13 7)

— sin TT, (cos a cos 8 sin cp — s/« 8 cos cp cos 1 S 7^

-j- cos o cos 6 sin 8, — cos a, sin o cos 8,

= (sin TT cos a, cos 3, — sin tt, cos a cos 3) s/« cp

— (sin TT s/w 6, — sin tt, s/w 8) cos 13 7" cos cp

-|- cos a cos 8 s/« 8, — cos a, s/« 8 cos 8,;

so ist

(Aj- + (/.J- + (iü)^
14) s/w A' = V-Ti = ä— o • A^ /^^ , 3 0- Q »•' •

T (1 + Sin Tf'—2 sin t: cos 0) (1 -f- sm ff,'' — 2 sin -, cos W,^

Bestimmt man sin A' nach der schon oben angedeuteten Methode aus der Formel 12) mittelst der

Formel

sin A' = V^i — cos Al^

so erhalt man einen anderen Ausdruck von sin A' , den ich auch für bemerkenswerth halte, und daher,

ohne die zu denselben führende etwas weitläufige Rechnung niitzutheilen, hier noch anführen will.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 'l 1 3

Sel/.t mnii nämlich der Kürze wegen

I 5) ,/ = sin A" -f sin ir* sin 0,' -|- sin t:,' sin H'

— 2 (sin TT — sin u, <"05 A) cos

— 2 (s/w TT, — sin TT fos A) cos 0,

— 2 sin TC 677/ IT, (cos A — cos cos 0,)

= sin A* + sin tz^ sin 0,~ -|- sin -,' .s/w 0"

— 2 s/ra TT (co« — cos A <ros 0,)

— 2 sü« TT, (co« 0, — cos A «-OS 0)

— 2 sin TZ sin 7t, {cos A — cos cos 0,),

so ist

'

V (i + si« n" — 2 sin k cos S) (1 + sin tt,^— 2 sin ;r, cos H,)'

i'brigens kann man die Grösse J auch auf folgende Art ausdrücken

:

1 7) J == (sin A — sin tt sin 0, — sj« tt, sin 0)'

— 2 sm TC {cos — cos (A— 0,)|

— 2 sin TT, {cos 0, — cos (A — 0)}

— 2 Sin TT sjw TT, {cos A — cos (0 — 0,)}

,

oder nach einer bekannten Zerlegung

:

18) J ^ (sin A — sin tz sin 0, — sin tt, sin 0)'

— 4 s«« TT sm i (A — — 0,) s/h I (A + — 0,

)

— 4 s/h TT, sin 1 (A — — 0,) sin I (A — + 0,)

+ 4 sin TT sin tt, s«/ I (A — + 0i) sm ä (A -[- — 0,).

§. 2.

Bezeichnen wir in dem Zeitmomente , welchem die Sternzeiten T und Z der Orte O und .4 ent

sprechen, die lineare Entfernung der beiden Weltkörper S und »S, von einander diireh E, so ist nach dem

Obigen

E' = (p cos a cos S — p, cos a, cos 8,)'

+ (p s/« a cos S — p, S2« a, cos 8,)^

-|- (p sin 8 — p, s/w 8,)^,

also, wie man nach leichter Rechnung findet:

^* = p^ -(- Pi" — 2 pp, {s/w 8 sin 8, + cos 8 cos o, cos (a — c/,)}.

Nach einer bekannten Formel der ebenen Trigonometrie ist aber

E' = p' + p,ä — 2 pp, cos A,

und folglich, wenn man diese Formel mit der vorhergehenden vergleicht:

19) cos A = sin 8 sin 8, -|- cos o cos 8, cos (a — a,),

mittelst welcher Formel man A aus a, 8 und a, , 8, berechnen kann, bei welcher Rechnung man sich zur

Erleichterung und Abkürzung bekannter Kunstgriffe bedienen kann , was einer weiteren Erläuterung hier

nicht bedarf.

§. 3.

Wenn wir jetzt in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente die dem Mittelpunkte der Erde

und dem Punkte auf ihrer Oberfläche entsprechenden scheinbaren Halbmesser der beiden Gestirne S, S,

respective durch D, Z>, und />', />,', bezeichnen, so ist offenbar
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also nacli 6):

214 J. A. Grunert.

20) p sin Z) = p* sin D\ p, sin i), = p/ sin /),';

sin D p'
J/

r^ + p**— 2rp cos

21)
<^ _______
«in Z), p,* y r~ + p^-— arp, co« t»,

_

sinDi^ p^ p,

^ = r 1 + sm Ti;" —^ s«w tt cos H,

oder nach 7);

sin D
\ sm

22)

.
„* = r 1 + s«n TT,^ — 2 sjH tt. cos H, :

folglich

si'w D sin D, ^ . ^

sin fl> sin ü ' ~ ' (1 + ««'* ^' — 2 siu TT COS B) (1 + **« ^i' — 2 sin -, ros 0,).

Daher ist nach 12):

231 cos A' = ^'" ^' ^'" ^ '^ (^OS A + S<« TT S?« TT, .s/h TT fOS 6, s/« TT, COH W),

st« /> Si« i>,

oder
,_ , . st« i3' sin D,^ sin D sin D,
24) = :

'-

:
,

cos A* cos A + sin n sin jr, — sin tz cos 6, — sin n^ cos H

oder

.,„- cos(i>' — fl,') — eos(ö' + fli')

4ö) -7
^ cos A'

2 sin D sin ö,

CO» A + siti t: sin t:^ — st« k cos Q^ — sin ffj cos B

Lässt man in der Formel
"'" ^ ^ f^T"+ sm tt' — 2 sin tz cos H
sin !>'

die Entfenuing p sich .dem Unendlichen, also

r
sm TT = —

P

sich der Null nähern, so nähert sich das Verhältniss oder der Quotient

sin D
sin i>'

üftenbar der Einheit. Wäre also der Weltkörper iS ein Fixstern, so würde man für den Bruch

sin D

sin U^

Überall, wo er vorkäme, die Einheit zu setzen haben. Dass man bei Fixsternen für Ü und Z)' selbst im-

mer Null zu setzen oder diese scheinbaren Halbmesser als verschwindend zu betrachten hat, versteht sieh

von selbst, und es ist also bei Fixsternen immer

sin D = 0, sin />' = und cos I) = 1 , cos IV = 1

.

Die obige Bemerkung, dass bei Fixsternen immer

sin D
sin Z>'

zu setzen ist, ist aber von Wichtigkeit, weil nur durch diese Bemerkung es möglich wird , aus der für den

allgemeinen Fall, wo die scheinbaren Halbmesser keines der beiden Weltkörper verschwinden, entwickel-

ten Formeln mit Leichtigkeit die Formeln abzuleiten, welche dem Falle entsprechen , wenn einer der bei-

den Weltkörper ein Fixstern ist, welches bekanntlich der Fall der Sternbedeckuugen ist.
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Theorie der Sonnenfinslernisse , der Durchgänge etc. 215

Wenn man D und daher auch /)' als verschwindend zu betrachten sich berechtigt halten darf, ohne

dass jedoch wie bei Fixsternen tc verschwindet, so muss man wegen der aus dem Obigen bekannten

(Jleichung

shi ü
V \ -\- sin TC' — 2 sin tc cos H

sin />'

für den Bruch

sin D
sin />'

Überall die Grösse

rl + sin TC^ — 2 sin tt cos B

setzen. Diese Bemerkung würde z. B. bei den Vorübergängen der unteren Planeten vor der Sonne An-

wendung finden können.

§• 4-

Für äussere und innere Berührungen der beiden Weltkörper, indem man immer den ersteren die

oberen, den letzteren die unteren Zeichen entsprechen lässt, ist offenbar in völliger Allgemeinheit

26) cos A' = cos (i)' ± />,*).

also nach 25)

:

cos fJ' — DiV) — cos (C + />/)

2 sin D sin D,

cos A + sin n sin ttj — sin t: cos 0, — sin ir, cos W '

oder, wie leicht erhellen wird:

„, cos(D^ T fliO .
2sinDsiuD^

cos (/>' ± 2>,') cos A + sin ;r sin ^r^ — si» ;r cos fc>, — siw itj cos

Auch ist nach 23) und 26)

28) fos (D + D.) = -^— (cos A + sin tc sin tc, — stn tt cos ö, — sin tt, tfo.s H),
-^

sin ü sin />,

oder

29) cos A + s/w TC sin tc, — s/« tc cos 0, — s?» tc, cos 6 |

sin D sin D, , _, »-> i^ (
^^ '

oder, wie man leicht findet:

30) cos A + sin tc sin tc, — s2m tc cos 9, — S2« tc, cos 6 i ^

+ sin D sin i), — sin D sin D, cot D* cot />,*
)

Will man aus dieser, wie ich glaube, sehr bemerkenswerthen Gleichung die dem Orte entsprechen-

den scheinbaren Halbmesser D\ i),' ganz eliminiren, so hat man zuvörderst nach 22) die Formeln:

31) )

Isin Z),'

aus denen sogleich

\cos D' = V^
32)

'

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



216 J' A. Grunert.

sin Z>i

folgt. Daher kann man die Gleichung 30) auch auf folgende Art ausdrücken:

34) cos A + 8in tc sin ttj — sm tt cos Öj — s«w tt, cos /

+ sin D sin Z>, — V(co8 D^ + «iw tc^ — Z sin n cos ö) (cos Z>,^ + sm tc,^— 2 sw? tu, cos 6,))

§. 3.

Es wird gut sein, zur Berechnung von Ü\ D^ auch zweckmässige Näheningsformeln zu haben, zu

denen man leicht auf folgende Art gelangen kann. Nach 31) ist:

sin />' = (! + sin tt — 2 sin tc cos 6) ' sin D,

sin Z)j' ^ (1 -[- sin -,^ — 2 sin tt, cos 0,) ' sin />,.

Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber
i —

i

(1 + sin TT^ — 2 sin tz cos Q^ ' = 1 1 -j- sin t: {sin tz — 2 cos 0)j

^1 ä Sitl TU (s/rt TT 2 t'OS 0) + I
««'« TC' («Mi TT 2 COS 0)' • • . ,

und folglich in Bezug auf sin tt bis auf Glieder der ersten Ordnung genau

:

(1 + sin TC^ — 2 sin tt cos 0) ' = 1 + s'" ^ cos 0,

so wie ganz eben so in Bezug auf si're ttj bis auf Glieder der ersten Ordnung genau:

(1 + sin TT,^ — 2 sin tt, cos ©j) ' = 1 + sin tt, cos 0i.

Also ist nach dem Obigen in Bezug auf sin ir und sin tZi bis auf Glieder der ersten Ordnung genau

:

isin i)' = (1 + sin tc cos 0) sin D,

oder

folglich

d. i.

33) ,

,

- .

hin Dl = (1 + sin ttj cos 0,) sin Z),

;

sin D*
.

„——;- = 1 + sin - cos ,

sm ü
sin D^^ . , . ,_>—;—;— ^ 1 + Sin TT, COS 0,;

sin D^ — sin D . ^.= sm TT COS tt.

«in D^* — sin D
-— sin TT, cos 0,;

Nun ist

also

folglich

2 «i« i(D — fl') cos A (fl + 2)') . ^!_1 ;-^' !J^ i = — sm TC cos ,

sjn />

2 si« I (g, -i>.') cos| (Z>, + Z>,') = __ sm TT, cos 0,.

Si» i>j

D -^ D' = 2 Ü — iD — D'),

D, + A' = 2 A — (A — A')5

i (Z) + Z>') = i> --!(/> — />'),

J(/), + />,') = />,— l(A — A');

cos I (Z> + /)') = cos D cos k (Z> — />') + sm D sin I (Z) — D') ,

cos i (Z>, + Z>,') = cos Z>, cos h (Z), — Z>,') + sin D^ sin \ (Z), — Z>/).

1
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 217

Weil nun \ {D — jD') und \ {l)^ — />,') der Null sehr nahe kouuncnde Grössen sind, so ist

näherungsweise, und zwar in Bezug auf diese Grössen bis auf Glieder der ersten Ordnung genau

:

cos 1 {D + i>') = cos D + sin D sin k (D — D'),

cos i (i), + /),') = cos Z), + 67« Z>, sin 1 (ö, — /),');

folglich mit demselben Grade der Genauigkeit

:

sin i (D — D') cos i {D + />') = sink {D — D') cos D,

sin h (/),— i),') cos k (/>! + i>,') = sin k (Z), — i),') cos Z),.

Daher ist nach dem Obigen näherungsweise:

2 sin k (D — Z)') cot D = — sin tt cos Ö ,

2 s/rt ä (Z), :— Z),') cot Z>, ^ — si« tt, cos Ö, ;

also

(sm 2 (Z) — Z)') = — k sin tc cos G fang D,

\sin i (Z), — Z),') = — 2 sin tt, cos 0, fang Z),

;

welche Formeln zur Berechnung von Z>' und Z?/ aus D und Z), sehr bequem sind, in sofern man sich die

obigen Vernachlässigungen gestatten darf.

§.6.

Wenn iS ein Fixstern ist , so ist sin - = zu setzen, und die Forme) 1 2) wird also in diesem Falle

:

cos A — sin r^ cos

37) COS A = |/ 1 + sin ;r,a — 2 sin ;ri cof^
'

oder weil nach 22) bekanntlich

si« J^i \/~\—;

: 3
Vi
—

'• TT——7-r- = K 1 -f- S171 -, 2 Sin TT, COS ö.
sm D\ ' <

ist:

38) cos A' = .
' (cos A — sin tt, cos 6)

oder

o9) cos A — s?/i TT, cos H = S^M jW ,
-: .

Für eine Berührung ist in diesem Falle offenbar A' = ^,', also

40) cos A — siti TT, cos = sin Z>, co^ Z>,'

oder

41) cos A — sin tt, cos — sin Z>, co^ Z>,' = 0.

Weil nach 33)

^ j
V cos Dj* + «in TT,^ — 2 sin tTj cos 0,

ist, so kann man die Gleichung 41) auch auf folgende Art ausdrücken:

42) cos A — sin tt, cos — V cos Z>,'^ -|- sin Tt,' — 2 s«h tt, cos H, =
oder

43) cos A — s«« TT, cos = K cos Z)," -f- sin it,'' — 2 s/w tt, cos 0i.

Aus 34) ergibt sich diese Gleichung unmittelbar, wenn man sin - = und, wie es hier erforder-

lich ist, ausserdem sin Z) = 0, cos D = 1 setzt.

Denkschriften der mathein.-naturw. IM. VII. Bd. 28
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^jS J- A. Grilliert.

Drittes Capitel.

Allgeiiieiiie Daislelliiiig der Berechiiuiig der Erscheinungen einer Bedeckung für einen gegebenen Ort

auf der Erdolierfläche').

§• I-

Der gegebene Ort auf der Erdoberfläche, für welchen die Erscheinungen einer Bedeckung berechnet

werden sollen, sei wieder U. Da dieser Ort als gegeben betrachtet wird, so sind seine Länge L in Beziehung

auf den Meridian des Ortes A, fiir welchen die Ephemeriden berechnet sind, als Anfang der Längen, und

seine geographische Breite cp gegeben.

Dies vorausgesetzt, kommt es nun zunächst darauf an, die Zeiten des Anfanges und Endes der Bedeckung

zu bestimmen. Diese Zeiten sind aber die Zeiten der äusseren Berührungen der beiden Weltkörper, so

wie dieselben von dem Orte aus gesehen werden, und lassen sich also nur dadurch ermitteln, dass man

die Zeiten bestimmt, welche der aus dem Obigen bekannten Gleichung (Cap. il, §. 4, Nr. 30)

eon A -j- sin tt sin tt, — sin tc cos 8j — sin Tt, cos 6/ ,

-f sin D sin D^ — sin D sin /), cot D^ cot D^)

oder der Gleichung (Cap. II, •§. 4, Nr. 34)

ros A + sin :: sin ir, — sin t: cos Sj — sin 7t, cos Q In
4- sinD sin i>, — r (cos D' -f- sin tt" — 2 sin tt cos 0) (cos Di\ + sin tc,^ — 2 sin tt, cos 8,) j

an deren Stelle in dem Falle, wo der eine der beiden Weltkörper, nämlich S, ein Fixstern ist, die Gleichung

(Cap. II, §. 6, Nr. 41)

cos A — sin TT, cos 8 — sin D^ cot i>,' =
oder die Gleichung (Cap. II, §. 6, Nr. 42) ^_ ^

cos A — sin TT, cos 8 — V cos B^ + ««m tz^ — 2 sin ir, cos 8, =
tritt, genügen. Jedenfalls wird es bei diesen Rechnungen am zweckmässigsten sein, die Sternzeit 2^ des Ortes

A, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, zur unbekannten Grösse zu wählen, und man wird demzu-

folge im Obigen

cos A = sin 3 sin o, -|- cos o cos ö, cos (a— a,),

cos = sin 8 sin ^ ^ cos d cos
<f

cos (a — L — 15 2:),

cos 8, = sin §1 si7i cp -|- cos 6, cos cp cos (a, — L — 1 ö J)

;

ferner

,
sin D

sin 1) =

sin i)/

V 1 + sin t:^ — 2 sin ir cos 6 '

sin fl|

V 1 + sin jr,^— 2 sin ttj cos Ö,
'

oder näherungsweise

sin 2 (D — />*) = — a sin r. cos 8 tanff D

,

sin l (Dl — -D/) = — I sin tt, cos 8, tant/ i>,

setzen.

Da die obigen Gleichungen in Bezug auf Z als unbekannte Grösse transcendcnt sind, und die Grössen

ot.a, : 0,0,; Tr,T:, : U, D, von S! abhängen, so ist natürlich die Auflösung dieser Gleichungen nur durch

') Die in §. 8. aufgclöslon Aul'salicn uns der Tlieorii' der Bedcclcungcn fiir die Erde üherhaiipt sind nur ^'an?, kurz behandell worden,

da sie nicht unbedingt zu dem in diesem Capilel behandelten Gegenstande geluircn, so wichtig sie auch an sieh sind.
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Theorie der SonnenfiitMeruisae. der Jhn-ehf/iiiifje etc. 219

successive Aiiiiähcrung'cn möglich; iniless wird man bei tiem gegeiivvärtigeii Zustande der Astronomie die

Zeit % immer schon so nahe kennen, dass es nie grosse Schwierigkeiten haben kann, die obigen Gleichungen

genau zu ert'iillen, wenn dies überliaupt möglich ist. Hat man aber 2! gefunden, so ist es immer auch

leicht 7' zu bestimmen, was wir hier, der Kürze wegen blos auf Cap. I, §. 2 verweisend, nicht weiter

erläutern wollen.

Ob überhaupt an dem Orte eine Bedeckung eintritt oder nicht, wird sich immer daraus von selbst

ergeben, ob die Erfüllung der obigen Gleichungen möglich ist oder nicht.

Ist es aber möglich gewesen, die Zeit 2 so zu bestimmen, dass die obigen Gleichungen erfüllt werden,

und hat man zwei dieser Bedingung genügende Werthe von % gefunden, so wird natürlich immer das

kleinere .'J dem Eintritte, das grössere % dem Austritte entsprechen. Wollte man aber, ohne schon beide

Werthe von % zu kennen, für einen derselben ermitteln, ob er dem Eintritte oder dem Austritte entspricht,

so würde man für eine ein wenig spätere Zeit als % nach den im vorhergehenden Capitel entwickelten

Formeln die scheinbare Entfernung A' der beiden Weltkörper für den Ort 0, so wie auch ihre scheinbaren

Halbmesser />', /),' für denselben Ort berechnen, und untersuchen, ob

A' < />' + />,' oder A' > />' + D^'

ist, indem die Zeit % im ersten Falle otl'eubar dem Eintritte oder dem Anfange der Bedeckung, im zweiten

Falle dem Austritte oder dem Ende der Bedeckung entspricht.

Ist der eine der beiden Weltkörper, nämlich S, ein Fixstern, so verschwindet /)', und die beiden

obigen Bedingungen des Eintrittes oder Anfanges und des Austrittes oder Endes werden also in diesem

Falle respective:

A' < Z>,', A> > />/.

Hat man auf die vorhergehende Weise die Zeiten des Anfanges und Endes der Bedeckung ermittelt,

so wird es zunächst ferner von Interesse sein, die Zeiten des Anfanges und des Endes der ringförmigen

Bedeckung zu ermitteln, worüber aber im Allgemeinen ganz Dasselbe zu sagen ist, was im vorhergehenden

Paragraphen über die äusseren Berührungen gesagt worden ist, indem an deren Stelle jetzt die innere»

Berührungen , und daher an die Stelle der im vorhergehenden Paragraphen zu erfüllenden Gleichungen

jetzt die Gleichungen

cos A -f- -s*» T^ sin TT, — siji - cos (:), — sin tt, cos 0) „

— siti D sin D^ — sin D sin Z>, cot /)' cot />,'(

oder

cos A -|- sin TT sin tt, — siii tt cos H, — sin tt, cos B
j

— sin I) sin />, — y (cos Ü' -{- sin ir" —- 2 sin tt cos 0) (cos Z),^ -|- sin tt,^ — 2 sin tt, cos H, )i

treten.

In sofern sich diese Gleichungen erfüllen lassen oder nicht, ist die Bedeckung ringförmig oder nicht.

Hat man zwei den obigen Gleichungen genügende Werthe von % gefunden, so entspricht der kleinere

Werth von ^ natürlich dem Anfange, der grössere Werth von ^ dem Ende der ringförmigen Bedeckung.

Wollte man aber, ohne schon beide Werthe von % zu kennen, für einen derselben ermitteln , ob er dem

Anfange oder dem Ende der ringförmigen Bedeckung entspricht, so würde man für eine ein wenig-

spätere Zeit als % die entsprechenden Werthe von A' und />', />,', natürlich für den Ort 0, mittelst der

bekannten Formeln berechnen, und untersuchen, ob rücksicht lieh des abs oluten Wer thes von

D^ — />/, was man wohl festzuhalten hat,

A' < /)' — A' oder A' > /)' — />,'

28'
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220 J. A. Grüner f.

ist, indem die Zeit % im ersten Falle dem Anfange, im zweiten Falle dem Ende der ringförmigen Bedeckung

entspricht.

Absichtlich habe ich vorher blos von ringförmigen Bedeckungen gesprochen. Nach dem gewöhn-

lichen astronomischen Sprachgebrauche muss man aber eigentlich noch zwischen totalen und ringförmigen

Bedeckungen unterscheiden. Ob aber nach diesem Sprachgebrauche die Bedeckung total oder ringför-

mig ist , wird sich immer leicht und sicher entscheiden lassen , wenn man für die Momente der inneren

Berührungen, die wir vorher zu bestimmen gelernt haben, die scheinbaren Halbmesser der beiden Gestirne

in Bezug auf den Ort berechnet, und dieselben in gehöriger, sich leicht von selbst ergebender Weise-

mit einander vergleicht, was auch noch zur Bestimmung anderer Umstände einer Bedeckung dienen kann,

wie hier nicht weiter erläutert zu werden braucht.

§. 3.

Wichtig ist es jetzt ferner die Zeit % zu kennen, wo die scheinbare Entfernung der beiden Welt-

körper von einander an dem Orte ein Minimum wird. Diese Zeit wird man erhalten, wenn man die-

selbe so bestimmt, dass der Bedingungsgleichung

4^ =
genügt wird, wo es nun darauf ankommt, diese Bedingungsgleichung für den praktischen Gebrauch

gehörig zu entwickeln.

Zu dem Ende haben wir nach Cap. 11, §. 1, Nr. 12) die Gleichung

cos lA* ^ (1 + *'« "^^ — 2 sin TT cos 6) (1 + sin tt/ — 2 sin ttj cos 6,)

= cos A -\- sin TT sin ttj — sin tc cos 6i — sin tt, cos 6,

welche, nach 'it differentiirt und dabei

dX

gesetzt, die Bedingungsgleichung

cos

—— (^cos A -j- sin TT sin tt, —- sin r cos Sj — sin tt, cos 0)

rf^ r (^ H~ •^"* ^^ — 2 sin TT cos 9) (1 + siti tTj" — 2 sin t:, cos 6,))

liefert. Nun ist aber

~— {cos A -j- sin TC sm tc, — sin tt cos Öj — sin tt, cos 6)

.dA ^ d n= — Sin A -— -)- cos TT i^sin tTj — cos Ui) —

-

+ COS TC, (sin TT — cos u) —
+ sin TT. sin ö —- + sin tt stn Hi -r;-dX ' ^ dS

und
d ^ ,

^ F (1 -{- sin -K^ — 2 sin tc cos 6) (1 + sin tt,' — 2 sin ttj cos 6,)

( . „ . ( .
rfi^i

. . <iöi) "l

\ (1 + si" IT" — 2 s«M Ji eos 0) < cos :rj (sin Ttj — cos ©i)
— 1- sin ;tj sin 0, ^> /

\ ( .
dx , d& }

'

1+ (1 + sin jr,- — 2 sin rr, cos 0,) < cos re (sin r. — cos 0) -— + sin a sin — >

f dX dX ).

V Cl + *"' ''^— 2 sin TZ cos 0) (1 + sin n^— 2 sin re, cos 6,)

Führt man dies in die obige Bedingungsgleichung ein, und setzt zugleich
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge elc. 221

AI COS A + sin n sin iT] — sin k cos 0, — sin ir, cos

y (l + siH 71- — 2 «1« r cos f)) (1 + Ä»i TT,'- — 3 sin ir, cos 0,)

SO orhiill mau nach einigen Reductionen zur Ueslimniung von 5; die Gleichung:

= 67« a —

:

dA.

cos 0, — cos A CO« + sin k (cos A — cos cos 0, ) — sin n, sin 0- d !^

+ COS u — •. —
1 + Sin K^ — 2 sin it cos dX

eosQ — cos A cosQf -}- sin n^ (cosA — cosQ cosBA — sin tt sin 0," rfn,

+ COS TT,

+ sin e

+ sin 6,

oder die Gleichung:

1 + sin ff,- — 2 sin n-, cos 0, d X

sin T! (cos A — st« jr cos 0,) — sin 7:^ (1 — sin tt cos 0) rf0

1 + si» ff^ — 2 sin ff cos ' dX

sin ffj (cos A — «in ff, cos 0) — sin ff (1 — «i« ff, cos 0,) d0,

1 + sin ff," — 2 Si« ff, cos 0,
' dX

„ rf cos A

cos 0, — cos A cos 4- süi ff (cos A — cos cos 0,) — sin ff, sin 0- rf sin

+

+

i + sin ff^ — 2 sin k cos & d X

cos 6 — cos A cos 0, + sin ff, (cos A — cos cos 0,) ^ sin ff sin 0,^ dsinn,

1 + «i» ff,^ — 2 si« ff, cos 0,
' d X

sin ff (cos A — sin tc cos 0,) — sin ff, (1 — sin ff cos 0) rf cos

1 + sin ff" — 2 sin ff cos '
rf J

sin ff, (cos A — sin ff, cos 0) — siji ff (1 — sin ff, cos 0,) dcosQi

1 + sin ff, ^ — 2 si« ff, cos 0, dX

Dass man auch diese Gleichungen nur durch Näherung auflösen kann , versteht sich von selbst.

Die meiste Bequemlichkeit scheint mir indess die zweite Gleichung darzubieten, indem man die Differential-

quotienten

d cos A d cos d cos 0,

rf S ' rf I ' d% '

natürlich auch nur näherungsweise, wie dies bei diesem Gegenstande nicht anders möglich ist, unmittelbar

aus den bekannten Formeln

cos A = sin 8 sin o
, + cos o cos o, cos (a — a,),

cos 6 = sin sin cp + cos ö cos cp cos (a — L —• 15 X),

cos 9, = sin S, sin cp + cos o, cos cp cos (a, — L — 1 5 2i)

mittelst der zu Grunde gelegten Ephemeriden, auf welche sich die Zeit ^ bezieht, eben so wie aus diesen

Ephemeriden die Differentialquotienten

d sin ff d sin ff,

d% ' d%
berechnen kann.

§• 4-

Von grosser Wichtigkeit, namentlich für die Beobachtung der Bedeckungen, ist es nun ferner, die

Lage der scheinbaren Berührungspunkte der beiden Weltkörper im Räume zu kennen, um im Stande zu

sein , bei den Beobachtungen im Voraus sein Augenmerk auf diese Punkte zu richten. Ich werde daher

diesen Gegenstand im Folgenden mit aller Strenge zu erledigen suchen.

Alle Zeiten und Elemente beziehen sich hier auf den iMoment einer Berührung , wobei wir natürlich

voraussetzen, dass diese Zeiten nach der im Vorhergehenden gegebenen Anleitung bestimmt worden seien.
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222 J- -^- Grunert.

und daher auch die diesen Zeiten entsprechenden Elemente der beiden Weltkörper als bekannt angenom-

men werden können. Die Coordinaten des Ortes auf der Erdoberfläche bezeichnen wir wie früher durch

X, r. z

und die Coordinaten der beiden Weltkörper durch

3e, ?), 3: 3e., g)., 3.;

natürlich auch hier wieder in Bezug auf das System der xyz. Dies vorausgesetzt ist bekanntlieh:

iX = r cos ^ cos IS J" = r cos cp cos (Z + 15 3;)

,

1 ) \Y ^= r cos ^ sin IS T = r cos cp sin {L + 1 S 3;)

.

[Z = r sin cp = / sin cp

lind

(X = p cos ex cos 6, 3£, = p, cos a, cos ö,,

2) <^ ^ p sin a cos o, ^, == p, sin a, cos o,

,

'3 = P s«« 2; 3i = Pi «"' Öl-

Denken wir uns jetzt durch den Punkt oder {XYZj) auf der Erdoberfläche ein dem Systeme der

xyz paralleles Coordinatensystem der x^y^z^ gelegt, und bezeichnen die Coordinaten der beiden Weltkörper

in diesem Systeme respective durch

3e', r, 3'; ^.', 8).\3,';

so ist nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten:

ri _ Y Y ¥ ' — ¥ Y-

8)' = ?) - F, g).' == g). - r;

3' = 3 - -^, 3/ = 3. - ^-

Bezeichnen wir die 180" nicht übersteigenden Winkel, welche die von dem Punkte auf der Erd-

oberfläche nach dem scheinbaren Berührungspunkte der beiden Weltkörper gezogene gerade Linie mit

den positiven Theilen der Axen der x,y, z oder x\ y\ ;' einschliesst, respective durch P,Q,R-, so ist nach

einer bekannten Formel der analytischen Geometrie:

S* S)' -3'

cos D^ = — cos P 4- -7 cos Q -\- -r cos R,

Weil aber bekanntlich

cos D' ^% cos P + ^ cos Q + ^co8 R.
Pi' Pi Pi'

1 1 sin fl' 1
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durehf/änfie etr. 223

1111(1

!Ai = cos «1 cos ö, — sin vt, cos 9 cos Vö T
== cos a, cos 0, — s/?« TT, cos cp r«« (^ + lü !?).

ß| = a/h «i fOi' Ö| — 67« TC, cos <p 67« 1 5 7'

= sin ot, fos 8, — sin tc, cos 9 sin (L -{- 15 3;),

C| = sin 6| — s/h TT, sin cp

setzen, nach dem Obigen:

j.-l cos P -\- B cos Q + C cos R = sin I) cot D\
'^^

J, cos P + Bi cos Q + r, cos ß = sin '/>, ro/ />,'.

Ist ji-fzt

ä:i- + % + iVi + // =
die Gleichung der durch den Punkt und die Mittelpunkte der beiden Weltkörj)er gelegten Ebene , so ist

hX + i/F + iVZ + ^ =
und

K3i + iI/2) + Nß+ H = 0.

/rae. + 7m + iV3, + Ä = 0;

also

A-(3e - X) + i/(g) - F) + iV(3 - Z) = 0.

A' (X, - X) + i/ O, - F) + ,V(3, — Z) = 0:

d. i. nach dem Obigen

oder

also nach dem Obigen

A'3t' + 31^' + A'3' = 0.

Al£/ + iJig)/ + iV3/ =

VI mi Ol

K- -\- 3r^ ^ N - = 0,
P p p

¥ ' Sil ' C! 1

Pi Pi Pi

JA' + ÄiJ/ + CN = 0,

.4,A' + B^M + CiiV = 0.

Die Gleichungen der von dem Punkte nach dem scheinbaren Berührungspunkte der beiden Welt-

körper gezogenen geraden Linie sind:

^ x—X_y—Y_% — Z

cos P cos tj cos H

und da diese Ijinie nothxvendig in der durch die Gleichung

Kr + Ml/ + iV^ + ^ =
oder

K^x-X) + ßlCy— F) + iV(t.-Z) =
charakterisirten Ebene liegen muss, so hat man die Gleichung

A'cos P + M cos Q + N cos R = 0.

Aus den Gleichungen

AK + B3I + CN = 0.

AJi + B^M + C^N =
folgt

:

(5C, — CB,) K = (BC, ~ CB,) A.

iCAi — ACi) K = dBCi — CBi) 31.

(.4ß, — BAi) K = (RC, - CBi) X:

•o"
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224 «/• -4. G runer t.

oder

^BC,— CBd M = iCA^ — AC^) K, (BQ — CB^) N = (^5, — BA,) K,

(CVl, — jr.) M = (C^i — ^C.) if, oder (C^, — ^ C.) iV = (^5, — 5^,) il/,

(yl5, — 5.4.) # = (Cyl, — AC,~) N; (AB^ — BA^ N = (ilß.— Ä^,) N.

Mulliplicirt man nun die Gleichung

K cos P + M cos Q -\- N cos B =^

nach und nach mit

ßr, — CB^, C.l, — ACt, ABl — BA,:

so erhält man mittelst des Obigen sogleich:

K \iBCi — CBi) cos P + iCAi — AC^) cos Q + (^5, — B A^) cos /?} = 0,

M i(^BQ — CBi) cos P + (C.4, — ^(7.) ros {? + (^ß, _ 5^,) «-os 7?} = 0,

iV {(ÄC, — ^Ä,) cos i* + (rj, — ^Q ras Ö + iABi — i?yl,) ras Ä} = 0;

woraus sich, in sofern K, 31, N nicht zugleich verschwinden, die Gleichung

(5(7, — CBi) cos P + (6'J, — /IC,) ras Q + (JZ/, — 5 J,) ras Ä =
ergibt.

Daher haben wir jetzt zur Bestimmung von cos P, cos Q, cos B die drei folgenden Gleichungen des

ersten Grades:

A cos P -\- B cos Q -\- C cos R ^= sin D cot />'

,

J, cos P -{- Bx cos Q + Cj ras R = sin Di cot i),',

(^BC\ — CBi) cos P + (CAi — JQ cos Q + (.45, — BA^) cos Ä = Ü.

Will man aus diesen drei Gleichungen cos P bestimmen, so verfahrt man am besten auf folgende Art,

Wegen der beiden ersten Gleichungen ist:

(.45, — BAi) cos P — (BCi — CBt) cos B = B^ sin D cot D^ — B sin Dicot Z),',

(^r, — CBi) cos P— (BCi — CPi) cos P = 0,

(CAi — ACi) cos P — (BCi — CBi) cos Q = — C\ sin D cot D' + C sin /), cot Z>,'.

Mulliplicirt man diese drei Gleichungen nach der Reihe mit

ABl — BAi, BCi — CBi, C.4, — ACi

und addirt sie dann zu einander, so erhält man vermöge der dritten Hauptgleichung

:

\iABi — BAiY + (5(7, — CBif + (CAi — ACif] cos P
= {5, (.45, — BAi) — r, (6'.4, — JT,)} sin D cot D'

— {B (J5, — 5.4,) — C ((7.4, — .4(7,)} sin Z>, cot />,'.

Ueberhaupt erhält man auf diese Weise

:

\B, (AB, — BA,) - C, (CA,— AC'i)| sin D coi D' - |ß (AB,—BA,) - C (CA, —AC,)]sinU, cotD,^
cos P =

cos Q =

cos R =
oder

ras P =

cos Q ==

,;os 5 = (^AÄ, — BA,)- + (BC,-CB,)ä + (CA, - A C,)-

{C, (BC.
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Theorie der SonnenfinHtcrnisHc, der Durrlifiiiiiuc ele. ^25

Set/AMi wir

iU = .4.4 + BB + CC,

[U, = .4,.4. + B,B, + C,C,

und

7) r= .4.4, + /?/?, + rr,:

so ist. wie man leicht lindet

:

{AU^—A^V) sin D cot D^ — (A V— ^, tO »'" ^i '"' ^i

'

ros Q =
{AB^-BA^y + {BC, — CBty + iCA^-ACtY'

(B L\ — ß, V) sin D cot />' — (ß F — ß, {/) «« />, <o< ß,«

(.4ß, -ßAJ' + (ßC, — C'ßi)» + (C.4, -.4C,)- '

(Ct/, — r,K) sm ö CO* />» — (rr- C, {/)«>«/>, cot I)^^

(Aß,- ßA,)ä + (ßCj — Cß,)3 + {CA^ -AC,y '

Rüttelst leichter Rechnung findet man

U^AA-irBB + CC^ 1 + sin tt" — 2 sin iz cos H,

Ui = .4i.4, + ^1^1 + A^i = 1 + s«»« J^i' — <i *«'« TT, cos 6,

und

V = AAi -\- BBi -{- CC) = cos A + sin - sin -, — sin ir cos 0, — .s7« tt, c/)s H.

Es ist aber bekanntlich

sin D \~
1 + Sin TT — 4 stn TT ("OS H =

1 ,'

\sin D^) '

• >.»• /i i *'" ^1 1*

j + sm Tr," — 4 s«?i TT, cos t), = 1 ^ 1

ysuiDj'J

und nach Cap. II, •§. 1, Nr. 12)

A
, . . . /

1

. r\ VI *'" ^ *'" -^1

COS Zl + Se« TT SIM TU. Stn tt cos O, — Si« TT, cos O = CO« ü .„..„, .

sinD'sinOj^

.\lso ist

und

tolgjich

9) ^^ = cos ^'
. nt n\ '

sin U^ sin D^^

(A Ui — A)V) sin D cot D' — (.4 V— J, ^) sm Z), cot />,'

= .4 . ,

.

——7 (cos /> — cos A cos />, )
su( />' \sinD^'J ^

sin D, ( sin />>'-. _
,

.
, ^,,^

+ ^' -^ (-^-mt) (^ö« ^1 — ^0« ^ ^'0« ^ )

< • n • ni /- ni \i n i^ sin ü sin D,= A sin ü) sin I) {cos 1) — cos a cos Z>, ) (sinD^sinD^^ )•

, . T^ . r, 1 r n I AI ril-, *'" ö *'" ^1+ .4, sin D sm 1), (cos D, — cos /A cos U) ^ . ,.. . „ , , :

{^sm U' sin JJ^^)-

und da min aus Cap. 11, •§. 1, verglichen mit dem Vorhergehenden, wenn man berücksichtig!, dass die

dortigen

y. , k .
l).

; x, , A| , ji,
,

mit

A,B,C; -4„ B„ C,

rücksichtlich der absoluten Werthe ganz übereinstimmen, sich leicht ergibt, dass

(AB, — BA,y + iBC, — CB,y + (6.4.-.4 r,^
— f sin D \- /sin D, \" . . ., . r> . n . a . > ""'" D sin ü.~

-^-TTT K-m ««« ^ = ««« 't) si« Z>i sin A«- -„,.-, ,.„

Denkschriflon der inatliem.-naturn-. C'l. VII. Dd. 29

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



220 J. A. Grunert.

ist, so ist

_ A sin Di sin O' (cos />' — eos A' cos ö/) + A, sin D sin D, ' {cos ö,* — cos A* cos />')

COS 1 "
'* X^ I ^^ i . . r, •

Sin U sin JJi sin Ai ^

Aus diesem Ausdrucke von cos P erhält man cos Q, cos R, wenn man in demselben für A respeetive

B, 6' setzt; und man erhält daher für

cos P, cos Q, cos R
die folgenden Ausdrücke:

sin D' sin />,*

A (cos Z)' — vus A' cos fl/) + A, (cos fli' — cos A' cos D')
sin D sin />,

COS P = —_
1

,

sin A
'

"

sin D' sin ö,* _,
B (cos fl' — eos A> cos ö,') + ß, —, (cos />,' —- cos A' cos Ö'J

sin D sin öj
fOS Q = — ;

,

S!« A*'
sin W sinD,^

C (cos D' — cos A' cos ö,*) + T, (cos i>,' — cos A» cos D^)
sin D sin D,

cos R = —
\

7,
•

sin A'"

Setzt man der Kürze wegen

10) /
'"'^,

i

^ _ smfl/ ^ , _ ^^^ ^, ^^^ ^,
\ Sin i*!

so ist

AG + A,G,
COS P =

SfM AI

11) < cosÖ = -^-.—

'

' Sin A'

CG + 0,G,
COS /{ = —

.

sin AI

Diese Formeln, in V^erbindung mit 3) und 4), halte ich für sehr bequem; überdies sind dieselben völlig

genaue Formeln.

Wie man sich in dem Falle , wenn der eine der beiden VVeltkörper ein Fixstern ist, zu verhalten hat,

ist aus Cap. II, §. 3 bekannt und braucht hier nicht weiter erläutert zu werden.

Die Gleichungen der von dem Punkte nach dem scheinbaren Berührungspunkte der beiden Welt-

körper gezogenen geraden Linie sind nach dem Obigen:

12):'-I^= ^^il = ^^.
cos P cos Q cos R

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser Linie in dem Systeme der x^y^z^

durch X,^,^ und dessen Entfernung von dem Punkte durch r; so ist

je = V cos P. i; = r COS Q, 1^
= X cos R.

Sind nun aber (a), (ö) die sogenannte scheinbare Rectascension und Declination des Punktes (l^O u'id

also auch des scheinbaren Berührungspunktes der beiden Weltkörper ;. so ist

X = t cos (a) cos (o), 9 = V sin (a) cos (8), j = r sin (o).

Also ist nach dem Obigen

cos (a) cos (o) = cos P, sin (a) cos (3) = cos Q, sin (o) = cos R;

woraus die folgenden Gleichungen fliessen:

13) sin (o) = cos R, cos (a) = ——
-, sin (a) = ——

-;-> ^ -' ^ -' cos (a)
-^

cos (ö)

mittelst welcher (a) und (o) ohne alle Zweideutigkeit berechnet werden können. Auch ist

M , -^ y ^ ''OS Q
\i)tanff(a^ = ^.
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227

Weil man die Sternzeiton T und X der Beriihning- kennt, so kann man ans (a) und 7' leicht den

Stundenwinkel des scheinbaren Berührungspunktes der beiden Weltkörper ableiten , und ist man also im

Besitze eines parallaklisch aulpesteliten Fernrohres, so ist es, weil num den Stnndenwinkel und die schein-

bare Declination des scheinbaren Berührungspunktes kennt, leicht, auf denselben das Fernrohr zu richten,

und sich so vollständig auf die Beobachtungen vorzubereiten. Aus dem Stundcnwiukel , der scheinbaren

Declination des scheinbaren Berührungspunktes und der Polhöhe des Beobachtungsortes kann man aber auch

leicht das Azinuith und die Höhe des scheinbaren Berührungspunktes finden , und würde also auch auf den-

selben leicht etwa das Fernrohr eines Theodoliten richten können , wenn man nicht im Besitze eines paral-

laktisch aufgestellten Fernrohres wäre. Da es sehr wichtig ist, sich auf die Beobachtung einer Bedeckung

gehörig vorzubereiten, so habe ich mich bei dem Vorhergehenden etwas länger aufgehalten, als dies sonst

geschehen sein würde.

§. 5.

Wir wollen dem Vorhergehenden in diesem und den nächstfolgenden Paragraphen nun noch einige

Betrachtungen hinzufügen, welche nicht unmittelbar hierher, sondern eigentlich schon zu der Theorie der

Bedeckungen für die Erde überhaupt gehören. Indess werden diese' Betrachtungen geeignet sein, die

verschiedenen Wege näher zu zeigen, auf denen man zu der Aullösung der in der Theorie der Bedeckungen

überhaupt vorkommenden Aufgaben gelangen kann.

Die Gleichung der Ebene des Horizontes des Punktes in dem im vorhergehenden Paragraphen stets

festgehaltenen Zeitmomente ist nach Cap. I, §. 5, Nr. 22) bekanntlich

:

Xx + Yy -Zsi _ ^

Weil aber der Punkt 0, dessen Coordinaten X, Y,Z sind, auf der F^rdoberfläche liegt, so ist

XX + YY
,

2Z ^

und die Gleichung der Ebene des Horizontes von ist also auch

:

J\r(.r-Jf) + Yjy-Y) Z (z^Z) _

oder

Xix—X) + YQ,-r) + "^ZCz—Z) = 0,

oder

ZjX(_x-X) + YOj-Y)} + Ziz-Z) == 0.

Bezeichnen wir nun die Höhe des scheinbaren Berührungspunktes der beiden Weltkörper an dem Orte

durch ^, so ist, weil die Gleichungen der von nach dem scheinbaren Berührungspunkte der beiden

Weltkörper gezogenen geraden Linie bekanntlich

x — X y — i' z—Z

vos P cos Q cos R
sind, nach den Lehren der analytischen Geometrie, wie man leicht findet:

/2

sin ^^

Es ist aber

{X cos P + Y cos Q + Yz^ ""^ ^^'

X^ + *- + ^ Z^

+ r = «^(i-f).

29
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•

J. A. Grün er f.

alsf»

tolgflicli

r+r + ^^' = «Mi-i(i-i^z^)[:

X cos P + Y cos Q + — Z cos R

Sin .^ = +

Soll null die Berührung der beiden Weltkörper im Horizonte von erscheinen, so muss die Bedinguiigs-

gleichung

X cos P + Ycon Q -]- '^ Z cos R =
o~

erftillt sein. Führen wir in diese Gleichung die aus dem vorhergehenden Paragr.aphen bekannten Aus-

drücke von cos P, cos Q, cos R ein, so wird dieselbe

:

oder

oder auch

iAG + A,G,) X + iBG + B^G,) Y ^ ^ (CG + C,G,) Z=

(AX+ Br+"^ CZ) G + (A,X^ ^.I'+
iJ <"i^) Gi = »^

oder, wenn wir

IT = 1 + e'
o-

5«

setzen

:

(a'L + äI + C^ + s^ C^) Gl

Setzen wir nun für

X Y Z
A,B,C; Ai,Bi,Ci; —,—, —

r r r

ihre bekannten Werthe, so ergibt sich ohne Schwierigkeit:

X Y ZA— 4- B— -\- C— = cos 6 — sin tz,
r r r

X Y Z
A, \- ß, 1- C,— = cos B, — sin -,;

r r r

und die obige Bedingungsgleichung wird also:

{cos 8 •— sin TT -j- E' sin cp (sin o — sin 7t sin cp)j G

+ {cos 6| — sin TT, -f
£* sin cp (sin ö, — sin tt, sin cp)} G,

oder

G cos 0] — S(»i ff, + E" siM y («i« 5, — sf'n n-, «in y)

G( cos 9 — «in TT 4- £- «i'h y (sht 5 — sin k s^n
<f

)

oder auch

(cos 9 — sin tt) G -\- (cos 9i — siti tu,) &,

= — e'' sin cp {(s/h o — siti tt sjh cp) G -[- («/« o, — sin tz, sin cp) fi',}.

§. 6.

Die Gleichung der durch den Punkt und die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden Ebene

sei jetzt überhaupt:

Kx + My + Nz ^ H = 0,
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so ist

A'X+ 3IY-t NZ + H==0
und

hx + j/g) + .V3 + // = 0,

A\¥, + iJ/3), + A3, + // = 0;

also

A- (.¥— X) + i»/0 — 1) + AX3 — Z) = 0,

K(X,—x) + 7j/(9,— r) + iVC3,— ^) = 0.

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, dass man

A'= m— Y) (3.- -z) — (3—^) (§). - y)r

i/=(3— Z) (3f, -X)-(3e— X)(3, — -Z),

3^ = iX - X) (g),— F)- (2) - n (3e,— X)
setzen kann.

Soll nun die in Rede stehende Ebene auf der Ebene des Horizontes von senkrecht stehen, so muss

nach den Lehren der analytischen Geometrie

KX+ MY+"^NZ =
oder

K X M Y ar N Z— .
\

.
\

. — . — =
PPI »• ' ppl *• 6° PPI »•

sein.

Fiiiirt man aber die bekannten Werthe von

X,Y,Z
und

3e, g), 3; 3e., g)„3i
in die obigen Ausdrücke von K, M, iV ein, so erhält man mittelst leichter Rechnung:

— = sin a cos 8 sin o, — sin a, sin 8 cos 6,
PPi

+ sin Ti (sm aj cos 6, s?« cp — si7i 8, cos cp s«h 1 S 7')

— s^H TT, («/« a cos 6 sin cp — s/w 6 cos cp s«« I 5 T).

— = — cos a cos 8 sin 3, -|- cos a, s?h 8 cos 8]

PPi — «/n TT (cos a, fos 6, sin cp — s/« 8, cos cp cos 1 S T)

+ s/?? TT, (cos a cos 8 s?w cp — sin 8 cos cp cos 15 T"),

— := — cos cos 0, sin (a— a.)
PPi — sin TT cos 8, cos cp sin («i

—-15 7^

-j- sin TT, cos 8 cos cp sin (a — 13 7^

;

wo man für 15 T auch L -\- 15 S! setzen kann.

Hieraus ergibt sich ferner sehr leicht:

A' X M Y

PPi ' »• PPi * »•

= COS 6 cos cp (sin 6, — sm ttj sin cp) sm (a — 15 T)

— cos 0, cos cp (s/w 8 — sin tc s/w cp) sm (a, — 15 T^:

und die obige Bedingungsgleichung wird nun:

(1 + sO sin (a— a.)

= —- (sin 0, + e' sin tc, s/w cp) sin (a — 1 5 T')

; (sin 6 + s" sin ~ sin cp) sin (a, — 15 7")
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230 J. A. Grtuiert. •

oder

sin (a— «i) — cot cp [tatiff o, sin (a — 13 7^ — tan
ff

o sin (a, — IS 7^}

, ( . , , r . sm(a-iST) . si« (a, - 15 T)n)= — E' <«<« (a— a,) — cos cp |s2« -, stn tt >.
)

'- '^ " L
'

cos 0, cus ö J\

Die Gleichungen der Ebene des Meridians und der Verticale des Ortes sind nach Cap. I, §. 8,

Nr. 42) und Cap. I, §. 8, Nr. 40)

und
x—X_y—Y _ z — z

Die Gleichung der durch die Verticale und die durch die Gleichungen

X— X y — 1' »— Z

. cos P cos Q cos H

charakterisirte gerade Linie gelegten Ebene ist, wie man leicht findet:

(b' Y cos R — ccZ cos 0} (x — X)

+ i(rZ cos P — b'XcosR) {y — Y)

+ {Ij-Xcos Q — h' YcosP) iz — Z)

Setzen wir nun der Kürze wegen

3 = {//(X- + r) cos R — a'Z iXcos P + Y cos Q)}',

^ = iXcos Q - Ycos Py- |//(X- + Y') + a^Z"},

( ib'X cos Q — b' Y cos Py\

S = (X' + 7-) + (i- YcosR - er Z cos (?)' ,

( + («'Z cos P— 6- X cos Ry)

und bezeichnen das Azimuth des scheinbaren Berührungspunktes der beiden Weltkörper durch 31 , so ist

cos 21" = — , sin 5r = —

.

Soll nun die Berührung der beiden Weltkörper im Meridiane von erscheinen, so muss die Bedingungs-

gleichung

Xcos Q — Ycos P = 0,

d. i. die Bedingungsgleichung

iBG + R^G,) X ~ (JG -i- -4,&',) F = 0,

oder die Bedingungsgleichung

iAY—RX) G + iAiY—B^X) G^ = 0,

oder die Bedingungsgleichung

erfüllt sein. Es ist aber, wie man leicht findet:

Y X
A 5— = — cos cos cp sin (a — 13 T),

r r 1 V ^

Y X
A, B,— = — cos 0, cos o sin (a, — 13 T^.

r r

Also muss, wenn die Berührung der beiden Weltkörper im Meridiane von ö erscheinen soll, die Bedingungs-

gleichung

cos 8 sin (a — 13 T) . (? + tfos 8, sin (a, — 13 T) . (?, =
erfüllt sein, wo G und G, ihre bekannten Bedeutungen haben.
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Theorie der Soniien/iiislertiinse. iler /)iire/i(//i)i(/e rie. 2;JI

§. 8.

Mittelst des Vorherp^ehenden lassen sich die wielitit^sten Aufgaben über die Bedeckungen auflösen,

worüber wir uns aber hier nur mit einigen allgemeinen Andeutungen begnügen wollen, weil wir der voll-

ständigen Auflösung dieser Aufgaben eine besondere Abhandlung zu widmen die Absicht haben.

I. Will man die Zeit 2; und den Ort (/>'f) bestinuncn, wo von einer der beiden die Weltkörper

S, St einhüllenden Kegelllächen die Erdoberfläche berührt wird, so muss man die Grössen ^, L, <p so

bestimmen, dass den drei folgenden aus dem Obigen bekannten Gleichungen genügt wird, was freilich nur

durch Näherung möglich ist:

cos A + sin TT sin tt, — sin tt cos Sj — sin tc, cos 0)

+ sin D sin D, — sin D sin i), cot /)' cot Z>,'

(cos 6 — sin tt) 6r -f ifos 6, — sin tt,) C,

= — £* sin cp \(sin S — sin x sin cp) G -f- (sin o, — sin tt, sin cp) .6",},

sin (a— a,) — cot cp [tang o, sin (a— L— 15 2i) — tang o sin (a, — L— 1 5 3^)1

= - '' H t»- "d - cos T [A X, •'" C--^-<» ^) _ ,,„ . '. (-, ^^'-- ^^^)
j|.

Wie in der ersten Gleichung das Zeichen zu nehmen ist, wird keiner weiteren Erläuterung bedürfen.

Bekanntlich ist

cos 6 = sin sin cp + cos o cos cp cos (a. — L— 13 3;),

cos 6, = sin öj sin cp -f cos Si cos cp cos (a, — L — 1 S 2!)

;

cos A = si7i sin o, -\- cos 8 cos o, cos (a — a,)

und

G = ^^ Ccos ö" — cos A' fos /),'),
sin O ^ -^

_ f!!L£L fcos D,' — cos A' cos /)')•

11. Will man den Ort (^cp) bestimmen, welcher zu einer gegebenen Zeit % eine Berührung der

beiden Weltkörper im Horizonte sieht, so muss man L, cp aus den beiden Gleichungen

cos A + sin ~ sin r, — siti iz cos 6, — sin tTj cos B
,

=0,
+ sin D sin Dt — sin D sin Dt cot D cot Dt

{cos — sin Tz) G ^ (cos 6, — sin tt,) Gi

= — £" sin cp {(sin o — sin tt sin cp) G^ + (sin öj — sin tTj sin cp) G,}

bestimmen.

III. Will man den Ort (L cp) ermitteln, welcher zu einer gegebenen Zeit ^ eine Berührung der beiden

Weltkörper im Meridiane sieht, so muss man L, cp aus den beiden Gleichungen

cos A -)- sin TT sin "ü, — sin tc cos 0,.— sin tc, fos 0)
, .

= 0,
± sin D sin Z>, — sm D sin Z>, cot D cot Z),

cos ö «^M (a — L— 15 2;) . G -{- cos öj sin (cxj — L — 1 3 2^) . G", =
bestimmen.

IV. Will man den Ort (Lvf) bestimmen, welcher zu einer gegebenen ZeitS! eine äussere oder innere

Berührung der beiden Weltkörper als Maximum der Bedeckung, d. h. so sieht, dass im Moment der Be-

rührung die scheinbare Entfernung der beiden Weltkörper von einander am Beobachtungsorte ein Mini-

mum ist, so muss man Z/,cp aus den beiden Gleichungen

cos A -\- sin TT sin tt, — sin tt cos 0, — sin tt, cos 0| _ <»

+ sin D sin D, —^ sin D sin i), cot D^ cot Dt )
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232 J. A. Grunert.

tl ros A=

+

+

d %

cos 0, — cos \ cos & + sin - {cos A — cos cos 0^) — sin K^ sin 0- d sin -

1 + sin jT^ — 2 sin i: cos d %
cos — cos A CO« 0, + siji n:, (cos A — cos cos 0,) — «in k sin 0,- rfsüi ;r,

1 + sj»j ;7,* — 2 .vi'n r, cos 0j

sin t: (^cos A — sin - cos 0,) — sin ir, (i — sin r. cos 0)

i 4- sin TZ- 2 sin - cos

«i/( -, [cos A — sm ;r, cos 0) — sjn ;r (1 — sin -, cos 0,)

1 + sin ;rj^ — 2 ä/h j;, cos 0, dX

bestimmen.

V. Will man den Ort (//cp) bestimmen, welcher zu einer gegebenen Zeit % die Bedeckung central

sieht, so müssen, weil in diesem Falle offenbar sin A' = ist, die Grössen L, cp aus den sich unmittelbar

aus Cap. II, •§. 1, iNr. 14) ergebenden Gleichungen

= sin TT cos Ol cos cp sin (a, — L — 1 S 2!)

— sin Tc, cos cos cp sm (a — L — 1 3 21)

-)- fos ö cos 0, s/rt (a — a,),

=: (sin TT sin oc, fo.s ^| -— siii tt, sin a cos o) s?'m cp

— (s^w tt; s«w o, — «/// ~, s/w o) sin (^L -\- 15 21) ros cp

+ s»w a fos «/« ö, — swt a, sm ö fos o,,

= {sin TC fos a, ros 0| — s/w tt, cos a cos o) sin cp

— (s?'« TT sin 8, — s/« TT, sin o) ros (Z/ + 1 S 2) cos cp

+ fos a cos sin o, — cos oc, s?"h o cos o,

bestimmt werden. Jede dieser drei Gleichungen ist eine Folge aus den beiden anderen, wovon man sich

überzeugt, wenn man aus der zweiten und dritten Gleichung sin cp eliminirt, und das durch die Elimination

hervorgegangene Resultat durch

sin TT sin o, — sin tt, sin o

dividirt, wodurch man die erste Gleichung erhält. Wenn man also L, cp nur so bestimmt, dass zwei der

drei obigen Gleichungen erfüllt werden, so ist immer auch die dritte Gleichung erfüllt.

VI. Wenn man die einer äusseren oder inneren Berührung der beiden Weltkörper entsprechende

Zeit T des Ortes durch Beobachtung bestimmt hat, und die geographische Breite cp dieses Ortes bekannt

ist, so lässt sich dessen Länge L auf folgende Art finden.

Nach Cap. I, §. 2, ist entweder

13 7^ = Z + 13 2
oder

13 T' = Z + 13 2 — 360";

also entweder

2 = r - ~
10

oder

je nachdem

T—^>0 oder r — -^ < Ü
15 15

ist, wo man also, um dies zu beurtheilen, schon eine genäherte Kenntniss der gesuchten Länge haben muss.

Ist nun

r— - > 0,
15

'
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Theorie der Sonnenfim^fcruhse, der Durchgänge etc. 2iJ3

so muss man die Grössen L, % aus den Gleichungen

=cos A -f sin TZ sin tt, — sin tt cos 0, — sin tc, cos

± sin D iin />, — sin D sin />) cot />' cot /),^

bestimmen.

Ist dagegen

/-f;<»-
so muss man die Grössen L, "Z aus den Gleichungen

Z = T—^ + 24,
15

("OS A + sin TT s?'« TT, — sin tc cos 0, — sin tt, cos

± sin D sin Z>, — sin D sin Z), fo^ Z>, co^ /?,'

bestimmen.

Ist S ein Fixstern, so tritt an die Stelle der Gleichung

cos A + sin TT sin ir, — sin tt cos 0, — .s/« ir, cos 0) ,

+ sin D sin Di — sin D sin Z>, cot /)' cot i),'
j

die Gleichung

cos A — s«H TT, cos — s?"h Dy cot Dy^ == 0.

Man muss bei der Auflösung dieser wichtigen Aufgabe für L nach und nach verschiedene Werthe

setzen, die entsprechenden Werthe von % mittelst der Gleichung

la

oder

2; = 7^— ^ + 24

berechnen, je nachdem

T—^^> oder T — -^ <
15 15

= 0,

ist, und untersuchen, welcher Werth von L die Gleichung

cos A + s/w TT sin TT, — sin tt cos 0, — sin tu, fos

± s/w Z> s/« Dl — sin D sin Di cot Z>' cot Z>,'

oder, im Falle 5 ein Fixstern ist, die Gleichung

cos A — sin -Kl cos — sin Di cot Di^ =
genau erfüllt. Natürlich muss man sich hierbei der Methode der successiven Annäherungen bedienen,

was weiter zu erläutern an diesem Orte nicht nöthig ist.

Viertes Capitel.

Anwendung der Beobachtungen der Bedeckungen.

§. 1.

Die in Zeit ausgedrückte Länge des Beobachtungsortes 0, in Bezug auf den Ort A, für welchen die

Ephemeriden berechnet sind, als Anfang der Längen, wollen wir jetzt durch t, und den Fehler dieser

Länge durch dt bezeichnen, so dass also t -*- dt die wahre in Zeit ausgedrückte Länge des Beobachtungs-

ortes in Bezug auf den Ort A, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, als Anfang der Längen ist,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. Vif. lid. 30
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234 J- A. Grunerl.

wobei wieder alle Zeiten in Stunden ausgedruckt sein sollen. Dies vorausgesetzt, ist nach Cap. I. §. 2

offenbar

T — t — dt

oder

24 + r— « — r/<,

je nachdem T— t— dt positiv oder negativ ist, die J-Zeit der Beobachtung. Da wir indess dt hier immer

als der Null sehr nahe kommend annehmen, so wird man oll'enbar sagen können, dass.

T —t — dt

oder

24 + T—t — dt,

je nachdem T— t positiv oder negativ ist, die .4-Zeit der Beobachtung ist. Ist nun Z^ die y4-Zeit der

Conjuuction der beiden Gestirne, oder wenigstens eine der Conjunctionszeit sehr nahe kommende Zeit,

die man aus den Ephemeriden berechnen kann, so ist, je nachdem T— t positiv oder negativ ist,

(T— l— dt^ —Z, = T — %, — t — dt

oder

(24 + r — < — rfo — 3;, = 24 + jT — 3;, — ^ — dt

die Zwischenzeit zwischen dem Momente der Beobachtung und dem Momente, welchem die ,4-Zeit %i ent-

spricht, welchen letzteren Moment wir im Folgenden überhaupt die Conjunctionszeit nennen wollen, wobei

man des Folgenden wegen nicht übersehen darf, dass diese Zwischenzeit positiv oder negativ ist, je nach-

dem die Beobachtung nach oder vor der Zeit der Conjunction gemacht worden ist. Setzen wir also der

Kürze wegen , je nachdem T— t positiv oder negativ ist,

1) T = r — 3;, — <

oder

1 *) T = 24 + r — ^, — <,

so ist überhaupt t — dt die Zwischenzeit zwischen dem Momente der Beobachtung und dem Momente

der Conjuuction oder der Conjunctionszeit, und diese Zwischenzeit ist positiv oder negativ, je nachdem

die Beobachtung iiach oder vor dem Momente der Conjunction gemacht worden ist.

Aus den Ephemeriden berechne man nun mittelst der bekannten Interpolationsmethoden die der Zeit

%^ entsprechende Rectasccnsion, Declination, die sogenannte Horizontalparallaxe unter dem Äquator, und

den aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halbmesser für jeden der beiden Weltkörper S

und 5, und bezeichne diese Grössen respective durch

(«), (o), (n), (D) und (oc,), (0,), (n,), iD,y,

die entsprechenden, aus der Ungenauigkeit der Ephemeriden oder überhaupt der Tafeln entspringenden

Fehler dieser Elemente aber durch

d{_a). d{o), diW), d(D) und rf(a,), r/(5,), d(n,), diD,}',

so dass also für die .i-Zeit Zi die wahre Rectasccnsion, die wahre Declination, die wahre Horizontalparal-

laxe unter dem Äquator, der wahre aus dem 3Iittelpunkte der Erde gesehene scheinbare Halbmesser der

beiden Weltkörper S und 5, respective

(a) + ^(a), (o) + ^(o), (0) + diU), (Z)) + d(D)

(«,) -f d(a,}, (8.) + rf(80, (n.) + r/(n,). iD,) + d(DO
sind. Ferner berechne man aus den Ephemeriden die stündlichen Änderungen

z, X, [x, V und X,, Xi, |Ji,, V,

der Elemente

(oc), (8), (0), (/)) und K), (8,). (n,), (A);
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Tfu'oric der Sonnenfinsternisse, der Dure/if/änffe ete. 233

so sind otVenbar ilie lleotasceusion , die Declination, die Ilorizontalparallaxe unter dem Äquator, der aus

dem Mittelpunkte der Erde gesehene scheinbare Halbmesser der beiden Weltkörper «S und .S, im Momente

der Beobachtung respeetive:

(a) + d(a) + X (t — dt), (c(,) + ^/(a,) -^ x, (r— dt),

CS) -f rf(8) + X (T - dt),
^^^^^,

(0.) + ./(o,) f X, (T— dt),

(0) + ^/(H) + [Ji (t — ^/O, (_n.) ^- '/(ll.) + .a, (T — r/0.

(i>) + ./(i>) + V (T — r/O, (/>,) + </(/>,) + V, (T — dt) :

oder, wenn wir der Kürze wegen

!«=(«)+ XT, U^ = (a,) +X,T,

ö = (3) + Xt,
^^^^^j3

k = (8.) +X,T,

n = (0) + jxT, ]n. = (0.) + [jt.T,

so wie

setzen

;

und

ida. = r/(a) — /.dt, u/a, = '/(«,) — /.^dt,

\do = r/(o) — Idt,
^^^^ sO*^"' = '^^'^^^ ~ ^1^^^'

-' yn = d(\\) — ndt, ^ V/n, = ^/(n,) — [x, dt,

[dB = rf(i)) - V </<: \dDi = r/(Z>,)— v, r/^

Gt + f/a, S + (/ö, n + r/n, Z> + dD

a, + r/a„ ö, + f/o,, n, + dWi, ü, + r//>,.

Dass sich alle diese Grössen auf den Moment der Beobachtung beziehen . ist zwar schon vorher

bemerkt worden, wird aber hier absichtlich noch einmal wiederholt.

f 2.

Denken wir uns nun die vorhergehenden Grössen in die Gleichung Cap. II, §. 4, Nr. 29) einge-

führt, so wird dieselbe:

U = cos A + sin TT sin tt, — sin tz cos n, — sin tt, cos n — -

—

—-—.—-— cos ilJ ± D, )
sin D' sm Dl*— sin A </ A

— cos TT (cos Ö, — sin tt,) diz

— cos t:, {cos 6 — sin tt) r/r,

+ sin -, se« B </

+ sin TT sw 9j </6,

— '^ • • m • n\ ^cs i^D' ± i),').
Stil />• sm ßj > '^ ^ '

Bekanntlich ist aber

cos A = sin S sin ö, -|- cos S cos o, fos (a— a,).

also, wenn man differentiirt:

— sin A rf Ä = {cos 3 sin 6, — s^/^ o cos 8] cos (a—-«,)} </3

-|- {s/w 3 cos 8, — cos 3 si)i 3, cos (a— et,)} dot

— cos 8 cos 3| s/h (a— a,) (</a— r/ct,).

Ferner ist bekanntlich:

cos 9 = sin 6 s/« cp -f cos 3 cos cf cos (a — 15 T),

cos 0, = sin 8, s/w cp -f- cos 8, cos cp cos (a,— 1 S 7^)

;

30*
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236 J. A. Grunert.

also, wenn man differentiirt:

ain rt rf B = cos 8 cos cp sin (a — 15 T) da

— {cos ö sin 9 — sin o cos cp cos (a— 13 7^} do,

sin 0, «?B, = cos o, cos cp sm (a,— 15 T') <:?ai

—
• {fos 8, 6'«w cp — sz'rt 0, cos cp cos (a, —-15 T)\ doy.

Setzen wir der Kürze wegen

^N r. sin D sin D, ,_• _ ,^

so ist

,„ sin D sin D^ , ^_, _ ,^ ,„, r. in 7 sin D sin Di

sinD^smD^^ ^ 1^1 ^- '
-> sm ü^ sm Di^

Nun ist aber

d cos (i>' ± i>/) = — sin (i)' + i>,') (rfZ>' ± rfZ>/)

und
• ni^ • nt^ J sin D sin D^

sm ü Sin />, d . . „, .

——

:

stnD^ sin U^^

= sin D^ sin />,' (cos D sin Z>, dD -j- s?« /) cos i>, ^/jOi)

— sew D sin i>, (cos Z>' sin Z>/ «?i)' + sm Z>' cosZ>i' <//>,').

also

S2«

Führt man nun dei

= sin D^ sin />,' (cos D sin Z>, dD -j- sin D cos

— sin D sin i>, (cos D^ sin Z>/ dD^ -f- s?m Z>' cos

/>' sew D,^ d . V = cos ^ sin D, dD A- sin D cos D, dD,

— sin D sin /), (cot D^ dD^ + cot />,' dD,').

len sich hieraus ergebenden Ausdruck von

, sin D sin D
^

sin D^ sin Z>i*sin D^ sin Z>i*

und den vorher gefundenen Ausdruck von d cos (D' ± Z)i') in den obigen Ausdruck von dP ein,

erhält man

:

jD' ± -Pi') \ cos D sin Di dD + sin D cos D, dD, I

iD'sinD^' J_ sinj) sin Bi (cot D' dD' -f cot D,' dDi'V
dP =

sin

cos

sin

sin

sin

oder

sin

—" " ..- *-i j— sin u sm Ui ytui u u

u

. \ . . ^ .
Sin D sin D, (dD' ± dD,)

siii Z>' sin Z>/ ^

—; (cos D sin D, dD 4- sin D cos D, dD,')
H D' sin />i'

sin D sin D,
(

[cos (D^ ± Z)/) cot D' + sin (D' ± Z>,0] dD')

n />' sin Z).' n [^os (/>' + Z),') co^i)/ ± sin (D' + D,')] rfZ>,'j

= —-.

—
. . T '

,

(cos D sin D, dD 4- sin D cos D, dD.)
sm />' sm Dj ' ^

sin D sin Dl fcos Di* ,
cos Z)' , rj i\

sin />' sin D^* ^sin Z>' sin D,* )

sin D sin Dl i
^»s (D' ± D,') (cot D dD + cot Z), dD,))

sin D' sin Dl* i 'ü!^ ,//)'_ ^^ ,//)/
I

sin D* sm Dl* I

'"! ^' "" ^''
^P = cos (Z)' + Dl') (cot DdD ^ 'cot D, dD,)

sin D sin Di \ — ij \, 11/
^fi^ dD' - "^ dDi
sin D* sin Di*

Zunächst kommt es nun auf die Entwickelung von

£^ dD' und^ dD:
sm D* sm Di *
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc.

an. Bekanntlich ist aber

sin D = sin D* V i -{- fiin tt^ — 2 sin tc cos B.

sin Dl = sin i),' V i -\- sin tt,^— 2 sin ir, cos B,

;

also, wenn man (liflFerentiirt:

cos D d D = cos />' dD^ V i -\- sin r' — 2 sin tz cos ft

1 . _i *'" ^ s*" Ö rf — cos K (cos — sin k) dn
-+- Sin D .

=-^—

,

V i + sin 7!^ — 2 sin n cos 9

COS Dl dDf = cosDi dDi F 1 + sin tc,^ — 2 sin ttj cos H,

j, j sin ff, sin 0, rf0i - cosi:^ (cos 0, — sjw ff,) dffj

237

oder

. _ , sinK.sinQ.dQ, - cosz,(cos&. — sinn
-\- stn Dl —

V 1 + sin ffi" — 2 sin ff, cos 0,

il

i/~. :—;;

z>
'• 7\ *"' ^

V 1 -\- sm TT" — 2 sin tc cos ö = -r—^r, .
' sin i)'

'

I/~J 9
ri . TT *'"" ^1Fl + ««« 7C, 2 S2H TT, COS ö, = ^—r-r

' ' ' SSM i>,

'

cot D d D = cot D' dD'
• 7)1

2

+ —
^-izr^ [sin -K sin % dB — cos tt (cos 8 — sin tt) rfu!

cot Dl dDi = co^ Dl' dDi'

Stft Jj
-\ .

*
, {«m TTj ««w öl rf9i — cos TT, (cos 6, — sin tz,) dizA:

sin Z),^ ^ ' Ml)

co^ />' <^Z)' = co^ Z> dD

-.—r;^ [sin TC «m 9 r/6 — cos tc (cos 9— sin tt) ^tc} ,
sin D' ^ ^ )

'

cot Dl' d Dl' = cot Dl dDl

r—fri {simzi sinQi </9, — costt, (cos 9, — sin TZi) ^/tc,}.

Folglich ist

eosD^^j^i

sin C
cosZ>,' l n »n sin D^" ^ , . r\ ir\ r (\ . ^ 7 i)= ~- {cot D du . ^, \sin t: stn B du — cos tt (cos 9 — s?;^ tt) di:]}^
cos D'-

I
sin D^ ^

]

cos Z)* ( gj'jj Z) *
^

~
"-,„„ n 1 \fo^ Dl dDi .

*
.,

\sin tt, «m 9, (/9, — cos tt, (cos 9, — sin tCj) <?

Führt man dies in den obigen Ausdruck von

sin D' sin Z),* , _

sin D sin Z>,

ein, so erhält man:
sin Z)' sin Z),

'

n . n «
"

Stn D sm Z>,

= cot D \cos (D' ± Dl') — '-^^i dD
I cos U^

\

+ cot Dl [cos iD' ± Dl') — '-^-l dDi
I

cos Di'^
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238 J. A. Grunert.

sin />' cos Z),' • n 1 /_! , Li . / >+ \si7i TT Sin vi a\i — cos tt {cos ü — .s?« ~) «tt
' stn ö- cos i>' *

^ '

»in i>i' cos i>'
, . • ü j a /LI •

Y / /+ ^^r:, ;rT Um tt, s^M b, « bi — cosTt^ {cos H, — ««« -,) d-,\ .

sm i),^ cos />,•

woraus sich mittelst einiger leichten goniometrischen Transformationen

in cos D sin D, . mt r> 1% I ridP =- „, . „, sin (Z)' ± Dl) du
cos D' Sin D^

sin D cos U, . ^nl n t% / n
+ -^-771 TTi ^^^ (^ ± ^' ) ''^'

sttt D' cos i),

sin D, tang D^ • f\ in
4- r Isiti t: s<« b ab — cos iz (cos b — sin ~) dizi

sin D tang -D]

sin D lang D.^ . /\ in ^ /, . > . .+ — J«m TTj SJW b, rfb, fOS TT, (fOS b, SUl TZ, ) ö TT,
j

ergibt.

Führt man nun die gefundenen Ausdrücke von — sin A d^ und dP in die am Anfange dieses Para-

graphen entwickelte Gleichung ein , so wird dieselbe :

= COS A + Sin TT S/H TT, — Sin TT cos b, — sin Tc, cos b . -^, . „ eo.s (/> ± U^ )
' sj« ö' «m jD,'— cos 6 cos §1 s/w (a— «,) (</a — rfa,)

-f {cos 8 si« 8| — s?H ö cos 0] cos (a— a,)} </o

-j- {s/H cos 0, — fos sin 3, cos (a— a,)} d^^

— cos TT (t'os 01 — sin tt,) c^tt

— cos TCi (cos 6 — sin tt) «^ttj

+ sin TTj s/'ra «? 9

"1- sin TT s«w ©1 «? 01

cos D sin öl . ,-m r> l'v j r»+ -—.—-, sm (/)' + Dl) dD^ cosD' sinDi^ ^ - '
-'

sin D cos D. . ,_, n l^ i r.

- sin D^ cos Dl* ^ — i ^ i

— ——?n TTT- *'« "^ Sin b ri b — cos tc (cos b — sin ~) dizl
sm D tang i*]

:—;; ;Tr {*''* ''^i «i/J b, ab, — cos u, (cos b, — sin -,) «tt, .

sm Di lang D^ .vi ,^ .,

oder, wenn man diese Gleichung gehörig ordnet:

„ A ,
. . • <-i . ,v sin D sin Dl . . . ,,

U ^ COS A + sew TC sin tc, S/H tc cos b, .S«« tc, cos b ^
——r—^——

-: CO.S' llt ± JJi )
SUl />' sin />,'— cos 8 cos 0, sin (a— a,) (f/a— c?a,)

+ {cos 8 sin 8, — sm« 8 cos 6, cos (a— a,)} do

-\- [sin 8 cos 8, — cos 8 sin 6, cos (a— a,)} r/o,

cos ö sin D, . , ^1 r. 1^ . r.

+ ». ,'. ««« (^ ± ^1 ) dD
cos D^ sin Vi'
sin D cos Dl . ^^i T^ t^ i n

± «^171

—

jh «*" (^ ± ^« ) '^^i
jrt D^ COS Dj^ ^ '

sin D tang fl,' {cos 0, — si« ;:,) — sin Di tang D' (cos (-) — sin k)
,

1—i; IT-, CO.S' TC rt TC
sm D tang Di'

sin D tang Di' (cos 0, — sin n:,) — sin Di tang D* (cos — sin k)
A ; CO.S TC, «TC,

sin Dl tang D'

sin K sin D, tanq D' — sin k, sin D tatin />.' . ^ , ,>
! 4-^7^ j^i

—^ sin Q dB
sm D tang Di'

sin K sin Di tang D' — sin tt, sin D tang D,'

H „ , ni
Sin b, ^/b,,

sm Dl tang D'
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Theorie der So)i>ien/inii(enii.siie. der Diirehgänge e(r. 239

oder auoli:

= cos A + «111 ~ .SIN -| — sui - eos n, — um tt, eo.s H — -———^— -- cos (D ± V, )
' sin !>' sm />,

* ^ -^

— COS 6 cos 0, sj« (a— a,) (da. — rfa,)

-|- jfo« .s7« ö, — sin d cos 8i cos (a— a,)} do

-\- [sin cos ö, — cos § sm 8i fo.s (a— oti)} ^/o,

' fos ü^ sin />,'
^

«IM /J cos D, . , r,, „ ,. , ,,± ^-r,, -', Sin {D' ± />,') dD,
sm U' cos />,'

sin t: sin />, <an(/ />' — sm ;r, sm D tang /J,'\

sin U tunq D,^ I „ _ »_
•^ ' . ,\ ro.v TU d~

fos B sin />, (ang D' — cos 0, sin U tang />,'(

sm D tang Z>j* j '

.' sin i: sin />, ^««3 Z>' — si« re, stn D tang Df^\

I

) sin i>j <anj fl'
( . /

j COS0 sin Dj tang D^ — cos 0, Si« i) <«?i/7 ^iM
'

\ S!)» Z>, fang ü*

sin K sin D, tang i>' — sin k, sin D tanq Z>, ' . ,
, ,,

,

'-.— —, ^ sm H rfH
stn I) tang D^'

sin - sin D, tang fl' — sin k, sin D tanq fl, ' . ,, ,
,.

^
sin üf lan^ i>'

' *

Führt man jetzt in diese Gleichung die aus dem Obigen bekannten Ausdrücke von sinQ rf B und

A77?H, </B| ein, luid ordnet dieselbe gehörig, so ergibt sich:

i> V I

• • • CA • ü siuDsinüf
, ,= cos A -+- sm - stn tc, — sin - cos n, — stn tt, cos H — ; cos (Ir + JJ, )

sin i>' sm i>,

'

^ '

cos J) sin D, . ,,,, ,, ,^ ,,
H ,.. /,- sin iÜ' ± />,') dD

cos jO' sm/>,'

sin D cos Di . ^ ,,, ,, . , ,,

sm ü^ cos />,
* "^

/ sin - sin Z>j <««(/ O' — si« ;r, s«)i D tang Z>,

) sin D tanq />,

'

f /

i fos siu [}^ tang D' — cos 0j sin D tang i>,'

* sm Z) tung />j'

1s()i JT sm I>j iaMjf />' — sin ttj sin i> <a>(jr öi'

sin Df tang D^
l . . /_

cos si« flj «an// O* — cos 0, sin D tang />/( ' "' '"

'

st« Z>| fon/ji />'

( ro.s5, s/h (a— a,)

+ coscp stn (0.— \hT) ^- —^ ""^
' ^ ^ -'

sin D tang Di* ]

I cos sin (a— «i)
j

j -^ cos(psm(a,— 15 7^ — ' —-[ ""f

icos sin Ol — s/re 5 cos b^ cos (a— a,)
]

,
r ^ . . ^ , , f, rrr^, sin K sin D. fang D* — sinr,. sinD tang D,^\ J>+ [cos S2;t cp — sin cos cp cos Ta— IS 7^1 — — ^—i-(

"

°

^ TV Ji
sin D tang D,*

)

( si« ö fos ö, — cos sin 0, cos (a— a,) \

1 \ r > • • > ^ jwr»TM sin - sin D, tanq D' — sinn, sinD tang D.*[ ,1}:.— [cos 0, sirt cp— s?« 8, COS cp cos (a,— 15 7^1 ^—^
\ — l

" °»-

Bekanntlich ist nun, wenn a den Halbmesser des Erdiiquators bezeichnet:

sin n = — , sin 0, ^ —

;

? Pi
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20) J- A. Grunert.

und folglich, weil

T . r
Sin ir = — , 8tn tc, = —

ist:

sin TT = — sin R, sin tt, = — sin Wr,
a a

also, wenn man differentiirt

;

cosiz dn = — cos W dW, cost., dr., ^= — cos 0, d\\,.
a a

Führt man nun ü, Hi statt tt, tt, in die vorhergehende Gleichung ein, und setzt der Kürze wegen

:

A = cos A -1—r sin s/« Fl, — — sin Fl cos 0, — s?« H, cos B

sin D sin D,
, ,

sinVUinDt^ ^ " '^

cos i> sin fl, . , r.1 n In

cos Z)' si« D^' ^

^ ~ sin D^ cos D,^ V — i^>

,„ r cos 0, sinD tanq D,^ — cos sin D, lann D* ri
35 = . V^; ^, —-— COS n

a sin D fang D^^

r" sin n, sin D tnnq D, ' — sin n sin D. ianq /)' ,-,

4- -T •
— T—'— '

COS n,
' «^ S(M D tang D^^

r cos 0. sin D inng />, ' — cos Siji /), tang D* ,-,

3?.^= — .
'-.

: i-OS II,
a sin Dj fang />'

r* sin n, sin D tang D,^ — sin n sin D, tang D' j-,
^ COS 11,;

r>2 sin Z>, tang D^

( COS 0, sin (c(— a,)
)

ii = cos <
, „ „r. » s«« n, SI« D tanq U.^ — si» 11 sin D, tann D^l ?— cos 9s«H (a— 1S70 . - .

' ^-4- — —
V '

-^ a sin D tatig Z), ' '

!cos sin (a— a,)
|

. y j M rrr^
'' **'* ^1, siii D tatig D.^ — sin n sin ü. tang DV 5— COS cp stn ( a, — 15 7) . — . '. ^ ,

-^ \~ ^ '
^ a sin Dl tang jD' )

I) = COS 5 s«M 0, — sin cos 5, ros (a— a,)

^ . . ^ j..mN> * sinn, sin D tang Di^ — sin H sin Di tang IP— icos szn cp — sin o cos 'i> cos (a— lo J ) • — • -.

—
77-, tt-,

—
=

' '
'^ ^ " a sm D fang Df^

^1 ^ sin 5 cos 0, — cos 5 sin 3, cos (a— «,)

^ . . ^ , 1 M /TTN > * sinXli sinD fang Di^— sin H sin Di tang D^
+ \coso, sm cp — S2W0, cos cp cos (a,— 15 7 ) • — . „ .

—
;

' ' i j < i -" a sm Dl tang D^

SO wird die obige Gleichung:

7) = A -h ^ dB + ?ß dW + (^ da + ^ dh

+ 2l,^/i>, + S3,f/n,+ 6,rfa,+ ^idK
Setzt man aber der Kürze wegen:

8) ür = sin D tang /),',

Kl = sin Dl tang Z>'

;

M = Kcos 9, — Kl cos 8

;

,V = -^ iKsin n,— Kl sin 0);

F = cos ö, sm (a— «,) ,

F, = cos sin (a— a,)

;

G = cos cp sm (et— 15 7^,

6^, = cos cp s«M (a, — 15 7^):
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Theorie der Sniiiieii/iHsfeniisse. der hiirelifiäiifie ete. 241

// = cos 6 sin ö| — sin ö cos öi cus (a a,),

//, = 67« cos p, — coä 3 sin o, cos (a - Ki):

/ = cos ö ä/« CS — sin t-os cf cos (jx— 15 /')

,

/, == cos 8, sin cp — sin 8, cos cp fo,v(a,— IS 7'):

so hat man zur ncrechniiiig der Grössen

Ax % S3, ^, 35 : 5(„ 93„ S,. 35,

die folüfenden Formeln:

9) A = eos A -j- — sin W sin II, — — sin Fl cos 0, sin W. cos H
n- « «

CO» />' SJIJ />,
'

sjVj i) cos />,

sin />' cos 1)^^
21, =

»• M—N
«B - -

Q = — (F

6, = (F,

35 =

^'== ^' + i7-
Die Berechnung der Grössen

eos A = sin 3 .9^n o, -(- cos o cos o, cos (a — a,),

// = cos S2H 0, — sin 6 cos o, cos (a— «j),

^1 ^ sin 3 cos 8, — cos o sin o, cos (a — a,)

cos = sin 3 s/h 9 -\- cos 3 cos cp cos (a.— IST"),

cos 0, == sin 3, s/w cp + cos 3, cos cp cos (a,— 1 S T'J

;

/ = cos 3 s/« cp — sin 8 cos cp cos (a— 15 T^,

/, == cos 3, sin cp — sm 8, cos cp cos (a,— 1 S 7")

kann man sich auf folgende Art erleichtern.

Weil

cos A = s/h 3, {s/h + cos 3 cos (a— ex,) cot o,|

= sin 3 {s/rto, -|- cos 3, cos (a— «,) cot o\,

H = s/?i 3, {cos 8 — sm 8 cos (a — <x,) cot 6,},

//, = s/m 3 [cos 3,— s/h 3, cos (ex— ex,) cot 8|

ist: so berechne man die Hülfswinkel ;, ?, mittelst der Formeln

10^ (^«H/7 ? = cos (a — «,) CO/ 8,

f/r/H/7 S, = cos (a— a,) cot 3,:

dann ist:
'

. sin öj «in (5+q,

)

sin S sin (»J, 4- £,)

[cos ü •== =
,

V cos §, cos I;

11)) ,, _ sw(?i cos {ö + gj
cos C,

'

.. sin 3 cos (3, -|- |)
//, = ——— .

^ cos %

Deiiksfliriften der niiilhpm.-nnlinw. Cl. \ll. litl. . 31
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^42 J. A. Grunert.

Weil ferner

ruH H = .sin
'f

{.sin ö + cos ö cos {o. — lo T^ cot
'f|,

cos B, = s/m cf {i/rt ö, + ras 0, cos (a, — 13 T) co< cpj;

/ = -SV« cp {fos — s/h 3 cos (a — 13 T) cot cp|

,

/i = sin cf jras ö, — sin öj cos («i— 13 T) cot cp}

ist; so berechne man die beiden Hülfswinkel vj, vj, mittelst der Formeln:

j.^\ (<flw^ 7] =r cos (a — 13 T) cot 9,

(to?j^ 7j, = cos (a, — 13 2') cot cf

;

dann ist:

/ ^ si« u Äi« fö + ij

)

[cos H = — i -,

jcos 0,

MS V)

«/« t^ sin (5, + >3i)

13) •(
cos »71

. SlJi y cos (3 -|- Y))

u

cos V)

sin f cos (5, + >j,)

Auch ist cos Vi,

j^. j// = fos A cot (o + ;,),

und ^^' = '^''^ ^ ^«'^ (°i + ^)

j M-v j/ == COS 6 CO^ (O + Tj),

(/, = COS B, coi (Oi + -^ji).

Führt man in die Gleichung 7) statt der Grössen

dD, dU, da, do
mittelst der Formein 4) die Grössen

d (D), d (U), d (a), d ß);
und statt der Grössen

dDi, r/n,, rfa,, dOi

mittelst der Formeln 3) die Grössen

./(/>,), rf(n,). d(a^), rf(3,)

ein, so erhält die Gleichung 7) die folgende Gestalt:

\6) = .4 — |v5( + [j-S + xg + X35 + v,5t. + [Ji,i8, + x,6, + X,2),i rf^

-+- 2i<^(z>) + 23 rf(n) + (s:d (a) + ©f/co)

+ 51, «?(/>,) + 33,</(n,) + e,rf(a,) + ©1 r/(o,).

Nimmt man die Ephemeriden als fehlerfrei an, und setzt also

d(D) = 0. d(U) = 0, d(a) = ü. f/(o) =
und

</(/>,) = 0, r/(n,) = 0, rf(a,) = Ü,. rf(ö,) = 0:

so erhält man aus der (Jleichung l(j) zur Bestimmung des Fehlers dtder Länge des Ueobachtungsortes die

Formel

... A

oder

17«) dt = — '

Setzt man dagegen r/? = und nimmt also die Länge t des Beobachtungsortes als richtig an, so

erhält man aus IG) zwischen den Fehlern

</(/>), ^(11), </(a), dio)
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Theorie der Sonnenfinsferin'n/te. der Durrhfji'iufje etc. 243

iiiul

r/(/>,). ./(II,). ^/(ct,). </(o,)

die Gleiehung

18) = ^ 4- %d(^U) -t Sbd(\\) -\r Qd{a) -f- 2) d{o)

+ 51, ./(/>,) + «B,4II,) + 6,4a,J f 2),4o,).

Hat man also Boobaclitiin^cn einer Bedeckung von acht Orten, deren Längen als rioliti"- hestimml an-

gesehen werden können, so erhält man acht Gleichungen von der Form der vorhergehenden Gieichun'»- 18)

zwischen den acht unbekannten (Jrössen

diD). diW), r/(a). ^(ö)

und

./(/>,), ^n.), dia,), ./(o,)

weiche also mittelst der in Rede stehenden acht Gleichungen bestimmt werden können. Wenn an einigen

Orten der Austritt und Eintritt beobachtet worden ist, so hefert jeder solcher Ort für sich zwei (ileichun-

gen von der Form der Gleichung 18). und die Anzahl der Beobachtungsorte von richtiger Länge kann

dann geringer als acht sein. Immer dürfen nur Beobachtungen von solchen Orten in Rechnung genom-

men werden, deren Längen als völlig genau, so weit dies überhaupt möglich ist, bestimmt angesehen

werden können. Gestattet die Anzahl der Beobachtungsorte die Bildung von mehr als acht Gleichungen

von der Form der Gleichung 18), so müssen diese Gleichungen jederzeit nach der Methode der kleinsten

Quadrate aufgelöst werden. Kann man nur weniger als acht Gleichungen von der in Rede stehenden Form
bilden, so bleibt nur das Auskunftsmittel übrig, dass man einige der Grössen

diB), d(n} , d(oi), dß)
und

./(/>,), d(\h), '/(«i), '/(ö.)

und zwar immer diejenigen, bei denen dies mit der grössten Wahrscheinlichkeit verstattet ist. als ver-

schwindend betrachtet, so dass man die betreffenden Elemente als fehlerfrei ansieht.

Es scheint der besseren Übersicht wegen zweckmässig zu sein, alle zur Rechnung nöthigen Formeln

im Folgenden zusammenzustellen.

Als bekannt werden angenommen

:

der Halbmesser« des Erd-Aquators:

die halbe Erd-Axe b:

die Abplattung ^= n;

die Polhöhe (ö) des Beobachtungsortes

;

die in Stunden ausgedrückte Sternzeit T der Beobachtung für den Beobachtungsort

;

der genäherte Werth t der in Zeit ausgedrückten Länge des Beobachtungsortes.

Es sei nun wdie als positiv oder negativ betrachtete Polhöhe des Beobachtungsortes, je nachdem der-

selbe in der nördlichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt, so findet man die geographische

Breite cp des Beobachtungsortes mittelst der Formel

fmiff ? = *1
tatiff w,

oder mittelst der Formel

fuiiff 'f
= (I — «)- tmif/ ö>,

und hierauf den nach dem Beobachtungsorte gezogenen Erdhallmiesser /• mittels! der Formel
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244 J- A. Grilliert.

Veos öl

cos y cos ('j> — y)

Aus den Ephemerideii berechne man nun die A-Ze\t Xi der Conjunction, oder wenigstens eine der

Conjunctionszeit so nalie als möglich kommende Zeit. S!,, und bestimme t mittelst der Formel

T = T — Zi — t

oder mittelst der Formel

T = 24 4- jT — 3;, — ^

je nachdem die Grösse T— t positiv oder negativ ist. Ferner berechne mau aus den Ephemerideu für

die Zeit 3^1 mittelst der bekannten Interpolationsmethoden:

I. Für den Weltkörper S:

die Rectascension (a);

die Declination (o)

;

die Horizontalparallaxe unter dem Äquator (H);

den aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halbmesser (D):

so wie die stündlichen Änderungen

X, X, [)., V,

der vier vorhergehenden Grössen.

II. Für den Weltkörper S,:

die Rectascension (cc,) ;

die Declination (o,);

die Horizontalparallaxe unter dem Äquator (11,):

den aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halbmesser (Z',):

so wie die stündlichen Änderungen

y-t, ^1, I-ti, V,

dieser vier Grössen.

Hierauf berechne man die Grössen

a = (a) + XT, a, = (a,) + x,t,

= (o) + Xt, 5, = (0.) + X,t.

n = (r]) + [XT, ""* n, = (11.) + !x.T,

/J=(Z») + VT, />. =(A) + V,T.

Dann berechne man die Hülfswinkel 6, ?i, mul v;, vj, mittelst der Formeln:

tiDiff ? = cos (a — a,) cot o, taug q = cos (a — \^6 T) cot cp

,

tang ?, = cos (a — a,) cot 8, tang vj, = cos (a, — 1 ö T) cot cf

:

worauf man die Grössen cos A, cos B, cos 8, ohne Schwierigkeit mittelst der Formeln

. sin 6, .lin (5 + 5,) sin 3 sin (5, + C)
cos ^ = =

COS §, cos c

und
sin f sin (S + vj)

cos V = ,

cos >)

sin if sin (3, 4-n,)
cos n, =

• cos Y3,

llndet.

Nun berechne man zunächst />' und />,' mittelst der Formeln

,
sin D

sm D

sin i>,' =
V \ + -. sin n* — 2 — sin ri cos 9

a- a

sin Dj

y i + — sin n,ä— 2 — sin n, cos 0,
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Theorie der Snnnenftnutenmse, der Durchgänge etc. 24S

(lio man iuieli leicht durch Eiiifiihnmg eines IlüHswiiiiiels zur logarithinischen llechnung bequem einrichten

könnte, uozu die bekannten Lehren der ebenen Trigonometrie leicht Miltel an die Hand geben werden;

oder Miitleisl der Näherungsformeln

67« ' (U— />') = — — sin n cos 9 tann /).

sin •!• (/>,— />,') = — — sin FI, cos 6, tang i),

;

welche eine sehr leichte Rechnung gestatten ; und berechne sodann die sämnitliehen folgenden ürössen

:

K = sin D tang Di^,

A\ = sin />, fang D*

:

M = K cos 0, — A'i cos W:

.V = — (^K sin li, — /r, sin 11):

F = cos ö, sin (a— a,) ,

F, = cos S sin (a— a,);

G = cos
(f

sin (a— 13 7' )

.

G^ = cos cp sin (a,— IS T);
sin öj cos (5 + §,)

cos 5,

" =
-^^^^^^

=: COS a cof (rj 4- S|).

JitK o" cos (S
j + g)

/ii = : = cos a cot (0| -4- i);

1 = = cos n cot (o -\- T)

,

cos 17
V (y

y, = = cosu,cot(o,A-ri,).
cos »;,

1 V I I 11^

iMullieh berechne man nun die Grössen

:

r^ >* V
A = cos A -f — sin U sin 11, sin II cos 0. sin 11, cos

o-
'

a
' a

'

sin D sin D, ^- _,, ,, ,,— -, cos (/>' ± Z»,');
sin Z>' sjn i>i

'

a.Y
COS D sin Dl .

, ,

cosD' sin Z>,'

n» sin D cos D. . . , _
,

9li = ± -^-r. ^, S^H (// + D^');
sm />' fo« />,

'

^

s =— .
——- cos n,

a A

«8,= - . —— cos n,;

6 = _ (/. _ ^) ,„, 3,

6,= (F,-^)coso.;

15= ^

GiV^

IN

3),- «,+ '^;

so hat man alle Grössen, welche zur IJildung der Gleichung

= ^ — {(v5t -f [xS + xg + X!D) 4- (v,5r, + ix,23, + x,6, + >m®i)S ^<

+ 2t ^/(/>) + 33 d(n) + 6 r/(a) + © </(o)

+ 31, dil),} + 33, rf(ll,) + @, ^/(ct.) + 55, d{o,)

erforderlich sind. Von den Folgerungen, welche sich aus dieser Gleichung ziehen lassen, ist schon im

vorhergehenden Paragraphen ausfiilirlich gehandelt worden.
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246 J. A. Grvnert.

% 4.

Den Fall, wenn der eine der beiden Wcltkörper. etwa S,. ein Fixstern ist. wollen wir nun noch

besonders betrachten.

In diesem Falle haben wir nach Cap. II, §. 6, Nr. 41) die Gleichung

cos A — sin TT cos 0, — 6m D cot />' = ,

auf welche wir nun ein dem in §. 2 angewandten ganz ähnliches Verfahren anwenden wollen.

Zuvörderst erhalten wir nämlich die Gleichung:

= cos A — sin TT cos 6, — sin D cot /V'

— sin A f/A

— cos ~ cos 6, d~

+ sin TC sin 8, </9,

— (l . sin D cot D\

Nach §. 2 ist aber

— sin^dä= {cos 3 sin 8, — sin o cos ö, cos (ß— a,^] do

+ \sin ö cos c, — cos ö sin o, cos (et — «,)} r/o,

— cos ö cos o^ sin (a— a,) (jla— r/a,)

und

sin 01 f/0, = ("0."! 0, ros
<f

.«/h (et, — 15 7") r/a,

— \cos 0, .s-/« ci — sin o, fo.s '^ r^s (ot, — IS T')? rfS,.

Setzen wir nun der Kürze wegen

P = sin I) cot D\

so ist •

dP = cos D cot D' dD — 4^ dD\

cot D^ dD^ = cot D dD — \sin iz sin f/0 — cos tt (cos — sin 7z) d-\
sin D~

und folglich, weil nach §. 2

ist:

dP = cos D [cot />' —-^ -1 dD
V sin !>' cos DV

Also ist

+ \sin t: sm 0^/0 — cos x (<'os — .<;/« -) ^/t:!
' sin ö '

^

= — cos D tang 7)' dD

-\- — \sin t: sin r;?0 — cos t: (fos — sin tt) ^/ttj.

= cos A — sin TT cos 0, — sin D cot D^

— cos cos 0, s/h (cx— a,) (//a— d^\)

+ {cos sm Ol — sin o cos 8, cos (a— a,)} dr,

4" {sirt 8 cos 8, — cos .ti» 8, cos (a — a,)| ^8,

— cos - cos 0, d-

-\- sin TT sin 0, </0,

+ cos D tang />' ^//>

js2// 7l s/// H r/H — ("OS t: (cos H — .s?» -) aTZ\
sin n '

' *
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Theorie der Sonneiifiuslernisse, der Durchffäiufe elc. 247

otlei

= cos \ — sin TT ros B, — sin D cot /)'

— cos ö cos 5, sin (a— a,) (r/a— da^)

-\- [cos 3 sin 0, — sin o cos o, fos (a— a^)\ d^

-\- [sin 8 cos 8, — cos 8 s^« o, cos (a— a,)} ^/o,

4- <•»« Z> tang /)' rf/>

fOS TT \C0S H, / ,. (cos H —- .S7« TC) «TT
SOI /> ^

— *7« ~ -^ sni H rfH
sin n

+ *'/« TT sin H, (/B,.

Weil iHiii uiicli §. 2

s?« 6 </H ^ to.y f06' cp sm (a— 13 T) da

— {cos 8 s«M cp — s^M cos cp cos (a— 15 7')} </8,

*^w 0, rfö, = cos 8, cos
'f

sin (a,— 15 7") f/a,

— {cos 8, si« cp — sin Oj cos cp cos (a,— 15 Ty\ rf8,

ist, so erhält mau nach gehöriger Substitution dieser Grössen in die obige Gleichung

:

=: cos A — sin TT cos Sj — sin D cot /)'

+ cos D tang D' dD

—- cos TT Icos H, (cosH — stn tt) rfr

— cos \cos 6, s<« (a— a,j + s<« tt cos cp s?« (a— 15 T) —.——-| da

+ cos 0, fcos 8 sin (a— a,) + *'" ^ <'os cp sin (a, — 15 T)\ do.^

Icos sin 8, — sin 8 cos 8, cos (a— a,) )

-(- sm Tt |cos sm cp — sin o cos cp cos (a— Ib 7 )]
——~i

, i
sin 8 cos 8, — cos o sih 8, cos [a— a,) ) ,>

j— sin TT [cos 8, s/w cp — sin 8, cos cp cos (a,— 15 7")])

und folglich, wenn man jetzt 11 einführt, und der Kürze wegen

A = cos A sin Fl cos H, — sin D cot /)'

,

a

31 = cos D tang D\

«B = — — cos n \cos 6, — '^^!^~{cos H — - sm )[

,

« ' sin D ^ a !

6 = — COS 8 icos 8, sw (a— oc.) + — sin Y\ cos cp sin (a— 15 7') —-.

——
->

,

)
-^ o ' sfii x> )

gj== COS 8, jcos 8 sw (a— a,) -j- — sin 11 cos cp s/« (a,— 15 7')[

;

2) = cos 8 s/w 8, — sin 8 cos 8) cos (a— «j)

,
' . n ( > • • > / iK ni\i '""•'' ^'

4- — s«« 1 1 cos s? H cp— sin o cos cp cos ( a— 1 ö i ) —:—— ,

a ' ' ' sm ü
J)j= s/jj COS 8j — cos 8 sin o, cos (a— a,)

sin n Jcos 8, s/m cp — sin 8, cos cp cos (a,— 15 7')j

setzt:
,9^ Ü 1 J + 21 ^Z> ^ SB ^n -f g rfa + 6, rfa, 4-. 55 rf8 J^ 5), ^/o,.

Setzt man :

20) K = - sin 11

,

Z/ = — cos n

,
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248 J- ^- frrunerf.

cos B fang D'

sin D
K fang fl'

sin D

F = cos 0, sin (a — a,)

,

F, = cos si7i (a— «,)

,

6^ = cos cp sin (ot — 15 T).

Gi= cos cp sin (a,— IST),

H = cos sin o, — sin o fos 3, cos (a— ctj),

Hi^ sin ö fos 0, — cos ö sm öj cos (a— tx,),

I =1 cos sin cf
— sw 8 cos cp fo« (oc— IS T}^

I^ = cos 0, srä cp — s/m Oi cos cp cos (<x,— 15 7') ;

so ist

21) .1 = ros A — Ä'fos 0,— sin D cot D\

2t = cos D fang D\

SB = — Z> (fos dl — 31 + iV),

6 = — (i^ + iVG) cos 0.

gj= (Fl + AGi) cos Ol

2) = H + NI,

2),= ^1 — A7,.

Wie man sich die Berechnung von cos A , cos 6 , cos 0, , H, //, , /, /, erleichtern kann , ist schon

in §. 2 gezeigt worden, und braucht daher hier nicht wiederholt zu werden.

Führt man in die Gleichung 19) statt der Grössen

ilD, dU, da, do

mittelst der Formeln 4) die Grössen

d(D% d(U), d(a), d(o)

ein, so wird dieselbe

:

22) = ^ — (v2t + [x93 + -/6 + X2)) df

+ 21 i(Z>) + iß d(n) + (S; ^/(ot) + 25 ^/(3)

Für

und auch

ist:

d (/>) = 0, d(U) = 0, rf(a) = 0, dß) =

r/a, = 0, doi =

23) df = ^

und überhaupt lassen sich über die Gleichung 22) ganz ähnliche Bemerkungen wie in §. 2 über die

Gleichung 1 6) machen, die wir daher nicht wiederholen wollen.

§. 5.

Wir wollen nun auch noch die in dem im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Falle zur An-

wendung kommenden Formeln übersichtlich zusammenstellen.

Als bekannt angenommen werden:

der Halbmesser a des Erdäquators;

die halbe Erdaxe fj
;
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Theorie der Sonnenfinsternisse . der fhirrfitjUnffe ete. 249

die Alipliittunu: = «;

die Polhöhe (to) des Beol)achfunp,sortes;

die in Stunden ausgedrückte Sternzeit T der Beobachtung für den Beobachtungsnrt

:

der genäherte Werth t der in Zeit ausgedrückten Länge des Beol)aclitungsortes.

Es sei nun ö die als positiv oder negativ betrachtete Polhöhe des Beobachtungsortes , je nachdem

derselbe in der nördlichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt; so findet man die geographische

Breite cp des Beobachtungsortes mittelst der Formel

lang <p = -j tting to

oder mittelst der Formel

fang cp ^ ( 1 — n"f tan
ff

co ,

und hierauf den nach dem Beobachlungsorte gezogenen Erdhalbmesser r mittelst der Formel

«V-ros 5> cos (öj — <p)

Aus den Ephemeriden nehme man die ^-Zeit der Conjunction oder wenigstens eine der Conjunctions-

zeit so nahe als möglich kommende Zeit 2^, , und berechne die Grösse - mittelst der Formel

T = T —Zi — t

oder

T = 24 + r — 3:, — «,

je nachdem die Grösse T— t positiv oder negativ ist. Ferner berechne man aus den Ephemeriden mit

Hülfe der bekannten Interpolationsmethoden für die Zeit Xf

die Rectascension (a) ;

die Declination (o);

die Horizontalparallaxe unter dem Äquator (FI):

den aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halbmessei" (i5);

so wie die stündlichen Änderungen

X, X, (A, V

dieser vier Grössen;

und nehme aus den Ephemeriden oder einem Sternverzeichnisse die Rectascension a^ und Declination o,

des beobachteten Fixsternes.

Dann berechne man die Grössen

a = (a) 4- ZT,

5 = (3) + Xt,

n = (0) + IXT.

/)=(/))+ vt;

und hierauf die Hülfswinkel ?, ?, und vj, yj, mittelst der Formeln

tfinff ? = cos (et— a^) cot 8,

tang 6i = cos (a— a,) cot 8i

und

tang tj = cos (a — 15 T^ cot <^,

tang rj, = cos (a, — 15 7^ co< cp;

so findet man die Grössen cos A, cos 6, cos 0| mittelst der Formeln

:

. sin 5. sin (S + 5i) siti 5 sin (S^-^-^)

cos Zi = r— = ; ;

cos §, cus %

Denksehi iflPD der mathfm.-naturw. Ol. VII. Bd. 33
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250 •/. A. Gvunert. Theorie der Sonneufinsternisse etc.

sin 'jj sin (ß + 17)

COS t* = ,

cos -1)

^ sin ij) sin (5, + >;,)

COS n, -= .

cos yj(

Nun berechne man />' mittelst der Formel

sin D
sin D* =

r
sin n^ — 2 — Sin n cos (>

a
Vi 4- — sin

die man leicht zur logarithmischen Rechnung bequem einrichten könnte , oder auch mittelst der sehr

bequemen Näherungsformcl

sin h (D— />') == sinYl cos 6 taiigD;

und suche hierauf die Grössen

T
/T = — sin n,

a

L = — COS n.
«

cos tang />'

iV =
S!« D

sin D
/" = COS 0, s/tt (oc— a,) ,

F, ^ cos sin (a— et,).

6^ = COS 9 s?'m (a — 15 7"),

6r,= cos cp sin (a,— 1 S y)

,

H = ^— = COS lA foi (0 + c),
POS i;,

H,= r = COS A f0^ (0, -f 5) ,

fos §

«IM ^ COS (5 + Vi) a . / > 1 -V/ = = COS B cot (0 4- q),
cos -n

^ iJ

sin (fi cos (5, + >3,) ^ ^ /->
f i

/, = ^-! = COS O, f0<(0, 4- Y],).
C«S VJ,

Berechnet man dann noch die Grössen

A = COS A — K cos 6j — sin D cot D\

21 = cos D tang D\

33 = — Z/ (cos e, — i/ 4- N),

g = — (F + NG) cos 0,

6, = (F, + KGi) cos 0,

.

2D = ^ + iV/,

35,= H, — KIr,

so hat man alle Grössen, welche zur Bildung der Gleichung

= .4 — (v5l + fiSB + zS + X35) r//

+ 21 diD) + «ß r/(n) + g r/(a) + 35 ^/(§)

erforderlich sind.

Über die Folgerungen, welche sich aus dieser Gleichung ziehen lassen, möge man §. 2 vergleichen.
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