
ÜBER DIE WAHRSCHEINLICHE BAHNFORM UND

DEN URSPRUNG DER KOMETEN

VON

C. HILLKBRAND.

Mit 4 Textßguren.

VORGELFX.T IN DER SITZUNG AM 20. JUNI 1907

Die Tatsache, daß die überwiegende Mehrzahl der Kometen Bahnen von ausgesprochen paraboHschen

Charakter beschreibt, fordert naturgemäß die Frage heraus, wie dieselbe in Hinblick auf den Ursprung

der Kometen zu interpretieren sei, und das um so mehr, als diese Bahnform als charakteristisch für sämt-

liche Kometen angenommen werden kann, da ja höchstwahrscheinlich auch die Bahnen der kurzperiodischen

Kometen nur durch Planetenstörungen verursachte Umformungen von Bahnen sind, die ursprünglich

denselben Charakter hatten.

Für die Beurteilung dieser auffallenden Erscheinung ist der Umstand von wesentlicher Bedeutung,

daß im allgemeinen Kometen nur in beträchtlicher Nähe der Sonne der Beobachtung zugänglich sind,

das heißt, daß nur Kometen mit kleiner Periheldistanz überhaupt und auch diese nur in der Umgebung

des Perihels selbst sichtbar sind. Dadurch wird einerseits das Beobachtungsmaterial von vornherein auf

eine bestimmte Gruppe von Kometen beschränkt, andrerseits die Sicherheit desselben in einer ganz

bestimmten Weise beeinflußt. Da nämlich der parabolische Charakter einer Kometenbahn nichts anderes

besagt, als daß das relativ kurze Perihelstück durch parabolische Elemente vollständig befriedigend dar-

gestellt wird und daß durch eine Variation der Exzentrizität diese Darstellung keine Verbesserung erfährt,

so folgt aus diesem letzteren Umstand, daß die Abweichung der Bahn von der strengen Parabel in nicht

allzu engen Grenzen zu liegen braucht, ohne merkliche Änderungen in dem sichtbaren Teil der Bahn zu

bedingen. So würde es bei der Annahme von elliptischen Bahnformen durchaus keiner übermäßig großen

Apheldistanz bedürfen, um die typische Form der Perihelstücke resultieren zu lassen, jedenfalls keine, die

auf einen interstellaren Ursprung hinweisen würde.

In der Tat besteht darin auch eine ganz ungezwungene Erklärung der fraglichen Erscheinung:

Nimmt man für die Apheldistanzen Größen an, die etwa mit der zehnfachen Neptundistanz verglichen

werden können, die also gegenüber den Entfernungen der nächsten Fixsterne noch als verschwindend

klein anzusehen sind, so werden sich unter Berücksichtigung der genannten Sichtbarkeitsbedingungen

bereits Bahnstücke von ausgesprochen parabolischem Charakter ergeben. Die Zugehörigkeit der Kometen

zu unserem Sonnensystem ist demnach von diesem Gesichtspunkt aus eine durchaus annehmbare

Hypothese.
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320 C. Hillebrand,

Nichtsdestoweniger ist man aber dabei niclit stellen geblieben, und zwar hauptsächlich deshalb, weil

das ganz regellose Vorkommen aller möglichen Bahnlagen, die in gar keiner Beziehung zu den Bewegungs-

verhältnissen im Sonnensystem zu stehen scheinen — im Gegensatz zu den planetarischen Bewegungen
— wieder eher auf einen interstellaren Ursprung hinweist. Nimmt man aber letzteres an, so muß die

weitaus überwiegende Mehrheit der Kometen, die in die Attraktionssphäre der Sonne gelangen, Bahnen

von ausgesprochen hyperbolischem Charakter beschreiben. Das geht unmittelbar aus dem weiter unten

angezogenen Prinzip der Erhaltung der kinetischen Energie hervor. Was aber nicht so unmittelbar zu

beantworten ist, das ist die Frage, ob dasselbe Verhältnis auch besteht bezüglich der Bahnen, die die

Sichtbarkeitsbedingung, das heißt: die Bedingung der kleinen Periheldistanz erfüllen. Würde sich etwa

herausstellen, daß innerhalb dieser Gruppe von Kometen die Wahrscheinlichkeit von Bahnen para-

bolischen Charakters in einem Maße überwiegt, das über einer bestimmten Grenze liegt, so würde der

interstellare Ursprung nicht nur als möglich, sondern wegen der erwähnten regellosen Verteilung der

Lagen der Bahnebenen sogar als sehr wahrscheinlich erwiesen sein.

Es handelt sich also schließlich darum — unter Zugrundelegung irgend eines plausiblen Gesetzes

über das Vorkommen der interstellaren Geschwindigkeiten — von jenen Bahnen, deren Periheldistanz

unter einer gewissen Grenze liegt, das Verhältnis der Zahl der merklich parabolischen zu der der aus-

gesprochen hyperbolischen Bahnen zu ermitteln.

Die Behandlung dieses Problems hat insofern eine merkwürdige Wandlung durchgemacht, als die

Bearbeiter desselben abwechselnd zu entgegengesetzten Resultaten gelangt sind.

Der erste, der sich mit dieser Frage beschäftigte, war Laplace (Sur les Cometes, Connaissance des

temps 1816 — Oeuvres compl. 1904, t. XIII, p. 88). Er kommt unter der Voraussetzung, daß sämtliche

Geschwindigkeiten der Größe und Richtung nach gleich wahrscheinlich sind, zu dem Schlüsse, daß die

sichtbaren Bahnen parabolischen Charakters die ausgesprochen hyperbolischen der Zahl nach bei weitem

übertreffen müßten. Schiaparelli hat nun bezüglich dieser Laplace'schen Untersuchung aufmerksam

gemacht, daß bei derselben ein Entwicklungsfehler unterlaufen ist, dessen Rektifizierung — unter Beibe-

haltung der dortigen Annahmen — das entgegengesetzte Resultat zur Folge hat (siehe Schiaparelli, Ent-

wurf einer astronomischen Theorie der Sternschnuppen, Note VII). Demgemäß würde man also den

Ursprung der Kometen in den Bereich unseres Sonnensystems zu verlegen haben. \'. Seeliger bemerkt

nun zu dieser Frage (Über die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von hyperbolischen Kometenbahnen,

Astronomische Nachrichten Nr. 2968) daß die Annahme der gleichen Wahrscheinlichkeit der Geschwindig-

keiten bis zu Größen, die über alle beliebigen Grenzen hinausliegen, doch kaum ein richtiges Bild der

tatsächlichen Verhältnisse geben kann. Seeliger's Analyse führt zu dem bemerkenswerten Ergebnisse,

daß unter Voraussetzung gewisser endlicher Geschwindigkeitsgrenzen, selbst wenn sie weit über die

erfahrungsgemäßen Maxima der kosmischen Geschwindigkeiten hinausgehen, wieder das ursprüngliche

Laplace'sche Resultat erhalten wird: das starke Überwiegen der merklich parabolischen Bahnen. (Es hat

nachträglich Schiaparelli darauf aufmerksam gemacht, daß schon von Gauß Bemerkungen desselben

Inhaltes gemacht wurden.)

Aber auch dieses Ergebnis bleibt nicht bestehen, wenn man einen Umstand in Rechnung zieht, den

die bisher erwähnten Untersuchungen unberücksichtigt lassen: die Eigenbewegung des Sonnensystems.

Da das angenommene Verteilungsgesetz nun nicht mehr für die relativen Geschwindigkeiten gelten kann,

wodurch a priori schon ein Zusammenhang mit dem Sonnensystem statuiert würde, sondern für die

interstellaren, so werden für die ersteren wesentlich geänderte Verhältnisse auftreten können. Über das

Graduelle dieser Änderung entscheidet die Größenordnung der Sonnengeschwindigkeit in Bezug auf

jenen Raum, für welchen das Verteilungsgesetz gilt. Da man nun diese Geschwindigkeit beträchtlich

größer annehmen muß als jene Grenze der relativen Geschwindigkeiten, bei welcher die ausgesprochen

hyperbolischen Bahnen beginnen, so brauchen, wie aus den folgenden Überlegungen unmittelbar hervor-

geht, die bisherigen Betrachtungen keine erste Näherung zu bedeuten, ja es werden tatsächlich durch

diesen Umstand die Resultate abermals in das Gegenteil verkehrt.
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Inihtifonii und Ursprung der Koiiiclcn. 321

Auch mit dieser Seite der Frage hat sich bereits Schiaparelli beschäftigt, ohne aber über eine ein-

leitende geometrische Betrachtung hinauszugehen (siehe Schiaparelli 1. c). In einer später veröffent-

lichten Notiz (Bulletin astron., t. VII, p. 285) gibt Schiaparelli in aller Kürze nur die Konsequenzen der

Eigenbewegung des Sonnensystems an, an deren Spitze angeführt wird, daß unter diesen Umständen

wieder die hyperbolischen Bahnen dominieren müßten, und zwar umso mehr, je größer diese Eigenbewe-

gung angenommen wird.

Eine eingehende Behandlung unter Rücksichtnahme auf die Sonnenbewegung hat diese Frage erst

durch M. L. Fabry erfahren in seiner ausführlichen und gründUch angelegten Arbeit: Etüde sur la pro-

babilite des cometes hyperboliques et l'origine des cometes, Marseille 1893, in welcher die von Schia-

parelli angekündigten Konsequenzen ihre voilinhaltliche, auf analytischen Grundlagen basierende

Bestätigung finden. Sie enthält, abgesehen von einer eingehenden Darstellung des historischen Entwick-

lungsganges, die Behandlung eines ganzen Komplexes von Fragen, die mit dem Hauptproblem in Zusamm-

hang stehen. Was dieses selbst anbetrifft: Die Ermittlung des Verhältnisses der Zahl jener sichtbaren

Bahnen, die von einem gegebenen Punkt ausgehen und parabolischen oder hyperbolischen Charakter

besitzen, so wird dasselbe mit gewissen den Kalkül erleichternden und in der Natur der Sache begrün-

deten Vereinfachungen durchgeführt, und zwar direkt zur Bestimmung des Verhältnisses der Gesamt-

zahlen, das heißt, jener Zahlen, die sämtlichen Eintrittspunkten in die Wirkungssphäre der Sonne ent-

sprechen.

Die in dieser Arbeit gewonnenen Resultate können wohl dem Wesen nach als vollkommen zutreffend

bezeichnet werden. Wenn nun in der vorliegenden Untersuchung auch auf diese Frage wieder zurück-

gegangen wird, so geschieht dies de.shalb, da hiebei gezeigt werden soll, daß sich diese Seite des Problems

einer strengeren Analyse unterziehen läßt, welche insbesondere die Möglichkeit bietet, die Abhängigkeit

der fraglichen Zahlenverhältnisse von der Lage zum Apex der Sonnenbewegung in schärferer Weise zum

Ausdruck zu bringen und damit eine nicht unwesentliche Ergänzung in der Entwicklung der hier maß-

gebenden Konsequenzen darzulegen. Andrerseits soll aber hier die diese Untersuchungen ergänzende

Frage behandelt werden, wie es denn mit der Möglichkeit, respektive Wahrscheinlichkeit steht, den

elliptischen Charakter von Bahnen zu erkennen, deren Apheldistanz wohl die der sicher als elliptisch

erkannten Bahnen übertrifft, aber noch immer sehr klein im Verhältnis zu den Entfernungen der nächsten

Fixsterne ist.

Der Vollständigkeit halber seien im ersten Punkte die bekannten grundlegenden Beziehungen wieder-

gegeben.

I.

Wenn man einer Masse, die unter der alleinigen Wirkung der Attraktion der Sonne steht, in der

Distanz r von dieser eine relative Geschwindigkeit ,§• erteilt, welche mit dem Radiusvektor den Winkel rf

einschließt, so sind die halbe große Achse a und die Exzentrizität s des Kegelschnitts, den die Masse um

die Sonne beschreiben wird, gegeben durch

2 1

^2 — j
r^gi sin^ tp =: a (1— S-).

r a

Dabei wird außer den gewöhnlichen astronomischen Einheiten als Zeiteinheit der Betrag von

58-1325... mittleren Sonnentagen gewählt, das heißt die Zeit, in der die Erde in ihrer mittleren

Geschwindigkeit die Längeneinheit zurücklegen würde, so daß diese Geschwindigkeit als Einheit ange-

nommen ist.

Führt man die Periheldistanz q = a (1— s) ein, so folgt nach einigen leichten Umformungen aus den

beiden Gleichungen
43*
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r (r + q)

>-S

322 C. Hillc b r a ii d

,

f _2^ \

cos-
'f
= i 1

ein Resultat, dem folgendes zu entnehmen ist:

In einer gegebenen Distanz r von der Sonne gehört zu jeder Richtung
'f

eine ganz bestimmte relative

Geschwindigkeit ^i,', wenn der resultierende Kegelschnitt eine vorgelegte Periheldistanz q haben soll; den

geometrischen Ort sämtlicher einem bestimmten q zugehöriger Geschwindigkeitsendpunkte erhält man

durch die Substitution von

i =-g cos
!f

Tj = ,i; sin
'f

in die letzte Gleichung, wodurch diese die Form annimmt

2 (r-q)
= 1

r (r + q) rq

das ist die Gleichung einer Hyperbel. Da nun um die Richtung r die Verhältnisse symmetrisch liegen, so

ist der Ort der Endpunkte sämtlicher Geschwindigkeiten, aus welchen dieselbe Periheldistanz q resul-

tiert, ein einmantliges Rotationshyperboloid, dessen halbe Querachse

V '' {r + q)

ist, dessen imaginäre Achse (die Achse der Rotation) den absoluten Betrag

hat imd nach der Sonne gerichtet ist.

Bezeichnet man mit '1 a den ÖlTnimgswinkel des .Asymptotenkegels, so ist

q
sm a :=

r

Daraus folgt unmittelbar, daß zu einer kleineren Periheldistanz eine kleinere Querachse und

ein kleinerer Öffnungswinkel gehurt, das heißt aber nichts anderes, als daß die Geschwindigkeiten,

welche kleineren Periheldistanzen entsprechen, innerhalb dieses der Größe q entsprechenden Hyperbo-

loides liegen müssen. Versteht man nun unter q jene Periheldistanz, die der erfahrungsmäßigen Grenze

der Sichtbarkeit entspricht, so bedeviten sämtliche innerhalb des so definierten Rotationshyperboloides

fallenden Geschwindigkeitspunkte die Gesamtheit der von jenem Orte ausgehenden sichtbaren Bahnen,

Es wird sich nun darum handeln, die Relativzahlen der Bahnen verschiedenen Charakters irmerhalb dieses

hyperbolischen Raumes zu ermitteln. Setzt man die halbe Querachse

r(r + <7)
~'^'"

so wird jede Geschwindigkeit ^^,^u die Sichtbarkeitsbedingung erfüllen; man kann also bei der Ermitt-

lung der Häufigkeitszahlen über sämtliche Richtungen summieren; für Geschwindigkeiten ^i;' > ,i,'„ wird

aber die Maximalabvveichung
'f
von der Richtung r durch die Hyperbelgleichung gegeben, aus welcher

wie oben folgt

wodurch die Grenzen für die Summierungen für g > g^^ definiert sind.
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Baliufonu iiiul Ursprung der Konuicu. 323

Es wird hier, um überflüssige Weitläufigkeiten zu vermeiden, am Platze sein, die Größenordnung

der in Frage kommenden Quantitäten festzustellen.

Unter r hat man sich den Radius der Wirkungssphäre der Sonne zu denken. Da die kleinste bekannte

Fixsterndistanz etwa 275000 Erdbahnhalbmesser beträgt, so wird die Größenordnung von r durch die

Zahl 100000 repräsentiert werden können. Man kann weiter nach den erfahrungsmäßigen Sichtbarkeits-

bedingungen der Kometen für die Maximal-Periheldistanz q eine Zahl zwischen 2 und 3 annehmen,

so daß

2-

*%= -
r

das heißt: einige Einheiten der fünften Stelle betragen wird oder, wenn man in naher Übereinstimmung

mit der obigen Bezeichnung —- = a setzt, daß g^^ von der Ordnung a ist.

r

Die der Distanz r entsprechende parabolische Geschwindigkeit ^' = v /— ist demgemäß beträcht-

lich größer als g^, von der Ordnung \/ o. und steht mit ^^ in der Relation

"\/^

Nun wird aber bei der vorliegenden Untersuchung nicht diese Geschwindigkeit als Grenzbetrag eine

Rolle spielen, sondern jene, bei welcher das zugehörige hyperbolische Perihelstück der Bahn in merklicher

Weise vom parabolischen abzuweichen beginnt. Das wird nun eine Geschwindigkeit sein, die bedeutend

größer sein kann als ^^. Eine Festsetzung über diese Grenzgeschwindigkeit ^\ der merklich parabolischen

Bahnen zu treffen ist ohne eine gewisse Willkürlichkeit nicht möglich, weil die Genauigkeit der Bestim-

mung der Elemente, respektive die Empfindlichkeit der scheinbaren Bahn gegen die Variation der

Elemente unter anderem auch von der geozentrischen Distanz abhängt und für letztere ja a priori kein

Grenzbetrag angebbar ist. Laplace nimmt an, daß eine Hyperbel, deren reelle Halbachse nicht unter

100 liegt, noch als merklich parabolisch angesehen werden kann. Das würde für die sichtbaren Bahnen

Exzentrizitäten bis zu 1'02 etwa bedeuten und für große Distanzen r eine relative Geschwindigkeit

g^ =: O'l, so daß die Größenordnung von ^s,'', durch eine Zahl zwischen \/a und \/ o. bestimmt erscheint.

Bei der wichtigen Rolle, die diesem Grenzbetrag g^ in der vorliegenden Frage zukommt, scheint es

mir doch geboten, etwas näher auf die Bestimmung der Grenzen, innerhalb welcher Exzentrizitätsände-

rungen unkonstatierbar sind, einzugehen. Das einzig Richtige wäre natürlich, die bisher bestimmten

Kometenbahnen daraufhin zu untersuchen. Nun wird es immerhin möglich sein, auch mit Umgehung

einer derartigen weitläufigen Untersuchung diese Grenzen für einen gewissen Bereich von Beobachtungs-

verhältnissen anzugeben, der eine solche Wahrscheinlichkeit besitzt, daß man außerhalb liegende Fälle

als Ausnahmen betrachten kann, durch welche das Gesamtresultat nicht mehr beeinflußt wird.

Es soll zu diesem Behufe zunächst untersucht werden, welche Wahrscheinlichkeit einer gegebenen

Annäherung eines Kometen an die Erde zukommt.

Da bei der angegebenen Aufgabe eine völlig strenge Behandlung selbstverständlich überflüssig

wäre, auch zu sehr weitläufigen Operationen führen würde, so soll zunächst die Erdbahn als kreisförmig,

die Kometenbahn als parabolisch vorausgesetzt werden, ferner zur weiteren Vereinfachung angenommen

werden, daß die Apsidenlinie der Kometenbahn in die Knotenlinie fällt, wodurch Verhältnisse statuiert

werden, die bezüglich der Lage der Apsiden einer Annäherung am günstigsten sind, so daß den erhaltenen

Wahrscheinlichkeiten die Bedeutung von oberen Grenzen zugesprochen werden kann.
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324 C. Hill ehr d II d,

Es seien v und r wahre Anomalie und Radiusvektor des Kometen, a der Radius der Erdbalin und
'f

der Winkelabstand der Erde vom Knoten, so ist bei dem Neigungswinkel / der beiden Bahnen die

geozentrische Distanz [j des Kometen gegeben durch
f>-
= r^ + a- — 2ar (cos v cos

'f
+ sin v sin tp cos 0-

Es handelt sich nun darum, festzustellen, unter welchen Umständen [j unter einem gegebenen Betrag

sinken kann.

Es soll zunächst angenommen werden, daß die Periheldistanz q der Kometenbahn größer als die

Entfernung der Erde von der Sonne ist. In diesem Falle wird im Perihel der kürzeste Abstand der

beiden Bahnen stattfinden und eine gegebene wenig von tj — a verschiedene Annäherung fv in dessen

Umgebung fallen. Man kann demnach hier kleine Werte von v und cp voraussetzen. Es wird näm-

p
lieh die Größenordnung von v und 'p durch — bestimmt, allerdings in verschiedener Weise je nach der

Größenordnung des Neigungswinkels /, so daß von letzterer die Art der Behandlung der Aufgabe abhängt.

Da nämlich

cos V cos rp 4- sin 'p sin v cos / = 1
- cos'^ — sm'^

2 2
+ sin- - sin-

ist, so kann

p- ^ (r

—

a)- + Aar cos'= sm 2
^—

'f + sm- — sm
2 2

;^2^+ ?

gesetzt werden, worin jedes Glied der rechten Seite dieselbe Größenordnung wie p haben muß. Da

zunächst r—i; = ^— t/ + i(
/§''

"T diese Bedingung erfüllen soll, so ergibt sich außer dem selbstver-

ständlichen Resultat, daß q^a und {j von der gleichen Ordnung sind, daß v mindestens die Ordnung

V /— haben muß. Ist nun / weder nahe an 0° noch an 180°, so daß weder sin ,__- noch cos -- kleine

Beträge sind, so müssen v— -p und i» + 'p und daher die Winkel v und -p selbst tatsächlich von der

[j
i

Ordnung -'' sein. Ist hingegen / nahe an Null, so daß sin- " in derselben Art klein ist, so braucht nur

v—'f diese Bedingung zu erfüllen, das heißt: u und 'p sind von der Ordnung v/--, ihre Differenz aber von

fj

der Ordnung — . Dasselbe gilt bezüglich der Summe, wenn / nahe an 180° ist.

Es soll zunächst der erste Fall behandelt werden. Aus den für die Parabel geltenden Relationen

ts-
1 ., V _ kt

'3'^'T"V/2^^A'
r=q[\ H-tg-^yl.

wo t die seit der Perihelpassage verflossene Zeit bezeichnet, folgt, wenn

gesetzt wird:

v — nt\\ H-tä
6

n =Vi

r^ q
n^ f 1

1+ _/2| 1 n'f' +.
4 l 6

Da V und daher /// von der Ordnung — sind, so kann, wenn man nicht über Größen zweiter Ordnunj;
a

hinausgeht, v =: ;;/ und r (/ 11- 1- gesetzt werden.
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Bahnforiii und Ursprung der Kometen. 325

Ist ferner m die tägliche siderische Bewegung der Erde, A/ die Anomalie zur Zeit der Perihelpassage

des Kometen, so ist '£ ^ M + uit, wo M und mt wieder Größen erster Ordnung sind. Die Substitution

dieser Größen in [j^ ergibt bei Einhaltung der festgesetzten Genauigkeitsgrenze

:

p^ =: a- + q-—2aq cos M + 2aq sin .1/ {ni—n cos /) t + aq (ni- + ;;-

—

2ntu cos /)
/'- +

-t 1 il—^)^^ ^ ^^•

q
—a

Setzt man =: a und beachtet, daß dies eine Größe erster Ordnung ist, so erhält man weiter
a

' a-— sin^ M = 2 sin M {m - n cos /) / + {m- + n-—2 m n cos i) VK

Soll nun bei einer vorgelegten parabolischen Bahn eine bestimmte Annäherung p tatsächlich ein-

treten, so muß diese Gleichung reelle Lösungen / haben, das heißt, es muß

sin- M.{m—n cos /)- + {ni~ + n-—2mn cos /) —'s-— sin^ m\ ^ sein.

Das bedeutet eine Bedingung, der die Größe 71/ genügen muß. Es wird dadurch ein bestimmter

Bereich der Erdbahn abgegrenzt, innerhalb welchem die Erde im Moment der Perihelpassage des Kometen

stehen muß, damit die geforderte Annäherung p zu Stande kommt. Es sei 4> dieser Bereich — in Teilen

des Radius ausgedrückt — dann ist die Wahrscheinlichkeit, daß in einem gegebenen Momente die Erde

1

innerhalb desselben steht ~'
<I>, und das ist zugleich die Wahrscheinlichkeit, daß bei dieser parabolischen

Bahn eine Annäherung p stattfindet. Eine Ausdehnung dieses Kalküls auf sämtliche / und sämtliche

in Betracht kommenden Werte q wird dann die Wahrscheinlichkeit der Annäherung p überhaupt ergeben.

Die Grenzwerte für M erhält man, wenn man die obige Diskriminante gleich Null setzt, woraus

. ,,, /p'^ „\ ui- + n-—2mncosi
sin- Mj =: M a^ •

\a'^ j II- sin-/

folgt.

Der erwähnte Bereich wird demnach definiert durch d= -1/,, daher ist $ ^ 2 A/j und die Wahr-

scheinlichkeit w der Annäherung == — , oder, da man den Sinus mit dem Bogen vertauschen kann;

w ^ —
).

/

'

a^ '-. v/ '"" + "'

—

2iini cos /.

- V ^J" " sm i V

Nun ist die Wahrscheinlichkeit, daß der Pol der Kometenbahn die Länge A und die Breite / hat, ^
1 1— sin / di d A, daher die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens der Neigung /: ^ sin / di. Es wird dem-

nach die Wahrscheinlichkeit T' der Annäherung p bei sämtlichen Bahnen einer gewissen Perihel-

distanz q, deren Neigungen zwischen /, und /., liegen

1 r ' •

=:— I ;/' sin / di sein, oder

1 /p'^ „ (
''

I nt^ ^ ni . ,.F=~v/',—aM v/l +-, — 2 — cos i J/.

Das hier auftretende Integral ist ein elliptisches Integral zweiter Gattung, zu dessen Auswertung

die bekannte Reihenentwicklung der Carnot'schcn Formel herangezogen werden soll.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



326 ^- H il l ehr an d

,

Es ist zunächst

li k\,/2 \/2
17 111 ~

aV "-
q%.

- '"
(1 + rif,

Setzt man

Wenn

m . ,
1 /, 3— = u., so ist u, := ——1 1 -\ a +

n \/2\ 2

\/\ + IJ.--2IA cos /= [d— [J.f'^^-') (l-[j,"^^-')p

nach Potenzen der Exponentialfunktion entwickelt wird, so erhält man eine Cosinusreihe, deren Koeffi-

zienten Potenzreihen nach |j, sind. Die Konvergenz ist bei dem angegebenen Werte von [i allerdings

keine starke, die Entwicklung genügt aber dem vorliegendem Zwecke vollkommen, bei dem es sich in

letzter Linie ja doch nur um die Feststellung der Größenordnung der einzelnen Resultate handelt.

Es ist

wo

\yi + [j,-— 2[ji, cos / = Bo—Bi cos/— ^2 cos 2/

—

B^ cos 3/-

B,= l^lL]UI^\+(^'^'-'-'''^'^'
2 j \ 8 1 \IQ j U28

2 2.8 8.16 16.128

B., = — llß [A^ [A«—
8 2.16 8.128

1 , 1.5 ^

16 2.128

5
[J,''— . . . . u. s. w.

128

Es ist also

F = — --^v/l — '^o'M '(5,,-ßiCos i— B., cos 2i-...) dl.
2- ci V f" Ji,

Was die Integrationsgrenzen betrifft, so sollen i^ und /^ Winkel sein, welche von 0, respektive n um

Beträge von der Ordnung \ ^ abweichen. Es sei /j ein derartiger Betrag, so wird

F= -^ ^- V //—^ aä
I

\b,—B, cos /—Ä, cos 2 /— . . . ) dl
2r. a V f>' J;,

gesetzt werden können, so daß

^' = Ü\/'-^^' [5„(|-0j-|fi,sin2/,--i5,sin4/,-...

wird.

Um nun die totale Wahrscheinlichkeit der Annäherung p für sämtliche Bahnen, für welche q > (7

ist, zu erhalten, hat man V mit der Wahrscheinlichkeit des Vorkommens der Periheldistanz q zu multi-

plizieren und von q ;= a bis q ^ a -i- [j zu integrieren.

Die Anfangsgeschwindigkeiten, die ein bestimmtes q ergeben, bilden das früher erwähnte Rotations-

hyperboloid, das von jenem Kugelflächenstück abgeschlossen wird, welches der Grenze der merklich
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Balinfonit und Ursprung der Kometen. 327

parabolischen Bahnen entspricht. Die Querachse desselben ist 2 —; \/2q. Bei der außerordentlich gerin-

gen Krümmung der Meridianhyperbel kann in der vorliegenden Betrachtung dafür ein Kreiszylinder vom
k _

Radius ~ \/~<J substituiert werden und man kann ferner annehmen, daß der Querschnitt dieses Zylinders

so klein ist, daß in jedem einzelnen die Dichte der Geschvvindigkeitspunkte konstant ist. (Ausnahmsfälle,

in denen diese Annahme unzulässig ist, sind hier von keinem wesentlichen Einfluß.) Unter diesen Vor-

aussetzungen ist die Zahl der Geschwindigkeiten, aus welchen Periheldistanzen zwischen q und q + d q

k /-
resultieren, dem entsprechenden unendlich schmalen Kreisring proportional, dessen Radius^ V-'? und

1'

2%¥
dessen Fläche z^ da beträgt.

Die Zahl sämtlicher in Betracht kommenden Geschwindigkeiten ist der Größe - -;r^o pfoportional,

wo c7„ die größte beobachtbare Periheldistanz bedeutet. Setzt man diese gleich 2ii, so ist die Wahrschein-

lichkeit des Auftretens einer bestimmten Periheldistanz q gleich ^.

Die Wahrscheinlichkeit der Annäherung
f>

für sämtliche außerhalb der Erdbahn gelegene Kometen-

bahnen ist daher

1 r«+p
W[, = ~ Vdq

2a X
ausschließlich der Bahnen geringer Neigung.

Da man für die in V auftretende Grenze i\ einen Betrag wählen wird, der selbst von q abhängt,

soll die Durchführung der Integration später erfolgen.

Bei kleiner Neigung, das heißt, wenn/ von der Ordnung i /— ist, sind i' und w derselben Ordnung,

während v—
'f

erster Ordnung bleibt. Vernachlässigt man in
f<-

wieder alle Größen höherer als zweiter

Ordnung, so erhält man aus

V— cp . /
rß =^ (r— a)' + Aar sin^ ~ + 4ar sin v sin 'p sin- —

,

2 2

da man hier noch 4. Potenzen von i' mitnehmen muß,

p|ä V V
o- = 2 a tg- h tg' \- sin- (v—'i.) + sin v sin (p sin- /.

fl2 2 2

Es handelt sich nun wieder um die Bedingungsgleichung für reelle Lösungen bei einem gegebenen

(j> aa.

Da

n (, 3

v/2i 2

ist, so besteht zwischen v und rf die Beziehung

3
1 -1 a

2
'f = M -i V.

V2
Denlischriflen der mathem.-natunv. Kl. I!d. L.XXXI. 44
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328 C. Hillehrand,

Ferner ist

wenn mit (
—

|
eine Größe von der Ordnung^ bezeichnet wird.

Setzt man ,, /' p

1 3
1 7= ;= a = ^, SO ist « = Tlf + (1— yl) z; und z' = — ,

v/2 2v/2
' i' ^ ^ A

AP
Man kann daher für v^ die Größe "

^ substituieren, wenn dieselbe mit einem Faktor erster Ordnung

verbunden ist.

In der obigen Gleichung, für die man auch schreiben kann:

a^ ^ — ti* H V- + (v—mY + vp sin- /,

a2 16 2

soll diese Substitution nur im ersten Gliede der rechten Seite vorgenommen werden, da der Nenner 16

2
den Faktor A, der ungefähr =: ^ ist, kompensiert. Im letzten Gliede kann man rp ^v setzen, da der Fehler

V (v—'f) sin- / höher als zweiter Ordnung ist.

Man erhält daher

' a^ z= v^ + — v"' + (Av—AIf + v"- sin'- /.

a^ 16^2 2

Sollen nun für ein gegebenes
fj

reelle Werthe v resultieren, so muß

A-'AP + f

^2 + _^ + si,-,-2 / + J^\ (tl _ r,ä_M^l^
2 löA^jW

sein, woraus sich für die Grenzwerte AI die Gleichung ergibt

Ap(J^+^+sln^i]=A^ff--A,
\16A' 2 ) \a' j

wobei Größen höherer Ordnung wieder weggelassen wurden. Man erhält schließlich

/"

y' _(a + 2sin2/)+^(AI= 2A\I — (a + 2sin2/) +\l(s + 2 sin^ ly +'- -a^.

Da in ^ die Größe a unterdrückt werden kann, so ist dabei

2^ = 0-585787. . .

iVf ist also tatsächlich in diesem Falle von der Ordnung v/— • Die Wahrscheinlichkeit der Annäh

rung p bei einer vorgelegten Kometenbahn von kleiner Neigung ist daher

w = ?^V / - (a + 2 sin2 /) +J(a + 2 sin^ /)-' + ^ -a"
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Biilnifonii und Ursprung der Koiiielcn. 329

und für alle Neigungen zwis
1 /"'

chen und /j hei konstanter Periheldistanz q:— i w sin / di, wofür man hier

2i/„

1 f.
auch setzen kann— / nui (sin- 1); bezeichnet man demnach t + 2 sin- / = C, so wird daraus

4it V
p^

C-^-v/C^-^^,-^•^ ^C =

A
12:r ^-V'^*-»:-°']""4-^

'/:

v^^W^'-^-:-'

A
12^

-8
+ s/« + L^ -)'+ f!,-—

y-C.+ \/C?+^,-a^

6 71 V <^
\

"^

Ist andrerseits die Neigung nahe an 180°, d. h. 180°—/ von der Ordnung U — , so gilt dasselbe für

u und
'f

; dann ist aber v + '^ erster Ordnung, d. h. v + rp =: il/ + (2— ,4) v =

Behandelt man mit Berücksichtigung dieser Relation die Gleichung

u- ^ (r

—

aY + 4izr sin^ — Aar sin v sin -z sin- 90°
2

'

V 2;

oder

1:
ß2

-a^ = 2 a tg'^ 1- tg^ + sin- {v + cp) — sin v sin
'f

sin- /

in analoger Weise wie im früheren Fall, so findet man für die Grenzwerte M

r
M—2 {2—A) V /

— (a + 2 sin^ /) + . / (a + 2 s\r^ if -^^ —
V V

Nimmt man hier als Grenzen für / 180° und 180°—/, so ergibt sich als Wahrscheinlichkeit für beide

Bereiche — nahe an und nahe an 180°—

V=
6r

V.

— a'

\l-'^^\/'
-c. + v/c?+^.--^

3t: \ a
+ 2a

44*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Ordnung ^ -- sind. Zur Vereinfachung der weiteren Ausführung soll eine derartige Wahl getroffen

330 C. H ill e b

r

and ,

Der Grenzwert /\ ist nun ganz willkürlich, er muß nur die Bedingung erfüllen, daß die / < /\ von der

\/ a

werden, daß Cr + "^ — '^^ ein vollständiges Quadrat wird. Setzt man

sin^ i^ = s/jrjN+T) .^ + Na,

wo N eine beliebige Zahl ist, so wird auch diese zweite Bedingung erfüllt, denn es ist dann tatsächlich

?'

Ci=2 \/N{N + 1)
— +(2A^+l)aund

PI

a^
^1+ -.--' = {2N+ 1)— + 2s/N(N+Tja

daher

Ci+ Y/c? + ^]-a2 = (2iV+l-2v/iV(iV+l)) [-^-o
\

Es soll nun zunächst auf Grund dieser Feststellung die Integration für W'^ durchgeführt werden

Man hat also in V für !\ einen Wert einzuführen, der definiert ist durch

sin^ /j = A^i~ + 2\^ (3_ vvo A^i > A^2.

Wenn in V konsequenterweise Größen zweiter Ordnung vernachlässigt werden, so kann man

zunächst bei der Ermittlung der Koeffizienten B die Größe u, = —j= setzen und erhält nun für diese be-

\/2

stimmte numerische Werte:

^0= 1-129 iJjj =0.108 iJ^ = 0-016 i'e =0-005...

und ebenso

"= i ^V«-'
-"" - T <'*« -^ «'+• •) /? -''\l"' i * "' '

Setzt man weiter

a K,
G = X —'' = V,

P A^i

so ist

und

1 n P . /l -2 1 . /1^-/R , R , -~^(pX''-F=-5o^ n/1-^' - - s/<(^o + B,+.. :.) -^] 's/l-x^
. v/l + v-v

2 a 7t

w'a=—-^rvdx=

Entwickelt man \/l + v.r nach Potenzen von v;v, so sind die einzelnen Glieder integrabel und man

erhält nach bekannten Integrationsformeln
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Bahnforiii und Ursprung' der Kometen. 331

I
1 2

1.3

128 2.4.6
+

2 \ 3
"^

8 1.3.5
v2 +

2.4

daher

128 1.3.5.7

/".

• • = w,

^— fe^oli -ÄWV^.(^o + i^.+ --.)|

Nimmt man nun in dem obigen Ausdruci< für den Grenzwert /, N :=l, so daß iV^ = y/2, N^ = 1

und V = —— wird, demnacli sin-/; = v/2 — + a, so wird (v) = 0-8934. . . und es resultiert schließ-

V2 a

lieh mit Rücksicht auf die Werte B:

H/^ = 0-2217 f-^^
—0-2127 f-^\a) [a

Was den Fall der kleinen Neigungen anbelangt, so kann in dem zugehörigen Ausdruck für V

-Si + v/^? + i^
—Pl_a2z=^'(-P-_,

gesetzt werden, wo
N'=2N+ l-2\/NiN+ 1)

ist. Dann ist für für die obere Grenze der Wert

1

271 \/N'Vii +^) vi-"-i N"l-.
P

1 /P

=
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332 C. H iLlcbr a n d

,

Der nun zu behandelnde Fall q <a hat für die vorliegende Betrachtung insofern erhöhtes Interesse,

als dabei Annäherungen an solche Stellen der Kometenbahn möglich sind, an welchen die Abweichun-

gen der Parabel von den benachbarten Kegelschnitten größere Beträge annehmen können, so daß diesem

Fall die für das Erkennen einer elliptischen, respektive hyperbolischen Bahn empfindlicheren Verhältnisse

angehören. Es treten hier auch, wie unmittelbar einleuchtet, wesentlich andere Annäherungsbedingungen

auf, denen zufolge sich dieser Fall nicht so einfach erledigen läßt wie der frühere.

Es ist zunächst klar, daß die Beschränkung a—q < {j hier nicht mehr notwendig ist, da bei genügend

kleiner Neigung bei jedem Wert q<a jede beliebige Annäherung möglich ist. Dann fällt aber auch die

Notwendigkeit der Kleinheit von v und demnach auch von
'f ,

denn die Bedingung, daß

a—r = a—q~q tg- —
Li

eine Größe erster Ordnung sein muß, wird bei endlichen a—q durch endliche, beziehungsweise auch

sehr große v erfüllt.

Es kann zunächst gezeigt werden, daß, während für a—q < p ähnliche Verhältnisse wie früher

stattfinden, für a—q > p nur mehr Neigungen möglich sind, deren Größenordnung mindestens durch

— gegeben ist.

Der Minimalabstand /' eines beliebigen Punktes der Kometenbahn von der Erdbahn ist offenbar

gegeben durch

p2 -— y2 _(_ ^ 2 — 2 ra cos ß,

wo ß die heliozentrische Breite des betreffenden Punktes bedeutet.

Da

^

V

sin ß = sin / sin y =: 2 sm i ^

—

V1+tg^-

ist, so ist

= qsj'
V\'^ ..„..„ V

r cos ß = ^ ^/ (
1 + tg2 ~^) — 4 sin2 / tg^

V

2
Setzt man tg^ — = 0, so wird

pf- = cf (1 + 0)2 + a.^-— 2aq ^/(l + 0)2 — 4 sin^ i

.

Diese Minimaldistanz p hat für das Perihel den extremen Wert ± (q—'^J)- Da nun

'^^'^ =2,2(i+0)-,2a,
^-^^-^--'^

d9 y'(l +0)2— 4 0sin2/'

daher für f =
[^{P')\ —2q(q-acos2i),

dt „

so folgt für äußere Kometen das selbstverständliche Resultat, daß diese Ableitung beständig positiv ist,

das Perihel demnach ein Minimum bedeutet. Für q < a hängt das Vorzeichen von dem Wert von / ab, es

kann daher diese Stelle sowohl Maximum als Minimum sein. Setzt man in diesem Falle

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Bahuforw und Ursprung der Kouietcu. 333

— = cos 2/^,
a

so wird für / >
/'o

die Distanz/' vom Perihel an beständig zunehmen, für / < i^ dagegen wird p zunächst

abnehmen, ein Minimum erreichen und von da ab beständig wachsen. Ist daher die geforderte Annäherung

eine größere als die Distanz im Perihel, das heißt p < a-q, so kann dieselbe nur bei zunächst abnehmenden

Minimaldistanzen /! erreicht werden, also bei Neigungen, die kleiner als i^ sind; da nun

. . la—q

ist, so sind das Neigungen, die von der angegebenen Größenordnung sind, solange a—q eine Größe

erster Ordnung ist. Ist aber a—q nullter Ordnung, dann muß auch v nullter Ordnung sein und dann

ergibt der Ausdruck für p- unmittelbar, daß entweder i^— f und / oder i> + -s. und -—
/ erster Ordnung

sein müssen, das heißt, daß auf jeden Fall sin/ erster Ordnung ist. Für ü^q>;j kommen daher nur

Neigungen in Betracht, für welche sin- / erster oder höherer Ordnung ist.

Man kann übrigens für p eine für manche Diskussionen noch bequemere Form herstellen. Es ist

p^~ = q-^ (1 + Hf + a^-2aq (1 + 0) y' 1- ^^^- sin^ /.

Da nun
40

sin- / ^ sin^ v sin^ / := sin- ß

(1 + 0)

jedenfalls zweiter Ordnung sein muß, so kann man nach dieser Größe entwickeln und erhält

. .
02

. , .

p"' = [^ (1 + 0)— rt]2 + 4(7(/ snV- / + Aaq - '
•

(1 +0) (1 +0)'^

Für den Fall, als a^q und daher auch und sin- / erster Ordnung oder zweiter und / nullter

Ordnung ist, ergibt sich bis auf Größen vierter Ordnung

jp2 = (a^qf—2q {a cos 2 i~q) % + q (q—a sin^ 2 /) 0-,

ü cos 2 /

—

q
p wird ein Minimum für = woraus nur für / < /„ reelle Werte v sich ergeben.

q—asin^ 2/

Eine vorgelegte Minimaldistanz p wird erreicht werden bei

Q _ acos2i—q
_^ // acos2/—gV jp^—(^— g)'

^—asin-2/ V W— "^^ sin'^ 2// q (q— asm'2i)

Da positiv sein muß, so werden zwei Lösungen nur dann stattfinden, wenn p < a— q und / < i^,

konform den obigen Überlegungen.

Setzt man p = p, so wird das dadurch bestimmte den Bereich angeben, innerhalb dessen eine

Annäherung p überhaupt möglich ist, und damit auch ein Maß für die Größenordnung der Wahrschein-

lichkeit derselben sein, von welchem Umstand sofort Gebrauch gemacht werden soll.

Betrachtet man bei der vorliegenden Gruppe der inneren Kometen zunächst den Fall a^q < p, so

kann derselbe in ganz analoger Weise wieder der äußeren Kometen durchgeführt werden, es wird nur ent-

sprechend dem größeren Annäherungsbereich auch eine größere Wahrscheinlichkeit resultieren. Es läßt

sich aber leicht von vornherein einsehen, daß dieser Unterschied nur in dem zweiten von
|

- abhän-
\ ^i 1

gigen Gliede zum Ausdruck kommen kann.
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334 C. HiJlcbranJ,

Ist nämlich sin / nullter Ordnung, so kann

q—acos 2i

q
—a sin^ 2 / c7(acos 2t— q

1 .
P'-{a-qY

2 q{q
—acos2f)

näherungsweise gesetzt werden. Setzt man wieder o = -, so findet sich in ähnlicher Weise

2 ~"2sin/\\z2 " l^ 2 2sin2/

Der entsprechende Fall eines äußeren Kometen unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen von o,

der Unterschied der beiden Bereiche v ist daher gegeben durch

1 4- 2 sin^ / /»-
' -a-. a.das heißt durch eine Größe zweiter Ordnung.

4 sin^ / V «'

Ist aber sin- / und daher erster Ordnung, so ist, wie aus der Formel für unmittelbar abzulesen

ist, der Unterschied in derselben und in c von der Ordnung v/— .

V '^

Im ersten Falle ist der Bereich der / nullter, im zweiten erster Ordnung, die Summierimg über

sämtliche t/, für welche der Absolutwert {q
— ä) < [j ist, fügt noch eine Potenz hinzu, so daß der Unterschied

im ersten Falle erst auf I— , im zweiten auf — sich erstreckt.

Die folgenden Ausführungen bestätigen diese Überlegung.

Es soll also zunächst die Wahrscheinlichkeit der Annäherung
fj

für sämtliche q, für welche

a—^ ^fj ist, ermittelt werden. Hier sind sämtliche Werte / möglich und man wird wie im vorigen Fall

den Bereich der kleinen Neigungen und der nullter Ordnung getrennt zu behandeln haben.

Der Grenzwert /, soll wieder in der Form

sin2 /, = N, ^- + N, a
a

vorausgesetzt werden, wo A'j und A'^, noch zu bestimmende numerische Größen sind.

Für die Wahrscheinlichkeit W'i bei Neigungen zwischen /j und T^— i^ erhält man denselben Aus-

druck wie für W^. Behält man die früheren Bezeichnungen bei und setzt für die identischen Größen

gleich ihre numerischen Werte, so wird,

H/; = 0-2217 \-^\ -0- 2002 U-\ '

\/N'
I

s/l—x^ s/l+^xdx-

Für kleine Neigungen wird man aber Ausdrücke erhalten, die etwas verschieden sind, da rs das

Zeichen wechselt. Es ist zunächst

w = -- y / c3— 2 sin2 / + y/C''— 2 sinä /)-+ -^ — o'l

Setzt man hier a— 2 sin^ / =: C, so ist die Wahrscheinlichkeit für sämtliche / < /j

^=-w(^ + 0^-^|-'^; -^
V'^^v^^-^

1 =
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Bahiifonii iiiul Ursprung der Kometen. 335

/, hat nur die Bedingung zu erfüllen, daß sin- /'j erster Ordnung ist. Man wird letztere Größe wieder so

wählen, daß ^^ + a- ein vollständiges Quadrat wird. Das wird hier durch

sin^/, = \/N{N-\ J- + A^a

erreicht, wodurch

wird, wenn

ist.

^. + V'^"-^
^'^ ^^=N'[^-n

N' = 2N-\ -2 \/NiN~])

Setzt man nun N=2, so wird sin^ i\ — \/~2 — + 2 a, Ci und A^' erhalten aber die früheren Werte.

Nach Einführung der Grenzen wird
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336 C. HiUchrand,

Die Ausführung ergibt schließlich den Wert 0- 99675, woraus

W'i — 0-22\7 [^ —0-1870 ''
'^ ^1

'

Die Wahrscheinlichkeit der Annäherung p für sämtliche innere Bahnen, deren Perihele zwischen

a— (j und p liegen, ist demnach

Wi = W'i + W'i' =. 0-2217 \^\ —0-0048 '
'"'

'

^

Wesentlich anders verhält sich die Sache bei Perihelabständen, die größer sind als die geforderte

Annäherung, das heißt, wenn a— ^ > p ist, da hier nur mehr Neigungen innerhalb gewisser kleiner

Grenzen in Betracht kommen.

Es soll zuerst der Fall behandelt werden, daß t7 — t7 noch immer eine kleine Größe erster Ordnung

ist. Nach dem früher Gesagtem muß jedenfalls sin / < v /-— Die tatsächliche Grenze der hier in Frage

kommenden Neigungen wird dadurch gegeben sein, daß die entsprechende kleinste Minimaldistanz /' der

geforderten Annäherung p gleich ist.

Aus

p"- — {a—qf^'lq (a cos 2 i—q) (^ + q {q— a sin'' 2 /) H-

erhält man für den Minimalwert p^^

(a cos 2/— (7)'

pI — {a-q)--q

wobei natürlich / < i^ ist.

q
—a sin- 2/

Entwickelt man bis Größen 3. Ordnung, so ist

PJ

oder, da

= 4 sin-'/ [a— sin2 /— (a— 2 sin- /)'-]

a— sin-/ wegen sin / < v /^
nicht höher als erster Ordnung sein kann,

— — 2 sin / \/a— sm- / —sm j

<^ \/a— sin^ /

Setzt man darin p^ — p, so bezeichnet das dadurch bestimmte / die Grenze der Neigungen, außer-

halb welcher die Annäherung p überhaupt nicht mehr stattfinden kann. Bei Vernachlässigung des Gliedes

zweiter Ordnung ergibt sich als erste Näherung für diesen Grenzwert /j

sm,,= ' - /- P'

\/2 \ V «'

Als weitere Näherung würde sich ergeben

^'"'^=^\''-\A^-'^V'-^\/^^-S-
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Bühiifonn iinJ Ursprung der Koiiutcii. 337

Wenn man zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeit den Realitätsbereich in der Parabelbahn selbst

feststellt, so erhält man zunächst wieder dieselben Relationen wie im vorhergehenden Fall bei kleinen

Neigungen, daher auch für die Grenzwerte, innerhalb welchen die Größe M liegen muß, die frühere

Gleichung

AP = A: Ä- (a— 2 sin''^ /) + 4 ^^ J(a—2 sin^ ly + ^^ — a'^.

Von hier ab unterscheidet sich aber dieser Fall von dem \'origen. Da hier '

a'^ eine negative Größe
a-

ist, so geben beide Vorzeichen der Wurzel reelle Werte für M, entspiechend den beiden in diesem Falle

getrennten Bereiche, die zu beiden Seiten desPerihels und zu diesem symmetrisch gelegen sind. Bezeichnet

man die beiden positiven Werte von M mit M" und M', so ist M"—M' der Bereich innerhalb welchem die

Erde zur Zeit der Perihelpassage des Kometen stehen muß, wenn die Annäherung
f>

stattfinden soll. Da

ein gleich großer Bereich für negative M existiert, so ist die Wahrscheinlichkeit bei dem vorgelegtem /

und q

M"-M'M—

M"- 2A y ; a—2 sin2/ + \/(^— 2 sin^ if - (a^- ^-}\

M'= 2A y ,
a—2 sin^ / — v/(a— 2 sin^ iy- - fa^— ^-)

woraus sich ergibt

,u = _Wl. A y / a-2 sin^ /- y/a^- ^•

Für die entsprechende Neigung ::— / erhält man denselben .'\usdruck, nur mit dem P\iktor 2— .4.

so daß für die symmetrisch gelegenen Bahnebenen

fv = -^— i / a-2 sin2 /- v U^-- K,

ist.

Wie man sieht, ist der Maximalwert i^ gegeben durch

2sin^/, = a-^a^-^

übereinstimmend mit dem obigen Resultat bei der gleichen .Annäherung.

Die Wahrscheinlichkeit für sämtliche in Betracht kommenden Neigungen

1 T'.
=: ';^ I iv sm / ilVzz:':: I jL' sin i di

45*
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338 C. H ill e b r a n d

,

oder mit genügender Näherung

V = -^ f'
wd (sinä t) = y^J i / a- 2 sin^ i - Ja^ - ^^ (sin^

Vi
3%

a — 2 sin^ / \/--| _ v/2
3ir

Die totale Walirscheinlichkeit W erhält man durch Summierung über jene q, die in die vorliegende

Gruppe von Kometenbahnen gehören. Die obere Grenze derselben ist a— p, die untere ist willkürlich,

aber der Bedingung unterworfen, daß a— q noch eine Größe derselben Ordnung wie p ist. Nennt man die-

a— ö,
selbe vorläufig q^ und a^ =

,

a

so ist

W, =~ f ''vdq= ~ f'vda= -^—= f [a - V /o2 -P 'd^.

Die Integration läßt sich tatsächlich ausführen, man erhält, wie leicht verifiziert werden kann,

w,=
1

^ 371 \/2 [ d
+ 4-10.

-2\'l=

a'

Die obere Grenze Oj wird man gleich w —setzen können, wo n eine Zahl bedeutet, welche wenige
a

Einheiten beträgt. Es wird dann

Wj = —^—=.
f-^]

'
[0- 8 + • 2 (h - sjn^ - if"- - (« - y/w^ - 1 )"'=].

371 \/2 \a

Für « = 3 erhält man

W\— 0-02Qbi^
P \^/=

Für« 1=10 — eine Annahme, bei der die hier gemachten Voraussetzungen eigentlich nicht mehr

ganz zutreffen — ergibt sich

W/i = 0-0432 f-^]
'

5-

P"ür die Parabelbahnen, die sich an die bisher untersuchten anschließen, die also noch kleinere

Periheldistanzen haben, so daß a— q > p ist, dabei aber einen von Null um endliche Größen abweichen-

den Wert hat, wird man eine andere Entwicklung anzuwenden haben, weil hier die Voraussetzung der

V
kleinen f und

'f
nicht mehr zutrifft. Da a— r := a

—

q
— qig- — eine Größe erster Ordnung sein muß,

so kann hier v keine kleine Größe mehr sein. Der Fall, daß q selbst eine kleine Größe ist, soll hier noch

ausgeschlossen sein.

Es liegt nun nahe, die Parabelgleichung für die Umgebung von r=a zu entwickeln. Die zugehörige

Anomalie ist gegeben durch
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Bahiiforin und Ursprung der Kometen. 339

cos^ ^ = ^
2 a

oder

^*"^o = 2^-!-\/^-i-

Da bei der parabolischen Bewegung

dr _ k d^r k^— — —7^ sin V,
'~~ = ^z cos V. . . .

dt s/p ' dt^ r^

ist, so ist weiter

r = fl + ^ .
—-= sin fj H r . — cos fp + . . . .

Sjp 2 a^

Berücksichtigt man den eben erhaltenen Wert für y„ und setzt den in der Zeit t von der Erde

zurückgelegten Bogen
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340 C. H i 1 1 e b r a n d

,

Für die Grenzwerte M innerhalb deren für ein vorgelegtes
f>

reelle Werte t resultieren, erhält man

daraus die Gleichung

U ^'—^ + ]i?\ [^ - sin2 (fo-M) - sin2 i sin^ v}\ + \3? sin^ (f^-M) = 0,

woraus folgt:

^o-^^=\/i+T7~i^^V5 i2 / cin2 .„^.Sin- / sin'^ Vn-

Der Grenzwert i^ der Neigungen, über welchen die Annäherung p nicht mehr möglich ist, ist

gegeben durch

P 1 PSm ?j =:: ' = :

rt sin v^ 2 sjq ia— q)

also tatsächlich eine Größe erster Ordnung.

Der ganze Bereich der ü/ wird mit Rücksicht auf den symmetrisch gelegenen bei —v^ gleich dem

vierfachen Betrag von v^—M sein und die entsprechende Wahrscheinlichkeit, wenn für [j, wieder sub-

stitutiert wird,

^6 / J_ l2q /p_^

TT Y 3 V ö V^'
w =: -^?— V /

1 ?r V /^ V /
'-j — sin- i sin- i/^

.

Ist im anderen Falle die Neigung nahe bei 180° und setzt man dieselbe gleich ir— /, wo / wieder

erster Ordnung ist , setzt man weiter

sin (v + cf ) = sin {v^ + M) + [»,' t,

wo

so findet man auf dieselbe Weise

P^_o/', ^.L.
: 2 1 ^

h''*
+ \'''' ^'' + 2 (jl' T sin (v„ + M) + sin- (i'g + M) + sin-' /' sin-' v„

und als Grenzwerte der reellen Lösungen

^Hi + ^'Ä i'-P! - sin^ (i>o + M) - sin2 / sin^ v}\ + f- sin^
<>;„ + M)= 0^

a I \a

woraus

".-«=V'-T<A""V^'-
folgt und für das entsprechende

w n/6 /^^ ,' 2^ ;2^ /p^

Da

/

V'-|vT+\/-iv'l' = v'^V'W'^li
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Bahnfonu und Ursprung der Kontcten. 341

ist, so ist die Wahrscheinlichkeit bezüglich der beiden einander entsprechenden Bahnen / und 180°— /;

2^3
/'

W :

/i_A^ hl
V 2 a \ a^

sin- / sin- V,

Die Wahrscheinlichkeit für Scämtliche Neigungen von bis /, ist

V: r % a \ a
~

\ wd (sinä = ——= — I
^^

1 \ 1 + \l 1

4 i 4zv/3 ^ U-^y \ V

wobei für sin- t'„ der obige Wert eingesetzt wurde.

Die Wahrscheinlichkeit für sämtliche hieher gehörigen Periheldistanzen

W 1 r^-= - Vdq

oder, wenn man — = .r setzt,

a

w— p \=' r^-^ 1 1

A- (1— ;ir)'/.

1-+- v/1 X dx.

Da .r < 1, und zwar um endliche Beträge, so wird die Entwicklung der Wurzelgrößc und Berück-

sichtigung der ersten Glieder eine ausreichende Annäherung geben. Man findet

Die Integration der einzelnen Glieder gibt

1 X-
3- 2 .

3
—̂ x'^ x^— ...

2.3«

/- 1 dx _ 2 1—VI— A- r dx _ 2

J7 (1-^)'/.
~

^i^ii-
^ ""T+^/T^ ' j{\-xri^-

" v/i^^

r ;tr^;i: 4 2x C x"- dx 2 1 „ ,

J{\-^T'- \/\-x \/\-x }{\-xf~- 3 \/\-x{

u. s. w., so daß schließlich erhalten wird

Tr= 0-0325 9_

\ a I

log
s/^- + ^^'-

(1 +0-0G35.r + 0-0061.v-^+..)

l-l-\/l+:i^ V^l—

^

worin noch die Grenzen einzuführen sind.

Der vorliegende Fall umfaßt nun Periheldistanzen, die zwischen und a liegen und von diesen

Grenzen um Beträge, die größer als erster Ordnung sind, abweichen. Man wird dieser Bedingung dadurch

entsprechen können, daß man x^ z=. n-- setzt, wo n die frühere Bedeutung hat, und von .r, bis 1 — -Vj inte-

a

griert. Der logarithmische Teil wird dann

log ^^ZS/lr + io£

i+v/^i

(l+y/i-g-.)-

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



342 C. HiUebran d

,

woraus die Entwicklung mit genügender Annäherung

log f- log 4 — 2\/,r,-

ergibt.

1

Der algebraische Teil besteht aus einem Gliede—-^ wodurch dieselbe Größenordnung wie in den

vorigen Fällen resultiert, und einer Potenzreihe nach \/x^; die Vereinigung mit dem ersten Teil ergibt

P
1^2 =0-0325 ll^ -0-066 + log -^ -2-110\/.r, -1-318;!^,

oder, wenn x\ = n - gesetzt wird,
a

W^ = 0-050
\/n \ö

1 + 0-644 \ln-- log ^ 0-042 vA?-^- —
n

1-359 7Z -^ — 0-849 (m ^ ^

'

Für « = 3 erhält man

W; =0-029
|

—
a

1 + ^ 2-567 log "- —1-298 —4-076 -^ — .

a \ p y a

wobei der Koeffizient von log — für den Brigg'schen Logarithmus gilt.

Für n= 10 erhält man

W^ = 0-016
V=

1 + -^ 2-036 log — —4-822 —13-585 -^ —
a \ p / a

Die Wahrscheinlichkeit für sämtliche Bahnen von q ^ a— p bis q^zn — ist demnachbeiBeschrän-
a

kung auf das erste Glied

W"= 0-059

woraus schon hervorgeht, daß der Beitrag der noch restierenden Bahnen q < n — sich nur in den Gliedern
a

höherer Ordnung äußern kann.

Zieht man schließlich noch die Bahnen mit kleiner Periheldistanz in Betracht, bei welchen also q

von derselben Größenordnung wie p ist, so sieht man zunächst, daß v nahe an 180° liegen muß, da a—r

a—q—qti ^— eine Größe erster Ordnung sein soll, daher mindestens mit . /_L vergleichbar
2 22

''2
2 \l a

sein muß. Es ist auch von vornherein klar, daß für genügend kleine q wieder sämtliche Neigungen

möglich sein müssen. Über die in diesem Falle eintretenden Verhältnisse gibt wieder die Betrachtung

der Minimaldistanzen p sofort Aufschluß.
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Bahnforni und Crspriuig der Kometen. 343

Es war

p'- — q-i
{\ + %Y + a'-— 2aq \/(l + ©)=*—4 sin« i und = tg^

—

Führt man den kleinen Winkel v' = tt— v ein, so wird

2 _ g^
. o 2ag / yl yf

P —
. 4 f/

"* ^"
. o v/ v/ 1—4sin2-—cos2—-sin'-/;

sin*-2- sin^-g- V 2 2

da (f')" erster Ordnung ist, so ist —-—
j nullter Ordnung. In erster Annäherung ist

\sin2-2- j

ü' q ,
—

Für sin^ — = -— erhält man den kleinsten Wert »,, = 2 sin / K/aq.
2 a

/-o V -^

Wenn nun eine Annäherung p überhaupt möglich sein soll, so muß
f» ^ p^ oder p ^ 2 sin i \faq

r 2 2

sein. Ist daher q ^ — , so wird diese Bedingung für jedes / erfüllt sein, das heißt, von ^j =: — ab sind
4a 4a

wieder alle Neigungen möglich, während bei größeren Periheldistanzen eine Grenze /^ existiert, die

gegeben ist durch sin /j = — .

—-=_ ein Wert, der mit dem früheren Grenzwert für den Fall kleiner q
2 \Ja^

identisch ist.

Allerdings ist nun das Wiederauftreten sämtlicher Neigungen kaum von aktueller Bedeutung, da

der zugehörige Grenzwert q^ bei einigermaßen starker Annäherung Beträge annimmt, die kleiner sind als

der Sonnenradius. Nimmt man etwa p r= 0-01 a an, so wird ^i = 0' 000025a, während der Halbmesser

der Sonne ungefähr 0'00465a ist. Für diese letztere Periheldistanz würden erst bei p ^0- 14 sämtliche

Neigungen möglich werden. Dasselbe gilt überhaupt für größere Beträge von i: so würde für /^ 45° bei

q gleich den Sonnenradius eine Annäherung von nur O'l a erforderlich sein. Hingegen wird für p =: O'Ol a

und dem Minimalbetrag q ^ 0'00465a der Grenzwert i^ ^ 4°ö sein. Faßt man zunächst nur bedeutendere

Annäherungen ins Auge, so kann man demnach auch hier kleine Neigungen \oraussetzen, so zwar, daß

etwa sin- / als Größe erster Ordnung zu betrachten ist. (Für den symmetrischen Fall 180°— / gelten natür-

lich analoge Schlüsse.)

.Auf Grund dieser Überlegung gestaltet sich die Behandlung dieses Falles verhältnismäßig einfach.

Führt man zunächst statt der Winkel v, v^,
'f
und M die kleinen Supplem.entwinkel v', Vq,

'f'
und M' ein,

so ist wie oben

_P_ „ r_—
^j + cos'- ly sin^ (f'—

cf')
+ äin- -- sin- (z''+

'f')

und

r—a=as/2^X-^.^-^.

f ß\2
Wegen der Kleinheit von q kann hier = 2i:^ gesetzt werden, t ist wieder erster Ordnung

[ a j

deshalb kann bei einem P'aktor derselben Ordnung v' durch r^' ersetzt werden. Das ist aber hier durch-

wegs der Fall. Bei kleinem / ist

40

v'-'f' = vJ-M' -t- T - \y~2 V / ^^ {

Dciilischriften der inalhein-iialurw. Kl, l'.d. I,.\.X.\I.
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344 C. Hill ehr and,

erster Ordnung, daher auch vJ—M', so daß bei der Quadrierung der veränderliche Teil von v' höherer

als zweiter Ordnung wird; im letzten Gliede ist des Faktors sin- — wegen v' ^ i»/ zu setzen. Analoges

gilt für Neigungen nahe an 180°, so daß hier während der Dauer der Annäherung die Änderung der

wahren Anomalie des Kometen vernachlässigt werden l<ann und nur die Änderung des Radius in Frage

kommt.

Im Falle kleiner Neigungen kann deshalb hier gesetzt werden:

-4- = 2f^ + {M'-z^v',y- + {v'^ + M'Y sin2—

.

Die Grenzen der M' für reelle Lösungen t erfolgen aus

{M'—v'^y =

oder mit Rücksicht auf die Kleinheit von /

ilf'ä- 2M'v'\ 1-3 sinä —\ = — ^-" -v'K
'

2 / 2 ^

so daß

M' = v[,
[

1 — 3 sin2 — /^ />' aP sm-

wobei unter der Wurzel f'y'- = 4-^ gesetzt wurde. Man sieht, daß hier wieder der früher angegebene
a

Grenzwert von / erhalten wird.

Ist die Neigung nahe an 180° und setzt man dieselbe gleich z— ;', so erhält man zunächst

^'\ ~ 2t2 + {M'-v'^f sin2 ^ + (i,^ + M'-zf

und für die Grenzwerte der M'

M' — —v'^ [l — 3sin2--
,' 3 /p2

sm"' t

Der Gesamtbereich der M' für gegebene / und q ist das Achtfache der VVurzelgröße und die

Wahrscheinlichkeit

IV = — V / -;^ \ / —, — 4 — sin- 1 .

Ferner ist

V= i-J'w(sin^O = i^^- 2 a [j

3"y \"ä

und die totale Wahrscheinlichkeit

W, Vdq sv/|(tj'-I

Setzt man für die untere Grenze ^„ den Sonnenhalbmesser, für q^ z= n— , so ergibt sich
a

W.^ = 0-075 2-332 -1-log n + log -*-

a I \ a
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Baliuforin iiiiJ L'rspnuig der Kometen. 345

worin unter log der Brigg'sche Logaiithmus verstanden ist. Der Beitrag dieser Gruppe von Bahnen ist

demnach tatsächlich höherer Ordnung, die auch durch die Zahlenwerte der Klammergröße nicht geändert

wird. Für » r= 3 oder n = 10 wird

W'g^O 075 (-'^y' [2-409 + log-^

respektive

= 0-075 (-^Vf3-332 + log
^'

Der eben erhaltene Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit bei kleinen Periheldistanzen gilt auch

für beliebige Neigungen, daher auch für den Fall, als p so groß ist, daß für die noch in Betracht kommen-

den Periheldistanzen Aa q < [ß ist und somit / alle Werte von bis— annehmen kann. Die Bedingung

der Annäherung ist dann

= 3t-^ + M'2 + v'^-— 2M'v'o cos /— 2 (3/— < cos i)z

,

im Grenzwerte M' folgen aus

M'— Vg cos / ^
2 V a'2

'^0V'^ sin^ /

,

so daß wie früher erhalten wird

w = 3 p2 4^
'
— sin t

V W
t: V 2 V a' a

w sin idi ist hier streng durchzuführen; es ist dann

-WItfV-h^ sin^ i sin i di

4 aq

.

wo h- =—r ist, oder

V
t: \ 2 a [

^
\-h-^

log h cos / + V / 1 — '^'" sin- /'

Ist ^' z= -!—
, so hat man für sämtliche q ^ q' als obere Grenze — zu nehmen, so daß in diesem

Aa 2

Falle

ji V 2 a

1 \-h\ i\+h\

wird. Ferner ist

W -Liy'^=\-t£'^'^'^

V 2 ^ 8t: a-^ \ 2 j„8- er
(1-//-^) log

\ \^l^ I
^/'-

46*
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346 C. Hill ehr and,

Nun ist das letzte Integral für unbestimmte Grenzen gleich

-- (2-//) (1 +hy log (1 +/;)+— (2 4- h) (l-hf log (I-//) ^ - li'

3 o o

und für die Grenzen und 1 = —
- (4 log 2—1), woraus

wird.

Wenn hingegen q > q', also /; > 1 ist, so ist die obere Grenze i\ gegeben durch sin i^ = — ; dann
h

ergibt sich für T' der Wert

V = -1 /A a"
TT V 2 a

1 1 — //2 (h + 1

1 + -Tr-^— log
2 h h— \

und für W

^=isj'Uijr
1 \— h\ h + 1

./(/.^);/.? = i^
?'

wo <7, wieder die obere Grenze der als klein anzusehenden Periheldistanzen ist, also wie oben ^ «p gesetzt

werden kann, wenn n eine Zahl von wenigen Einheiten bedeutet.

Da das unbestimmte Integral

C(\-h')\og(^'^ ^\dh = -- (2-/0 (/; + 1)^' \og(h + l)+ — (2 + h) (h-iy log (/i-l)- — Ä"

ist, so wird

W — -L̂./|Wi« + (,_4i!(/,
iT V ^ l^J I"'

"^
l'
~

2 /
<'' + "" '"8 "'+'' -*

+ 1 + ^-\ (h,-\f log (/;j-l)-l-2 log 2

2 y

Vereinigt man diesen Ausdruck mit dem soeben für bis t/ gefundenen, so erhält man

W^
^ V ^ \a] "^

\

'^?!l +(1-^1(1 +
K

iog /z, + log
I

1 +—
)
+

..^If.
'

log //j + log 1 ^l
Entwickelt man nach der kleinen Größe— , so fallen die Glieder nuUter Ordnung weg und es bleibt.

abgesehen von Größen höherer Ordnung innerhalb der großen Klammer, nur

2

k.
log/«i,

so daß

Wl: -i-. 2 P

8;: V 3 \ â
log m =:

1 ./2 (A\_iaq,
8k V'y \a

log
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Baluifonii und Ursprung der Kaiiuini. 347

Nimmt man wie oben als untere Grenze der Periheldistanzen den Sonnenhalbmesser q^, so ergibt

sich als Wahrscheinlichkeit für sämtliche q zwischen q^ und qi

1 /T /t^3=^V^- 4 log^'

3

P ,^„ ^I

^ 8p V 3 \a )
"^°

q^

übereinstimmend mit dem früher unter der beschränkten Annahme der kleinen Neigungen gefundenen

Wert. Es ist demnach auf jeden Falle die Wahrscheinlichkeit für kleine Periheldistanzen von höherer

Ordnung.

7-

Das Ergebnis der bisherigen Untersuchungen ist folgendes: Die Wahrscheinlichkeit, daß eine

Kometenannäherung unter einer bestimmten Grenze p stattfindet, ist für die einzelnen Gruppen von

Bahnen:

für q \'on a + p bis aWa = 0-22\7
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Bdhufonu nud Ursprung der Kometen. 349

lur

f V \
V

r', r cos V ^ q\\ — tg^— , r sin i' =: 2(j tg—

diese Reihenentwickluntjen ein, ebenso für

cos (p= cos 'XIq— sin !fy.T COS-'fg.T-

sin
'f
^ sin

'f,,
+ cos

'f^
t sin-

'fo
-t-

so erhält man die geozentrische Distanz in der Form

:

/ P f _ f Po f

wo

+ ^r + J5i:ä +. .

1 + i!
I^ + tg-^ ^f - 2 -^

f
1 - tg^' -e) cos

'f
,-4^ tg "^ sin 9„ cos /,

2/ al 2/ a"^

^=2 v/2 v/itg-^fl + tg-|)\2-^(l - tg^^ sm rc„

+ 2V/2 ^|tg-|^l+tg'^|-. COSrp,

— 4 tg -^ COS % COS 7

B - 1+tg^^
9 l 2

1 _tgä-^" |cos2'f„

^^^v/t\/
1 + t<T2 19-

l_tg^-".|cos'f„-2N/2l^) tg-|^l +tgä^.sm-.„

2 -^ cos / i + ^rg--l-^*"'fo-v'2 + tgä -^ cos
(f„

Soll nun rj^ ein Minimum, so muß ,4 = sein, durch welche Bedingung bei einer vorgelegten

Kometenbahn jedem Erdort eine bestimmte Stelle derselben für den Eintritt des Minimums sowie eine

bestimmte Minimaldistanz zugeordnet wird. Die zu behandelnde Aufgabe wird darin bestehen, von einer

Minimaldistanz p^ ab, deren Wahrscheinlichkeit über einer gewissen Grenze liegt, jenen Bogen der

Kometenbahn zu bestimmen, für welchen die geozentrischen Distanzen unter einer gegebenen Größe

p > Po bleiben.

Da der Zusammenhang der fraglichen Größen durchaus kein einfacher ist, so wird es sich empfehlen

gewisse einschließende Grenzfälle numerisch zu behandeln, umsomehr, als es nur darauf ankommen wird

einen ungefähren Begriff von der Ausdehnung dieser Bahnstücke zu gewinnen.

Man wird für diesen Zweck schon den obigen Bedingungsgleichungen Formen geben können, die

für die numerische Auswertung bequemer sind. Da es sich immerhin um kleinere Beträge für p,,
handeln

wird, so kann man annehmen, daß 'jy von v^, respektive — ('„, je nachdem / ^ 90° ist, auch nur um kleine

Beträge verschieden sein wird. Setzt man daher '^ =: rt i'o + i und berücksichtigt nur erste Potenzen von

i, so wird diese Genauigkeit für die vorliegenden Zwecke völlig ausreichen. Die Entwicklung der beiden

Bedingungsgleichungen: Minimaldistanz ^ p^ und ^ ^ ergibt nach einigen leichten Reduktionen:
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350 C. Hill ehr a n d

,

i < 90°

p^
— \—2q sec- ^ + cf- sec' -^'- + qR^ sin- ^ + qR.^sm' — . i

= -^i—A ^ + ^3 sin"-'— + A^ sin- — g + A sin- ^ ;

2

i > 90°

p„ = 1

—

2q sec-—^ + q- sec''
t t

qR. cos- oi?o cos^—2-2
= ylj—A ^ -t- ^la cos^ ^^ cos^— . i —^. cos^

%

Die Größen i? und A Iiängen nur von v,, ab, und zwar ist

i?j = 8 sin v tg - R.^ = 8 cos f tg—
2

^,

^.=^

|v/2tg| ^2= J^2tg ^^^•^'Y

i-tgä

^3 = — \/'2 sin f

V 2 (cos y— sin^ ?;) ^^ = tg
-,^ ^

. .„ ^

wobei wie in allen folgenden numerischen Entwicklungen a = 1 gesetzt wurde.

Die nachstehende Tabelle soll einen Überblick über den Gang dieser Größen geben:

V
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Bahuforu! mnl l'rspriiuX der Konicleii. 351

Macht man nun eine bestimmte Annahme über
f>p,

so läßt sich nach der früheren Untersuchung die

Wahrscheinlichkeit 1 — ITangeben, daß
fj„

nicht erreicht wird, das heißt, es läßt sich angeben, mit welcher

Wahrscheinlichkeit die Annäherung < p außerhalb der Umgebung pg des Kometen verläuft, mit welcher

Wahrscheinlichkeit daher die Folgerungen bezüglich der Genauigkeit der Elementenbestimmung — so

weit sie von den Distanzverhältnissen abhängt — nicht erreicht werden.

Da die auf die vorliegende Frage Bezug nehmenden allgemeinen Relationen nur schwer einen

Einblick in die dabei auftretenden Verhältnisse gestatten, so sollen nun tatsächlich bestimmte Annahmen

gemacht und für diese die Art der Annäherung ermittelt werden. Es soll po
^— gesetzt werden; das be-

4

deutet nach dem Früheren eine Umgebung des Himmelskörpers, deren Erreichung unter 35 Fällen Imal

zu erwarten ist. Es sei ferner nach jenem Stück der Kometenbahn gefragt, welches geozentrischen Ent-

fernungen kleiner als — entspricht.

In diesem Falle ist

v/r/--r>o- = 0-433.

Da ferner sin |^ [j^ sein muß, so erhält man als obere Grenze der ^: 14° 29'.

Ebenso erhält man für jede Periheldistanz t/ gewisse Grenzen, in welche man die Anomalie des

V
Kometen von vornherein einschließen kann, durch die unmittelbar einzusehende Bedingung daß cos- —

zwischen und ! liegen muß.
1+Po 1— Po

Man erhält daraus für

5
(7 := — als Grenzen der v 0°

4

q =1 \ ,> » » V 0° 53° 8'

q =— » » » V 0° 78° 28'

4

q = ~ » » ^ V 70° 32' ..101° 32'

2

q = ~ » » » i; 109° 28'.. 126° 52'.

4

Wenn man nun tatsächlich die verschiedenen Umstände der zu untersuchenden Annäherung

ermitteln wollte, so könnte man die Gebiete v noch weiter einengen, respektive gewisse Teile der Bahn

von vornherein ausschließen, in welchen ein Minimum von der vorgeschriebenen Größe p^ =— nicht ein-

4

treten kann.

Aus den beiden Bedingungsgleichungen folgt nämlich:

Für f < 90°

sm^ — — "

2 A^ + A,q'l: + A^i

und

sin^l= Pg-('-^o)%
2 ^ (/?, + R, i)

Denkschriften der mathein. -natiirw. KI. Bd. LXXXI. 47
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352 C. Hillebrand,

Für > 90°

/ A9—A
cos^ — = —

2 A,-A.JI:^A,i

und

COS'' — =:
^(i?,-Ä,s)

Da i absolut genommen höchstens gleich— sein kann, so wird man durch Einführung von | = ±

—

4 4

für jedes v^ aus beiden Bedingungsgleichungen Grenzen für / angeben können. Nur dann, wenn beide so

erhaltenen Bereiche für / einen gemeinsamen reellen Teil haben, kommt die betreffende Ausgangs-

anomalie Wp überhaupt in Frage.

Von einer derartigen Untersuchung soll aber hier abgesehen werden, umsomehr, als es sich schließ-

lich nur um die Dauer einer derartigen Annäherung handeln wird und ihre Abhängigkeit von den ein-

zelnen Umständen, ganz abgesehen davon, ob im einzelnen Falle gerade ein derartiges Minimum zu

Stande kommen kann.

Die Frage wird also dahingehen, die Werte der Koeeffizienten B für die einzelnen, von vornherein

in Frage kommenden Gebiete festzustellen. IVIan kann zum Zwecke der numerischen Auswertung dieser

Größe für den Fall eines bestimmten py eine bequemere Darstellung angeben. Es ist

2B
dx^

d^ (r^) „ d^ (r cos f) „ . . d^ (r sin v)
^—^ 2 cos (0—^^ — 2 sm « cos t

dx^ dx^ dx^

, . d (r cos v) , . d (r sin v)
-<- 4 sm cp

—

^

4
(f

cos i
—^ -

dx dx

+ 2r cos V cos cp + 2r sin v sin tp cos i.

Nun ist
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Bahnform und Ursprung der Kometen. 353

Da aber

cos
'f
cos V + sin

'f
sin v cos / ^

2r
IL
2r

so wird

dz''
^ + ''' + \^+rHl-?')

r-
sin

'f
sin y— 2 cos cp cos'^ -f,-cos

Für einen gegebenen Minimalwert p^ hängt der erste Teil nur mehr von r ab. Bezeichnet man den-

selben mit R, so erhält man für p ^ — innerhalb der in Frage kommenden Grenzen r = 0"75 bis
4

r=: 1-25:

r

0-75

0-76

0-77

0-78

0-79

0-80

0-81

0-82

0-83

0-84

0-85

0-86

0-87

0-88

0-89

0-90

0-91

0-92

0-93

0-94

0-95

0-96

0-97

0-98

0-99

1-00

R

7-727

7-602

7-482

7-368

7-261

7-159

7-060

6-966

6-877

6-792

6-716

6-640

6-567

6-497

6-430

6-368

6-308

6-250

6-195

6-142

6-091

6-043

5-998

5-955

5-914

5-875

125

120

114

107

102

99

94

89

84

78

76

73

70

67

62

60

58

55

53

51

48

45

43

41

39

00

Ol

02

03

04

05

06

07

08

09

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24
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354 C. Hill ebr and,

Bezüglich der beiden letzten Glieder kann man sich eine Vereinfachung erlauben: cp kann sich von v

höchstens um den Betrag von etwa 14° unterscheiden. Setzt man als einen mittleren Wert
'f
= v, so

können sich die wahren Werte von B von den so ermittelten nur um Größen unterscheiden, die für die

vorliegende Frage ganz belanglos sind. Man wird demnach setzen können

^^^ = i?-S.-S„cos/

wo

Si = 2 ^/" sin2 y, Sg = 4 J~ cos v cos^ ^ ist.

Mit Hilfe dieser Größen sind nun für die oben angegebenen Periheldistanzen die Koeffizienten B

und jene r berechnet worden, die dem Anwachsen der geozentrischen Distanz vom Minimum — bis [j = —
4 2

entsprechen. Übrigens ist in jenen Fällen, in welchen wegen der Größe von t dieses Verfahren keine

genügende Annäherung darstellt, der Wert t direkt ermittelt worden.

(1)^=4.
4

Es kommt hier nur ü = in Frage. Dann ist

i?= 5-380 Si = 0-000 52 = 5-060.

Neigungen sind sämtliche möglich. Es findet sich für

i

0°

30°

60°

90°

120°

150°

180°

(2) q=l y = 0°
. . . .

53° 8'.

i; = i? = 5 • 875 Sj = 000 S^ = 5 - 657

{ = 0° 180°

i 2B t

0° 0-218 1-150

30° 0-978 0-618

60° 3-046 0-350

90° 5-875 0-251

120° 8-704 0-207

150° 10-774 0-186

180° 11-532 0-170

2B
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Bahuform und Ursprung der Kometen.

v=\0 R — b-MQ Si = 0085 S^ = 5-528

355

/ = 0°

.

180°

t
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356 C Hilleb r a n d

,

i; = 50° ie = 5-404 Si= 1-660 S^ = 2-987

/ = 0° 19° 6'

i 2B T

0° 0' 0-757 0-444

19° 6' 0-921 0-244

(3) ö = - ^
4

0° 0'

160° 54'
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Bahiiforui und Ursprung der Kometen. 357

1^ = 30° if?= 7-119 Si=: 0-816 52 = 5-278

f = 0°
. . . . 30° 5'

i 2B X

0° 0' 1-025 0-974

30° 5' 1-738 0-464

149° 55'
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358 C. H ill e h r a n d

,

(4) q^
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Bahnfonn und Ursprung der Kometen. 359

(5) « = — v = 109° 28' .... 126° 52'

4

t;=llü° Ä = 7-602 Si= 4-995 S^^ --1-272

/ = 0°.. . 15° 28'

i 2B T

0° 0' 3-879 0-573

15° 28' 3-833 0-577

164° 32'
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300 C. Hillebrand,

lieber Abweichungen in gewisse Grenzen einschließen können: ersetzt man das Bahnstück durch einen

Parabelbogen, der nach irgend einem Modus ersterem sehr nahe kommt und sucht nun jene Bedingungen,

unter welchen die Abweichungen der wahren Bahn von dieser Parabel unmerklich sind, so werden diese

Bedingungen auch gewiß für jene Parabel ausreichend sein, welche die beobachteten Orte am besten dar-

stellt, d. h., die Abweichungen von letzterer werden dann sicher der Beobachtung nicht zugänglich

sein und man hat somit wenigstens Grenzen erhalten, innerhalb deren das Erkennen einer elliptischen

oder hyperbolischen Bahn mit Bestimmtheit als unter einer gewissen Wahrscheinlichkeit liegend anzu-

nehmen ist.

Es sei die wahre Bahn eines Kometen eine parabelnahe Ellipse von der Periheldistanz q und der

Exzentrizität 1
—

-^ und •/] so klein, daß nur die erste Potenz zu berücksichtigen ist. Dann ist

3_

cos^— ^
^

2

Mit ;-(,, Wo soll jener Punkt der Bahn bezeichnet werden, in welchem die größte Annäherung an die

Erde stattfindet. Für diese Bahn soll nun eine Parabel substituiert werden, die durch folgende Bestimmungen

festgelegt wird:

Man denke sich zunächst in der ursprünglichen Bahnebene eine Parabel, die durch einen Punkt geht,

der in der Normalen von (ro, i',,) liegt und von diesem um den Betrag C entfernt ist, der auch als kleine

Größe erster Ordnung betrachtet werden soll. Bezeichnet man alle Größen, die sich auf die Parabelpunkte

beziehen, durch Akzente, so ist

r,;-ro = Ccos ^.

und der Winkel zwischen beiden Radien

<«,r„) = lsin^cos^^-
q 2 2

Die Tangente in diesem Parabelpunkt soll mit der Tangente in (r^, v^) den ebenfalls kleinen

Winkel s einschließen. Dadurch ist die Parabel definiert. Der Winkel der Normale der Parabel mit r,' ist

V v^
-5 — <^ (rj(, r,|) + s und muß gleich^' sein. Ist nun (o der Unterschied der beiden Perihellängen, so ist

andrerseits z\{ -1- w = r^ -f- <X (^'o- ''o)-
vvodurch für die Bestimmung der .Apsidenlinie der parabolischen Bahn

erhalten wird

CO = -(-<(;;„ r„) + 2s)

oder

daher

w =: -
I

- — sin -» cos2 ^- + 2EV
q 2 2 )

Ll^v, = "^^^ = - < «, r,) + B =_ Asin ^cos2 ^ + s.

2 2
-^ V 0/

q 2 2

Ist ferner q -l- •/ die Periheldistanz der Parabel, so ist

o f Vn 1 .

oder

r, + Ccos-^ = l_fl +X]m +tg^.Ai;„
2 ,,,.^l <ll\
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C cos
-"«

2
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362 C. H i II c b r a nd

,

scheinbare Größe von 5 abhängt, innerhalb des Annäherungsgebietes unter gewissen angebbaren Grenzen

zu halten.

Es kann dies zunächst von dem Winkel (5, p) gezeigt werden.

Die Richtungsänderung der Abweichung s ist nichts anderes als die scheinbare Bahn des zweiten

Kometen, vom ersten aus gesehen. Gemäß dem Lambert'schen Satze von der Krümmung der scheinbaren

Bahn kann dieselbe wegen der nahezu gleichen heliozentrischen Distanzen als ein größter Kreis angesehen

werden. Nach dem eben Gesagten kann dieser größte Kreis so bestimmt werden, daß er durch einen

gegebenen Punkt in einer gegebenen Richtung hindurchgeht. Das fünfte Element soll so bestimmt werden,

daß die scheinbare Bogenlänge für eine gegebene Zwischenzeit einen vorgelegten Wert hat.

Die scheinbare Bahn der Erde, vom Kometen aus gesehen, hat nun eine Krümmung nach Maßgabe

der Differenz der heliozentrischen Distanzen, die im Maximum [j betragen können. Denkt man sich in

dieser scheinbaren Bahn jene drei Erdorte fixiert, die der größten Annäherung p^ und den beiden Grenzen

p des ganzen Annäherungsgebietes entsprechen, so kann man die scheinbare Bahn des parabolischen

Kometen (immer vom wahren Kometen aus gemeint) zu diesem Bogen der scheinbaren Erdbahn nach dem

Früheren in folgende Beziehung bringen: Es soll der mittlere Kometenort mit dem mittleren Erdort koinzi-

dieren, es soll der entsprechende Bogen der scheinbaren Kometenbahn parallel dem Stücke des größten

Kreises zwischen dem ersten und dritten Erdorte verlaufen und es sollen schließlich diese beiden Bogen-

stücke zwischen dem ersten und dritten Erdort einerseits und dem ersten und dritten Orte des para-

bolischen Kometen andrerseits einander gleich sein. Dann können die entsprechenden Orte, d. h. die

Richtungen von 5 und p nur um Beträge von der Ordnung der Krümmung der scheinbaren Bahn von-

einander abweichen.

Eine derartige parabolische Bahn ist demnach immer herzustellen; es handelt sich nur mehr darum,

von welcher Größenordnung die lineare Abweichung s der simultanen Kometenorte in beiden Bahnen ist.

II.

Die drei Komponenten der Abweichung im Ausgangsort nach der Normalen der Bahn, der Normalen

auf der Bahnebenc und der Tangente sind C, v r^ sin jV, X und die lineare Abweichung

So = sJ'Q ¥ V- r,,- sin'2 'N + X-.

Die sphärischen Koordinaten des Erdortes bezüglich desselben Systems seien ^„ und D,,, wo ö,,

den Winkelabstand von der Normalebene, A^ die Länge in dieser, gezählt von der Normalrichtung der

Kurve, bedeutet.

Die Bedingung der Koinzidenz ist daher

Sq cos D(, cos ^0 ^ C

5|, cos Öq sin ^0 ^ V r,, sin Isl

s,) sin Z)o = X.

Für einen der Grenzorte werden die analogen Verschiebungskomponenten sein

t.+ lz, vr sin {N— Av), X-f-a, die resultierende Verschiebung sei 5 und der scheinbare Erdort A, D.

Nach den obigen F"orderungen soll der Bogen zwischen den beiden parabolischen Kometenorten der

Länge nach gleich dem Bogen zwischen dem mittleren und dem äußeren Erdort und parallel dem Verbin-

dungsbogen der beiden äußeren Erdorte sein. Man wird demnach für den vorliegenden Zweck der Bestim-

mung von 5 oder 5o auch diesen Ort mit dem scheinbaren Erdort identifizieren und daher setzen können

5 cos D cos j4 = C + /s

s cos D sin ^ = V r sin (A^

—

Aü)

s sin Z) = X + -3.
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Bülmfonii und Urspniiii^ der Kotiielcii. 363

Es genügen daher diese beiden Systeme den geforderten Bedingungen sovvolil bezüglicli der Lage

als auch der Größe des scheinbaren Bogens, woraus hervorgeht, daß man über eines der V'ariationselemente

noch willkürlich verfügen kann.

Vor der weiteren Behandlung dieser Bedingungsgleichungen soll noch einmal bemerkt werden,

daß es sich hier nicht um die präzise Ermittlung jener parabolischen Bahn handeln kann, welche den

angegebenen Bedingungen streng genügt, die zudem auch nicht die beste Annäherung zu bedeuten

braucht; es soll nur gezeigt werden, daß man durch Substitution eines parabolischen Bogens, der ungefähr

den obigen Bedingungen entspricht, die scheinbaren Abweichungen unter eine bestimmte, natürlich von yj

abhängige Größe bringen kann. Man wird sich daher gewisse Vernachlässigungen erlauben können, die

entweder sehr nahe zutreffen oder doch durch geringe Variationen des betrachteten Annäherungsgebietes

realisiert werden können.

Derartige Vereinfachungen ergeben sich aus dem Umstände, daß bei kleineren geozentrischen

Distanzen die Geschwindigkeit des Kometen beträchtlich größer ist als die der Erde. Das hat zur

Folge, daß im Moment der Minimaldistanz die Erde nur in geringer Entfernung von der Normalebene des

betreffenden Bahnpunktes stehen kann oder daß man den Moment des Eintrittes der Erde in die Normal-

ebene des simultanen Bahnpunktes als Ausgangsepoche wählen kann, ohne daß die entsprechende Distanz

von der Minimaldistanz p^ wesentlich abweicht, das heißt aber, daß man Z),, und daher auch X= setzen

kann. Die weiteren Schlüsse werden dadurch in ihrem Wesen nicht tangiert, sondern nur formal ver-

einfacht.

Aus demselben Grunde wird sich auch die relative Bewegung hauptsächlich in einer Änderung von

D äußern und nur mit einem relativ kleinen Betrag in A eingehen, selbst wenn sich die Bahnen der Erde

und des Kometen unter einem größeren Winkel kreuzen.

Unter der obigen Annahme können folgende Relationen benützt werden

V ro sin A^ = C tg A^,

V r sin (N—äv) = (C + /s) tg /l

s cos D cos A^z 'Q -\- Iz

und zur Bestimmunt; von s

s sin D — '^ = 1] - T== sec -^ — C J^ cos*
2 \/2q 2 q \/2q

Durch Elimination von C erhält man daraus

4^ !___^f, , o^ ^ ...ö'^O5 sin Z) 1 -t- cot D cos A. 7= cos* -^ = vi r—7= sec -~-
1 + 2 — -- cos

^ q\/2q 2] 2\/2q 2 \ q -q

Da ein Element willkürlich ist, so soll

1 V
3 = — -n cot D cos A sec- —

4 2

gesetzt werden — daD niemals sehr klein werden kann, so bleibt s von derselben Größenordnung wie -rj
—

dadurch werden die beiden Klammergrößen identisch und

sec --
T 2

5 = T) • . =;
sin D 2 \/2q

wodurch der gewünschte Zusammenhang zwischen 7] und der linearen Abweichung der für die Bahn -/j

substituierten Parabelbahn gegeben ist. Es handelt sich, wie man sieht, nur mehr darum, welche Beträge

T

der Faktor ~:—r annehmen kann,
sm D
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364 C. Hill cbr a ii d

,

Es seien A', und Ä', Eq und E die beiden Kometen-, respei\tive Erdorte; E ist außerhalb der Ebene

KKq Eq zu denken. Den Winltel bei A'^ i<ann man für diese Überschlagsbetrachtung als rechten annehmen»

das Verhältnis /:/' = und den Winkel an A'= 90°— Z>.

FiK. 1.

Der zweite Erdort £, der von K die vorgelegte Entfernung p, entsprechend dem Ende des Annähe-

rungsbereiches, haben soll, wird bei gegebener Zwischenzeit t auf der Peripherie eines Kreises liegen,

den E bei der Rotation des A KEE,^ um A'£u beschreibt.

Die extremen Werte für D werden aus den Durchgangspunkten durch die Ebene KK^E^ erhalten.

Dann ist aber

l — [j sm D + \/l''^— (p cos D—[jQf.

I 2
Setzt man hierin l' =i z , l ^n cz , wo f = i /

—
V fo

dieser Gleichung

, und außerdem c-— 1 ^ c'- , so findet man aus

z
I

c'-'z-'+

sin D :=
16

r\
1
— 1)('""^-if"'"" 16

c'z^ c'-z-'
o

Ig

Dabei ist zu bemerken, daß zur Vermeidung von Weitläufigkeiten der früher angenommene Fall

f/,,
^—, p = — auch hier substituiert wurde. Die Wurzel wurde mit dem negativen Zeichen versehen,

4- 2i

z / X
da es ja um Feststellung einer oberen Grenze für handelt. Da terner \f

1

—

x < 1
, so wn-d ma

sinZ> 2
man

durch diese Substitution einen Wert erhalten, der sicher kleiner ist als die untere Grenze. Die Diuxh-

führung ergibt:

cz\c"z' -t-
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Bühiifoini und Ursprung der Kometen. 365

oder

>

16^^

sin D / ., 9

^^+T6?^j 1^^+1(3^^

Nim h;it eine Fun]<tion \'on der Form

X {x + a)
fix) =

(,r + b) (.r + c)

zur Ableitung

df {x) _{b + c—a) X- + 2bcx + abc

dx ~ {x->r bf (.r + cf

das ist im vorliegenden Falle eine wesentlich positive Größe. Der obige Ausdruck wächst beständig mit

X und konvergiert gegen die obere Grenze 2c= 2 . ; ^. Nun ist der kleinste Wert, den 7'^ bei der ange-

V ''o

3
nommenen Annäherung erhalten kann — , woraus folgt, daß auf jeden Fall

4

^ <3-281.
sinD

Der obige Faktor von rj:

sin D

sec i^

\^2q
ist daher

das ist aber = 1.

<2 v/^. ^>
V ''o 2 \/2^

Bei der getroffenen Anordnung des die wahre Bahn vertretenden Parabelbogens ist daher die lineare

Abweichung s an der Grenze des Annäherungsgebietes, in Einheiten des Erdbahnhalbmessers ausge-

drückt, stets kleiner als die Abweichung der Exzentrizität der wahren Bahn von der Einheit.

Für einen vorgelegten Wert t wird man aber die Grenze noch enger ziehen können. Setzt man

X^<^^.
^_

t-+^^1|t-+ ^

3 5
so wird man erhalten s < t] C. Da bei der hier behandelten Annäherung r,, zwischen — und —, c'"^ daher

4 4

5 3
zwischen — und — hegt, so erhält man für diese beiden Grenzwerte r„

3 5

1= 0° 10° 20° 30° 40° 50°

n — j
^^'^0 '^'-^^ O'Sl^ 0-664 0-760 0-823

~\ 0-000 0-129 0-327 0-475 0-583 0-664
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366 C. H il l e h r u n d

,

12.

Bei der hier getroffenen Anordnung der parabolischen Bahn wird die Abweichung s„ im Moment

der größten Annäherung durch den Erdort gehen, die scheinbare Abweichung daher Null sein. An den

beiden äußeren Orten, entsprechend p = — , ist dann der Winkel zwischen
fj
und 5 nahezu gleich dem

sphärischen Perpendikel p \'om mittleren Erdort auf dem durch die beiden äußeren gelegten größten

Kreis. Ist P das Perpendikel vom mittleren Sonnenort auf demselben Kreis (alles vom Kometen aus

gesehen), so kann man nach dem Lambert'schen Theorem setzen

1 2sm p ^— x^

2

1 -l^I^sinP.
^V I Po

Nun ist klar, daß P kleiner sein muß als der spitze Winkel zwischen den Richtungen cJf'—O "^'"^^

(^— 6 (abgesehen von Größen höherer Ordnung) daher

1

oder

sin P^ — r^ Po \/{r^ + p«

sm p ^

1) K + Po— 1) K + 1— Po) (Po + 1—
»'o).

^0 K/[(^ + Po)'-l][l-(^^o-Po)']
4

D

ein Maximalwert, der naturgemäß für ;-„ = 1 und r„ = I rt pu verschwindet. Es werden daher innerhalb

des in Frage kommenden Gebietes, absolut genommen, zwei Maxima stattfinden. Eine Tabulierung von

D giebt hierüber am einfachsten mit hinlänglicher Genauigkeit einen Aufschluß. Es findet sich für

0-75
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Biiliiiforin um! Ursprung der Kometen. 367

Nun ist

1 . t^

fj
= — , s <-riC , "sin p < — D

,

2 4
somit

9
a< — C'.D.Yj.

20°
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Rücksicht auf die Ausnahmsfälle der großen t in rund 30 Fällen aller Wahrscheinlichkeit nach nur Ein

Mal in der Lage sein, eine derartige Bahn von einer Parabel unterscheiden zu können.

Es ist hier allerdings nur ein zwischen bestimmten p ein geschlossenes Bahnstück berücksichtigt

worden, jedoch können die über p = Va hinausliegenden Positionen an den Ergebnissen keine wesentliche

Änderung hervorbringen, da im nächsten Verlauf p und s als sich proportional ändernde Größen ange-

nommen werden können, die Präzision der Beobachtungen aber im Allgemeinen bedeutend herabgemindert

wird. Diese Zahlen sind überhaupt mit ziemlich großen Freiheiten in der analytischen Behandlung gewon-

nen worden, die aber durch das Ausreichen von approximativen Resultaten gerechtfertigt erscheinen. Die

tatsächlichen Verhältnisse dürften zweifellos zu Gunsten beträchtlich kleinerer Apheldistanzen ausfallen,

schon aus dem Grunde, weil die dem individuellen Fall angepaßte, der scheinbaren Bahn möglichst nahe

liegende Parabel jedenfalls geringere scheinbare Abweichungen aufweisen wird als die hier supponierte,

durch die nur gezeigt werden sollte, welche parabolische Annäherung auf jeden Fall erzielt werden kann.

13.

Es soll nun mit dem zweiten Teile des Problems begonnen werden, in welchem es sich um die

Frage handeln wird: Welche Wahrscheinlichkeit haben ausgesprochen hyperbolische Bahnen unter

Voraussetzung des interstellaren Ursprunges der Kometen ? Man kann zunächst auf Grund der bisherigen

Untersuchungen dem Begriff der merklich hyperbolischen Bahnen eine bestimmtere Fassung geben. Da

die bisherigen Betrachtungen vom Vorzeichen von t] ganz unabhängig sind, so wird man ebenso

annehmen können, daß unter 30 Bahnen von der Exzentrizität 1 -001 aller Wahrscheinlichkeit nach nur

eine einzige als Hyperbel erkannt werden würde. Da es sich hier aber um alle möglichen Exzentrizitäten

1

> 1 handelt, so wird man jene, deren Erkanntwerden die Wahrscheinlichkeit rr" besitzt, noch zu den
ov_)

merklich parabolischen zählen können und die Grenze der letzteren jedenfalls bei einer Exzentrizität zu

suchen haben, die von 1 um mehrere Einheiten der dritten Stelle abweicht. Da man aber in überaus

großen Entfernungen eine hyperbolische Geschwindigkeit in Einheiten der Erdgeschwindigkeit nahe

:= V /— setzen kann, so wird dieser Grenze eine Geschwindigkeit in großen Entfernungen entsprechen,
V q

die durch einige Einheiten der zweiten Stelle ausgedrückt erscheint.

Es sei der betrachtete Punkt an der Grenze der Wirkungssphäre der Sonne, OS die Richtung

gegen letztere, also die Achse des eingangs besprochenen Rotationshyperboloides, ferner sei durch OM
Größe und Richtung einer relativen Geschwindigkeit ^' repräsentiert; wenn ^0 Größe und Richtung der

Geschwindigkeit des Sonnensystems bedeutet, die mit n bezeichnet werden soll, so ist AM := c die

absolute Geschwindigkeit, aus welcher dieses g resultiert. Sind !)• und
'f

die sphärischen Koordinaten

von g bezüglich der Fundamentalrichtungen OS und OA, so wird man die Zahl der Geschwindigkeiten

deren Endpunkte in dem Volumelement

g^ sin 'fd'fJ&dg

liegen, finden, wenn man dasselbe mit der Dichte der Endpunkte der c multipliziert. Was nun letztere

anbetrifft, so soll vorausgesetzt werden, daß innerhalb einer bestimmten Grenze bezüglich der absoluten

Bewegung jede Geschwindigkeitsrichtung und -große gleich wahrscheinlich ist. Denkt man sich von

einem Punkt aus sämtliche Geschwindigkeiten der Größe und Richtung nach aufgetragen und den Raum

um diesen Punkt in unendlich dünne konzentrische Kugelschichten von äquidistanten Begrenzungs-

tlächen geteilt, so folgt aus dieser Annahme, daß die Endpunkte dieser Vektoren in jeder Schichte gleich-

mäßig verteilt und in jeder Schichte in der gleichen Anzahl vertreten sind, das heißt aber nichts anderes,

als daß die Dichte derselben dem Quadrat der Geschwindigkeit selbst umgekehrt proportional ist. Man

D'
kann dieselbe daher = ;, setzen, wo D' eine Konstante bedeutet. Die dem Volumelement entsprechende
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Hahnfonii iiiid Ursprung der Kouuicn.

Zahl der Geschwindigkeiten ist also

ö'X" sin 'fd'fd&dg

u^ + g'^—2ug cos M

wo w der Winkel zwischen it und g ist, demnach

cos (0 = cos tp cos A sin
'f
+ sin X cos <>,

wenn mit X der Winkel 50^4 bezeichnet wird.

Fig. 2.

369

Integriert man diesen Ausdruck innerhalb des Rotationshyperboloides bis zu einem bestimmten

Werte von g, so erhält man die Zahl der beobachtbaren Bahnen bis zu einer g entsprechenden Größe der

reellen, respektive großen Achse der dadurch erzeugten Kegelschnitte. Es soll nun die Integration

zunächst unter der Voraussetzung durchgeführt werden, daß jedem in Frage kommenden Werte von g

und (0 ein zulässiger Wert von c entspricht. Dazu ist es notwendig, eine ungefähre Annahme über die

obere Grenze der im Fixsternsystem vorkommenden Geschwindigkeiten zu machen. Das bedeutet natür-

lich eine gewisse Willkürlichkeit. Setzt man dieselbe etwa dem Zehn- bis Zwanzigfachen der

Geschwindigkeit der Erde in ihrer Bahn, so dürfte damit den tatsächlichen Verhältnissen in ausreichender

Weise Rechnung getragen sein. Es sei C diese obere Grenze. Es soll also zunächst nur über solche g
summiert werden, für welche

sjti^ + g'^—2ug cos (I) < C

ist; dann sind die Integrationsgrenzen nur durch das Hyperboloid und den Maximalwert ^ bestimmt.

Diese Bedingung wird aber dann immer erfüllt sein, wenn

u + g < C.

Da die Geschwindigkeit ti des Sonnensystems nicht viel von der Einheit (Geschwindigkeit der Erde

in der Bahn) verschieden ist, so wird nach den oben angegebenen GroßenverhäUnisscn diese Ungleichung

49*
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,

jedenfalls bestehen, wenn es sich um relative Geschwindigkeiten handelt, welche merklich parabolische

Perihelbögen erzeugen.

g
Setzt man noch — = ß, so hat man unter dieser Voraussetzung den Ausdruck

u

uD'
ß2 sin rpJcp ^d^j

+ ß^— 2ß (cos
'f

cos X + sin tp sin X cos {>)

bezüglich & von bis 2it zu integrieren. Man findet nach der Formel

'Z't d^ 2ir

a— b cos % sja^— i^

wenn a > b, eine Bedingung, die wegen 1 + ß^ > 2 ß cos (tp

—

X) immer erfüllt ist:

— u D ß- d ß d (cos rp

)

vy(l 4- ß2) 2_4ß2 sin2x_4ß (1 4- ßs) cos X cos (p + 4 ß^ cos^ ^

wenn 2t: D' ^ D gesetzt wird.

Nach der Formel

/;

dx = = —~ lo^

\/a + bx + c x'^ sjc
\/a + bx + cx" + xsJc + — ,-^

2\/c

(für positive c) erhält man als Resultat der unbestimmten Integration nach rp

— — Z) ß J ß log [\/(l + ß2) 2 — 4 ß- sin- X— 4 ß (1 + ß-) cos X cos
'f
+ 4 ß« cos'-* 9 + 2 ß cos 'p

—

— (1 + ß2) cosX].

Die Integrationsgrenzen sind verschieden zu bestimmen, je nach den in Frage kommenden Werten

von g, respektive ß. Bezeichnet man wie in Nr. 1 die halbe Querachse des Hyperboloides mit _§„, respektive

— = ßii , so ist für alle ß ^ ß,, über die ganze Kugeloberfläche zu integrieren, man hat als Grenzen für 'p

u

und % einzuführen, wodurch man erhält

'H-ß\
7(Z;ß^/ß log

i-ß

Demnach ist die Zahl der Geschwindigkeiten von bis ßg

7V(0
, ßo) = «Dr

P» / 1 + ßßJßlog(._^^ ßo '^noJ'^^-
l-ßo

uD.

ßo ist eine sehr kleine Größe. Es ist klar, daß dieser Ausdruck dritter Ordnung in ßo sein muß. Ver-

nachlässigt man höhere Potenzen, so wird sehr nahe gesetzt werden können:

^(0, ßo)=4"^^»-

Es soll nun die Integration fortgesetzt werden von ß,, an bis zu jenem Wert ßp der der Grenz-

geschwindigkeit der merklich parabolischen Bahnen entspricht. Für diese Werte ß > ßo hat man 'p von

Null bis zu jenem Werte
'po zu nehmen, der dem Durchschnitt der Kugeloberfläche ß mit dem Rotations-

hyperboloid entspricht.

Dieser Winkel 'po ist nach Nr. 1 gegeben durch

cos
'Po

v'
1
—

ß^
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Bahnfonn luul Ursprung der KoincUii. 371

Für die untere Grenze 'p = erhält man

— jf D ß ^ ß log [(1 — cos l)
{ 1 + ß)^].

Die Einführung der oberen Grenze verursacht insofern eine Schwierigkeit, als dadurch eine Funktion

von ß resultiert, die in geschlossener Weise nach dieser Größe nicht mehr integriert werden kann und es

nun notwendig ist, eine integrable Entwicklung von genügend rascher Konvergenz zu finden.

Es werde das Argument des Logarithmus für 'p^, mit F bezeichnet, so daß

F = v/(l + ß^)^ —4 ß2 sin2 X — 4 ß (1 + ß^) cos X cos tp^ + 4 ß^ cos^ r^^ + 2 ß cos %~0 + ß') cos X.

Setzt man weiter

1 — 2 ß cos X + p = X, (1 + ß-) cos X — 2 ß = y,

4ß sin^-^ = z,
Li

so sieht man zunächst, daß das analoge Artiumcnt für die untere Grenze = A'—Y ist und daß weiter

F— \JX' + 2 1 i' + i^ — y r.

Wie schon in Nr. 1 bemerkt wurde, ist- = a eine sehr kleine Größe und ß^ von derselben Ord-
r

nung. Da aber ß- sin'-^ tp„ =::
ßj^ (1 — a-)— ßj^a- ist, so ist ß sin (p^, von derselben Ordnung und wegen

'f^
< 90°

und sin' -^ < sin rp^ auch t von der Ordnung a. Nimmt man mit Rücksicht auf die Näherung der früheren

Integration vorläufig auch noch •:•' mit, so ergibt sich

„ ,, y ^-^ x'-Y' t3 x^-y^
f = A + r . H • • y Y— t =

A' 2 A^* 2 X'

= (A-y)
] z' A+y r^ ^X+Y

1— T .
—

I
• y

X 2 X^ 2 X=

Da A— y das Argument für die untere Grenze ist, so fällt beim Übergang auf die logarithmische

Funktion dieser Faktor weg und man kann schon mit Berücksichtigung der unteren Grenze setzen

^ ,
1 t^ A + y t3 A 4- y

F=: 1 — T
1

• y.
A 2 .Y3 2 X"

Entwickelt man logF wieder bis Größen dritter Ordnung, so erhält man nach leichten Reduktionen

, ^ 1 T^ Y z^ X^ — 3Y'
log F = —z . 1 1

• •

A 2 A'^ 6 X"

Man sieht nun sofort, daß man schon das zweite Glied vernachlässigen kann; es enthält den Faktor

'S/

ß- sin' '"
, durch Alultiplikaüon mit ß</ß und Integration wird ein Ausdruck von der Ordnung ß' sin' «,

das heißt a' erhalten werden, der nach der früheren Festsetzung zu vernachlässigen ist.

Die Zahl der Geschwindigkeiten zwischer ß,, und ß, wird daher gegeben sein durch

'^ Jx A
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372 C. H il Icbr a n d

,

Die Entwicklung von— nach Potenzen von ß ergibt

Ji.

1 . sin 2X„ sin 3X„„ sin 4X— = 1 + ß + ß^ + + . . . .

X sin X sin X sin X

Summiert man über beide Seiten des Hyperboloides (die der Sonne zugekehrte und davon abgewendete),

so annullieren sich die Koeffizienten der ungeraden Potenzen. Es ist daher

iV(ß„, ß,) = 2KZ) ßJßsin^' 'Po
sin 3X„„ sin 5 X ^^ sin 7X,,

ß 4- ß3 + ß^ + ß' + . . .

sin X sin X sin X

Nun kann man offenbar das Glied mit ß' vernachlässigen; da ßj eine Zahl ist, die durch einige Ein-

'Po
heiten der zweiten Stelle gegeben ist, so wird ßf von derselben Ordnung wie a sein; ß^/ß sin- -^ ergibt

durch die Integration eine Größe von der Ordnung a-, daher stellt das Glied mit ß' eine Größe höherer

Ordnung als a^ dar. Nach den obigen Relationen kann man für das erste Glied setzen

2ß2^ßsin2-^ = ß^^ß(l — V^l—a^ v/l-S

Die Integration und konsequente Einhaltung der Genauigkeitsgrenze ergibt

2r'ß'^^ßsin^-| = ß^ß,
3 ßi 3 'Uo

Man erhält ebenso für das zweite Glied

2 2 3

und

2 1 ^^ d ß

t/p.

2 p'ß'^^ß sin-^

5 Hßo

^ ^ ß^ ß-"*

2 b^'^''

Führt man diese Ausdrücke in N ein und bedenkt, daß durch Vertauschung von 180°

—

X mit X

nichts geändert wird, so erhält man als Gesamtzahl für beide Richtungen des Hyperboloides

iV(ß„, ßO = «D|ßf,ßi
2

3
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Bahufonu und Ursprung der Kometen. 373

möglichen Bahnen der Fall ist, so kann man dieselbe durch die Grenze ßj in zwei Teile zerlegen: für

die VV^erte von bis ßj ist das zugehörige A' bereits durch den letzten Ausdruck gegeben; für die Werte

ß > ßj bis zu einer beliebigen endlichen Grenze hat man aber ein anderes Entwicklungs-, respektive

Integrationsverfahren einzuschlagen. Dasselbe ergibt sich durch den Umstand, daß für diesen Teil der

Summe der Winkel -p eine kleine Größe ist.

Wie aus dem Grenzwerte

hervorgeht, ist
'f
von der Ordnung

cos-p„ = y/l-a^'yi-||

I

Ho

Da ß„ und a von der Ordnung ß^ sind, so ist für die untere Grenze ßj die Größe dieses Winkels

mit
ß-J,

für eine beliebige, endliche obere Grenze aber mit ß| vergleichbar.

Als Resultat der Integration nach 'v hatte man erhalten:

— — DßJß log F,

wo

F — \/(l + ß'O^
— 4 ß sin^ X — 4 ß (1 + ß'^) cos \ cos rp + 4 ß'^ cos- tp + 2 ß cos

'f
— (1 + ß-) cos \,

worin für 'p die Grenzen und 'p^, einzuführen sind, oder, wenn cos-' tp m 1 — a gesetzt wird, a ^ und

a =: -!^- + — , so daß die obere Grenze von der sechsten oder höheren Ordnung in ßj ist. Da, wie man
ß- r-

sofort sehen wird, die Berücksichtigung von a- mehr als ausreicht bei den oben festgesetzten Genauig-

keitsgrenzen, so wird cos cp ^ 1 a — - a- und^
2 8

F— V / (1 - 2 ß cos X + ß2)2 + 2 ß T [(1 + ß-) cos X-2 ßl + ^ ß a^ cos X (1 + ß'^)

+ 2ß — (1 +ß-^) cos X — ßa ßa^
4

Setzt man nun für den Moment wie oben

A'=; 1—2ß cos X + ß-
,

Y— (1 + ß-') cos X— 2ß

und weiter

so wird

X— y=(l-cosX)(l+ß)-'^=£7
,

A'+ ^'= (1 + cos X) (1 — ß)2=i;7.

= ^A'^' = 2 ßa Y + Iß^^' (y + 2ß) - y- ßa -^ßa^^

= A'[..^ß,^ + lßa-3^:±^--iß^o^^^
[

A'' 4 X^ 2 A^

ßa 1 ßa-' 1 ß-'o-— q — q-^
<i- 1 qp~ •

A 4 A 2 A3

ßa-^ßY^
4

Nun ist q nichts anderes als der Wert von F für die untere Grenze, fällt also wegen der

Funktion logF bei der Einsetzung der Grenzen weg. Substituiert man daher für F einfach die Funktion

l_a.±_ 1 ß^'V, 2ßp
X 4 A \ X'

so sind dabei die Grenzwerte von 'i schon berücksichtigt.
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374 C. H illebr and

,

Entwickelt man den Logarithmus bis inklusive a-, so wird

1 aV. ^_2ß^^dN' D ß- d ß 1

X 4 X X X'}

Die frühere Formel wurde bis Größen von der Ordnung ß',' inklusive fortgeführt, abgesehen von

einem Faktor von der Ordnung ßg, der naturgemäß hier überall auftreten wird und für die relativen

Anzahlen der einzelnen Bahngruppen irrelevant ist. Bei Einhaltung der gleichen Genauigkeit genügt die

Berücksichtigung des ersten Gliedes. Für die untere Grenze ßj ist o von der Ordnung ß^, also ß^o von der

Ordnung ß^: sieht man wieder v'on diesem Faktor ab, so hat man für

X \ X X^ j

'

als die Größenordnungen nach der Integration 7, respektive 8.

Für die obere Grenze ß, welche mit ß-' verglichen werden kann, ist a von der Ordnung
ßj;,

so daß

zur Beurteilung der fraglichen Glieder der Ausdruck dient:

^ \ X X'

da nun 2 — 1. und — 0. Ordnung sind, so sind die Ordnungen wieder 7 und 8, also wieder zu
.Y A' X

vernachlässigen. Es genügt demnach auf jeden Fall

u a
dN = ~ Z)ß-— d[i

2 X
zu setzen, oder

dN=^-D '^

2 1 — 2 ß cos X + [i-'-

PÜ + ß^

Die Integration dieses Ausdruckes läßt sich in bekannter Weise ausführen.

Das unbestimmte Integral ist

2 U
ß„2 +-^-(2cos-^X-l)

1

sin X
arc tg

ß—cosX'^
_ q

sin X

--
[ß + cos X log (1 — 2ß cos X + ß-)]

Darin ist nun die untere Grenze ß,, die Maximalgeschwindigkeit der Bahnen mit merklich para-

bolischem Charakter, einzuführen, anderseits als obere Grenze ein ß, das von der zulässigen absoluten

Maximalgeschwindigkeit abhängt. Diese letztere macht für den Endraum des Hyperboloides ein anderes

als das bisherige Integrationsverfahren erforderlich, deshalb soll für den Moment von der Einführung der

Grenzen Abstand genommen werden.

Der eben gefundene Ausdruck für A^ ist aus der Integration nach
'f
zwischen den Grenzen und

'fg

entstanden, bezieht sich daher nur auf die gegen die Sonne gerichtete Hälfte des Hyperboloides; für die

entgegengesetzte hat man von :c

—

'f^,
bis tt zu integrieren und erhält auf die gleiche Weise wie oben

A^'= — D / ß-^ + ^'
(2 cos-X-1)

1 /ß + cos X\
-^ arctg M^ .

- +
sin X \ sm X /

+ ^
[ß -cos X log (1 2 ß cos X + ß^)l
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Bahuforiii niul Ursprung der Kometen.

Die Vereinigung der beiden Werte ergibt:

375

A^ + N' = -- D [
2

I

i-'o
(2cos'-X— 1)

r-

1 (2 ß sin X
arc tg '

sin X 1— ßä

^2
2 ß + cos X log

1—2ßcos^ + X'^'

H-2ßcos^ + X^

ist jedoch nur für einen beschränl<ten Teil der Werte ß anzuwenden, da in den beiden Hälften des

Hyperboloides die oberen Grenzen für ß verschieden sind. Fig. 3.

ifyp

15-

Die entwickelten Ausdrücke für N und N' würden

unmittelbar für jede beliebige Grenze ß anzuwenden sein,

wenn die Häufigkeit der absoluten Geschwindigkeiten

D'
c eine kontinuierliche Funktion — für alle möglichen

Werte c wäre. Anders gestalten sich aber die Verhält-

nisse bei der Annahme, daß über einen gewissen Betrag

C keine Geschwindigkeiten mehr vorkommen. Dem

Wesen nach ist eine derartige Annahme völlig gerecht-

fertigt, wenn auch tatsächlich eine andere Abnahme

der Häufigkeit stattfinden wird, zu deren Feststellung

aber eine Statistik notwendig wäre, für welche gegen-

wärtig noch kaum eine Grundlage vorhanden ist. Das

Wesentliche der Resultate kann keinesfalls dadurch

geändert werden.

Statuiert man aber ein derartiges diskontinuier-

liches Aufhören der absoluten Geschwindigkeiten bei

einem Maximalwert C, so sind die beiden Seiten des

Hyperboloides von Teilen einer Kugeloberfläche vom

Radius C begrenzt, deren Mittelpunkt in A liegt, so daß

von einem bestimmten g ab das Hyperboloid nur mehr

teilweise von Geschwindigkeitspunkten — nach dem

D'
Dichtigkeitsgesetz erfüllt ist.

Die obigen Formeln sind daher nur bis zu diesem

g— dem kleinsten der Geschwindigkeit C entsprechenden

Werte — anwendbar.

Diese Grenzwerte, bis zu welchen noch über den ganzen durch das Hyperboloid begrenzten Kaum

integriert werden kann, seien G für den gegen die Sonne gerichteten Teil, G' für den entgegengesetzten.

Sie genügen, wie unmittelbar ersichtlich ist, den Gleichungen

Denkschriften der mathem.-natur\v. KI. Rd. LXXXI.
50
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376

und

C. H Hl cbrand ,

C- = G^ 4- ti' — 2 Gu cos (X + 'f„)

C' — G'-' + «ä + 2 G'm cos (X -
'f'„).

Zwei ähnliche Gleichungen bestimmen die oberen Grenzen der ,i?', respektive ,i;' überhaupt. Seien

dieselben Gj und G', so ist

C^ = Gl + »ä _ 2 Gl « cos (X—
'f i)

und

C-' = G[^ + Jf' + 2 G', « cos (X + $,').

G C
Setzt man — = B und -- = F so ist

r^ = ßä _^ 1 _. 2 5 cos (X +
'f„)

r^ = i?J + 1 - 2 ßi cos (X-'^i)

r^' = i^'- + 1 + 2 5' cos (X— rfJ)
r^ = 5'i + 1 — 2 5i cos (X— 90-

rpi, . . . .

'f I sind die durch die Hyperbel bestimmten Grenzwinkel, welche selbst von den zugehörigen G

respektive B abhängen. Letzterer Umstand macht die Auflösung der Gleichungen etwas umständlich, die

jedoch bis zur verlangten Genauigkeit leicht durch ein Näherungsverfahren geleistet werden kann.

Da cos-cp„ = (1— a''^)
[

1 — —
]
wenn a = — ist, so kann man in den obigen Gleichungen bis auf

Größen 7. Ordnung

cos cpo

:

und sin fp,, = a ^y 1 -)- f '--) • -^., setzen.

Es wird demnach

B' — 2Bcos\ = V^—\ 2..Z.sinX^,^^^j.^ßoY 1

Das Glied mit a ist dritter Ordnung, woraus einerseits folgt, daß bei gänzlicher Unterdrückung von

(pg erhalten wird

(5) = cosX+ v^r^— sin^X,

eine Größe, die von B um Größen dritter Ordnung abweicht, andrerseits, daß in dem Glied mit a bis auf

Größen siebenter Ordnung B durch die bekannte Größe (B) ersetzt werden kann. Man erhält dann aus

der obigen Gleichung

5 = + cos X + V / Tä — sin- X — 2 a (5) sin X i / 1

V
ßoY 1

a.l{Br

= cos X + \/r^— sin^ X 1—

a

(5)sinX^l+(^7
1

(5p
r^-sinU

oder

B — {B}- o. (B) sin X

1+W—
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Balnifonn und Ursprung der Koiiutcii.

Ebenso findet man für dieselbe Seite die obere Grenze überhaupt

377

i?j = (B) -f- a (B) sin X

Für die der Sonne abgewendete Seite ergibt sich

B' = {B') — a {B') sin X

ßof 1

a/ (By

V/r-^— sin^X
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378 C. Hillebrand,

Die oben erhaltenen Ausdrücke für A" und A" lassen sich nur bis zu den Werten B und B' aus-

dehnen; die beiden Endräume zwischen B undJ5j einerseits und B' und B\ andrerseits sind schon teil-

weise durch die Kugeloberfläche C begrenzt, involvieren daher andere Integrationsbedingungen.

i6.

Führt man in A^ und A'' für ß die Grenzen ein, so läßt sich, da die untere Grenze für beide Aus-

drücke dieselbe ist, für diese der Ausdruck für A' + A" anwenden. Mit Rücksicht auf die Größenordnung

dieses Grenzwertes ßj kann man wieder Reihenentwicklungen vornehmen, in welchen schon wenige

Glieder den Genauigkeitsgrenzen Genüge leisten. Man kann zunächst

arctg r^' ^ =2ß^ sin X (1 + ßj -1- ß^) ß? sin^ X (1 + ;3ß?) + — ßj'sin^X

setzen. Ordnet man nach Potenzen von ß^ so ergibt sich

arctg [?ii_^^ -2 /ß. sinX + - ß?sin SX + i-ß-? sin öx}.
\ 1-ß? / \

' 3 5 /

Ferner ist

— 0)9

log
1 — 2 ßi cos X + ß?

1 + 2 ßj cos X 4- ß?

1—2- ßi

log
1-^ß?

cos X

1-4-2- ß.

1+ß!
cos X

l_ - , -ß. cosX d— ßä-4- ßi) + -^-23ß-Jcos3 X (1— 3ßr) +--25ßi' cos^X,

( 3 5 /

= — 4 Mi, cos X + ß-J cos 3 X -I ß? cos 5 X L
l 3 5 /

(A^

Der Wert von A' -f- A^' für die untere Grenze ist daher

(2 cos- X — ])] ßi sin X -+- —
ß-J sin ^S\-^ ß? sin 5 X

sin X 3 5

— a- . 2 cos X ß, cos X -I ß? cos 3 X H ß-J cos 5 X
3 5

-f-a^'ßi^A
i

oder nach einigen leichten Reduktionen

1 ., sin3X ] . sinöX
ßi+-ß'J •^+-ß-? • —7

o sm X o sm X
uDarfA - +^f1 „2 sin 3 X'

5 " sinX

Da die oberen Grenzen für die beiden Seiten des Hyperboloides verschieden sind, so hat man

zunächst die Werte für A' und A^' getrennt zu ermitteln, wobei sich aber sofort eine sehr einfache Ver-

einigung ergibt.

Man wird hier den Umstand benützen können, daß l' und daher auch die Werte B große Zahlen

sind, deren reziproke Werte von der Größenordnimg ßi angenommen werden können. Dann wird man im

ersten Gliede zweckmäßigerweise setzen

arc tg
B— cos X

sin X

R [ sin X
arc tg

2 U'— cosX
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Büliiifonii und Ursprung der Kometen. 379

Da nun

ß — cos X = v/r-— sin"'' X — a sin X
cos X 1 / ßo

\- 1

' "^
r

"^
2 \ a ; r^

ist, so wird, wenn = Tj gesetzt wird, wo also -{^ von der Ordnung ß, ist, die Are. tang. Funktion

Yj sin X

sjl — il sin X — a'Cj sin X

sein, da man den bei a stehenden Klanimerausdrucl< hier mit der Einheit identifizieren kann. Aus dem-

selben Grunde ist weiter

sin X Ti sin X

ß— cos X \/l—Y^sin-X
a y'^ sin- X

und

arc tg
/ sin X \ / Yi sin X

'i

=: arc tff

'

5— cosXJ Iv/l—ffsin^X
a Y, sin- X.

Dieser Ausdruck ändert sich aber nicht, wenn statt X :
180°

—

X gesetzt wird, er wird deshalb auch

für den oberen Grenzwert der anderen Seite gelten.

Bemerkt man noch, daß

,'

Yi sin X
arc tg

\/l— Yfsin^XJ
^ arc sin (Yj sin X)

ist, so erhält man

/ß— cosX\ ^ IB' + cos\\ „ . , ... ^ ., .,.

arc tg ;—
j
+ arc tg ( ;—

^

] = z.— 2 arc sm (Yi sin X) — 27.y- sm- X.

sin X

Dem zweiten Gliede ß entspricht

sin X

. + ^f^%rB + B' = 2V \/l — Yi sin- X — 2 a sin X

offenbar die quantitativ den Ausschlag gebende Größe des ganzen Ausdruckes.

Das letzte logarithmische Glied bedeutet hier nur eine kleine Korrektionsgröße. Setzt man nämlich

für den Augenblick B:= B^ + b cos X, wo

uß,j = v/r^_ gin 2 X — a sin X

b z= 1 — 7. Y sin X ist, so wird

1 — 2 ß cos X + ß^' -
\ + b (77—2) cos-^ X + ß-j + 2 B^ (b-\) cos X

oder, du b — 1 = — a y sin X
,

/ 2 ßo aY, sin X cos X \

. ,
1 ~ 2 ß cos X + ßM , i^~ 1 + bib — 2) cos"'' X + ß;;

'

^'^S I

-:
:rTr.

^
^;,7; I

= '^g
1 + 2 ß' cos X + ß'2

; "I 2ßoaYi sin X cos X

1 + b {b-~2) cos^ X + ß2 /

In diesem von a abhängigen Bruche kann man offenbar ß,, durch T ersetzen und erhält dafür

2aYf sin X cos X ^ , . ., ^= 2a Yi sin X cos X,

1 — Yicos^ X+ ...
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380 C. H Hieb r and

,

woraus unmittelbar für den Logarithmus der Wert folgt:

— 4 %-{\ sin X cos X.

Man erhält demnach durch die Substitution der oberen Grenzen für N + N':

ß2 + aä cos 2X
A^^; + A^^, =;: uD-

sinX
— arc sin (Yj sin X) — a^^ sin- X

II D a- Y \/\— i{ sm' X — a sin xf 1 + -^ [i?-] 7?^ ^(.^Scos X sin 2X

17-

In dem Räume des Hyperboloides zwischen B und B^, respektive B' und B[ liegen bereits Teile,

deren Elemente absoluten Geschwindigkeiten > F entsprechen, es werden daher andere Integrations-

Fig. 4.

grenzen auftreten als bisher. Diese beiden Endräume werden nur mehr kleine Quantitäten den ermittelten

Zahlen hinzufügen, die aber immerhin noch innerhalb der angenommenen Genauigkeitsgrenzen liegen.

Man kann bei der Ermittlung derselben gleich von vornherein die vereinfachende Annahme machen,

daß die Dichte in diesen Räumen konstant ist. Wenn — was hier immer angenommen wurde — die

zulässige Maximalgeschwindigkeit C wesentlich größer ist als die des Sonnensystems u, so ist das Volumen

der Räume von der Größenordnung a^; die Variation der Dichte ist von der Ordnung a, kann daher kon-

sequenterweise unberücksichtigt bleiben.

Bezeichnet man die Anzahl der Geschwindigkeiten darin mit v, respektive v' und setzt

ß = (5) + g, respektive = {B') + § , wo also i von der Ordnung a ist, so kann demgemäß

Jv = D'n
dß.sin ^d^dd'

2 1

1 (cos CO cos X + sin X sin 'l cos d) -\

ß ß2

= D'u

gesetzt werden.

dt, . sin tp d
'f
d d-

1 cos X H
(B) {Bf
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Bahnform und üraprmtg der Kometen. 381

Es sei in obenstehender Figur ABH der Schnitt des Hyperboloides mit einer Kugeloberfläche aus

dem Mittelpunkt desselben, deren Radius ß in den kritischen Bereich fällt, so daß also 5 < ß < 5,. Sei

weiters U der Punkt der Kugelfläche, in welchem dieselbe von der Geschwindigkeitsrichtung des Sonnen-

systems u getroffen wird, so daß SU =: X ist. Wenn nun ^Mi? jener Kreisbogen ist, dessen Punkte der

Maximalgeschwindigkeit entsprechen, so wird UM = w durch die Gleichung bestimmt;

P =1 1 + ßa— 2 ß cos w

und der Raum AMBH stellt jenes Gebiet vor, in welchem der vorgelegten relativen Geschwindigkeit ß

noch mögliche absolute Geschwindigkeiten g F entsprechen. Das Integrationsresultat nach
-f
und {> wird

bezüglich der jetzt geltenden Grenzen das Oberflächenstück AMBH sein, da der Nenner im obigen

Differential nunmehr eine Konstante ist.

Dieses Flächenstück ist nun gleich 2 (SAH + MSA), SAH— \ (1—cos tpo), wo i\ der Gleichung

genügt

cos w = cos
'f

„ cos X + sin <po sin X cos df^.

Setzt man co-X := rpj, so ist cpj für diesen Endraum von der Größenordnung
'f,,.

In SAH braucht man
im Ausdruck für ^^ offenbar nur mehr erste Potenzen von

'f^
zu berücksichtigen, so daß man zur Be-

stimmung von &o die Gleichung hat

cos X — sin
'f j

sin X = cos X -i- sin '£„ sin X cos d,j

oder

d(, =: arc cos
sm cpj

sin cpo

Es ist also

SAH= (1 — cos rf u) arc cos

Ferner hat man

sm rp,

sin 'fo/

sin-'|;„arc cos
sm !p,

sin
'fo

f/ykM = (l— cosw)'{)

w . X
sm — sm —

USA = 2^ .
= und

cos Tu

sm—

\

MSA = 2 (]; . sm
9

cos To
sm

Mit Rücksicht auf die Größenordnungen ergibt sich, da

sin&n
'l

sm CO

sm
'.po

ist

MSA =1 — sin !)•„ sin rp,, sin 'pj,

daher das gesamte Flächenstück

AMBH:̂ sin rp,, l sin '£„ aric cos
sin cp.

ist.

sin
'f 1 i / 1 - ^i!l!li

sin^'fo
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382 C. Hill ehr and,

Diesen Ausdruck hat man mit de, zu multiplizieren und von B bis B^ zu integrieren. Dazu hat man

'fo
und

'fj
als Funktionen von i herzustellen. Man sieht sofort, daß im vorliegenden Falle

'f„
konstant

gehalten werden kann.

Es ist

sin- 'D„ = (x- H := a- H-^.-Lfl_2 ^

daher

J +

a^ (5)

1 /ßof 1

(5)

s

2\a j {BY \ «y (5)3

woraus unmittelbar folgt, daf.5 nach den bisherigen Festsetzungen das \'on s abhängige Glied vernach-

lässigt werden kann, daher für den Endraum

\2
J

sm tp„ = . / r)i + -Lü- = aro V / ^. -t-
^^^,,

1 +
1

2 \ a ; (5)^

ist.

Was die Größe cp, anbelangt, so ergibt sich dieselbe leicht aus der Gleichung für oj: F- = 1 + ß^ —
2 ß cos, die auch so formuliert werden kann

r^' =: 1 + \{B) + ^]ä - 2 [{B) + i] cos (X +
'fj).

Da es hier wieder ausreicht, nur erste Potenzen von 6 und
'fj

mitzunehmen, so erhält man unter

Berücksichtigung der Relation

r-'= 1 +(5)2 — 2 (5) cos X

sin rp, ^ (5)-cosX ,_
(B) sin X

Dann ist

dv = — sm
'f
„ sm

'f
„ arc cos — L ^ . /

i
_!_ )

.

_-f_cosX + -^ y
Isincpo/ V sm^'.poJ

(B) (By

Der zweite Teil liefert für die Integration über den ganzen Endraum offenbar keinen Beitrag, da

''''

und für die Grenzen sin cp^ ;= d: sin (p„ ist.

J V sm^'fij 3 L \ sm-^tpo/

Für den ersten Teil erhält man

Li

ßarc cos di = i arc cos

so daß mit Rücksicht auf die Grenzen

Li

sin
'fo sin''fo'

V =:
w ry sin^ (pg

1 cos X H
(5) {BY

s arc cos
il

sm 'x>„

+ 4o

wo

Ig ^ a sin X
1 +Y, '-""s^+y(~1 TT ist.
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Bahnform und Ursprung der Kometen.

Die Einführung dieser Grenzen ergibt dann

uD sin- rpo

383

2 1
1 cos X ^^

{B) (Br

sin K l + YiCOsX + — f^j'.
-r?

Nun ist

1 {Br

1 cos X +
(B) (Br

— =^ =
(

V/l-Y?sin''X + Y^cosX)),

so daß man schließlich erhält

V = — u D sin- tpo . a sin X
Li

1 —Yj cos X •-^^-L/i.
2 \ a

Da sich der analoge Ausdruck für das entgegengesetzte Ende des Hyperboloides nur durch das

Vorzeichen von cos X unterscheiden wird, so wird

V + v' = M Z> sin'^ cpo a sin X

Berücksichtigt man, daß hier

sin- cpQ ^ a-

-(-le^l^'^l

1 i\\' 1

2 \ a y (5)-'

.l(i,K

gesetzt werden kann, so erhält man schließlich für die den beiden Endräumen entsprechende Größe

V + v' = H Z? a« sin X f 1 + f—{^ - 1) rf

i8.

Die bis jetzt gewonnenen Resultate geben nun die Möglichkeit, die Gesamtzahl der aus allen

möglichen Geschwindigkeiten sich ergebenden sichtbaren Bahnen zu bestimmen.

Die Zahl der zwischen ß^ und B liegenden Bahnen ist nach der früheren Bezeichnungsweise

.V (ß,, 5) = A^B + ^'^'- (N + N\ .

Bemerkt man nun, daß die für (.V+ iV')ß, erhaltene Größe gleich ist .V (0, ßj, der Zahl der merklich

parabolischen Bahnen, so folgt daraus, daß die Zahl sämtlicher Bahnen bis B:

N (0, B) = Nb + N'w ,

daß also mit einer etwas anderen Anordnung des oben erhaltenen Ausdruckes

A^ (0, B)=uD ?l

sin X

+ uD a'

arc cos (Yj sin X) af'^ sin''^ X

cos 2 X

sin X
r \/l — 7^ sin- X H -.—^ arc cos (yj sin X)

— II D o? [sin X +
y'i

sin 3 X].

Denkschriften der mathem.-naturw. Kl. Bd. LXXXI. 51

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



384 C. H ilU'b r a ii d

,

Dazu kommt noch die eben gefundene Größe

V +v' = 7« /) . —
ß'fi

a
7'f

sin X

// Da'' sin X (1 — Yj).

Die Gesamtzahl der Bahnen ist demnach

ß^N (0, 5j) = ;; D -^-^ arc cos (-fj
sin X)

sin X

+ ?/ D a'^ r \/l— T? sin- X + -^:7^Y"
ä'"c cos f-Cj sin X)

sin X

; D r/?
-fj

[sin X + sin 3X].

Eine etwas einfachere Form erhält dieser Ausdruck, wenn man einen Winkel [i durch die zulässige

Substitution y, sin X =: cos |j. einführt. Dann wird die Gesamtzahl ausgedrückt durch

ßö
jV (0, B,} = n D ^^ II + uD a-'

sinX

ßö

., . cos 2 X
1 sm [X H {i.

sin X

— 4ti D ci? cos-' [J.

cos- X

sin X

Setzt man endlich-^ = K, eine Größe, die sehr nahe der Einheit gleich sein wird so resultiert für

n.-

das gesuchte Verhältnis I'der merklich parabolischen zu sämmtlichen Bahnen:

V-.

K
( ßi

sin X + — ßf sin 3 X + -_- ß? sin 5 X
]

-1- ß f [
—

ßi sin X + -~ ß-> sin 3 X

3 o '

\ 3 o

FsinX \/l— iT sin-X + cos 2 X arc cos (7, sin X) + Ä'arc cos (Yj sin X) — n:(\ sin- 2X

oder durch Einführung der Größe [j,:

K
1
ßj sin X H ß'' sin» X H ß J sin'^ X

)
+ ßf (

—
ß, sin X H ßj sin 3 X

p._ _J 3 5 / \ 3 5

r sin X sin jj, + (K + cos 2 X) [j,
— An. cos'- X cos^ [j.

19.

Die bisherigen Ausführungen sind nicht unter allen Umständen gültig. Sie basieren auf einer Ent-

wicklung nach Potenzen der sehr kleinen Größen a oder ß^, beginnend mit der Ordnung a'-, deren Glieder

aber Potenzen der Größe A' ^ 1 — 2 ß cos X + ß- zum Nenner haben. Diese Entwicklung verliert daher

ihre Gültigkeit, sobald X eine kleine Größe derselben oder höherer Ordnung als a ist.

Da X ^z (1— ß)2 + 4ßsin'- — ist, so wird dieser Fall dann eintreten, wenn sowohl X als auch F -ß

Größen von der Ordnung c. sind. 'Vermöge des letzteren Umstandes bleibt daher jene Entwicklung, die sich

auf die Zahl der merklich parabolischen Bahnen bezieht, unter allen Umständen gültig, da man ß, als

beträchtlich kleiner als die Einheit annehmen muß, so daß man ohne weiteres die entsprechende Zahl

für den Grenzwert X = aus der gegebenen Formel für A^ (0, ß^) entnehmen kann. Andrerseits wird aber

da r beträchtlich größer als die Einheit anzunehmen ist, bei genügend kleinem X die Integration über

Gebiete führen, in welchen die obigen Entwicklungen aus dem angegebenen Grunde ungültig ist. Tat-

sächlich wird auch die Integration in der bisherigen Form überhaupt nicht mehr anwendbar, wenn X so

klein ist, daß die Strecke n ganz innerhalb des Hyperboloides fällt. Dann wird sich in dem dem Endpunkte
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Bahufnrm und rrsprtmg der Kometen. 385

von u unendlich benachbarten Räume die Funktion F', wie unmittelbar ersichtlich ist. beliebig der Null

nähern und

J"ßlogFrfß

überhaupt sinnlos werden.

Es ist selbstverständlich, daß tatsächlich keine derartige Diskontinuität vorhanden sein kann und

das Auftreten einer solchen ihren Grund nur in der gewählten Darstellungsform haben kann, da ja nach

dem angenommenen Gesetze des Vorkommens der absoluten Geschwindigkeiten jedem endlichen

Volumen eine endliche Zahl von Geschwindigkeitsendpunkten entspricht, die sich mit der Lage desselben

stetig ändert.

Es soll hier nur der Grenzfall X = behandelt werden. Man erhält nach dem eben Gesagten die

Zahl der merklich parabolischen Bahnen aus der Spezialisierung der oben dafür gefundenen Formel:

N (0, ß,)x=o= u D ß2 (ß, + ß^^ 4- ß?) + n üa^' [i-
ßj + A ßj

Nebenbei möge hier die Bemerkung Platz finden, daß sich dieser Fall auch völlig streng erledigen

ließe. Für die numerische Auswertung ist die bisherige Darstellung natürlich die vorteilhaftere.

Zum Zwecke der Ermittlung der Gesamtzahl soll aber aus den angeführten Gründen ein etwas

anderer Weg dadurch eingeschlagen werden, daß statt der relativen Geschwindigkeit die absolute als Inte-

grationsvariable eingeführt wird.

Denkt man sich in dem betrachteten Punkt des Raumes wieder die der Geschwindigkeit u

entsprechende Strecke angebracht, so wird dieselbe nunmehr ganz in die gegen die Sonne gerichtete Achse

des Hyperboloides fallen. Um den Endpunkt U dieser Strecke seien unendlich dünne Kugelschalen

beschrieben, deren Radien den absoluten Geschwindigkeiten c entsprechen.

Die Zahl der einer solchen Kugelschale zugehörigen Geschwindigkeiten ist nach den gemachten

Annahmen 4 D'-dc ^ 2 Ddc ; einem Segment vom Öffnungswinkel 2']^ entspricht die Zahl D{\ —cos -V) de.

Um die Gesamtzahl zu finden, hat man über die innerhalb des Hj-perboloides fallenden Teile der

Kugelschalen zu summieren.

Einen Teil dieser Summierung kann man sofort ausführen. In der um f/beschriebenen Kugel, welche

das Hyperboloid berührt, werden sämtliche absolute Geschwindigkeitsrichtungen vorkommen. Ist c^ der

Radius derselben, so ist die Zahl der Geschwindigkeiten innerhalb dieses Raumes At:D'c„^2Dc„.

Beschreibt man in irgend einer Meridianebene der Rotationsfigur um t' einen Kreis mit dem Radius c

so sind die Ordinalen der Schnittpunkte mit der Hyperbel gegeben durch

y = n-^J,+ r^J,V(^^-a^(a^^l.^-a^n^,

wenn ü und /' die absoluten Beträge der beiden Achsen sind.

Für den berührenden Kreis hat man

(cl—a') (a- + b-) = a- u'.

Da nun

und

rq
so findet man

a- _ q^ = a-,

a' + b-^ r'
51=i
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386

daher

oder, wenn man die Größe— =: C setzt

C. H ill eb r an d

,

^5 = <?5 + « «->

q = ß^ + «^

Die Zahl der Geschwindigkeiten innerhalb der berührenden Kugel ist daher 2 D u C,,-

Für denO c,, hat man über die vom Hyperboloid herausgeschnittenen Kugelsegmente zu sum-

mieren. Die zugehörigen Winkel
(J^
bestimmen sich aus

cos (]> =:
y—u

für das positive Vorzeichen der Wurzel und

cos (jj' =.
ti—y

für das negative. Da nun

so ist

y= H(l-a2) + »v/l-a^v/C^^Ißf^:^,

cos «p =r
1

und

cos -{-'= + *- + - V^l -a^ N/r^-V-CS
Addiert man gleich beide zum selben c gehörigen Werte, so hat man

dN—2uB i-y\/i-a^ v/c-^-q ^C;

das gibt, zwischen den Grenzen c^ und C integriert:

r-Co- V^l "«'
(
v/r--C§ - Co arc cosjV (Co, C) = 2nD

addiert man N {0,c„) = 2tiD'C,g, so erhält man schließlich als Gesamtzahl

A^(0, C)).=o — 2uD

Co

r- v/i-«Mv^rä-C5-Co arc cos
"=0

Entwickelt man wieder in der bisherigen Weise nach den Größen a und Co, so wird der Klammer-

ausdruck

' 2VV 2 r

und die Gesamtzahl

iV(0, C)x=o=MÖ JiCo + a-r-7iC^-:: —Co

Zu bemerken ist hier der Umstand, daß diese Größe nicht mehr wie die bisherigen von der Ordnung

a?, sondern des ersten Gliedes wegen erster Ordnung in a ist. Der Grund liegt eben darin, daß bei der

gemachten Annahme der gleichmäßigen Verteilung der Geschwindigkeiten einem Räume \'on den Dimen-
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Bahnforni und Ursprung der Kometen. 387

sionen der Ordnung a in der unmittelbaren Umgebung von U ein N von der Ordnung a entspricht, in

endlicher Entfernung jedoch A' von derselben Größenordnung wie der zugehörige Raum ist oder höherer

Ordnung.

Es wird demgemäß auch das Verhältnis der ausgesprochen hyperbolischen Bahnen zu den merklich

parabolischen über alle Maßen groß, nämlich, wie gleich ersichtlich sein wird, durch ein beträchtliches

Vielfache von — dargestellt. Nun ist aber offenbar dieser Fall und der der kleinen X überhaupt für das
a

Gesamtresultat nicht ausschlaggebend, da die Area der Himmelskugel, die einem bestimmten ). ent-

spricht, sin X proportional ist. Das ist auch der Grund, warum hier der Fall der kleinen X, das heißt der

X, die von derselben Ordnung wie der Asymptotenvvinkel a sind, nicht weiter behandelt werden soll, dessen

analytische Weitläufigkeit überdies in keinem Verhältnis zu dem Einfluß auf das Gesamtresultat steht.

20.

Um nun ein Bild von den Wahrscheinlichkeitsverhältnissen zu gewinnen, wie sie aus den hier

entwickelten Formeln resultieren, sind dieselben für einige Annahmen der Größen T und ß^ gerechnet

worden, die so gewählt wurden, daß die tatsächlichen Verhältnisse sicher von ihnen eingeschlossen

werden. Für diesen Zweck wird man sich natürlich weitgehender Vereinfachungen bedienen können.

Nimmt man als Grenze die in Frage kommenden Periheldistanzen 5 = 2 an und berücksichtigt, daß

ti wahrscheinlich nahe der Einheit gleich sein wird, so wird ßo ^ a.

Für X = ergibt sich als Verhältnis der merklich parabolischen Bahnen zur Gesamtzahl, wenn man

1 R /7

im Nenner nur das überwiegende Glied — beibehält, F r= —^—

,

was nach den früheren approximativen Zahlwerten a und ß^ nichts anderes besagt, als daß für die Gegend

um den Apex, respektive Antiapex der Sonnenbewegung eine merklich parabolische Bahn auf eine Anzahl

hyperbolischer kommen würde, die etwa durch eine achtziffrige Zahl angebbar wäre, ein Resultat, das,

wie bemerkt, für die Gesamtverhältnisse irrelevant ist.

Der analoge Ausdruck für endliche X läßt sich mit ausreichender Näherung darstellen durch

ß, sin X
V — — ^

r sm X \/l— 72 sin- X + (1 + cos 2 X) arc cos (Yi sin X).

Es soll nun F = 3, 10 und 17 gesetzt, das heißt, angenommen werden, daß das Maximum der inter-

stellaren Geschwindigkeiten das Drei-, respektive Zehn- oder Siebzehnfache der Geschwindigkeit des

Sonnensystems betragen würde. Ferner soll konform den früheren Folgerungen als Grenzgeschwindigkeit ß^

in großer Distanz (100.000) für jene Hyperbeln, die in der Perihelgegend von Parabeln nicht unter-

schieden werden können, 0'02 gesetzt werden.

Die Zahlen der folgenden Tabelle bedeuten die Anzahl der Kometenbahnen, auf welche unter den

angegebenen Umständen eine einzige merklich parabolische Bahn fallen würde:

X r = 3 10 17

10° 1000 1393 1722

20° 527 899 1252

30° 358 728 1081

40° 262 637 989

50° 216 579 931

60° 181 541 893

70° 158 512 862

80° 146 502 853

90° 141 475 849

Denkschriften der matliem.-naturw. Kr Ed. L.XXXI. 52
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388 C. H ill ebr an d, Bahuforui und Ursprung der Kometen.

Diese Zahlen zeigen zur Genüge das starke Überwiegen ausgesprociien hyperbolischer Bahnen.

Wesentlich für das Zustandekommen dieses Resultates war der Umstand, daß die Grenz-

geschwindigkeit in großen Distanzen für die merklich parabolischen Bahnen höherer Ordnung ist als die

Geschwindigkeit des Sonnensystems, während die obere Grenze der kosmischen (absoluten) Geschwindig-

keiten mit dieser vergleichbar ist.

Wenn demnach die Kometen, in keinem Zusammenhang mit dem Sonnensystem stehend, aus

interstellarem Raum in die Wirkungssphäre der Sonne gelangen würden mit absoluten Geschwindigkeiten,

die jeder Richtung nach und innerhalb gewisser endlicher Grenzen auch jeder Größe nach gleich wahr-

scheinlich sind, so müßten die ausgesprochen hyperbolischen Bahnen in einem Verhältnis überwiegen,

das durch V'ielfache der Zahl 100 seiner Größenordnung nach charakterisiert wäre.

Hält man dieses Resultat mit dem früheren zusammen, wonach elliptische Kometenbahnen mit einer

Apheldistanz, die etwa das 70fache der Neptunsdistanz beträgt, schon mit äußerst geringer Wahr-

scheinlichkeit von einer parabolischen unterschieden werden können, so gelangt man zu dem Schlüsse,

daß die Kometen unserem Sonnensystem angehören und ihr Ursprung in Entfernungen vom Zentralkörper

liegen kann, welche im Verhältnis zu den Distanzen der nächsten Fixsterne noch immer als sehr klein zu

bezeichnen sind.
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