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THEORIE DER SONNENFINSTERNISSE,

DER DURCHGÄNGE

DER UNTEREN PLANETEN VOR DER SONNE
UND DER

STERNßEDECKUNGEN FÜR DIE ERDE ÜBERHAUPT.

VON J. A. GRUNERT,
CORRESPONDIRENDEM MITGLIEDE DER KAISERLICHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN.

(VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH -NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM XII. OCTOBER MDCCCLIV.)

Erstes Capitel.

Über die Ebene, welche durch eine der Lage nach gegebene gerade Linie im Räume geht.

I.

Wenn die der Lage nach gegebene gerade Linie dnreh zwei gegebene Punkte im Räume
bestimmt ist.

§• 1-

Ej'in rechtwinkliges Coordinatensystem der xyz zu Grunde legend, wollen wir die Coordinaten der beiden

gegebenen Punkte , durch welche die Lage der gegebenen geraden Linie im Räume bestimmt wird, durch

/; g, h und /",, ^1, A, bezeichnen, und wollen nun zuerst die Gleichung der durch diese beiden Punkte und

den Anfang der Coordinaten gehenden Ebene suchen, welche bekanntlich im Allgemeinen die Form

1) 2ta- + «By + 6t = Ü

hat.

Da diese Ebene durch die beiden Punkte ifgh) und ififfi/h) gehen soll, so haben wir die beiden

Gleichungen

31/" + 95 «7 + e// = ,

2tfi + 93<7, + 6Ä.= 0;

aus denen sich leicht

(/'/. —f'h ) 21— (//Ä,— A <7.) 33 = ,
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134 J. A. GrunerL

oder

(Ä/'.-/-//.)2l = (<7Ä.— Ä^,)58,

ergiebt. Bezeichnen wir jetzt die Gleichungen der Projectionen der durch die beiden Punkte Cfgh^ und

(.ftffi^i^ gehenden geraden Linie auf den Ebenen der xg, yz, zx respective durch

9t..r + a5.y + (S, = 0,

51,^ + 33,2 + 62 = 0,

%z +SB3x-+63 = 0;

so ist

2li/'+3B.</+ 6, = 0,

3l,<7 + SB^A + 62 = ,

%h + ^,f+ 63 =
und _-

31,/-. + S8./7. + 6, = 0,

%gi + ^Jh + 62 = ,

%K + S3/". + 63 = ;

also, wie man hieraus leicht findet:

{jg hl — hg^) % — {h— hl) (E, = ,

ihf, —fh,-) % — (f— /,) 63 =
und

(Ä/-, — /-Ä.) ©3 + (Ä— A.) 63 = ,

so wie

(hf,—fhO 21, — (^Ä, — A^,) SB, + (Ä— Ä.) 6, = ,

(/«7. - ^r.) 51. - (A/-, - /•/'.) ©. + (/— rO ©2 = 0,

(</A. - hg,) % - ifg, - gfi) ?B, + (ß - g,) 63 = 0.

Wäre nun zugleich

/^i— ^/. = 0, gf>, — hg,=0, hf,—fhi = 0,

so wäre nach den vorhergehenden Gleichungen:

(r-/"0 6. = (^-^i)S, = (A-A.)g, = 0,

(/-/•,) e. = (^ -^i) e. = (A- A.) ^, = 0,

(/—/.) 63 = (^-/7.) 63 = (A— A.) 63 = 0.

Fallen also, was hier nothwendig vorausgesetzt werden muss, die beiden Punkte {fgh) und (/i^iA,)

nicht zusammen, so ist nicht zugleich

f—fi = 0, g— gi = 0, A— A, = 0;

folglich nach dem Obigen:

g, = , 6, = , ©3 = 0;

also sind die Gleichungen der Projectionen der durch die beiden Punkte (fg/i) und (/"i^iA,) gehenden

geraden Linie auf den Ebenen der xy ,yz, zx respective:
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 1 3S

9l,.r + §8,^^ = 0,

STa 2 + SBs^r= ;

woraus sich ergiebt, dass unter der gemachten Voraussetzung, — unter der Voraussetzung nämlich, dass

zugleich

/".</.— ^A = 0, gh,— hg, = {), hf,—fh, =
sei. — diese drei Projectionen durch den Anfang der Coordinaten gehen, und dass also unter der in Rede

stehenden Voraussetzung auch die durch die beiden Punkte (/"^rA) und (/"i.^i/'i) der Lage nach bestimmte

gerade Linie selbst durch den Anfang der Coordinaten geht, ein specieller Fall, den wir von allen unseren

folgenden Betrachtungen ausschliessen werden, und desshalb auch zu der Annahme berechtigt sind, dass

nicht zugleich

/^.-^/. = 0, gh,-hg, = 0, hf,-fh, =
sei.

Nehmen wir nun beispielsweise an, dass nicht

sei, und setzen

wo "k einen gewissen Factor bezeichnet, so ergiebt sich aus der zweiten und dritten der drei folgenden aus

dem Obigen bekannten Gleichungen:

(^h,-hg,}(E=^ifg,-gf,)%
auf der Stelle:

35 :=X (///•, -/-//,), 5l = X(^//.-Ä,<70;

also überhaupt:

Wäre nun X^ , so wäre

21 = 0, SB = Ü, 6 = 0,

was offenbar ungereimt ist, so lange, wie wir hier natürlich annehmen, die Gleichung

51a; + «8^ + 6^ =
irgend einer bestimmten Ebene entspricht, indem natürlich die Gleichung

0..r + 0.y + 0.t = oder =
eine bestimmte Ebene gar nicht charakterisiren kann. Also ist nicht X= , und weil mm nach dem Obigen

die Gleichung der durch die Punkte (^fgh) und i^fxgxhi) und durch den Anfang der Coordinaten gehenden

Ebene, d. h. die Gleichung der Ebene, welche durch die geiade Linie, deren Lage durch die Punkte

(fgh^ und (/"i^iÄ,) bestimmt wird, und durch den Anfang der Coordinaten geht,

^ (fff'i— hi) X + ^ ihn —ff>d y + '^ifg^ ~gfd ^ = o

ist, so ist diese Gleichung, wenn man durch das nicht verschwindende X dividirt:

2) ifffh-f'g,}x + ihf,—fh,)g^(fg,-gf,)z = 0,
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136 J- A. Grün er l.

und es kann daher

gesetzt werden.

Weil die in Rede stehende Ebene durch die Punkte {fgh) und {figji^ geht, so hat man nach 2) die

beiden folgenden Relationen:

,. ( f (fff>, - hg;) + g (V, -//'.) + h ifg, -gf,) = ,

deren Richtigkeit übrigens auch sogleich ganz von selbst in die Augen fällt, und die Gleichung unserer

Ebene kann daher auch unter einer der beiden folgenden Formen dargestellt werden:

K. j igk-hg,) ix-n + W,-fK) iy-g) + ifg^-gfd (2-A) = 0,
^

I igh,-hg,) (x—f,-) + ihn-fK) iy-gd + (fff,-fffö (z-h^) = 0.

§. 2.

Die Gleichung einer anderen beliebigen Ebene, welche durch die gerade Linie, die der Lage nach

durch die beiden Punkte (fgfi) und (figihi) bestimmt wird, gelegt ist, aber nicht durch den Anfang der

Coordinaten geht, sei

6) Ax + By + Cz + D = 0.

Weil nach der Voraussetzung diese Ebene nicht durch den Anfang der Coordinaten geht, so ver-

schwindet D nicht, und wir können also vorstehende Gleichung unter der Form

D^ + Dy + D^-^ * = ^

oder, wenn der Kürze wegen
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 137

so erhalten wir:

f'(ffi-— /'iy') 't + ff (ffi^— fiiff) vArh (g,t~hig) w + g^z— h^y = {i

,

fiihy —gz)u-{- gi(hij ~gz ) y + Ä,(/(y —gz ) w + hg —gz =0,
X iff'h

— hg^) u+y {gfi,— hg^) v + z {gh^— A //,) w + gh^— /»^, = 0.

Adflireu wir nun diese drei Gleichungen zu einander, so ergiebt sich:

11) (ghi— hgi) ux

—
{ff
—

ffi
— (fffi—fffdu]z^

+ fff'i—figt

welches die Gleichung unserer Ebene sein wird. Daher können wir setzen

:

)b= ih~ h,} +W —ffh} n

.

)(^= ~(ff~ffö + if'ffi—ffföii,

[D= ghi — hgi.

Dass die Gleichung 11) und die Ausdrücke 12) die willkürliche Grösse u enthalten, entspricht ganz

der Natur der Sache, da ja unsere Ebene, ausser dass sie durch die beiden Punkte {fgh} und (/i^iÄ,)

und nicht durch den Anfang der Coordlnaten gehen soll, sonst ganz willkürlich ist.

Übrigens erhellet auf der Stelle , dass man die Gleichung unserer Ebene auch unter einer der beiden

folgenden Formen darstellen kann:

13) (^ffh,-hgOn(x-n
+ {h— h, + ihf, —fh, ) u My— g)
— \g— ffi

—
ifffx
— (jfx^u] {z — h}

und

14) (^gh, — hg,}uix— t\^

+ \h— h, + ihf,-fh,~)u\iy—g,-) }=0.
— \0 —ffi— U'9i —fffh)u\iz — A,)

§.3.

Bezeichnen wir jetzt den Winkel, welchen die im vorhergehenden Paragraphen betrachtete

Ebene 6) mit der durch die Punkte (^fgh') und (/i^iÄj) und den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene

einschliesst, ohne für jetzt eine Bestimmung zu geben, wie dieser Winkel genommen werden soll, im

Allgemeinen durch lo, und setzen der Kürze wegen

7'=2tJ + 335 + gC
und

P^ r + 93- + r, Q = Ä' ^ B' + C-;

so ist nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie:

TT

Führt man aber für

2t, 93, e und A, B, C

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. VIII. Bd. 18
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138 J. A. Grunert.

ihre Werthe aus dem Obigen ein, so erhält man:

+ {(rffi—Sfif + iglh — hg.r + ihf,— fh,y\u,

P= ifg. -aur + igiH—hg,y + {_hu-fh,y,

+ \ (fg^-fffif + üf>^ -hJ' + iHi - fihf \u-,

und setzt man nun noch der Kürze wegen

S = (,g-g,r^-ih-Kr,

so ist

T=—U+Ph, Q = S—2Uu + Pu';

also

(U-PuY-

und die Gleichung zur Bestimmung von u aus co ist folglich:

P(^S—2Uu + Pir) cos ia' = iU—Puy
oder

P(5_ 2 £^?< + Ph-) s/« ü>= = P (5— 2 f/?« + Pir )— ( ^7— Puf,

also

P(5— 2 f/M + Pu) sin tu' = PS— ü\

woraus
[7 PS— L'2 S

P P- sin <o- P

folgt. Hieraus ergiebt sich

(.«— pj = —^^

—

co^"^-

Es ist aber, wie man leicht findet:

PS-iJ' = ig-g.y\igK-hg,y^ihu-fh,y\
^ih— Ky{ifg,-gf,y^-igK-hg,y\
+ 2(_g—g,nfi-f>iKrg.-gn)w,-fh,-)
=^(.gih—hg,y{if-j\y + ig-g^y + ih—h,y\

+ \(g-g.)U'fi-ßd + U'-fh}ifgi-gri)r,

also, weil oft'enbar die Relation

(f— /".) (^/'. - hö + (^— //i) (/'/< —ß< ) + (/*— /'.)(///.— .'//'i) == t'

statt findet'):

P5— f/^ = (<///, —////, )^
1
(/—/;)' + ü—gJ + (/' — fiJ-

}

,

<) Alle in dieser Abhandlung zur Anwendung kommenden Relationen sind in einem besonderen Anhange zu derselben zusammen-

gestellt worden, und dort aufzusuchen, wenn sie gebraucht werden, was liier ein- für allemal bemerkt wird.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 139

oder, wenn wir

setzen, wo E die Entfernung der beiden Punkte (fgh) und (figih^) von einander bezeichnet:

PS-^ U' = (gh, — hg,y E\

Daher ist nach dem Obigen:

\u— yj = — cot tu
,

woraus
ü siti o> + (ghi— /> ffi) E cos ta

U = ^-.

folgt.

Also ist nach 12):
Usinw + fgh, — hgA E eosM

A= (tf A,— Äff,) '-—
.

Setzt man jetzt überhaupt

(

u = (j,—gd ir<h—9fd-(.h-h,-) ihn-fh,-),

16) r= (Ä-Ä.) (^Ä,-A^,)- (/-/,) (fffi-ffn),

( " = (/•—/'.) (/'/•.—A)— (//—//) (gh,~hg,y,

so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Relationen

:

uf-ri)p = ihn —fhd w- arg, - gf^ v,

17) <A[l—{ldP=if9i—9rdU — i9lh-hgd W,

{
^h_/,^)p= (gh,-hg,) V — (hf, — fh,) U.

Weil nach der dritten und zweiten dieser Relationen

(//-A,)i*+ U'fi-ff'd U=(gh,-hg,) V,

— (g—gdP+ (f9i —fffi)U= (g

h

,
— h //,) W

ist, so erhält man mittelst des obigen Ausdruckes von u und der Formeln 1 2), in Verbindung mit dem schon

vorher gefundenen Werthe von A, leicht:

Usiiiw + (ghi—hg,)Eeosm
^^(.9'u—hg^)

B = {gh,-hgO

C = igh,-hgO
^^.^^^

D= ghi — hgr,

wo natürlich die oberen und unteren Zeichen sich auf einander beziehen. Offenbar ist es aber verstattet,

aus diesen sämmtlichen Ausdrücken den gemeinschaftlichen Factor ghi — A^, wegzulassen, und dieselben

dann sämnitlich mit P sin «) zu multipliciren, so dass man also kürzer auch setzen kann

:

A = U sin lo + (</Ä,— // «/,) E cos co

,

. B ^V sin (u + (///", — ///,) E cos w,

^ C= Wsin CO + {fg^
—

gf^^ E cos (u

,

D= P sin u).

18*

P sin tii

V siu CO + (A/",— fh{)Ecos(ii

r sm CO

W sin (0 + (fgi — gf,}E cosw
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140 J. A. Grimert.

Dass nun aber hierunter auch der Fall begriffen ist, wenn die durch die Punkte {fgli) und (fifft/ii)

gelegte Ebene durch den Anfang der Coordinaten geht, fällt auf der Stelle in die Augen, weil in diesem

Falle sin lo ^ 0, cos ca = + 1 ist, also die Gleichung

A.r + B>/ + Cz + D= 0,

wo A, B, C, D die obigen Werthe haben, offenbar mit der Gleichung

zusammenfällt, oder wenigstens sogleich in dieselbe übergeht, wenn man die Zeichen aller Glieder mit den

entgegengesetzten vertauscht, was natürlich verstattet ist.

Um nun aber alle Ebenen zu erhalten, welche sich durch die gerade Linie legen lassen, die durch

die Punkte (fgh^ und (/l^iÄ,) der Lage nach bestimmt wird, braucht man in den Formeln 18) den Winkel

(o nicht grösser als 180° werden zu lassen. Denn wenn man in diesen Formeln 180° + lo für u> setzt,

so erhält man:

A =: — U sin (1) + (^Äi— fiffi) E cos to,

B ^ — V sin u> + {l)fi
— fh^ E cos (u,

C ^ — Wsin u) + (/'^,— (//"i) E cos to,

i) = — P sin (u

;

was, da man A,B,C,D offenbar sämmtlich mit — 1 multipliciren kann, wieder dieselbe Ebene giebt, welche

A= U sin (o ± (//Ä,— ////,) E cos w,

B=V sin m + {hf^ — fh,) E cos (o,

C= Wsin (u + {fgi — gf^ E cos w

,

D= P sin 0)

gaben. Setzt man aber ferner in den Ausdrücken

A^= U sin CO + (g/ii— /(</,) E cos co

,

B ^= V sin tu + (/'/i — f^i) E cos w

,

C = W sin ui -j- {fgi— gfi) E cos w

D ^ P sin (ü

180° — (1) für u>, so erhält man:

A^= U sin o)— (gf'i— fig[) E cos w

.

B ^ V sin 10— (///; — /7(i) E cos (ü,

C^ W sin to— (fg,
— g fi) E cos m

,

D= P sin u).

Hieraus erhellet nun vollständig, dass es, um alle Ebenen zu erhalten, welche sich durch die Punkte

(////;) und (/"i^iÄi), oder durch die durch diese Punkte der Lage nach bestimmte gerade Linie legen lassen,

völlig hinreicht, in den Formen 18) blos die oberen Zeichen zu nehmen und (o von bis 180° wachsen zu

lassen, oder diesen Winkel zwischen und 180° zu nehmen. Wir wollen daher von jetzt an immer setzen:

A = U sin (o + (g/ii — fig,) E cos w,

ß = r sin 10 -f- (/'/i — Z^^'i) E cos ui,

^^^
^ C -=[¥ sin (o + (fgi— gfi)E cos u>

,

D = P sin ü>

und o) stets zwischen und 180° nehmen.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Theorie der Sonnenßnslernisse, der Durchgänge etc. 141

Weil, wie man leicht findet:

+ (gh,— hgd {(g— g,)(f'g,— gf,)
— (h — /,,) (/,/-, _ ß^)]

+ (Ä/-. —ßd {(A — '^i) Lg/'i— /'.</.)— (/•— /,) (A'/.— sfi)} '

d. i.

(<//,.- hg^) U+ ihf, -fh,) V + {fg, —gf,) W=
ist, so ist

A^ j^B' + r^ iU' + P + ir) sirt «^ + PE'cos ü)'

.

Aber, wie man leicht findet:

u' + v + rf''=

= {(/-/".)' + id-ad' + (Ä-/'.yi C/-//.
- {lfd'-{h-h,rifg, - g0

+ {(/•-/-.y + (-/-5'.y + (A-/'.)n iglh— hhr-if-fd'isK-hg^y

— 2 (.-/- .9.) (/' — /'.) (/'f.
- //'.) (7'i/i — fffi)

-2(Ä-//,) (/•-/•.) {fg^-gfd igK-had
= PE'-\if-fd igh,— hgj + (^-^,) ihf,—fh,) + (Ä-A.) U'9^-9m\

also, weil bekanntlich

(/-r.) ioK-hg,-) + (^-^,) (/»n-ßd + (Ä— Ä.) (/•^.-.^/•.) =
ist,

folglich nach dem Obigen:

A' ^ B' + C' = PE- sin «)''' + PE' cos w'

,

also

20) A' -^ B' + C' = PE\

II.

Wenn die der Lage nach gegebene gerade Linie durch einen gegebenen Punkt geht, und

einer gegebenen geraden Linie parallel ist.

Die Gleichungen einer durch den gegebenen Punkt Q'gh") gehenden geraden Linie, welche einer

gegebenen geraden Linie parallel ist, haben im Allgemeinen die Form

x— f y — g % — h
21)

cos X cos («. cos V

wo die Winkel X, ;x, v durch die gegebene gerade Linie, welcher die durch die vorhergehenden Gleichungen

charakterisirte gerade Linie parallel ist, bestimmt und daher, eben so wie die Coordinaten f, g, h, als

gegeben zu betrachten sind.
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142 «/. A. Grunert.

Um nun diesen Fall auf den in I. betrachteten Fall zurückzuführen, wollen wir in der durch die

Gleichungen 21) charakterisirten geraden Linie einen beliebigen Punkt (/i^iÄi) annehmen, wo dann nach

den in Rede stehenden Gleichungen

cos X i'OS (X cos V

ist. Weil aber/", ganz beliebig ist, so ist es gestattet,

/", =/'

—

cos \

zu setzen. Dann erhält man aus den obigen Gleichungen überhaupt:

/",=/— cosX, oder f—f^^cosX,

ffi=ff— COSll, ff~ff,=^COSll,

hi^h— CO.S V ;
h— Äj ;= cos v.

Also ist: •
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 143

Weil endlich

ist, so ist nach dem Obigen

E' = cos X' + cos [X" + ^os V" ,

also

24) E^l.

Führt man nun die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Ausdrücke in die Formehi 1 9) ein,

so erhält man für die Coefficienten A, B, C, D der Gleichung einer jeden Ebene, welche sich durch die

gerade Linie, die durch die Gleichungen 21) charakterisirt wird, legen lässt, die folgenden Ausdrücke:

J = — \f
— (/ cos X + g cos [X -j- h cos v) cos X| sin to

— (^ cos V— h cos |i.) cos u)

,

B=— Ig— (f cos X -\- g cos [i -\- h cos v) cos jji} sin to

25) <^ (A cos } f cos v) cos Ü),

C :=— {h— (^ COS X -\- g cos [a + A cos v) cos v| sin w
—

(^f cos [X— g cos X) cos o),

D= \f'
-\- g' -}- h'-— {f cos X-\- g cos [x + h cos v)"j sin u).

Nach 20), 23), 24) ist

26) A^ ^ B- + C'=f + g' + /r— (/ cos X + ^ cos [x + Ä cos v)".

Auch erhält man leicht aus 25):

A cos \ -\- B cos [x -(- r cos V

^— \f cos X -|- ^ cos (X -f /' <^os V— (/ cos X + ^ cos (X -|- Ä cos v) (cos X" -|- cos [X" + <?os v" ) I
sin to

\{(j cos V Ä cos [X) cos X -|- (A cos X /" cos V) cos |X -|- (/" f^O« ^ g cos X) cos V} cos 10,

also offenbar, weil

cos X'' -{- cos (X" -|- cos V" = 1

ist:

27) A cos X + Z»' cos fx + C cos v = ü.

Weil nach 24) E = 1 ist, so ist der im vorhergehenden Paragraphen als Hülfspunkt benutzte Punkt

(fif/if'i) ein Punkt in der durch die Gleichungen 21) charakterisirten geraden Linie, dessen Entfernung von

dem Punkte (fgh^ in dieser geraden Linie der Längeneinheit gleich ist.

Zweites Capitel.

Über die Kegelllächen, welche zwei Kiig;eln einhüllen.

§•

Wir wollen uns zwei Kugeln denken, deren Halbmesser r und /•, , und deren Mittelpunkte respective

durch die Coordinaten /", g, h und /", , ^, , //, bestimmt sind, wobei wir, wie überhaupt in dieser Abhandlung,

immer nur rechtwinklige Coordinaten zu Grunde legen. Zugleich wollen wir annehmen, dass r der

Halbmesser der grösseren Kugel sei. Die Spitzen der die beiden Kugeln einhüllenden Kegelflächen wollen
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144 J. A. GrutierL

wir im Allgemeinen durch ® und deren Entfernungen von dem Mittelpunkte der grösseren und von dem

Mittelpunkte der kleineren Kugel, respective durch (S und @, bezeichnen. Die Entfernung der Mittelpunkte

der beiden Kugelflächen von einander werde dagegen durch E bezeichnet.

Die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Kugeln gehenden geraden Linie sind nach

den Lehren der analytischen Geometrie:

x — f y — ff
i — A

oder

1)

2)

f—fi 9— 'Jx h—hl

x— ft y— ffi %— hi

f—f\ 'J
— ffx

Ferner ist

3) E=V{f—0 + iff-f/xY + (/'— A.r-

Mittelst einer einfachen geometrischen Betrachtung erhellet aber, wenn man im Folgenden immer die

oberen Zeichen der äusseren , die unteren Zeichen der inneren einhüllenden Kugelfläche entsprechen lässt,

auf der Stelle die Richtigkeit der folgenden Proportionen

:

r + r, : E^=r : (S,

r + r, : ^=r, : 6,

;

4)

aus denen sich

3) e=-^, e.-^'^
r + r.

also nach dem Obigen

6)
r + Vi

}• + r,

ergiebt.

Sind jetzt X, 9? 3 die Coordinaten von ®, so ist

^' =ix- ff + (9— gf + 0- /^)^

6v = ix—fd' + (^—g>y + (a- /'.)';

und nach 1) und 2);

Also ist off"enbar

i-f '9— 9 5-

f—fi 0—9i h—h,

r—fi
t)— gl }— ^1

f—fi 'J—Hi h — h,'

(/-/-.)' e.' = iif-rd' + (j-ffS' + U'-f^ri ix-fxT.

Nimmt man einmal den Mittelpunkt der grösseren Kugel als Anfang eines dem primitiven Coordinaten-

systeme parallelen Coordinatensystems an , so sind nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten

in diesem neuen Coordinatensysteme /'i

—

f und X—f die ersten Coordinaten des Mittelpunktes der kleineren

Kugel und von «S; entspricht nun @ der äusseren Kegelfläche, so haben off"enbar /",—/"und x—f gleiche

Vorzeichen; nnd wenn © der inneren Kegelfläche entspricht, so haben /',—/"und x—f wieder gleiche

Vorzeichen; also haben f— /", und x— /" immer entgegengesetzte Vorzeichen. Nimmt man dagegen den

Mittelpunkt der kleineren Kugel als Anfang eines dem primitiven Coordinatensysteme parallelen Coordinaten-

systems an, so sind nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten in diesem neuen Coordinaten-

systeme f— /", und X— /'i
die ersten Coordinaten des Mittelpunktes der grösseren Kugel und von ©;
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. 145

entspricht nun @ der äusseren Kegelfläche, so haben offenl)ar f— /", und X—fi ungleiche Vorzeichen;

entspricht dagegen © der inneren Kegelfläche, so haben ofTenbar f— /", und X— /"i gleiche Vorzeichen.

Daher ist nach dem Obigen, wenn, wie früher, auch jetzt immer die oberen Zeichen der äusseren, die

unteren Zeichen der inneren Kegelfläche entsprechen, ofTenbar in völliger Allgemeinheit:

!/(/- A)' + (i7 - »i)' + (A - Ä.r-

'

x-f = +
^f-f^-)^^

x-f = -'±4^.
also nach 6):

und weil nun nach dem Obigen

f—fi 'J
— 'Ji h— hl

r—fi y— gl __ j—hj

f-fi 9— 9i A— Äi

ist, so ist Überhaupt mit derselben Bestimmung wegen der Vorzeichen wie vorher:

und

\
' r + r^

/ _ (A-/t.)>-,

i Ä,= + = .

Sowohl aus den Gleichungen 7), als auch aus den Gleichungen 8) folgt:

rf, + rj

9) ^9 =
r + r,

'•gi + r,g

r + r,

Nimmt man jetzt aber den Halbmesser r, der kleineren Kugel nicht mehr wie bisher stets positiv,

sondern für die äussere KegelHäche positiv, für die innere Kegelfläche negativ, wobei der Halbmesser r

der grösseren Kugel wie früher immer positiv genommen wird, so kann man die obigen Formeln auch auf

den folgenden, ganz allgemeinen Ausdruck bringen:

7*) U-9 = ~
r — r,

(/«-A,)r
j

— ft= ;

r — r,

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. VIII. Bd. t9
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146 J. A. Grunert.

ferner:

8«) 1^-),=-'-^^-

endlich

:

9*)

(A — Ai)r,

J «I
=

i

A 9

rf/i—rig

rh, — r, h

i
=— -

§.2.

Wir wollen jetzt, wenn

10) Ax + By-\- Cz + D =
die Gleichung einer beliebigen durch die Mittelpunkte der beiden Kugeln gelegten Ebene ist, uns die

folgende Aufgabe stellen:

Die Gleichungen der in dieser, d. h. durch die Gleichung 10) charakterisirten.

Ebene liegenden geraden Linie zu finden, welche die beiden Kugeln entweder von aussen

oder von innen berührt.

Weil die durch die Gleichung 10) charakterisirte Ebene durch die Mittelpunkte (/".(/A) und (/"i^/i/ii)

der beiden Kugeln gehen soll, so hat man die Gleichungen:

^
iAf + Bg +Ch +D = 0,

^
\ Af\ + Bg, + €/>,-{- D = 0;

also

12) A(f~f,) + B(g— ff,) + C(A--/0 -0,

und nach 10) und 11):

iA(x-n + B(y-g) + C(z~h) = 0,

^
\ A(x~f,-) + B(y-g,-) + C(z- Ä,) = 0.

Die Coordinaten des Berührungspunktes der gesuchten Berührenden mit der grösseren Kugel seien

X, Y, Z; so hat man zur Bestimmung dieser Coordinaten zuvörderst offenbar die Gleichungen:

ix-fy+ ir-ffy+ (z-Ä)' = r.

Aix—n ^B(r—ff) -^az—h) =0.

Da ferner die gesuchte Berührende durch die Punkte (j;t)0 und (XTZ) geht, so sind ihre

Gleichungen

:

x—x y~\) g—

s

x—x r— 11 z— j"

Die Gleichungen des nach dem Berührungspunkte (^XYZ) gezogenen Halbmessers der grösseren

Kugel sind aber:
x — f .1/

—

g s— h

Y^ Y^ z^nr

'
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Dtirchgänge etc. 147

und da nun dieser Halbmesser auf der Berührenden bekanntlich senkrecht steht, so haben wir nach den

Lehren der analytischen Geometrie die Gleichung:

"1" Z— h • Z— 5
"T Z— h • Z— } "

(x-f) (x-x) + (Y-ff) (r-9) + (z-Ä) (z-j) = o,

oder auch

(x-ff+iY-ffY+iz-hy
(x-n (x-/-)-(9-</) (r-^)-o-Ä)(z-Ä)' ^'

also nach dem Obigen

ix-n (X-/-) + (9-(/) (Y-g) + G-/0 (Z-Ä) = r.

Daher hat man jetzt zur Bestimmung von X— f, Y— g, Z— h die drei folgenden Gleichungen:

(

AiX-n +5(F-5r) + C(Z-/0 = 0,

14) ix-n i^-n + (9-//) (Y-g) + C3 -A) iZ-h) = r\

(
(:y_/-)'+ (}— <?)^+ (Z- Ä/= rl

Bezeichnen wir die Coordinaten des Berührungspunktes der gesuchten Berührenden mit der kleineren

Kugel durch X, , F, , Z, ; so erhalten wir auf ganz ähnliche Art wie vorher zur Bestimmung von X,— /*,

,

F,

—

g,, Zi— /i, die drei folgenden Gleichungen:

IS) ix—td (x.-ro + (9-//.) (r.-^o + (a-ÄO (z,-ÄO = rr,

Aus den beiden ersten Gleichungen in 14) erhält man:

iAii-/o~cix-n] ix-n } __^

.

+ |5G-/0-C(9-</)} (F-^)i
\A (9

-
./) - Z/(r -/•)! (X-/)

( __ ß .

+ {C(9-,v)-z?(a-/oi(z-/oJ

Nun ist aber nach 7*)

:

' ' 1

r r,

^^(j:-f)--iG-Ä) = --^ {C(/--/-,)-^CÄ-Ä.)};
r— r^

also, wenn der Kürze wegen

([AB]=.A(ß-ff,)-B{f—f,),
16) UBC]=:Bih-/>,)-C(g-g,),

gesetzt wird:

' Ai^-g-)-Bix-n =--^ [AB],
r— r,

r
17) ^5(a-/0-6'(9-r/) =--- [BC],

Cix-n-Ai^-h)^---^ [CA].

i9"

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



148 J. A. Grunert.

Daher lassen die beiden obigen Gleichungen zwischen den Grössen X— f, Y— g, Z— h sich unter

der folgenden Form darstellen

:

[CÄ\ (X— /•)— [ß C] (Y— ff)
= — Cr{r- r,) ,

[AB] (X—/)— [ßC] (Z— //)= Brir— r,);

und zur Bestimmung der drei in Rede stehenden Grössen hat man also die drei folgenden Gleichungen

:

^ ^— [ßC]

18) l 7 ,
Br(r-r,)-[Ag](Jr-/-)

\/;—h=
^^^

,

iX-rr + {Y-gf + iZ-hf = r.

Ganz auf ähnliche Art erhält man aus den beiden ersten der Gleichungen 15) die beiden folgenden

Gleichungen:

{Ai^-gd-B(x-m (X.-/-.) \^_Br'~
+ \Ci^-g,-)-B{j,— h,)\ (Z,— A.) (

Nach 8*) ist aber

:

A{i^-gd— B{x-fd^-;^^{A{,9-gd-B(.f-fd],

Bil-lH)— CC^-g,) = --^{B{h-K)-Cig—g,)},

<^(J:-^)— ^(a-/^) = --^l<^(/--A.)-^(Ä-/'.)S;
j r,

also nach 16):

( J(t;-^0-/.'(r_/-,) =--^ [.45],

19) J5(j._A,)_C(9-^.) = -,-^^[ßC'],

(^(r-/'.)-^(a-M=-,i:-[^^]-

Daher lassen sich die beiden obigen Gleichungen zwischen den Grössen X, — /", , Y^— g^, Z,— h^,

unter der folgenden Form darstellen

:

[CA\ (X,-/-,)— [ÄC] (^Y,-g,~) =— Cr, O-/-,),

[^5] (X,—/"O— [ßC] (Z.-//,)= Äy.O— rO;

und zur Bestimmung der drei in Rede stehenden Grössen hat man also die drei folgenden Gleichungen:

Cr,(r-r,) + [C^](Jf,-A)
^ I
— .91 = [BC]

20) ^ 7 /,
Br,ir-r,~)-[AB]iX,-f,)

§. 3.

Mittelst der drei Gleichungen 18) wollen wir nun die drei Grössen X— f, Y— g. Z—h
bestimmen.
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Theorie der So^menflnsteniisse , der Durchgünge etc. 1 4 9

Fiilirt man die Ausdrücke von Y— g und Z— // in 18) in die dritte der dortigen Gleichungen ein,

so erhält man

:

'=(A--/-)'+
r-"-^'';ff^""-» i',

^

ßr(r-r,)-[4g]GY-/-) p^
\ [ßC]

I

'

woraus sich leicht ergiebt:

(X-fV— 2 ,• (r- r 1
^lAB^-ClCA]

^ o [gq--(r-r,)- (g- + C^)

' [AB-]' + [BCY + [CAY '

mid löst man nun diese quadratische Gleichung in Bezug auf X—f als unbekannte Grösse auf, so erhält

man, mit Rücksicht auf die sogleich sich ergebende Relation

:

21) A[BC] + B[CA] + C[AB}^{i,

nach leichter Rechnung zuerst für X— f, und dann mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln

CrO--r,) + [C^](j:-/-)Y-g =
[ßC]

für F

—

g und Z

—

ä, die folgenden Formeln, in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf

einander beziehen:

(r-r,) \B[AB^~C[CA\\ ±[BC] Y jAB^ + [gq^ + [CAY-{r-r,y {A^ + R^ + C^)

222) '\ Y-g= >
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ISO J- A- Grnnert.

und nach 7*) ist folglich:

l [EyA^ + B^ + r- »•!-
»'i » y E J

]
^ \ E J

24) r-9 = ± r
,,

^'^^
± ^-^Vl-('^^)1 Vl-r-^T'^ \

'
(jBVa= + ß"- + C- »•

— rjV^ VE^jt \ E )

\EyA^ ^ B- -^ C''

§. 4.

Wir wollen nun auch die Grössen X, — X, l'i— 9, -^i
— 5 entwickeln, werden uns dabei aber nicht

an die Formeln 20) luimittelbar anschliessen, sondern, um zugleich die Beziehung, in welcher die

doppelten Vorzeichen in den Ausdrücken dieser Grössen zu den doppelten Vorzeichen in den Ausdrücken

der Grössen X— X, Y— 9, Z— j stehen, kennen zu lernen, uns des folgenden Verfahrens bedienen.

Die Gleichungen der diu-ch die Punkte il 9 ,5) und (X YZ) gehenden geraden Linie sind

bekanntlich
•p —

r

y — 9 g —

5

Weil in dieser geraden Linie der Punkt (X, Y ^ZC) offenbar liegt, so ist

X,—i _ \\— \) _ z, —
s

x-x ~ r-t, ~ z-5 •

Sind nun

a;= [X2 + |i, , ?/ = vt + v,

die Gleichungen der von dem Punkte (/"j ^, ä,) auf die durch die Gleichungen

•t-— f y—

9

»—

i

Y^X ~ Y^ ~~ Z-5

charakterisirte gerade Linie gefällten Senkrechten, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie

weil aber der Punkt (X, Ti Z,) in der in Rede stehenden Senkrechten liegt, so ist

Xj = [Ji Z, + fA, , Fl = V Z, + V, ;

und weil in dieser Senkrechten auch der Punkt (/i^i/*i) Hegt, so ist

also

X.— /-.^fjiCZ.— //.), F.— /)r,:=v(Z,— AO;
woraus

Z,

—

-Ä]' Zj

—

h^

folgt; also ist nach dem Obigen

-TZ-s'z.-Ä, "*" Z-ä'z.-Ä,
oder

(X-j) (X.-/-.) + (F-9) (F.-<7i) + (Z-a) (Z,-Ä.)=:0.
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. V6\

Nach dem Obigen ist aber

also ist

+ (r_9)
J9-,9,

+ I^J(X,-r)j [>=0;

folglich

x^ — x r, — 9 z,

JT-r r-1, Z-5

^ if, - r) (Jf-r) + (</, - 1?) (r- 1)) + {h, - 5) (Z -~"
(Jr-r)= + (r-i,)"- + (z_j)'

Weil nun aber nach 8*)

und, wie man leicht findet,

(/-/•.) [/?r] + (</-<7,) \CÄ\ + (A-/0 [.4ß] =
ist, so ist nach 24)

(/•,— j;) (Z— r) + (<7.— 9) (1 — 9) + (^1— ^) (^—

ir-r,f\ \ E ) \'

Ferner ist nach 24)

) £ä (A^ + i?= + Ca) 1"(r-rJ'4 l £ JJij l £ J i

also, weil bekanntlich

[ABf + [5C]= + [CAy~ = E'{A' + B'^ C)
ist:

(X-,). + (,-,) + (Z-,)' = f;^ I

I - (^)' i-

Folglich ist

(X-xY + iY-i^y + iZ-iy —r
und daher nach dem Obigen:

Xj — x Yf—\} Z, —
j

r,

Jf— r r - 9 Z— 5 T
oder

X,-r = 'V.Y-y), r.-i;=^(7-9), Z,-j = ^(Z-5).
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152 J. A. Grunert.

Folglich ist nach 24) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf einander:

) E yA~+B- + C"~
r-r, V' \. E J

)
> V E J

^ ^ \e yA^ + B-' + r' »• — »-iV \. E ) ) y y E J

^.—3 =

§. s.

Bekanntlich beziehen in den Gleichungen 24) und 25) die oberen und unteren Zeichen sich auf

einander , und was den Winkel w betrifft , so ist aus dem Obigen bekannt, dass wir denselben blos von

bis 180° wachsen zu lassen brauchen. Indess ist es für die weitere Entwickelung vortheilhaft , aus den in

Rede stehenden Formeln die doppelten Zeichen wegzuschaffen, wodurch eine andere Bestimmung wegen

des Winkels (o bedingt wird. Weil nämlich, wie man leicht findet:

^"^^^ = ifgy —9f,}Esin «— {
(/—/. ) (///•, —fh,}— (ff

— g,) {gK— hg,) } cos^.E

[ßC]

E
= (ghi— hg^)Esin w—

{ (<7— gi)ifgi— gfd— (h— /h)(/ifi— /"/*,) ]cosio.

^^^^=(hf,—ß,)Esmo,— {(h — h,}(gh,~/,g,)— (f—f,)(fg,—gf,)}cosi»E

und

SZH (180" + co) = — sin to, cos (180" + cu) =:— Costa

ist, so sieht man, dass für zwischen 180° und 360° liegende Werthe von co die Grössen [^ß], [ßC*]
,

[CÄ\ dieselben absoluten Werthe wie für die zwischen und 180° liegenden Werthe von u) erhalten,

aber ihre Vorzeichen ändern. Beachtet man nun die Gestalt der Ausdrücke 24) und 25) von

X—x, r— 9, 'Z— 3 und X^—x, y,— 9, Z,— j;

so wie , dass

X' + 5' + r= =
J ifg,—gf,y + ^gh,-hg,r + W^ -ß,y \

E\

also diese Grösse von (u ganz unabhängig ist, so wird auf der Stelle erhellen, dass, wenn man lo nicht,

wie bisher, blos von bis 180°, sondern von bis 360° wachsen lässt, es nicht mehr nöthig ist, in

den Ausdrücken 24) und 25) die doppelten Zeichen beizubehalten, sondern dass man sich mit einem

Zeichen begnügen kann. Ob man aber in den genannten Ausdrücken, unter der gemachten Voraussetzung

wegen des Winkels w, die oberen oder die unteren Zeichen nehmen will, ist, wie ebenfalls sogleich

in die Augen fällt, an sich ganz gleichgültig, und es wird uns daher verstattet sein, für das Folgende

von jetzt an die Bestimmung zu geben, dass in den Ausdrücken 24) und 25) blos die oberen Zeichen

genommen werden sollen, natürlich aber mit der gleichzeitigen Bestimmung, dass wir nun den Winkel (o

nicht mehr wie bisher blos von bis 180°, sondern von bis 360° wachsen lassen. Unter dieser

Voraussetzung wollen wir daher in der Folge immer setzen

:
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 153

und

[CA]
2«-) '--^='-.j^M-+»-+c.+7^Vi-(^)(Vi-(^r-

/^ [^g] A-A, 1/ : ^ 1/ ;

§. 6.

Die Gleichungen der gesuchten Berührenden sind

26)

oder

27)

oder auch

28)

oder

29)

X — r
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154 J. A. Grüner t.

also immer

'-(-P)<«-
Die geometrische Deutung dieser analytischen Resultate unterliegt keinem Zweifel , und braucht hier

nicht weiter erläutert zu werden.

Wegen der doppelten Zeichen in den in §. 3 und §. 4 entwickelten Ausdrücken, insofern diese

Ausdrücke reelle Resultate liefern, oder die Aufgabe überhaupt möglich ist. giebt es im Allgemeinen immer

zwei äussere und zwei innere derselben genügende Berührende, was auch aus der einfachsten geometrischen

Betrachtung auf der Stelle erhellet.

Drittes Capitel.

Über (He Aufgabe: Wenn eine Kugel und eine durch deren Mittelpunkt gehende gerade Linie, letztere der

Lage nach
,
gegeben sind : die Gleichungen einer geraden Linie zu linden, welche der gegebenen geraden

Linie parallel ist , in einer gegebenen durch diese gerade Linie gelegten Ebene liegt, und die gegebene

Kugel berührt.

Genauer präcisirt lautet die Aufgabe, mit deren Auflösung wir uns in diesem Capitel beschäftigen

werden, folgendermassen:

Die Gleichungen einer geraden Linie zu finden, welche in der durch die

Gleichung

1) Ax-^ By-^Cz + D= Q

charakterisirten Ebene, die durch eine gegebene gerade Linie, deren Gleichungen

„-, ^ — f y — a t^^
' cos X cos ß cos V

sind, gelegt ist, liegt; der durch die vorstehenden Gleichungen charakterisirten

geraden Linie parallel ist: und eine aus dem Mittelpunkte (fgh) mit dem Halb-

messer r beschriebene Kugel berührt.

Die Gleichungen der gesuchten geraden Linie haben, wenn wir die Coordinaten ihres Berührungs-

punktes mit der aus dem Mittelpunkte {fgh) mit dem Halbmesser r beschriebenen Kugel durch X, Y, Z

bezeichnen, oftenbar im Allgemeinen die Form

X — X y — y i — z
3) r- = - =
^ cos /, cos fJ. cos V

Die Gleichungen der durch die Punkte (fgh) und (XYZ) gehenden geraden Linie sind

.r— f y— q s — h

4)
r _ J J _

oder

Da nach den Bedingungen der Aufgabe diese Linie auf der durch die Gleichungen

X — X y — 1'
s. — Z

cos X cos [i cos V

X-f
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. 135

charakterisirten Linie senkrecht stehen inuss, so ist nach den Principien der analytischen Geometrie

^
cosX X— f cosß Y—g
cos ij. Z — h cos V Z — h

oder

6) G^—/") cos \ + (Y—g) cos y. + (Z — A) cos v = 0.

Da ferner nach den Bedingungen der Aufgabe die durch die Gleichungen

j-— X y — y z~z
cos X cos IX cos V

charakterisirte Linie in der durch die Gleichung

Ax + By + Cz-\- D=zO

charakterisirten Ehene liegen soll, so ist für jedes x:

oder

= 0,

also

7)

(^ cos \ -\- B cos li-
-\- C cos v) X

+ B (Y cos X—X cos [).) -\- C [Z cos \ — X cos v) + -ö cos X

A cos X + 5 cos [i + C cos V = Ü,

B {Ycos X— Xcos [i) + C(Z cos X—X cos v) + Z) cos X = 0.

Die zweite dieser beiden Gleichungen giebt

— (B cos
i).
— C cos ^) X+ B cosl.Y^ C cosX.Z+ D cos'k = 0,

also vermöge der ersten der Gleichungen 7):

A cosl.X^ B cos \.Y + C cos X.Z+ D cosX= 0,

folglich

8) AX+ BY+CZ+ D = 0,

wie sich auch von selbst versteht, da der Punkt {^XYZ) in der durch die Gleichung

Ja; + % + C2 + Z> = ü

charakterisirten Ebene liegen muss.

Der Punkt (^fgh^ liegt auch in dieser Ebene, und es ist folglich

9) Af+Bg + Ch + 1) = 0,

also nach 8) und 9):

1 0) A (X— /•) + B ( Y—g) + C(Z— Ä) = 0.

Da nun endlich der Punkt (XYZ) auch in der Oberfläche der aus dem Mittelpunkte (fgh) mit dem

Halbmesser r beschriebenen Kugel liegt, so ist

1 1) (.X-fT + (Y-gy + (Z-hf = r-,

und zur Bestimmung von X, Y, Z haben wir daher jetzt nach 6), 10), 1 1) die drei folgenden Gleichungen:

(
cos X (X—f) + cos fji iY~g) + cos v (Z— A) = 0,

12) A(X-0 -f B^Y-g) + C(Z-Ä) = 0,

( i_X~fy + (Y-gf + (Z-Ä)^= r^

20'
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1S6 J. A. Grüne rt.

Aus den beiden ersten dieser drei Gleichungen folgt:

(C cos \— A cos v) (X— /•)— {B cos v— € cos (x) (F— </) = ,

(A cos\i— B cos X) (X— /)— {B cos v— T cos jx) (Z— A) = ;

d. i., Avenn wir

[AB] = A cos \L— B cos "k,

13) {{BC\=Bcos^— C cos [K,

[CA] = C cos l— A cos ^

setzen:

{CA]xx-n-{BC\ (r-^) = o,

{AB\ (X~n— {BC\ iZ— h) = 0;

Moraus

14) Y-g=\^(X-n, Z-Ä=i^(X-/-)

folgt. Also ist nach der dritten der Gleichungen 12):

(Z-/-)^ = r%

und folglich hiernach und nach 14), mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf einander:

r [BC]X—f= ±

13) lY-g^±

Z—h= +

V{Aß} = + \BCY-^ \CAY-'

r {CA]

V \AB\i+ {ßC}2+ jCAjä'

also

Nach 7) und 1 3) ist aber, wie man leicht findet,

{ABf + {BC\' + {CA}' = A' + B'-\-e-;

iX-f-'
^^^^^

+

16) {Y-g =

Z—h= +

j/A- + ß- + r=

'

r ICA]

oder

J/A- + ß2 + C2'

r [AB]

y Ä^ + B- + c^

j/A- + ß3 + Ci'

1') <l'=,± '!<"'

Z = h +
r [AB]

J/A- + ß= + C*

Es giebt also im Allgemeinen zwei Auflösungen unserer Aufgabe.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. IST

Bedenkt man aber, dass, wie man leicht findet

:

\AB\ = — (f cos [1— g cos X) sin lo

-\- {h— (/ cos ^ -\- g cos [i -\- h cos v) cos v} cos ui,

{BC\ =— (^ cos V— h cos [i) sin co

+ {
(/— (/" cos'X -\- g cos [A + h cos v) } cos to

,_

{CA\ =— (A cos X— f cos v) sm cu

+ \g— (/ cos X -[-
,17

cos [Ji + h cos v) cos p.j cos (u

ist; so erhellet auf ganz ähnliche Art wie in Cap. II, •§. 3, dass es, wenn man (o von bis 360° wachsen

lässt, genügt, in den obigen Formeln die oberen Zeichen zu nehmen, und daher

r \BC\

18) < Y^g +

Ya- + B' + C"~

Ya^ + ßä ^ c-
'

r \AB\

V J/A2 +Bä -i-Cä

ZU setzen.

Viertes Capitel.

Über die Durchschnittspiinkte einer geraden Linie mit der Oberfläche eines Ellipsoides im Allgemeinen.

Die Gleichung der Oberfläche eines Ellipsoides sei

und

t'OS « COS ß COS 7

seien die Gleichungen einer geraden Linie im Räume. Handelt es sich nun um die Durchschnittspunkte

dieser geraden Linie mit der Oberfläche des Ellipsoides, so kommt es darauf an, aus den drei obigen

Gleichungen die Coordinaten x, y, z dieser Durchschnittspunkte zu bestimmen, wozu man auf folgende

Art gelangt.

Weil nach den Gleichungen 2)

cosß COS'I

ist, so ist vermöge der Gleichung 1):

«j cosa X — a, p (6, cos ß .v— «,)" je, coS'j .r— a^)^

a a ' cos a
) (6 6 cos a

j l o c cos a. )

also nach gehöriger Entwickelung

;

'^i'V^ Z^*"'!
"\" o {'^\'^osa. b^cosß c^cos'/ ) .v— «j

'=m'+m'+iTr+»\'-^+-^ +
c- ) cos a

cos ß\^fcosay fcosliy /cos 7^ /^r— n,y
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158 J- A. Grunert.

oder, wenn man diese Gleichung auf die gewöhnliche Form der quadratischen Gleichungen bringt:

\ cosa. /

oleosa. bfCosß v^eos'i

+ 2
.r— a.

/•co^y /ro^/A- rgo^
'Y

cos a

OS ß\- /cos '/\(eosa\- /cosp\- fcos'i\

IT) + i^TJ + yr~^)

Also ist

a, cos a 6, cos ß e, cos 'j

cosa

fCOS ß\^ ^/.no«, 2^2/COS a\ - /cos PY n'Os 7\'

Wenn man den Zähler des Bruches auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens gehörig entwickelt,

und aufhebt, was sich aufheben lässt, so erhält man für denselben leicht den folgenden Ausdruck

:

(cos tt.\~ /eos ß\" /coS']\^

ftti cos ß — h^ cos a\ - /6, cos -/ — c, cos ß\~ /Cj cos a — a, cos i\'^

und daher nach dem Vorhergehenden, mit Rücksicht auf die Gleichungen 2):

)
rcosay

^
cosßy' rc^osjy ) y — bj~ (V~^J + l 6 J

"^ l e J i cosß'

i /cos a\^ /cos ß\~ /cosiy^ z — c,

cos 7

«, cos a 6, cos ß P| cos 7

a^ 6" c~ 1

cos 7 — c, cos |Sn^ /C| cos a — «j cos 7\1 //cos a\^ /cos ß\- ^ /cos 7\^ /«i cos ß — 6j cos av' /6, cos 7 — c, cos ß-v^ /.

Für die Kugel ist ß = 6 = c, also

4^
-»^-«1 y — ^i

cos a cos ß cos 7

= — («, COS a -f 6, cos j3 + c, cos y)

+ ff A/ 1
(a, cos ß — 6, cos a)'- + (6, cos 7 — c, cos |3)- + (e, cos a — «, cos 7)'

Die durch die Gleichungen 2) charakterisirte gerade Linie schneidet die durch die Gleichung 1)

charakterisirte Oberfläche des Ellipsoides in zAvei Punkten, wenn
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. 1S9

(COSOi-y fcosßx^ /-CO« 7\ä
J

~^) "^ \b~J """ \~^)
[ „

/ >
/•«) cos ß — b^ cos a\2 /ft, cos 7 — c^ cos ß\^ /c^ cos a. — a, cos ^-v^ 1

l 06 J ^ 6^ > V Va )
)

ist.

Die durch die Gleichungen 2) charakterisirte gerade Linie trifft die durch die Gleichung 1) charak-

terisirte Oberfläche des Ellipsoides nur in einem Punkte, und berülu-t dieselbe also, wenn

(-)'+(=-^)'+(^r
I

(«1
cos ß — 6) cos a>> - /•&, cos 7 — Cj cos ßy rc^ cos a — «, cos 7-1

^ J l Vc J V 7^ J

ist.

Die durch die Gleichungen 2) charakterisirte gerade Linie trifft die durch die Gleichung 1) charak-

terisirte Oberfläche des Ellipsoides gar nicht, wenn

(COSCCy /COS ßy /COS 'j\^
J

)/b^ cos
'I
— c, cos ß\- /c, cos a. — a, cos 'jy I

V Ä7 i V 7a J
]

/•«j cos ß — 6, cos a\'' /6, cos 7 — o, cos ß\- /c, cos a — a, cos 'jy

ist.

Die durch die Gleichung
2 I 2 I 2 2

J.- +g +z =a
charakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisirten geraden Linie in zwei

Punkten geschnitten, wenn

(a, cos ß— 6, cos a)' -\- (6, cos y— Cj cos j3)" + (c, cos a— «, cos y)' < a'

ist.

Die durch die Gleichung

X- -^ y- -\- z' = a-

charakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisirten geraden Linie nur in

einem Punkte getroffen, und also von dieser geraden Linie berührt, wenn

(fl, cos ß— fji cos a)' + (^1 <^os y— c, cos ß)" + (cj cos a— «j cos y)' = «'

ist.

Die durch die Gleichung
2 I 2 I 2 2X -\-y -\-z =a

charakterisirte Kugelfläche wird von der durch die Gleichungen 2) charakterisu'ten geraden Linie gar nicht

getroffen, wenn

(rtj cos^— 6i cos a)' -\- (6, cos y— c, cos ß)' + (cj cos a— «, cos y)" > a'

ist.

Mittelst leichter Rechnung findet man, dass auch

/cosa^i /cosß^^ /-cos 7^2

fttj
cos ß — Öj cos a\2 /-ftj cos 7 — C, cos (3\ 2 /-c, cos O — a, cos 'jy

Tb J V iT J V ^^ j

= - ( 1 — 1^ V cos a- + - 1 i-Ko« ß + -
1
1 ^— T^M"^'^ ra'

\

ftä e-^ 6- V c^ a^J ' c- V a- 6-/ '

+ 2 ^-4 (!os a cosB 4- 2 7^ cos ß cos y + 2 4-4 cos y cos a
' a'J)3 ' ' b- c~ ' c~ a~ '

ist.
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160 J. A. Griinert.

Fünftes Capitel.

Theorie der Bedeckungen , wenn keiner der beiden Weltkörper ein Fixstern ist.

(Theorie der Sonnenfinsternisse.)

Alles kommt hier auf die Betrachtung der durch die in Cap. II durch (x'gi), (X YZ), (X, FjZ,)

bezeichneten Punkte gehenden geraden Linie an, womit wir uns also jetzt in aller Ausführlichkeit beschäf-

tigen wollen.

Die Gleichungen der in Rede stehenden geraden Linie sind bekanntlich

Bezeichnen wir aber die von der einen der beiden Richtungen dieser geraden Linie, welche man bei

jeder geraden Linie unterscheiden kann, mit den positiven Richtungen der drei Coordinaten-Axen einge-

schlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch <:p, c}^, )(; so sind die Gleichungen dieser geraden

Linie auch :

2% ^—

y

.
'/— 9 ^ — 8

cos <j> vos i^ cos X

und aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 1) ergiebt sich daher, wenn (x einen

gewissen constanten Factor bezeichnet, unmittelbar:

coscp = [jL(.r

—

x), ^

cosx= l>.iZ— ^}.

Zur Bestimmung des constanten Factors \i hat man aber die Gleichung
|j

cos cp" -|- cos ^' + cos
J(~
^ 1

,

also nach dem Vorhergehenden die Gleichung

Weil nun

und

auch

[ABf + [BCf + [CAf = E(A' + B' + C)

(f-f.)[i^('] + ig-ff,)[CA] + (Ä-Ä.) [AB] = 0,

ist, so erhält man aus Cap. II, •§. 3, Nr. 24*) leicht

und folglich nach dem Obigen
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 1 6

1

woraus sich

ergiebt. Weil es aber völlig gleichgültig ist, auf welche der beiden Richtungen der durch die Punkte (Xili),

(ATZ), (A'i F,Z,) gehenden geraden Linie man die Winkel 9, <{>' X Iieziehen will, indem es nur auf die

Bestimmung der Lage dieser geraden Linie an sich im Räume ankommt, so reicht es offenbar hin, in dem

obigen Ausdrucke des constanten Factors [x blos das obere Zeichen beizubehalten, also

r — r.

3) V-
=

.

folglich nach dem Obigen

fr-rJ(Jr-r)
cos 9^

•^VM^"
n\ I I ( r-rt)(r-9)
4-J Jcosi^^- ^^^ -^

'«Vi-r-^rE

(r - r,) (Z - 5)
cos X= '^ -^-^ -^

'•^Vi-(^)'
zu setzen.

Führt man nun in diese Formeln die bekannten Ausdrücke von X— x, Y— 9, Z— ,<; aus Cap. IL

•§. 5, Nr. 24*) ein, so erhält man:

cos cp =—-— '

. , = -\ V ^ —
l ~~S^ i

-

Sl /<'os? =—7;— { .
,- '-\ -V 1

—

I
—?~ ('

Aus diesen Formeln kann man verschiedene bemerkenswerthe Relationen ableiten, von denen wir

jedoch hier nur die folgenden, sich sogleich ganz von selbst ergebenden hervorheben wollen:

6) (f—f^)cos's + ifj
— ff,)cos'^ + (Ä— Ä,)6-05X=^Vl—(^T;

ferner:

7) .4 cos
'-f

-\- B cos c}^ + Ccos X ^ ;

auch

:

8) [BC]cos'i, + [CA]cos<!^ + [JZ?]cosx= ('•— '-1)^^^' + 5' + C^

endlich:

9)
(X— Oeos^ + (i)— g) cos'^ + U— f') cosx= — ;:^V 1— (^^)''

Deiiksehriften der luathem.-naturw. Cl. VlII. Bil. 21
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162 J. A. Grunei-t.

woraus
(r— f) cosp + (9 — jr) cos^- -i- (5 — Ä) posx r

10)
(>: — A)cos?> + (9 — (if,)eosr|- + (j — A,)cosx r^

folgt. Die Ableitung noch anderer Relationen aus den obigen Ausdrücken von coscp, cos'^, cosy, die für

unseren Zweck von geringer Wichtigkeit sind, können wir füglich dem Leser überlassen.

Führen wir aber die obigen Ausdrücke 3) von cos cp, cos ^, cos 1 für [AB^, [5CJ, [CA^ und

A' + 5' + f^ ihre Ausdrücke durch (u ein, so erhalten wir:

iah - hgt)Esin M — {(g-g,) (fgt - gft) - (h— h^) jhf, - //>,)} cos oi 1

11) COS 9 = '^^^
<!

£ K if9i-gf,r + (g^. - ftg.)^ + (hf, -fh,r [

jhf, - fh^) Emi 0. - j(/t- /,.) (g/ti - hg,) - (f^A ) (/"gl
- g/i)j «"« »^

COS i = '^-'
<^

^ Ktfj/i -PAP + (ffÄ, - Ag,)^ + (hf.-fh.r-
'

£

cos y = £

(fOi-gfi) Esin CO - {(/- A) Qifx -fK)~i9-9,)i9}h-hg,)\ cos
<"

E V ifg, - gf^y + {<jK - hg,y + (^A - fKY

+:^;VM^
§. 2.

Indem wir von jetzt an alles Folgende auf ein bestimmtes absolutes Zeitmoment beziehen , welchem

die Sternzeit % des Orts, für Avelchen die Ephemeriden berechnet sind, entspricht, kommt es nun zunächst

darauf an, alle diejenigen Orte auf der Erdoberflüche zu ermitteln, die in dem in Rede stehenden absoluten

Zeitmomente eine innere Berührung der beiden Weltkörper sehen, wobei wir die Erde als ein durch die

Gleichung

12) ^ + i^ = l
o" b~

charakterisirtes Umdrehungs-EIlipsoid , entstanden durch Umdrehung einer Ellipse, um die Axe 26,

betrachten, und nach Cap. II, §. 1, bekanntlich der Halbmesser r, der kleineren Kugel für äussere

Berührungen negativ, für innere Berührungen positiv genommen werden muss.

Die gesuchten Punkte erhält man aber sämmtlich, wenn man für das in Rede stehende absolute Zeit-

moment die Coordinatcn x, y, 2 der Durchschnittspunkte der durch die Punkte (j't; j), {XYZ), (A', FjZ,)

gehenden geraden Linie mit der Erdoberfläche sucht, und in den dadurch erhaltenen Formeln dann den

Winkel w, von welchem dieselben abhängen, von bis 300° wachsen lässt.

Eine ganz feste Bestimmung wegen des Coordinatensystems ist bis jetzt absichtlich noch nicht

gegeben Avorden; am besten wird man aber thun, wenn man dasselbe hier ganz eben so annimmt, wie in

den Denkschriften Band VII, Cap. I, §. 1 '). Dann hat man, wenn die Coordinaten x, y, z eines Orts auf

der Erdoberfläche gegeben oder mittelst des Obigen gefunden sind, zur Bestimmung seiner Länge L in

') Hierunter wird immer die in den Denlischriften Bd. VII abgedruckte Abhandlung: „Theorie der Sonnenfinsternisse,

der Durchgänge der unteren Planeten vor der Sonne und der S t e rn

b

edecku n ge n für einen gege-

benen Ort der Erde" verstanden.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 163

Bezug auf den Ort, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, als Anfang der Längen, seiner geogra-

phischen oder geocentrischen Breite, die wir jetzt durch bezeichnen wollen, und des nach diesem Orte

gezogenen Erdhalbmessers, der jetzt durch R bezeichnet werden mag, nach Denkschriften, Band VII,

Cap. [, §. 2, Nr. 3) die folgenden Formeln

:

r .r = fi cos «D cos (L + 15 S;).

13) \jj=Rcos^ sin (L + nZ),
[ z =R sin O;

aus denen sich

i R= V7TfT^';

14) } sin <t> = |;

cos(L + i^Z)=-^, sm(Z+ 13 3;) = -^— , toHfl (L+ 153:) = -

ergiebt. Wenn mau nur weiss, ob

0<Z.+ 15 3:<360° oder 360° <L+ 1 5 3; < 2. 360°

ist, so lassen diese Formeln gar keine Zweideutigkeit zu. Uebrigens hat man aber wegen der beiden

ersten Gleichungen in 1 3) :

= cos 1 5 3; cos L— sin 1 5 3^ siti L ,

= sin \^X cos L -{- cos 15 3! sin L

;

R cos O

y

R cos <1>

aus denen sich

- X cos 15 S + j;
«*'" IS 3!

cos L =
R cos <I>

sin L

tung L =

X sin i^X — y cos 13 Z

R cos *

.r sin ISS — y cos 15 S

X cos iSZ -\- y sin 15 S

ergiebt , so dass man jetzt die folgenden Formeln hat

:

R =
sin * =

15) / cosL =

sin L =

tanqL=
. ^ ,•^ X cos 1» X + y sin 15 S

welche gar keine Zweideutigkeit zulassen, weil L immer positiv und nie grösser als 360°, zwar

positiv und negativ, absolut genommen aber nie grösser als 90° ist.

Am besten verfahrt man aber, wie es mir scheint, auf folgende Art. Man setze

L+ 153; = 0,

21»

l/x'
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164 J. A. Grün er f.

so ist

X = R cos cos ,

y = R cos(\} sinQ

,

z = R sin $.

Nun bestimme man nach einer hinreichend bekannten Methode mittelst dieser Formeln, indem man

H vorläufig als einen blossen Hiilfswinkel betrachtet, die Grössen Ä, 0, 6 so, dass den obigen Gleichungen

genügt wird, mit der Bedingung, dass R positiv und der absolute Werth von nicht grösser als 90° sei,

was immer möglich ist. Dann ist nach IS)

cos L^cos(ß— 13 %'), sin L= sin (8— 13 3;):

und da nun immer L positiv und nicht grösser als 360° ist, so lassen vorstehende Formeln bei der

Bestimmung von L nicht die geringste Zweideutigkeit zu.

Bezeichnen wir die Coordinaten des Orts, für welchen die Ephemeriden berechnet sind, durch

(,f), (y), (s), seine geographische oder geocentrische Breite durch (<!'), und den nach diesem Orte

gezogenen Erdhalbmesser durch (Ä); so ist:

(x)= (R} cos(<D) cos 133;,

1 6) { (y) = (R) cos (0) sin 1 3 3,

(j) = (R) sin (0) ;

.. C-^)
,

(2/)

also nach 1 3)

;

, {R)cos{<^) ' " (fi)coji (<l>),

COo ij
R cos *

. j (fi) cos (*) y ' (R) cos (<I>)
;

Rcos^
folglich

:

1 7^ /.«o / — -^^ (-^J + y (y) r _^ ^(y)-.vf^) , j _ •»• (y) — y (^0w j cosu—
^^^^ ^^^ ^ ^^^ ^^^

,
sin h —

B(fi),„,o,„,($)'
i(">g^——

;rö,T+y(v}'

Um nun aber die Coordinaten x, y , z selbst zu finden, muss man in den Formeln Cap. IV, Nr. 3)

für a, h, c; a,, bi, c,; a, [i, ^ respective a, a , b; X, i), y, 9? ^? X setzen , wodurch man für die

gesuchten Coordinaten x, y, z die folgenden Formeln erhält:

.

f
cos^~ + cos

-i/-
cos x-\

cos f

(cos f^ + cos ip' cos x^N y — 9

«^ V~ ) cos !/

C <'os y- + cos •>'
,

cos X^-v ^— i

V a^ b'^ ) cos X

X cos f + i) cos 1^ 8 CO« X
^2 P"

V'
cos y- + cos 1^'- cos X' (r cos t|/ — 1) cos y)^ (i) cos x — 5 cos i^)'-* -j-

(j, cos ^ ^ x cos x)"

o- 6^ a° a' a^ 6^

Die einzelnen hierin vorkommenden Grössen wollen wir nun nach der Reihe einer etwas genaueren

ehtung unt

Zuerst ist

Betrachtung unterwerfen.

r cos y 4- j) cos !j< 5 OS X X cos y + « cos '^ + 5 cos x / 1 1 \

r, h •—7^;—= s I ^ — 77] h COS Y

,
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Theorie der Sonnenfinsternisse , der Durchgänge etc. 16S

also

Ferner ist

cos 9' + COS ii' cos y- cos 9" + cos li^ + cos y^ /- 1 1 \ ,

1 .1 i^ ,= - — l-^— F ^''^Z '

a-' va- 0- /

also

, /• cos 5)3 -|- COS 4/3 COS X" ^ 1 ,
•> '^

Flndlich ist

(r cos ip — V cos 9)3 (y cos X — S
cos jij^ + (} cos y — r cos xY

«-a- «-0-

(r cos -^ — ? cos v)3 + (i; cos X — 5 cos ip)3 + (5 cos 9 — t cos x)"

0353

+ — f—— iiAixeosi)— 1)cos'.fy-
«3 Va- 6-/ ^ '

^r^+t>' + i^-(reosy + t,cosj, + icosxr-
, 1 (I^JW ,, ^_ ^ ^^ y

also

2 l (r cos t^ — ^ cos y)3 (9 cos X — S
f^os i|/)3 + (5 COS y — t cos x)^

\

"'
\ ^3^3 I ^"^S

)

ic^ + V'^ + S^ — (rcosy + Kosip +icosx)^ a / ? cos }/ — ^ cos y >|3

r, ,
0^ r^ + t)'^ + 5' — (J^ cos y + i> cos 1}/ + J

cos X)^ 2 /• r cos
-J/
— l) cos y ^3

= (1 +2') „^ ^ l ^^ J-

Setzen wir nun der Kürze wej^en

:

. ^^ ) „ ,r cos y + 1) cos i{/ + 5
cos X r

, »>
1 1

5

19) { G^ — — = — cos cp H cos'b -\ cosy.
a a

„ r cos li — \) cosf X
,

i;H= ^ —cosi) coscp;
a a ' a '

SO ist nach dem Vorhergehenden:

, / r cos y + Ij cos t{/ iCosx\ ^ . 2.

, f cos y3 4- cos ii- ,
<^osx'\ a , > •>

„
( (X COS !{/

— 9 cos y)3 (i) cos X — S
cos if )3 + (5 cos y — r cos xT

*> { J~^ 1 :^^i

= (1 +£=) (F=— G')— r7/== F-— G' + r (/^— ö'— Ä')-

ij über die Bedeutung von e s. m. Denkschiiflen. Band VII, Cap. I, §. 3, Nr. S).
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166 J. A. Grimert.

Führt man diese Ausdrücke in die Formeln 18) ein, so erhält man nach einer ganz leichten Verwandlung:

20)
5

'x — x y — ti

COS<f cos^ cosx

-aG-z^icosx ± aVi+€- cos ^s _ (1 + j°-) (F^ - G^) + e^ H'-

oder

21)

also

1 + £^ CO« X"

.T — r j/ — 9

^nG — B''icosx±u |/ 1 — Fä -t- G2 + 6= {cos x" — F' + G'^ + H')

^

1 + j^ cos X'

aG + e- 5 COSX + a V \ — F^ + (?* + £= (<•<>« X" — F^ + G^ + m)X^X 7-—^ ; COS cp

,

1 + £* COS X

' \ if '
. i -\- e.^ cosx? '

/ aG + ^-icosx + a. J/ 1 — F^ + G- + e= (eo« x" — -f^ + G^ + H^)

[ ^ =3 1+e^co.x^ '^"^JC-

Für die Grössen

aG= x cos 9 + 9 cos ({^ + S
^''^ X "'^'^ aH^=x cos 4— l? cos tp

lassen sich nun noch die folgenden Ausdrücke finden.

Nach 5) ist nämlich

r-r, (jr[ßC]+l

also nach bekannten Relationen

23) «G=V E
^^*'"+ ^^, Vl-(-^)

Ferner ist nach 3)

r-rA x[CA]-^[BC]
,

(^ -jj j - (/•-/
ö^=

also nach bekannten Relationen

J
x[CA]-nBC] (g-gi)):-(/--A)') Vi f~'''f I

wo bekanntlich:

AX + f?9 + Q == — \(fff,—gf,y + {gk^—hg,y + (Z^/,— /-ÄO^j «?«(0,

[ C= (/<7, — <7^) &^ cos o> + { (/— /•,) (//^ — /•/?,)— (-7~ .«r,) (ff/h — /'^.) }
•«'« «>

ist.

Mittelst der vorhergehenden Formeln kann man für jeden zwischen und 360° liegenden Werth

von (o die Coordinaten x, y, z berechnen.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgönfie etc. 167

Man erhält aber ^nr x, y, z im Allgemeinen jederzeit zwei Systeme von Wertlien . die wir durch

.V , y, z und x, y, z bezeichnen wollen. Es fragt sich nun, welcher von den Punkten (xyz} und (xyz^

die Bedeckung wirklich sieht, und welcher sie nicht sieht, da dieselbe offenbar nur von dem einen dieser

Punkte wirklich gesehen werden kann. Dies lässt sich nach den folgenden Regeln beurtheilen, deren

Gründe wir nicht weitläufig entwickeln wollen, da dieselben einem Jeden leicht von selbst einleuchten werden.

Vorausgesetzt wird bei der Anwendung dieser Regeln, dass man die Coordinaten ^j, F, , Z, berechnet

habe, wozu die erforderlichen Formeln in dem Obigen enthalten sind,

Äasscre Berührnng.

Man prüfe, ob (.cyx) zAvischen (.T^f) und (X, F,Z,) liegt oder nicht, was sich aus den Coordinaten

dieser Punkte immer leicht erkennen lässt. Liegt nun (.r^i) zwischen (.f^j) und (X, F, Z,), so sieht

ixyz') die Bedeckung und {xyz} sieht dieselbe nicht. Liegt {xyz) nicht zwischen (.f^z) und (X, FjZ,),

so sieht (^xyz) die Bedeckung nicht und (xyi) sieht dieselbe.

Innere Berührnng.

Man prüfe, ob (yijj) zwischen (xyz) und Qiyz} liegt oder nicht.

1. Es liege (ri;^) zwischen (^xyz) und {xyZ).

3Ian prüfe, ob {xyz~) zwischen (jri;^) und (X, F, Z,) liegt oder nicht. Liegt (xyz') zwischen (j:^^)

und (X, YiZi), so sieht (xyz) die Bedeckung und (xyz) sieht dieselbe nicht. Liegt (^xyz) nicht zwischen

(X^i) und (X, F, Z,), so sieht (^xyz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht dieselbe.

2. Es hege (j"9 j) nicht zwischen (xyz) und (xyz).

Man prüfe, ob (xi)^) zwischen (xyz) und (A', ]''iZ,) oder, was hier dasselbe ist, zwischen (xyz)

und (A'i F, Z,) liegt oder nicht. Liegt(j:i;3) zwischen (xyz) und (A', F,Z,), und also auch zwischen

(xyz) und (A', Fj Z,), so prüfe man, ob (xyz) zwischen (Xi)f) und (xyi) liegt oder nicht; liegt nun

(xyz) zwischen (X^l) und (jryz), so sieht (xyz) die Bedeckung und (xyz) sieht dieselbe nicht; liegt

dagegen (xyz) nicht zwischen (X'i)^) und (.T'yz), so sieht (j'yz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht

dieselbe. Liegt (Xi)i) nicht zwischen (xyz) und (X, YfZi), und also auch nicht zwischen (xyz) und

(X, YiZi), so prüfe man, ob (xyz) zwischen (Xi)^) und (xy z) liegt oder nicht; liegt nun (xyz) zwischen

(r93) und (xyz), so sieht (xyz) die Bedeckung nicht und (xyz) sieht dieselbe; liegt dagegen (xyz)

nicht zwischen (Xl)^) und (xyz), so sieht (xyi) die Bedeckung und (xyz) sieht dieselbe nicht ').

Ob eine äussere Berührung dem Eintritte oder dem Austritte , eine innere Berührung dem Anfange

oder dem Ende der ringförmigen Bedeckung entspricht, wird man hier ganz ebenso beurtheilen, wie in den

Denkschriften, Band VII, Cap. III, §. 1, gelehrt worden ist, wobei man zu beachten hat, dass man nach

dem Vorhergehenden den Ort auf der Erdoberfläche kennt, von welchem aus die Bedeckung gesehen wird.

Wenn wir die Erde als eine mit dem Halbmesser a beschriebene Kugel betrachten, so ist e^ o, und

nach dem Obigen hat man also in diesem Falle zur Bestimmung von x,y, z die folgenden Formeln:

cos f cos i{( tos X

'J Wenn ülicrhaupt drei Punkte durch die Coordinaten .r, y, a; x', y', »'; .r", y", z" bestimmt sind, so liegt der Punkt

(.c', y', s') zwischen (a;ys) und (x" y" a"'), wenn x'—.v und x'—x" ungleiche Vorzeichen haben; dagegen liegt {x' y' %')

nicht zwischen {xy%) und (x" y" %"), wenn x'—x und x'—x" gleiche Vorzeichen haben. Ähnliches gilt natürlich auch von

den anderen Coordinaten.
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168 J. A. Grtinerl.

oder

; = j:
— ß(G + V\—F' + G')cos^,

27)
j
^ = i;— ß {G + V\—F' + G'} cosi^,

( j =
,^
— «(G^ + y\—F- + G-}cosx;

wo F und G die aus dem Obigen bekannten Werthe haben.

§. 3.

Wir wollen jetzt den Ort auf der Erdoberfläche bestimmen, welcher in dem in Rede stehenden

absoluten Zeitmomente, dem die Sternzeit % entspricht, eine Berührung der beiden Weltkörper in seinem

Horizonte siebt.

Da dies offenbar der Punkt der Erdoberfläche ist, in welchem dieselbe von der durch die Punkte

(j;93), (^XYZ), {Xi YfZi) gehenden geraden Linie berührt wird, so haben wir nach 22) im vorher-

gehenden Paragraphen, weil die beiden Durchschnittspunkte der in Rede stehenden geraden Linie mit der

Erdoberfläche in ei n en Punkt zusammenfallen müssen, in den dort eingeführten Zeichen offenbar die

folgende Bedingungsgleichung:

28) 1 — F- + G- + s' (cosx'— F- + G' -{- H') = 0.

welche blos die eine unbekannte Grösse co enthält. Bestimmen wir daher w mittelst dieser Gleichung, und

berechnen dann die entsprechenden Werthe der Grössen G und 9, '\i, y mittelst der aus dem Vorher-

gehenden bekannten Formeln, so haben wir nach 22) für die Coordinaten x, y, z des gesuchten Ortes die

folffenden Formeln

:

*o^

aG -\- s.^^ cos X
•' = J" 7—-^; ^t;- cos

<-f

,

1 -|- E- COS f."
'

29) < ^ = 9 -r-r-« ^ ^"^ V

'

^ 1 + £- COS X"

aG -{- t^ 1, cos y= J . , „ —— COS y-,^
1 + £- COS y~ '^

woraus dann ferner die Länge L und die Breite des gesuchten Ortes nach der im vorhergehenden

Paragraphen gegebenen Anweisung gefunden werden können.

Lässt man die Zeit % sich stetig verändern , so kann man mittelst der vorhergehenden Rechnungs-

vorschriften die Curven auf der Erdoberfläche ermitteln, wo eine Berührung der beiden Weltkörper im

Horizonte gesehen wird.

Betrachtet man die Erde als eine Kugel von dem Halbmesser a, so ist £ = 0, und die Gleichung 28),

aus welcher w bestimmt werden muss, nimmt also in diesem Falle die einfache Form

30) \—F'-\-G''=z() oder F'— G' = \

an; die Coordinaten x,y, z des gesuchten Ortes sind aber:

i X = J'
— a G cos cp

,

31) lyT=\j— a G COS '\i,

( I = J
— « G COS y.

Diesen Fall der kugelförmigen Erde wollen wir nun zuerst etwas näher betrachten.
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Theorie der Soiineitßnsternisse , der Durchfiänge etc. 169

Die Gleichung 30), aus welcher in diesem Falle w bestimmt werden muss, ist nach 19) und 23),

wenn man die dortigen Ausdrücke von i^ und G in dieselbe einführt:

,
COo Ü)

und aus dieser Gleichun"- ersieht sich für cos w der folgende völlig entwickelte Ausdruck

:

32) roÄ 0, = —-
.

^ i^ J
.

Wegen des doppelten Zeichens in dieser Formel, und Mcil to nur zwischen den Grenzen und 360°

eingeschlossen ist, führt dieselbe offenbar im xVllgemeinen immer zu vier Werthen von to. Für a G erhält

man nach 23) den folgenden x\usdruck

:

i(G= ± j/r + 9' + r— «%

und zur Bestimmung der Coordinaten x, y, z hat man daher die folgenden Formeln:

x — x + coH cp j/r + 9' + j'— fl%

33) -' y =\i + co:-i ')^\/ x' + f + ,f
— »'

.

Die Gleichung, aus welcher (o bestinnnt werden muss, wollen wir nun auch für die ellipsoidische Erde

weiter entwickeln. Zu dem Ende führen wir diese Gleichung auf ihre urs|)rüngliche Form , nämlich auf die

Form
cos if- + cos

-J/^
cos %-

"" "^"*'"
,} =

(r CO» !|/ — l)fOS'j\- (\)cosx — S
CO« ]/)- + (j cos ^— rvosyj-

oder auf die Form

6^— (r'' + ir + j- ) /r fos y + » cos i{/ + j CO« xv
a^6^

/ r los f + )} cos ji + i
cos xy 1

/

1

1 ^, 1 , ,
/-r cos i// — 9 cos f\') (

-b-6^)r^+(—^—)|

)

zurück. Führt man nun in diese Gleichung für cos cp, cos '^^ , cos i die Ausdrücke Cap. V. §. 1. Nr. 5) ein,

so erhält man die Gleichung:

o = r_^)' 6'-(t^ + 9' + s')

, J_ j
r[BC]+y[CA]+}[Aß] ^ y- A) r + (g - g,) y + (^ -/',)

}

V] f""^?'

Denkschriften der m.'ithein.-natnrw. Cl. VIII. IJd. 22
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170 J. A. Grunert.

Nun ist aber nach bekannten Relationen:

A^ ^B' -^C' = PE\

x{BC] + 'i) [CA^, + 5
[JA] = PE cos (ü ,

[A B] = El (fffi —gfi)E sin tu— W'cos w
}

,

x[CA]^nB(^]

= (A— A, )
Psin to + { (f—f\)x + (^

—
//,) 9 + (/' — /'i) 3 S 1 (/^. — .'7/V)

^^
'•"<'>• ^-^ + >^'«"' «" I :

wo E, P, IFihre aus dem Obigen bekannte Bedeutung haben. Setzen wir nun der Kürze wegen noch

34) J=(f-^f,^x + (lJ—ffi')^ + (/>—h,)z,

so wird

:

C\BC\+v\CA]+i\AB^ VP
EyA^+B" + C^ E

[AB] f,,^-,jf^ _ w
sin (ü— cos CO,

EV A^ + B^+ C" ^ P E V P

j:[C4]-9[ßC] Uh^h,)VP JW
) . {fOi-Ot\)J— ' '

' Sin (0 -\ „ . „— cos «)

;

EV A'^B--+C^ ) E' ' E'VP{ ' EVP

und daher unsere obige Gleichung:

E ^2 63 _ (,2 + »2 + 5^)«=(^r a^ 6-

a^ b~ ( E r — )•, v £ / )

/l l\j (t/p EVP 'r — r, ^ V^;)
^

'+ ^}l E^ + WVp\'"''"+ EVP '"'"^ T^TT*^ l-i-K-J i )

Der von s«h m und cos u) unabhängige Theil dieser Gleichung ist, wie man nach einigen Reductionen

leicht findet:

.^E^ 2
^
^---(r^ + y^ + s^)

Der Factor von sin cu ist

:

Der Factor von sin w" ist:

a^h^P

Der Factor von cos w ist:

a-b-EVP [jp-^ewik-h,) w+ (/•^,_.^/-,)vi} V(^) -(^y-
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durc/ifjänge e(r. 171

Der Factor von cos w" ist:

Der Factor von sin w cos (u ist:

Also ist unsere obige Gleichung zur Bestimmung von w, wenn man dieselbe mit «' Ir multiplicirt

:

OSU)

+^ {
^^ + ^M «^ W^^ + (fffi- fffif J' I }

^os «)'

^Ze'fjl^ \a'W—^^ \ih^Iu-)P + JW\\ s>n.> cosu^

Wie (ileichungen dieser Art aufzulösen sind , ist bekannt. Man kann nämlich entweder

1 — ta)i(i J- (/)-
. 2 tang i- cd

cos Oi = '-^—- , Sin 10 :

in 10

I + taiifi i fj)- l -p tftjig i w^

setzen, wodurch man eine Gleichung des vierten Grades mit der unbekannten Grösse lang '/j w erhält.

Oder man kann die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in 35) in zwei Factoren von der

Form
/ -}- ^ cosLo -|-

fi. sinu), X, -f- X, cos 10 -\- [x, sinoi

zerlegen, wo z, X, [a und /.,, X,, [j., allein aus den Coefficienten der gegebenen Gleichung bestimmt werden,

was dann zu den beiden Gleichungen

X -|- X cos CO -|- {X sin to ^ , Xj -|- X, cos co + [a, sin lo ^
führt, aus denen w leicht mittelst eines Hülfswinkels auf bekannte Weise bestimmt werden kann. Beide

Methoden führen auf die Auflösung einer cubischen Hülfsgieichung ; indess scheint die zweite Methode etwas

leichter zu sein, als die erste.

Hat man (o auf diese Weise gefunden, so ergeben sich x, y, z mittelst der Formeln 29), wie schon

aus dem Obigen bekannt ist. Führen wir indess e statt £ in diese Formeln ein, so erhalten wir:

/ (1 — e-) «G -)- e^
j cosx

1 — e* sin X
x= x r :r-.

—
-. cos^f,

3b) / ^ = i;
— ^-^

—

ros tp,
1 1 — &' sin X

(1 — e^) aG + e-
i cosx

Z = ,5
-. :r-.—; COS^;
1 — c- sin x~

22'
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172 ,7. A. Grnnert.

oder

37)

/ .)•
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 173

oder mittelst der Formel:

^^) tang w^ ——

,

jh - 7t,)
{ (fg~ !,f,Y + (g/,. - ftg,)- + (7. A - f>h )-

}

.

(fox -afi) E{(f-f,)x + (g - ff, ) i; + (A

-

>h) ä }

+

so erhält man zur Berechnung von w die Formel:

40) cosita— oi)^ cos oi ——

—

,

—

Vi 1 1

Mittelst der Gleichungen 39J und 40) findet man w, und Avie man dann weiter die Coordinaten

x,y, z des gesuchten Orts findet, unterliegt nach dem Obigen keinem Zweifel , und bedarf hier keiner

weitern Erläuterung. Auch über die Beantwortung aller andern Fragen, welche hier noch aufgestellt werden

könnten, ob z. B. die Berührung über oder unter dem Horizonte des Orts (.rj/i) stattfindet, ob dieselbe

dem Anfange oder Ende der Bedeckung, dem Anfange oder Ende der ringförmigen Bedeckung entspricht,

ist schon früher bei anderer Gelegenheit ') alles Nöthige gesagt worden, was hier in ganz ähnlicher Weise

Anwendung findet, und daher nicht wiederholt werden soll.

§. 5.

Von vorzüglicher Wichtigkeit ist es nun ferner, die Zeiten kennen zu lernen, wo die Erdoberfläche

von den die beiden Weltkörper einhüllenden Kegelflächen berührt wird, und die Orte auf der Erdoberfläche

zu bestimmen, wo diese Berührungen stattfinden. Denn es leuchtet ein , dass man dadurch zugleich die

Zeiten des Anfangs und Endes der Bedeckung auf der Erde überhaupt, auch die Zeiten des Anfangs und

Endes der ringförmigen Bedeckung auf der Erde überhaupt kennen lernt.

Wir wollen diese Aufgabe zuerst unter der Voraussetzung auflösen, dass die Erde eine Kugel sei.

Unter dieser Voraussetzung wird in dem gesuchten Zeitmomente der Ort (.ryi) auf der Erdoberfläche, wo

deren Berührung mit einer der beiden einhüllenden Kegelflächen stattfindet , offenbar eine Berührung

der beiden Weltkörper in seinem Horizonte sehen, und zugleich wird die durch <lie Mittelpunkte der beiden

Weltkörper gelegte Ebene, in welcher die durch die Punkte (X^^), (ATZ), (X,YtZf) gehende

gerade Linie liegt, durch den Mittelpunkt der Erde gehen , d. h. es wird cos w^ + 1 , sin m= sein.

Man wird also die Gleichung, aus welcher die gesuchte Zeit X bestimmt werden muss, finden, wenn nvan

in der Gleichung

(
V {fg,-gf,Y + igh, - hg,Y + (Jif, -fh.y- Y

„] ß
'^^osw

I

«--(r + >,- + 3-)+ (4^)-
,r-f,)^ + ig-g.), + in-n,), i/

^ r'—'f
(^"'

welche uns aus §. 3 bekannt ist, cos to = ± 1 setzt, was die Gleichung

(/•-A) ^^ + (g -gl) 9 + (/'-/'! )? \/^ C"~'"'f

°

/ £ \ä .; , 3 j / r — r, \ E J [

- E I

') M. s. Denkschriften. Band VII.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



174 J. A. Grnnert.

also die vier Gleichungen:

,,
"-ZU -^ " 1=^7^ Vf + f + i'-a^,

V 1

41) <

E=±—— Kr + r + r— «-

giebt, deren zwei erste dem Werthe cos co^ + 1, die zwei letzten dem Werthe cos (u= — 1 entsprechen.

Da diese Gleichungen in Bezug auf die Zeit % als unbekannte Grösse, von welcher f,g,h und

/", , ()^, //, , und daher auch E, X, 9? i abhängen, transcendent sind, so ist deren Auflösung nur durch

Näherung möglich , und man muss sich dabei der hinreichend bekannten Näherungsmethode bedienen,

deren weitere Erläuterung nicht hierher gehört.

Für cos co::^ -(- 1 ist nach 23)

:

r ^-'•i \^f- /') »^ + (ff - fl-i) 9 + (Ä- Ai)
5 A/i r

'" -
''«V -^ ^füi - gfiT- + (ffÄ, - hg,y + (AA - fh,Y \"^ =-^1 i^^T,

^Vi— i-y-j + ^ r

also nach den beiden ersten der Gleichungen 41) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf

einander:

42) uG= ±]/x'' + f + h'
— <^'^

und folglich nach 31):

( X= y + cos o Vx' ^f + i'
— rt%

^3) I y= \J
+ COS 'ji Yx' -f 9" + i'

ö'

'

I = j + COS -/ |/r + 9' + t— a-;

wo, wegen cos oj = -j- 1 , s/« w = 0, nach 11):

'• - »-1
\
/- A 1 / 77377^ (ff - ffi) (/"ffi - ffA )

- (/' - '«, )
( AA - A.

)

cos 'Si

-»•i K~'' 1/ ,^_^ 3 (ff-ffiH/ffi— ffAJ-t/'-"iH/'A -/«!> i

E )r-r, V 1 — (—^) '-Ey(fg,^gf,y- + (gh,-hg,r + ihf\-fh,f ('

44. ),.o,i = ?l^^)^^^^A/"i 771:7;;;^ _iA-M(ffA.-Aff.)-(/--A)(/-ff.-ffA)_
^

^^ 'E ''•-'•. »^ ' ~r7^j £KT7>r^ffÄF+(ffA,-A3,)= + (AA-/A,)M'

/ r — r, (A — Ä^, r — --5 (/— A) (AA -/Ai)-(ff — ffi)(ffA, -Äff,) .

r cos 7 =—-— { 1/ 4 ( r — 1 ,\ V

" ''-'•. »^ ^ ~l~^~J E y (fg, - gf,Y + (gh, - hg,Y + (hf, - AA,)= )

ist.

Für cos tu = — ! ist nach 23):

a (t =—-

—

AJr + (g-gi)9 + (A-A,js -|/T _ /- '• -

n

f_

K

(/g. - ffA)^ + (g'h- hg,y + (AA

-

ßiT' I

£ t # — #-j

also nach den beiden letzten der Gleichungen 41) mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf

einander

:

43) aG= + yf^f +
und folglich nach 31):

f— a'
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Theorie der Snnnenfinsternisse, der Ditrc/if/äiif/e etc. 1 75

x=X + cos cp \/x- + 9' + f— «%

wo. \vef?en coh (o = — 1 , sin co = 0, nach 11):

,, ) , '•-'•O.'/-.'/,-!/ .._^.a i'>'-'h)Ülh,-hg,)~(f-f,)ifg,-gf,)

cos
r — r, i/i — Ä, -. r-

-r — r ^^

)ä + (jfÄ, -A£f,)ä + (A/i-/•A,r-

ist.

Wenn man die Erde als Ellipsoid betrachtet, so wird die Auflösung der vorhergehenden Aufgabe viel

weitläufiger. Die zu erfüllenden Bedingungen sind dieselben wie vorher, mit dem Unterschiede, dass die

durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gelegte Ebene, in der die durch die Funkte (r^O' i^YZ),

(A'j rj Z,) gehende gerade Linie liegt, nicht durch den Mittelpunkt der Erde, sondern durch die Normale

des gesuchten Orts (^xyz) gehen muss.

Weil aber

i h TT = 1 oder ^ ^— — 1=0

ist, so ist. wenn wir die Grösse auf der linken Seite des Gleichheitszeichens in dieser Gleichung durch s

bezeichnen

:

(l,s 2.r d,s ly d,s 2»

dx a^ dy a- d% b-

wo die Differentialquotienten partielle sind. Also sind, wenn wir die veränderlichen oder laufenden Koordi-

naten durch (a;), (y), (t) bezeichnen,

(,x) — x (y) — y (z) — »

2 a.-» 2y 2«

a* «^ b^

oder

.r y z

die Gleichungen der dem Punkte (.J'^t) entsprechenden Normale des Erd-Ellipsoides. Weil nun die durch

die Gleichung

A(x) + B(y^ + Ciz) + D= i

charakterisirte Ebene, wo A, B, C, D die aus Cap. I, §. 3, Nr. 19) bekannten Werthe haben, durch

den Punkt {.ry z} gehen soll, so ist

A\ix)— x] + B\(:y)-y] + C{(z)-z\ = {),

und folglich, weil in dieser Ebene die Normale des Punktes (d'yz) liegen soll:

{A + B^^ + Cpj{ix)-xl =
für jedes (^x), also
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176 J. A. Gr IUI er f.

A^ß'L+Cp = 0,
.V b- .V

uder

^ iA.v + Bj/) + Cz^(i— e') {Ax ^ By) -r Cz = .

uder

48) A.r + ßi/ + Cz— e- (A x + By) = ,

welche (Ileichung mit der Gleichung- 35) in §. 3 zu verbinden, und die Itechnung- auf folgende Art

zu führen ist.

Man lasse sich X stetig verändern '), und bestimme für die einzelnen Werthe von 2! die entspre-

chenden Werthe von to mittelst der Gleichung 35). Hierauf berechne man den Werth von aG mittelst der

Formel 23), die Winkel (d,
<l),

/_ mittelst der Formeln 11), die Coordinaten x, y, z mittelst der Formeln

29) oder 37), und die Grössen A, B, C mittelst der Formeln Cap. I, §. 3, \r. 19). Nun führe man

die gefundenen Werthe von j;, y, z und A, B, C in die Gleichung 48) ein, imd sehe zu. ob dieselbe

erfüllt wird. Die Werthe von X und x, y , t für welche dies der Fall ist, sind die gesuchten.

Leichter als das vorhergehende Verfahren scheint mir aber das folgende zu sein. Man bestimme

zuerst nach der oben gegebenen Anweisung für die als eine Kugel betrachtete Erde die Zeit X und die

Coordinaten x, y, z, so wie auch aus den letzteren auf bekannte Weise die fjänge und Breite des Orts

(.r^z). Dann wird es nie Schwierigkeiten haben, die kleinen Veränderungen zu ermitteln, welche die auf

diese Weise gefundene Zeit, Länge und Breite erleiden müssen, damit die in den Denkschriften, Band VII,

Cap. III, •§. 8, Nr. I, aufgestellten drei Gleichungen vollständig erfüllt werden; denn die Zeit, Länge und

Breite, für welche dies der Fall ist, werden die gesuchten sein. Diese letztere Auflösung unsers Problems

in dem Falle der ellipsoidischen Erde scheint mir unter allen die einfachste zu sein.

i

Wir wollen nun den Ort auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen, der in dem gegebenen absoluten

Zeitmomente, welchem die Sternzeit X entspricht, eine Berührung der beiden Weltkörper als Maximum der

Bedeckung sieht.

Sei (^xyz) dieser Ort und A' die demselben entsprechende scheinbare Entfernung der beiden W^elt-

körper von einander, deren Entfernungen von dem Orte (^xyz) durch p' und p\ bezeichnet werden sollen,

Alles natürlich auf die Sternzeit X bezog^en. Dann ist

49) cosA' =
Setzen wir mm der Kürze wecfen

2f>' P.'

ttG + e^zcosy + a 1/ 1 — F= + G* + e^ O-os y' — F' + G' + H^)
50) «B = ,—

—

-'
1 + £" COS X'

wo die Ausdrücke von F, G, Hund cos y^ durch w aus §. 1 und §. 2 bekannt sind; so ist nach 22):

5
1
) •>'-r_ y - ^ _ --S _ su

cos y cos ^ cos x

') Wie man diesen Ausdruck, d.h. eine stctifjc VeriinJerung, bei Xäherungsrechnungen zu verslelien liaf. bedarf hier keiner

weitereu Erhiutcrung.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der DurchgUnge etc. 177

und man muss nun offenbar w so bestimmen, dass

dX

ist. Ist dies geschehen, so ergeben sich die Coordinaten x, y , t des gesuchten Orts mittelst der vorher-

gehenden Gleichungen Sl) von selbst.

Aus der Gleichung 49) ergiebt sich

also

-^p.smi^ -^ + cos\ (p -^+p.—j_p _+p,___A_,

folglich für = 0, wenn man zugleich für cos A' den Ausdruck 49) einführt, nach einigen leichten

Reductionen:

oder, weil

/- p/' + A^' = 2 p' (p' - p', ro.s- A'),

p/'— p'' + ^^ = 2 p,' (p,' — p' CO« A')

ist:

33) (p- - p', cos A') ^ + (P'.
- p' CO. A')^ - E

;[|
= 0.

Nach S I ) ist

j- = i- 4- ^cos'f , «/ = 9 + spcos({;, 2 = 5
4- spcosj(;

also

.r—f^X—/+ ^ eos 'f.
und .r— /", ^r— /'i + ^ fos

'f,

j — /* = 5 — Ä + «P cos x; 2 — A, = j — /(, + «P ro.v /:

folglich nach bekannten Relationen

:

ix- ff + ip-gy + (a-ÄO + w
2 ^ 1(1~ /) cös ? + (9— ^) cos ({; + (ä— //) cos i j

+ 2 ^ Kr — /,) cos 9 + (9 —gi) cos c!^ + (3— Äj ros X !

also, wie man leicht findet:

Dt'iiliM'lirifU'ii der umtliem.-iiaturw. Cl. VIII. Bd. 23
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178 J. A. Grunert.

Setzen wir

r— r, \ h J

SO wird:

Es ist:

r +
r—

also

:

daher wird die Gleichung 52):

1 1
''^

-P P* dS
Es ist aber nach 55):

P72=(*~"^Hrfi-'-^J'

P' 7¥ = <;*"'"'^Hj^ -'•'«)

und nach 54):

also

:

' = ('
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Diirc/if/änf/e elr. 179

auch ist, wie man leicht findet

:

(IE (r — >-,) O dCx

Foljylich wird unsere obige Gleichung :

(./ (^-r D) |. (1 + DO-^^I (^-'- ^)
J

2 ä (7 «^ \

Setzen wir nun

oder

so ist

und nach S5)

(r_ r,) ^ = rll, — r, U , (r— r,) Ö = U, — U

Also ist die obige Gleichung:

U (/r+ U,') !
r (r- /,) + U (U— u.) } ^

-U,(r +ir) är,(r-r,) + ll,(U-U.)}^ )
= 0.

- (U- u.) 0-' + u^) Or + ur) (^
-

'^)

folglich nach einigen leichten Reductionen

:

O-U, - r. U)
{
r ir: + Uf) '~ - r, {r^ + U^) ^^ } = 0.

Wollte man nun

57) ,U, — nU =
setzen, so würde dies nach dem Obigen (30) ^ = 0, also x ^=1, y — i), - —

,^
geben, und es würde

folglich

ir 0-

sein, d. h. die Spitze der die beiden Weltkörper einhüllenden äusseren oder inneren Kegelfläche würde in

dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente in der Erdoberfläche liegen, was man daher in jedem Falle

besonders prüfen muss. Im Allgemeinen ist aber die gesuchte Bedingungsgleichung:

S8) . Ov + Ur) .^ - r, (r^ + UO^ = 0.

23"
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ISO J. A. Grüne Vf.

Zur Auflösung unserer Aufgabe bedient man sich nun dieser Gleichung auf folgende Weise. Man

lässt (o sich von bis 360° stetig verändern, und bestimmt für jedes to sowohl in Bezug auf die Zeit X,

als auch in Bezug auf eine davon um ein Geringes verschiedene Zeit, die Werthe von ^ und £l mittelst

der Formeln SO) und 54). und dann die Werthe von U und U, mittelst der Formeln SO). Dann wird man

leicht die den in Rede stehenden Werthen von to entsprechenden Werthe von

d\\ , rfU,

dt
""'' J%

wenigstens näherungsweise berechnen können. Führt man nun die der Zeit 3; entsprechenden Werthe von

"' "' ""'^ dx' Iz

zugleich mit den Werthen von r, y, in die Gleichung 38) ein, so wird sich zeigen, ob dieselbe erfüllt ist

oder nicht. Diejenigen Werthe von tu, für welche sich diese Gleichung erfüllt erweiset, sind die gesuchten,

und die Coordinaten x, y, z werden dann mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln :

erhalten; aus diesen Coordinaten ergeben sich aber ferner L und <S) auf bekannte Weise.

Wir wollen jetzt die Orte auf der Erdoberfläche bestimmen, wo in dem in Rede stehenden absoluten

Zeitmomente, M-elchem die Sternzeit X entspricht, die Bedeckung central ist. Zu dem Ende bezeichnen

wir die diesem Zeitmomente entsprechenden Rectascensionen und Declinationen der beiden Weltkörper durch

a, und a, . o,, und ihre Entfernungen von dem Mittelpunkte der Erde durch p und p,. Dann sind

pcosaroso, und p, fo.sa, foso,

p sin a cos o, p, sin a, cos o,

psino p|S/«0|

die Coordinaten der beiden Weltkörper in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente. Sind nun

die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie in demselben

absoluten Zeitmomente, so ist

und

also

und

so wie

p cos acoso^%psino -{- fB, p sin a cos o = 3li p sin o -j- 35(

p, cos ot, cos 0, = % p, sin o, + ^ < fi *'" «i ^"* ^i = STi Pi sin o, + §B,

;

X— p cos a ros = 9t (z— p sin 8) , i/— p sin a. cos o =: 91, (t — p sin o)

X— p, cos IX, cos 0, = 9t (i— p, sin o,)

,

y— p, sin ot, cos ö, r= 9ti (i— pi sin o,)

:

p cos a cos — p, cos a, cos o, = 9t (p sin o— p, sin ö, ).

p sin a cos o— pi sin a, cos o, = 9I| (p sin o— p, sin o, ).
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Folglich sind

oder

60)

Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgäufie etc. 181

^ (j cos a cos — p, cos a, cos d,

X p COS OL COS = 7-^; r-7 (z .0 SUI ) ,

p sin — p, sin 0,
i y

1 . ^ p sin a cos S — p, sin a, cos ö, ,

y — psinacosoz= r-;; ^^ (z— p sin o )

;

r
" '

p siii o — p, sm o^ '

^ p cos a cos — p, cos a, cos ö, ^
.1' pi COS a, cos 0, := ^-;; ^^ [z 0, S«H 0, )

,

'

p Sin d — p, sui a^
^ ' -'

^ p sJM « cos S — p^ sin «1 eos 5, ^
y — p, sira a, cos o, =r r^; r^ {z— p, sin o, )

;

^^
' p siM ö — pj sm S^

^ ' '

oder, wie man leicht findet:

p cos a. cos a — p, cos a, cos 5, p p, fcos a cos ö S(« ö, — cos a, sm r) cos cJj

)

X
„.^ 1 psinö — pj siu o"j (j sin fj — p, sin ö",

^

p sjw a cos 5 — pi sin a, cos 5, p p, (sj'n a cos ösj'n 5, — sin a, sjn ö cos ö,)
tf ; Z

fisiiiS — pjSjK^i psind — p^sinrl^

die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie.

Aus den Gleichungen 61) folgt:

,?:' + 1/'-

p~ cos 5" -\- pj~ cos 5,'- — 2 p p, cos (a — a,) cos 3 cos 'j, .^

(p sin 5 — pi sin <Jj)'

2 p p, {
p cos d [cos 5 sin 8^ — cos (a — «,) sin ff cos ff,] + p, cos ff, [sin ff cos ff, — cos (a — a, ) cos 5 sin ff,

J j

fp sin 5 — p, sm ff,)'^

p- pi^ { cos ff^ sin ff,'' + sin ö- cos ff,- — 3 cos (a — a,) sin ff cos ff sin ffj cos 5,

}

( p sin ff — p , sin ff, )-

Bezeichnen wir nun die Ooordinaten des Durchschnittspunktes der durch die Gleichungen 61) charak-

terisirten geraden Linie mit der Erdoherlläche durch x , y, z , so ist

n- h-

was, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, die folgende Gleichung zur Bestinuuung von z giebt

:

i p^ cos ff'-* + p," cosff,- — 2p p, cos (a — a.^) cos8 cos ö^ *
I i

/ a'{^psinS — p, sin ff,)- 6-
)

2 pp^ I p cos d [cos ff sin ff, — cos (a — a,) sin 5 cos ff,] + p, cos ff, [sin ff cos ff, — cos (a — a, ) cos 5 sin ff,]
|

n- (p sin ff — p, sin ff, )-

p- p,- { cos ff- sin ff," + sin 5- cos ff," — 2 cos ( a — a,) sin ff cos ff sin ff, cos ff,J

a- (p sin ff — p, sin ff,)'-

Setzen wir jetzt der Kürze wegen

62) cos 6 = sin o sin o, + cos (a— a,) cos o cos o,

und

1 cos Co = fVM' s/« 0| — cos (a— a,) s/h o f^^s- r>,

,

Oö) <v . ^ ^ /- , > . ^

( cos (0,= s/-// cos 0, — c-os (a— a,J fos o s<h o, ;
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182 J. A. Grunert.

auch wie gewöhnlich a^ — 6^ ^ e^ 6S so bringt man die obige Gleichung zur Bestimmung von z leicht

auf die folgende Form

:

a^ (p sin 8— p, sin o,)' =
|
p' + p,'— 2 p pi cos 9 + e" (p sin o— p, sin o,)' } z'

— 2 p p, (p cos ^cosib + p, cos 0, cos 5),) z

4" P^ Pi^ (^os 8 sm 8, cos w + sin 8 cos 8, cos w,).

Setzen wir:

64) R = pj/1 +£^ s««8-, R, = p,|/l +£' smV;

cos 9 + £- ÄIH 5 «JM S,

65) cos e =
V (i + £' sin 5^) (1 + £2 si«'a,2)

66) SIH D = —===== , S2H ü, ^ ^1

V 1 + 6^ StM 52 V 1 + £^ SI» 0\2

COS 5 cos (ü _ cos 5, cos ö),

67) ^n-Q P^ cosP, =
V (1 + s* sin 6^) (1 + £* sht ö,2) )/ (1 + £» sin ä^) (1 + £= »iw 'J,ä)

SO ist, wie man leicht findet:

p sin — p, sin 8, = R sin D— R, sin D,

,

p^ 4- p,^— 2ppi cos 6 + £" (p sin 8— p, si« 8,)' = R^ + R,^— 2 RR, cos 0,

pp, (p cos 8 cosü> -\- p, cos 8, cosü),^ = RR, (p cos P -j- pi cos P,),

p" p," (cos 8 sin 8, cos ö + *'*^* 5 cos 8, cos Wj) r= R R, (p R, cos P s«rt D, + p, R cos P, s/h D) ;

folglich die Gleichung zur Bestimmung von z :

a^ (R sin D— R, s/« Dj)'

= (R-' + R,'— 2 RR, cos 6) z'— 2 R R, (p cos P + p, cos P,) :

+ RR, (pR, cos P sin D, + p, R cos P, sin Ü),

oder auch:

, rsin D sm D,\', rsin u sin u,\-

"(-r; R-)

~ U^ "^ R,ä RK, J

"

" Ir '

R, R,
' R J

+ f- cos P sin D, -\- ~ cos P, sin D)

;

VR I\,

oder, wenn wir

68) sin n ^ - , szra n, ^ --
R n,

setzen

:

69) (sin n, s/« D— sin U sin I),)

(sm IP + sin 0,'— 2 sm sm H, cos 0) (-) — 2 (^ sm n, cos P + ^ sin U cos P,)-*

+ f;^ cos P sw D, + ~ COS P, sm D).
VR R, ^
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 183

Löst man diese Gleichung auf gewöhnliche Weise auf, so erhält man:

70) {sin ri" -|- sin 0,"— 2 sin sin H, cos t)) -

= - sin n, cos P + ^ s'" n cos P,

il- smn, cosP + ^ sinW cos?S'
vR Rj /

±
<| + {sin W + s?rt rii" — 2 s?« 11 sin 0, ros )

(s2H n, sin D— s/?; H s»; D,)'— (^ cos P s/h '^i + ^ ^'"* '^i *"' ^
)

Hat man z mittelst dieser Formel gefunden, so erhält man x und y mittelst der folgenden . aus dem

Obigen sich unmittelbar ergebenden Formeln

:

1\)

oder

72)

^ p cos a cos — p, cos a, cos o, > \
x = p cosa foso -J r-;^ r-- iz— o sino).

'

p siTi — pi sm 0,

^ p sin a «OS 5 — p, sjk a, co« 5. , . ^

y =: c, siH a coso A- r-; r-^; (2;— f>
Sin 0)

;

'^
' p sin S — pi sin 5,

^ '

^ p CO.S a cos —
pi cos a, cos o, • "> -.

;r= p, cos a, COS 0, -| ;-— -.—

r

(z— pi stn 0, )

.

'

' '
' '^

p sind — pi sin $i
^ ^' "

^ p sjw a cos ä— Pj «in a, cos 5, , . 's -.

?/ = p. s?H a, COS 0, -1 :— r^ iz— p, sm o, ).
•^

'

' '
'

' p sf«d — pi sinSi
^

'
' "

Bezeichnen wir die beiden Systeme von Werthen, welche die durch die vorhergehenden Formeln

bestimmten Ooordiriaten haben können, durch x, y,z und ;c, ^, S, so ist noch zu entscheiden, welcher

von den beiden Punkten {xyz^ und {xi/ f) die centrale Bedeckung wirklich sieht. Zu dem Ende ermittle

man, was immer sehr leicht ist, ob der Punkt (xgz^ zwischen dem Punkte {xyi) und dem durch die

Coordinaten (jcosacosc, psinacoso, p sin oder dem durch die Coordinaten p, cos a, cos 0,

,

p, si7i a, cos ö, , p, sin 0, bestimmten Punkte liegt oder nicht. Ist das Erste der Fall, so sieht {xyz}

die centrale Bedeckung; ist das Zweite der Fall, so wird dieselbe von {xyz) gesehen.

Die Bedingungsgleichung, dass die durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehende gerade

Linie die Erdoberfläche berührt , also der Berührungspunkt die centrale Bedeckung in seinem Horizonte

sieht, wodurch sich zugleich der Anfang und das Ende der centralen Bedeckung auf der Erde bestimmt,

ist nach dem Obigen

:

73) it sin n, cos P + i' sin U cos ?X
vR Kj /

+ {sin 0' + sin 0,"— 2 sin 1 1 sin 0, cos 6)

I

{sin n, sin D— sin Fl sin Di)"— (^ cos P sin ßi +
jj^

c"s P, sin D]

oder

:

74) f CO.S P sin D, + ^ cos P, sin D

^1^ sin n, cosP + ^ sin 11 cos P, j"

^ {sin n, sin D— sin U sin DS' + . „.,
,

—^-——^ '. „ . „ x •

'^ ' •-/ I

jjjj
jji _|_ jj„ jj^. — 2 sjn U sm Hj cos ö
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184 J. A. Grimert.

§. 8.

Wir wollen jetzt nocli die Orte auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen , wo in dem absoluten

Zeitmomente, welches wir hier immer in's Auge fassen, die scheinbare Entfernung der beiden Weltkörper

von einander die gegebene Grösse A' hat. Diese Aufgabe kann, wie es mir scheint , am einfachsten und

elegantesten auf folgende Art gelöst werden.

Die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie sind

bekanntlich

^ — f y~a %— h

f—fi 9— 9i h— h^

oder

^—fi y— Oi «21^1

f—fi O— Oi h — ht'

und die Coordinaten des Mittelpunktes der Entfernung E der beiden Weltkörper von einander sind:

Die allgemeine Form der Gleichung einer durch diesen Punkt gehenden Ebene ist

Soll diese Ebene aber auf der durch die Mittelpunkte der beiden Weltkörper gehenden geraden Linie

senkrecht stehen, so nuiss nach den Lehren der analytischen Geometrie bekanntlich

L itf iV

f—fi 3—9i h— ht

sein, und die Gleichung unserer Ebene ist also:

(f—fi) {^— h(f + /"') } + (//— //i) \I/
— Hff + .'/')! + (/' — /'i) 1 :

— i {// + A.
) S
= ,

oder, wenn wir der Kürze wegen

2K^if~f\} (/ + /•.) + (f,-gd (jj + fjd + (A-A.) (Ä + A,)

setzen

:

Die Gleichung einer beliebigen durch die beiden Punkte iffffi} und ifffi/ii) gelegten Ebene sei wie

gewöhnlich

oder

Aix-n + B(i/-g}+ fO-//) = 0.

-4(a;-/-.) + Ä(^-</,) + C(t-A.) = 0:

wo

A(f-f) + B(ff-g,) + <:'(A-/O=
ist.

Die Coordinaten eines Punktes in der gemeinschaftlichen Durchschnittslinie der beiden vorher-

gehenden Ebenen, welcher von dem Mittelpunkte der die Mittelpunkte der beiden Weltkörper mit einander

verbindenden geraden Linie eine gewisse gegebene Entfernung P hat, sein x„, i)„. f^»:
so hat man zur

Bestimmung dieser Coordinaten nach dem Vorhersfehenden die drei folgenden Gleichungen:
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 185

if—fi) 1-0 + (^— gd % + (/' — Ä.) ao = K,

A(x,— f} + BQ^,— g) + (70„— A) = 0,

{j^o-|(/-+/-.)r + {9o-KÄ' + 5'.)r + {ao-i(Ä + ÄO}-' = /'^

welche man auch auf folgende Art ausdrücken kann:

if-fi) %-\if + 1\)\ ^ i9-9d\%-lig ^ g^)] + ih-h,-) {^„_i(Ä + Ä,)|=:0,

^ B\'^o— \ig + gd— lig—gd\
[
= 0,

oder, wenn wir der Kürze wegen «

setzen , auf folgende Art

:

{f-fd 3e„ + (.9—^1) 8)0 -f (/'
-

Ä,) 3o = 0.

oder endlich, weil

ist , auf folgende Art

:

(/•- /•.) 3fo + (^- ^,) g)o + (Ä- //,) 3«= ,

^3eo + ßS„ + C3„ = o,

3e„^ + g)o'- + 3o^ = ^^

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt:

\Cif-t\)-Aih— h,)\X„ — \Bih— h,)— C{^g,)\ 8)„=0.

M(^-^.)-Ä(/'^/".)!Jfo-!ß(Ä-/^.)-C(^-.<7,)l3o=0;

oder in bekannter Bezeichnung:

[VÄ\ 1„ - [// 6'J g)„ = 0, [A ß] 3eo - [Ä C] 3o = ;

also

•^" ~ [ß cj
•^'" ^^ ~"

r« c]
"^''

'

folglich wegen der dritten der drei obigen Gleichungen:

{ [ABY + [BCY + [CAY \ 3e,r' = P' [BCY,

Denkschi'irten der inalliciii.-iialurn . Cl. VIII. Bd. 24
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186 J. A. Gruuert.

lind daher mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf einander:

P[BC]
3^0= +

g)o=±

ßo =

y [ABY + [BCr + [CA]-"

P[CA]

\r[ABY' + [BCY' + [CAY''

P[AB]

y[ABY+ [BCy- + [CA]-'

also

P[BC]

P[CA]

y [ABy + [B C]2 + [GAY '

,, = H4 + /.,)±
"''*'

K[Aß]=
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 187

oder nach einer bekannten Relation

:

9o= |(/7 + //) +

2 E Y(fa, - gf,Y + (3 Äj - hg,y + (hf, - fh^Y

Der Halbmesser des in Rede stehenden Kreises ist

5E cosec A'

,

'iEy(fgi
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188 J. A. Grunert.

Die Entwickelung der Grössen x, y, z aus diesen Gleichungen bietet wesentliche Schwierigkeiten

nicht dar. Um jedoch nicht zu weitläufig zu werden, wollen wir dieselben hier nur für den F'all der Kugel,

wo e^O ist, und die Gleichungen daher die Gestalt

-4(.r-/-) + 5(«/-^) + (7(^-/0 = 0,

. {x— x,y + (.y— 9o)' + (2— hf= \ E' cosec A''

annehmen, auflösen. Hat man x, y, z aus diesen drei letzteren Gleichungen bestimmt, so werden sich,

weil £ eine sehr kleine Grösse ist, nach den bekannten Näherungsmethoden immer auch leicht die kleinen

Verbesserungen berechnen lassen, welche an die gefundenen Werthe von x, y, z noch angebracht

werden müssen, wenn den Gleichungen

Aix-a + Biy-g} + C{z-h) = {i,

2 I
2

I
2 I 2 2 2

ix- x,r + (i/
- 9o)' + (^- hf = i

E' cosec A''

genügt werden soll.

Aus den drei aufzulösenden Gleichungen

2 I 2 I 2 2
x- + ^ + t = « ,

ix- r.,)^ + (y- 9,,)^ + (^- 5„)= = \ E' cosec A''

leitet man sehr leicht die beiden folgenden ab:

Ax + By + Cz = Af+Bg + Ch,

X^x + 1^,y + 5ü I =
I iu- + ro' + 9o' + ,5«')— 5 E' cosec A'';

aus denen sich ferner ergiebt:

(.4 jo
— Cx„ ) X— (rt)„— Bio)y

= iAf ^Bg + Ch} j„
-

1 C(«^ + X,' + V,r + W-\ E' cosec A'')

,

iBxo— A 9„) X— iCi)„ — 5,5o) z

^—iAf^Bg\- Ch) 9o + 1 5 («^' + x:- + 9o^ + jo^
—

I
^^ cosec A'') ;

also

:

_ iAf+Bg + Ch)^„-i B («2 + r„2 + 9„2 + ä«^ - i £« cosecAV) + (ßv„ - Ad„) ;i-

_

c?«-ßj
und folglich

:

(5 jo— C%)y = iAf + Bg + (^Ä) 3„— 1 C(«^ + r.;^ + 9/ + j„-'—
^
E' cosec A'') + (r,r„ — .4^.,) .r,

(5j„— r^o) . =-~- (^/- + hy + rV/) t)„ + I B ia' + v + 9,r + 3,r'
— \ E' cosec A'"') + ( .49,,— 6'x„),r.
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 189

Erhebt man nun diese drei Gleichungen auf das Quadrat und addirt sie dann zu einander, so erhält

man, mit Rücksicht auf die zweite der drei aufzulösenden Gleichungen, zur Bestimmung von x die folgende

Gleichung des zweiten Grades:

{
(il9o— Bxof + (Bio— C%y + iCxo- A0'

\
.r

(
(A 9„— Bxo) { {Af+ Bg + Ch) %— i 5 {er + x,' + W + h-— \ E' cosec A'')

}

I

— (CjTo— ^ ao) 1 (^f + ß^ + C/0 1,-IC («' + Xo' + %' + i:--\ E' cosec A'')
}

= a' (Ä5„— C9„)^-—
\ (Af + Bg + Ch) '^,— lB(a'^ Xi + 9o' + ^o'

— | E' cosec A'') ['

— {(/!/+ ß<7 + C//) io
-

I Cia' + j:„= + %' + ao=
—

i
Ä'^ r«6w A'') }'•

Setzen wir daher der Kürze wegen

[x„%]^Ai)„— BXo,

[9„ j„] = 5 5„— Cpo,

[]oXo\ = CXo— Aia

und

[A r„] = (-4 /• + 5.9 + Ch) X,— IA («' + ro' + 9o' + ao'
—

i
^' rosec A''),

[59„] = C^/- + Bg + 670 9o
—

1
5 Or + xi + %' + i,r

— i ^'^ cosec A' '']

.

[CjJ = (^/-+ % + C/0 ao-K'(«' + Xo' + %' + ao^-i^'^^««^rA''0;

so hahen wir nach dem Obigen zur Bestimmung von x, y, z die drei folgenden (Jleichungen:

= .r[9„5„r-[Ä9„r-[C5j%

__ rC}o] + [ioro]-r [gy-[Vo>'o]-^

^ [9oio]
' ^ [^oSo]

Löst man aber diese Gleichungen vollständig auf, so erhält man nach einer zwar etwas weitläufigen,

sonst aber keiner weitern Schwierigkeit unterliegenden Rechnung, wenn man der Kürze wegen

setzt, für X , g , i die folgenden merkwürdigen Ausdrücke, in denen die oberen und unteren Zeichen sich

auf einander beziehen

:

[r„»o] IB%] - [8„ro] [Cj„] ± [t-oäo] Kö

i/
[lo»o]' + [>'ok]^ + [5olo]-

[äo 'ol [Ai-o] - [«o5o] [ß>'o] ± [io»'o] K^

Man könnte diese Formeln noch auf verschiedene andere Arten ausdrücken , weil zwischen den

Grössen, von denen sie abhängen, verschiedene bemerkenswerthe Relationen stattlinden. Um jedoch

nicht zu weitläulig zu werden, wollen wir hier nur auf ein Paar dieser Relationen aufmerksam machen,

welche sich auf der Stelle darbieten.
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190 J. A. Grün er t.

Zuvörderst erhält man leicht

= CA' + B' + rO (Xo' + %' + W) - (AXo + B% + c>,„y;

weil nun aber

Af+Bg + Ch = Af, + fi^, + TÄ,

,

A [BC] + 5 [r/l] + C[AB} =
ist, SU liefern die obigen Ausdrücke von x«, ^u? jo leicht die Gleichung:

Ax, + Ät;o + Ca„ = .4/- + Bfi + TÄ

,

so dass also nach dem Obigen auch

[ro9o]' + [9o.5u]' + ikM'

= (^' + ß' + f;0 (r,r + 9o' + ^u'O- iAf +Bff + c/>y

gesetzt werden kann.

Es ist

Xi, [9o^o] + 9o [joru] + ^0 [r„9o] = , .4 [%5„] + B [)„x,] + r[r„i;„] =
und

= K^/- + 5^ + r//) (r,r + %' + j„^— «^ + i^^' co,ser A'").

^[.ir.,] ^Ä'[59„] + r[Oo]

= (Af+Bg + Chf -1{A + B' + C') («= + r„^ + 9,r + i^- \ E'- cosec A'l-

Weil man nach den aus dem Obigen bekannten Formeln für jeden Werth von lo zwischen und

360° die entsprechenden Wertbe von A, B, C und j:,,^ 9o! h»
bestimmen kann, so kann man mittelst der

vorher entwickelten Ausdrücke von x, y, z für jeden zwischen und 360° liegenden Werth von w die

entsprechenden Werthe dieser Coordinaten finden ; wie man dann aber ferner aus denselben die entspre-

chenden Längen und Breiten findet, ist oben gleichfalls schon gezeigt worden.

Sechstes Capitel.

Theorie der Bedeckungen, wenn der eine der beiden Weltköi-per ein Fixstern ist.

(Theorie der Sternbedeckungen.)

Alles kommt in diesem Capitel auf die Betrachtung der geraden Linie an, deren Lage im Allgemeinen

zu bestimmen in Cap. III gelehrt worden ist. Um dies dem Leser deutlich vor die Augen zu führen, wollen

wir uns die folgende Construction gemacht denken. Wir wollen durch den Mittelpunkt (fgli) des unserem
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Theorie der Sonnenfitisternisse, der Durchgänge etc. 191

Sonnensysteme angehörenden, mit dem Halbmesser r beschriebenen kug-elförmigen Weltkörpers uns eine

zugleicii durch einen gewissen Fixstern gehende Ebene gelegt denken, welche durch die Gleichung

1) Ax-\- By + Cz^ D =

charakterisirt sein mag, und wollen in dieser Ebene von dem Fixsterne aus zwei gerade Linien ziehen : die

erste nach dem Mittelpunkte (fgh) des mit dem Halbmesser ;• beschriebenen kugelförmigen Wcltkörpers,

die zweite so, dass sie diesen Weltkörper in dem Punkte (XYZ) berührt; ziehen wir dann von dem

Fixsterne aus noch eine dritte gerade Linie nach dem Mittelpunkte der Erde oder dem Anfange der

Coordinaten, so wird man diese drei geraden Linien, weil dieselben sämmtlich von dem Fixsterne aus nach

innerhalb des Bereiches unsers Sonnensystemes liegenden Punkten gezogen sind, wegen der in Bezug auf

unser Sonnensystem als unendlich zu betrachtenden Entfernung der Fixsterne, ohne allen merklichen Fehler,

wenigstens bei Untersuchungen von der Art der vorliegenden, als unter einander parallel anzusehen

berechtigt sein, und es werden folglich, wenn wir die von dem Fixsterne nach dem Mittelpunkte (fgh}
des mit dem Halbmesser r beschriebenen kugelförmigen Weltkörpers gezogene gerade Linie uns wie in

Cap. HI durch Gleichungen

^—f y—

g

g— /t

*J cos y. cos (X cos V

charakterisirt denken, die drei Winkel X, fx, v unmittelbar durch die Rectascension und Declination des

betreffenden Fixsterns gegeben sein, wenigstens mittelst bekannter einfacher Formeln immer leicht aus

den letzteren abgeleitet werden können, so dass wir also im Folgenden die durch X, [x, v bezeichneten

Winkel, ebenso wie die Coordinaten f,g,h des mit dem Halbmesser r beschriebenen kugelförmigen Welt-

körpers, letztere natürlich in Bezug auf ein bestimmtes absolutes Zeitmoment, immer als bekannt betrachten

können. Dass es aber in diesem Capitel zunächst hauptsächlich auf die Bestimmung der Durchschnittspunkte

der von dem Fixsterne nach dem Punkte (XFZ) gezogenen geraden Linie, welches eben die in Cap. HI

der Lage nach zu bestimmen gelehrte Linie ist, mit der Oberfläche der Erde ankommen wird, bedarf nun

einer weiteren Erläuterung nicht, und wii- wollen daher jetzt sogleich zur Entwickelung der Coordinaten

der Durchschnittspunkte übergehen.

§. 2.

Die Gleichungen der geraden Linie, auf deren Betrachtung in diesem Capitel Alles ankommt, sind

nach Cap. HI, Nr. 3) bekanntlich:

3)
a^~X_y-Y_%-Z
cos X cos (i cos V

'

wo die Coordinaten XYZ nach Cap. III, Nr. 18) durch die Formeln

*) {Y=g +

Z= g +

oder, vollständig entAvickelt, durch die Formeln

l/Ä^
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192 J. A. Grunert.

V n (-9 '^"^ "* — h COS (>.") sin (li — If — (^f cos X -\- g cos y. -j- h cosv") cosX] cos w
/

''

1/ o o o
'

V f" + g- -\- h~ — {fcos X -\- g cos (* + Ä cos v)'

„ , (k cos X — fcos v) sin co — \g
— (fcos \ -j- g cos y- -{- h cos v) cos (ji j cos (a

5) J 1 =zff— r —

-

'

y f' + g^ -\- h^ — (fcos 1 + g cos (x + A cosv)^

_ (fcosii. — gcosXysinw — |/i —
{
fcos \ -\- g cos fi. -i~ h cos v) cos v^ cos tji

V f^ + 9^ -\- h^ — (f<:os X -}- g cos (a + A cos v)^

bestimmt sind.

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten der Durchschnittspunkte der durch die Gleichungen 3) charak-

terisirten geraden Linie mit der Oberfläche der Erde durch x.y,z; so ist nach Cap. IV, Nr. 3):

/cosV^ -\- cosii? cosv^\ ;r

—

X
V a^ i- / cos 1

/cos \~ -j- cos (A* cos v~\ y—Y
\ a- h^ ) cos y.

(cos \^ + cos ^^ cos V- -> %— Z

d^ b^ ' cos V

X cos X + 1' cos fi Z cos V~
ä^ b^

1 /cos X- + cos (/.- cos v^ fX cos (JL — Y cos X\2 (Y cos V — Z cos (a)^ + (Z cos X— X cos v)*

Zuerst ist nun

cosX'^ -{- cos y.^ eosv^ cosV -{- cosy^ -\- cosv' /\ 1cos v cos h -\- cos (i" "t" cos V / 1 1 x

fOS V

,

«-

also

„ /cos X2 + cos (jl2 cosv^^ /• a-N , , •< >

Ferner ist

X cos X + F cos u. Z cos v X cos X + i' cos y + Z cos v / i 1 \ ,»

a^ ' b- «* ''«^ 6^-'

also

„ fX cos X + Y cos
i>.

Z cos v^ „
i i i- i v i

2 •y
ß~ I

;;
j— 1 = Ä cos A -|- 1 CDS \x -\- /j CDS V -|- e Z coa' v ;

V «- b- J

aber, weil nach einer bekannten Relation

\Aß\ fosv + {^ri <-osX + \CA\ cosii =
ist,

X cos X -\- Y cos [i + Z cos v ^ /* cos X ^ ff
cos (Jt + /< cos v

;

also

., /JT cosX + r cosfi Zcosv-.
,

> 7
a' I :;

—
I
= / cos A + fl cos U- -\- li cos v + e Z cos v.

Endlich ist

X cos 11— Y cosX^.^ (Y cosv — Z cos (i)* + (Z cosX ~ X cos vY(A cos (1 — r cos ^Y

Jf ' + r^ + Z'i — (jr cos X+ Ycosy + Z cos v)^
,

1 /- 1 1

«»6» + .^fc-6T)(^-«f^-^'-^)^
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also

Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 193

, (
(X cosf). — Y cos >.\2 (^Y eosv — Z cos n)^ + (Z cosX — X cos v)^ i

"" "" '" ^ .
^^ . « ^» /A cos (JL — r cos /.>

2

y a )

X^ + Y^ + Z'^ — {X cos\+Y cost>. + Z cos v)^ ^fXcost^—Y cos l^^

Nun ist

r-+Y'' + z'=r- + r + h' +
f\BC] +g{CA\ +h {AB\

9,

V A~ + B^ + C-'

,
{ABy~+ \BCY^+ [CA]-^

""
A^+B^ + C^

^= r- -\-
f- -\- g' -\- h' -\- 2 rYf' + ^^ + A^— (f cosX -\- g cos (i + Ä cos v)" • cos i

also

X-+ r + Z-— (ZcosX+ F cos |Ji + Z cos vy

= /• + /"^ + ^' + A'— {.f
cos\ -^ g cos fji + A fos v

)"

+ 2 /• j//"- + ^' + /t'— (/ cos 1 + g cos\). + h cos v)' . cos w.

Ferner ist

„ „ , . |ßC| cosfi— {CA! cos).
A COS IS.— / cos A ^ r cos u.— g cosK -\- r ' ' —
:^ / COS [X ^ COS X

{f cos ^ — g cos X) cos u + |A — (/ co« X + fli cos (t + ä cos v) cos v
| sin o>

Vr + ff^ + Ä- — (fcosl + g cos n + /t cos v )=

Also ist

(•A' cos (ji

—

YcosX\^
I

(Fcosv — Z cos ii.Y -\- (Z cosl — Jfcosv)"
KA

cos n — 1 cos X\2
^

i^Y cosv — Z cos n)^ + (Z cos 1 —X cos v)' i

»^ + P +5* + A^ — (fcos'K + jr cosfx + h cosv)" -\-Zr yp + g^ + h- — {f cosX + g cos f- + h eosv)^. cos ot

( f COS fi— g cos \

3 1 f /" ''"* (^ — '^"^ X) cosiii -\- |A — {^f eosX -\- g cos ft + A cos v) cos vj »in <

V K/^ + flf^ + A^ — (/ cos >^ + (/ cos n + A cos v)2

Setzen wir jetzt der Kürze wegen

:

/ F= f/^' + g~ + A"— (f cosX -\- g cos fx. + A cos v)%

6) ^= /" '"OS X + ^ «"OS (J- + /i ^os V ,

[^
H ^=f cos [X— ^ cos X ;

so ist

:

, /cos \- + cos (i^ cos V-\ ., ,

« ( ^^ + -5^J = ' + ^' ^«•''^^'

«=
j£-xj_r^-. ^ z^j = G + rZ cosv,

, (
/A cos fi — l'cosX\2 (^l'cosv — Z cos ;i)^ 4" (Z cos). — A CO.S v)-

"'
\ l «^ J + :^^

r* + f-{"2rF cos w ^^
( rr Ä cos to + (A — G cos v) »in t» 1

2

ni'iik.schiirten ilei- ni;itliem.-n:itunv. Cl. VIII. lid. 25
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194 J. A. Grunert.

also

:

7) (1 + £' '"«« '>') ^

= (1 + s' cos v') ^ ~
*'

= (1 + £" COS V")

cos (i

5 — z

cosv

i'Z cos V

± « V 1 p + ^-
j
COS.- + ^.[H+ f

)

Betrachtet man die Erde als eine Kugel, so ist e = 0, also

:

a- — X I/—Y % — Z ^ \r, r^+F^+2rFcosl^
S) — = = = — G ± a\ l ^ '

cos K cos (/. cos V «'

wo a den Halbmesser der Erde bezeichnet.

Welches Zeichen in den vorstehenden Formeln man nehmen muss, wenn der bestimmte Ort die

Berührung der beiden Weltkörper wirklich sehen soll, prüft man ganz eben so wie in Cap. V, §. 2, bei

äusseren Berührungen, indem man an die Stelle der dortigen X,, F, , Z^ jetzt nur die obigen X. Y, Z
setzt.

§. 3.

Wir wollen jetzt den Ort auf der Erdoberfläche bestimmen , welcher in dem absoluten Zeitmomente,

dem die Sternzeit ^ entspricht, die Berührung der beiden Weltkörper in seinem Horizonte sieht.

Betrachten wir zuerst die Erde als eine Kugel, so ist die Bedingungsgleichung, aus welcher lo

bestimmt werden muss, nach dem vorhergehenden Paragraphen:

. r~ + F^ + %r Fcusti)

woraus sich

a^ — r" — F-
y) cos (u =

10) cosw

%rF
oder

«^ — r° — f~ — g- — /t^ — (fcos X + (/ cos (ji + A cos v)^

i

^''V P + g'^ + h' — (fcos X + g cos li. + h cos v)^

ergiebt. Auch ist nach einer bekannten trigonometrischen Verwandlung:

( , , (a + r-F)(a-r + F)

Hat man w auf diese Weise gefunden, so erhält man x , y , z mittelst der Formeln

:

.r = X— G cosX,

12) {i/ =^Y—Gcosii,

= Z— G cos V ;
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Diirchf/ihif/e etc. 195

oder

:

I X= X— (^fcos X -1-
/7 cos |Jt -f Ä cos v) cos X.

13) \ y = Y— (^fcos ^ -\-
ff
eos [) -\- f> cos v) cos fi,

[ z --^^ Z— {fcos ^ -{-
ff
cos [1 -1" h cos v) cos V :

wü X, y, Z ihre aus dem Obigen beicannten Wertbe haben.

Betrachten wir die Erde als ein Ellipsoid, so haben wir zur Bestimmung von w die Fiedingungs-

gleichung

= 1 ,-,— cos (i)

0- 6-

rH r(li — G cos v)
.

>- "
)cns fi\ -I- .vni i,\i ^

F+ s { fosv + -r // H

—

--C0S0) -\ ;; sinw

sin ü)

r'^ + F- ., ( , Ä\ „ (F i'H\=
'

—¥- + '^ H^'" + ^J-^'-ti-^- ^)"'^'"

•Iz- rH{/i—Gcosv) . £-r-Ä=

2 c'^ r'^ H(h— G cos v ) .
s- r- (k — G cos v)- .

-1
—

—

Sin (u COS (0 -^ — sin w.

Weil aber — = I -|- £' 'st, so wird diese Gleichung

:

' = a-— (1 + e) (/- + F-) + s' {W + «- cos V-)

14) 1
-aK^+^--^^'^'^- + S

ö^j-äffä ^ %z"r'H(h — Gcosv) . £2r=(A — GeoÄv)- .+ — cos (« H — sm 10 cos tt» -| =~ sin w.

Über die Auflösung der Gleichungen von dieser Form ist schon früher das Nöthige bemerkt worden.

Hat man u> gefunden, so ergeben sich x,
ff, z mittelst der Formeln:

/ „ G -j- e^ Z eos v .

x^= Ä COS K

,

i 1 + '" CS ''"

iK\ ]
G + e'^Zeosv

'«^J / y = i
:. ;;

-cosa,

_ G -\- e^ Z cos V

z ^= Z ; r cos V.
1 -f-

£- cos V

§• 4-

Um die Zeiten des Anfangs und des Endes der Bedeckung auf der Erde überhaupt und zugleich die

Orte zu bestimmen, welche den Anfang oder das Ende sehen, muss man, insofern man die Erde als eine

mit dem Halbmesser a beschriebene Kugel betrachtet, auf ganz ähnliche Art wie in (Jap. V, §. 5, in der

aus dem vorhergehenden Paragraphen bekannten Gleichung

r" + F''' +2rF cos cü

1 =
a-

25"
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196 J. A. Grün er t.

die Grösse cos lo = ± 1 setzen, was die Gleichung

oder die Gleichung

(,• + Ff = fl-

giebt, welche, weiter entwickelt, zu den vier Gleichungen

r-\-F=±a, r— F^=±a;

oder zu den vier Gleichungen

F= ± a— /, /"= + ö + r

führt. Insofern nun aber die Bedeckung des Fixsternes von dem Monde geschieht, also a > r ist. sind

die beiden Gleichungen

F=— a— r, F=^a + r

offenbar ungereimt, weil F im Obigen immer als positiv betrachtet worden ist: und es bleiiien also blos

die beiden Gleichungen

16) F=a + r oder 17) a + r— F= 0,

d. i. die beiden Gleichungen

:

1 (S

)

a + r-^V f^ -\- g' + h'— (^fcos X -\- g cos \)- ^r h '^os v)^ =
oder

19) « + r= Yf + //' + h'— {fcos X -r ^ cos \j. -j- h cos v)^

Aus diesen Gleichungen müssen die gesuchten Zeiten bestimmt werden, und ob dieselben dem Anfange

oder Ende der Bedeckung entsprechen, wird sich aus ihrer relativen Grösse jederzeit von selbst ergeben.

Das obere Zeichen entspricht in der Gleichung 19) dem Werthe fos co ^ + 1, das untere dem Werthe

cos (0 = — 1

.

Hat man nun die in Rede stehenden Zeiten gefunden, so ist für cos to = -|- 1 nach dem Obigen:

f— {fcos X + g cos (* + A cos v) cos \
A = f + r

^

20) (
Y=g + r

Z^h + r
" ^'" i .»

- - r-
. - - ^

-
.

y f^ + g^ -\-h~ — {fcos 1 + g cos \j. -\- h cos v) -

und Kir cos w = — 1 ist:

f— {fcos X -\- g cos (A + A cos v) cos ).

X=f— r

Z= h— r
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 197

Zur Bestimmung von .7-, y, z hat man aber die Formeln:

f X= X— (fcos X -\- g cos [i -\- h cos v) cos X,

22) {y ^^ ^— {^fcosX -{- g cos\i ^ hcosv)cos^,

[ z = Z— (fcos X -\- g cos [i -^ h cos v) cos v.

Führt man in diese Formehi die obigen Werthe von X, Y, Z ein , und lässt in den folgenden Formeln

die oberen Zeichen dem Werthe cos w = + 1 , die unteren dem Werthe cos m :^ — 1 entsprechen, so

erhält man, mit Rücksicht darauf, dass nach dem Obigen

J//"^ + //^ + /'^—
( f(^os X -\- g cos |i. + A cos v)' + ?•= «,

Vf^ -\- g^ -\- A^— (/"cos X -]- g cos [a -j- Ä cos v)" = a + r

ist. die folgenden Ausdrücke von .t , g , z:

tt If— (fcosl ~\- grcosfi 4- h cosv^ cos >.
}X
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198 J. Ä. Grunert.

h — {f cos ^ -j- g cox II. 4" Ä cos V ) eos v

COS (0 n ; Hin to

f cos (A — g cos f.

=— y/IElZ+E (/" cos ). + (/ cos (A + A CO« V j'-'

ffiebt. Berechnet man den Hülfswinkel <a mittelst der Formel

24) tanff <5

h — (fcos ^ + «7 cos fi + /j CO« v) cos •.

fcosiJ. — g cosX

SO ist

1 //ä + S" + A^ — (/cos ). + jf cos (* + Ä cos v)^

45) f'os (ü)— u)) = — y cos (o.

Wie man weiter zu verfahren hat, erhellet aus Cap. V, §. 4.

§. G.

Wir wollen nun den Ort auf der Erdoberfläche zu bestimmen suchen, der in dem gegebenen absoluten

Zeitmomente, welchem die Sternzeit X entspricht , eine Berührung der beiden Weltkörper als Maximum

der Bedeckung sieht , wobei wir die eigentliche Bedeutung dieses Ausdrucks hier nicht weiter zu erläutern

brauchen werden.

Sei (.f^O dieser Ort Und A' die demselben entsprechende scheinbare Entfernung der beiden Welt-

körper von einander, so erhält man nach den Lehren der analytischen Geometrie leicht die Formel

^
(.V — f) cos >^ + (y — g) cos (t + (g — /') cos V

oder, wenn der Kürze wegen

26) xo — x^f, i/^, = i/~-ff, z^ = z— h

gesetzt wird, die Formel

X^ cos ^ + !/o
cos JA + «0 '•'"* ^

COS A' = ± r,-
.,

.

y ^0- + 2/0' + s'

Setzen wir ferner der Kürze wegen

27) (l+rcosv^sp

= — G— £' Z cos V

Vr^ + F^ + 2,rPcosM ,( ,
,

1 / ,, ,

H cos w ^ (^h — G cos v) sin la^^

1
^^

1- £- Icos V- + - (^ + r j

so ist bekanntlich nach 7)

cos 1 cos (i cos V

oder:

x = X+^cosX,

28) {y = Y+^cosii,

z = Z + ^ f^'os V :

I

I
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fülglieh

Xo = X— f + ^cosX,

29) {y^ = Y^g ^^cos^,

Zfl =: Z Ä + ^ COS V ;

und man inuss nun auf ähnliche Art wie in Cap. V, •§. 6, den Winkel to so bestimmen, dass

d. i., weil

^-0

= — sin A* -—
dX dX

ist . so , dass

d cos A'

ist. Weil nun nach dem Obi";en

d cos A' d \ .v„ cos X -}- j/g cos (a + »q coä v

dX dX
{ KV+l^T' +V

ist , so muss man w so bestimmen , dass

d U'q cos X -(- 2/0 cos (A 4- Cq cos v )

ist. Setzen wir aber der Kürze wegen

30)

P= Xi) cos X + ^0 6-05 fJL + 2o COS V ,

so muss man cu so bestimmen , dass

^ dX dX

ist. Es ist aber nach dem Vorhergehenden

P=(X— /) COS l^iY—g) COS ft + (Z—fi} cos v + «ß,

also, weil nach 4) und einer bekannten Relation

(X— /• (cos X + (T^ff) cos [x + (Z— Ä) cos v = )

ist, ^=5)3. Ferner ist wegen vorstehender Gleichung und nach dem Obigen

ö'- = iX-ff + (Y-gf 4- (Z- hy + r.

Nach 4) ist aber

also nach einer bekannten Relation:

(X-ff + (r-ir)^ + (Z-/0' = r',

folglich"o

ö^:==r^ + ^% ö^j/r^ + sß^'
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200 J. A. Grün er t.

Also ist

d% dX' ^ d% ^ d%
folglich

dX^ Q d%'~ y,.- + *U=
•

rfS
'

und daher unsere obige Bedingungsgleichung:

woraus sich leicht

^ ^ ^ ' dx j^T^-^* d%

/•'-— = , also -rr:=
rfl dX

ergiebt. Weil nun aber für einen Fixstern natürlich die Grösse 1 + e' cos V constant ist , so kann man,

wenn der Kürze wegen

31) ^o^ — G— z-Zcos^

\l~ r^ + F^ +%rF Costa
,

Tj 7", 1 / ,, ,

Hcos w + (A— G eo« v) sjw wxsl
1 + £ jcosv +-,[H-^r )j

gesetzt wird, die obige Bedingungsgleichung offenbar kürzer unter der Form

schreiben.

Wie man diese Bedingungsgleichung zur Bestimmung von w zu benutzen hat, erhellet aus Cap. V,

§. 6, mit hinreichender Deutlichkeit, so dass wir hier darüber nichts weiter zu sagen brauchen ; jedoch

wollen wir den Fall der kugelförmigen Erde jetzt noch einer besonderen Betrachtung unterwerfen.

In diesem Falle ist

33) sp„ z= _ G + y a-— r^— F''— 2rF cos (0,

also, wie man leicht findet, da natürlich lo bei der Dift'erention nach % hier als constant betrachtet

werden niuss:

d% dG F + rcosw dF

dX dX V „3 _ ,-ä — F2 — 2 r Fcos ü>' dX''

was die Bedingungsgleichung

F+ rvosw _ dG dP
+

y a^ — r'^ — F^ — %r F cos <ji
dX'dX''

oder, wenn man quadrirt, die Bedingungsgleichung

(F+r cos tü)3 /rfG
_
rfF^2

„2 _ r3 + i^ _ 2 F(F + 1- cos to) \dX ' rfsJ
'

also die Gleichung

(F + r cos (o)- + 2 F (^ :

'^^J
(F + r cos u))

=(«—
' + ^)S:S'
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Theorie der Sotrtieiifiiiftfermsse. der Diirc/ifjänf/e efr. 201

giebt, durch deren Auflösung man

34) ,.,.„,„ = ._^i, +(«:-);

erhält, wo bekanntlich

32^ ^
F= J//" + .^/' + Ä-— (/ C0.1 l + r/ ros (A + A roÄ v)'

.

\ G ^=^ f cos ^ -\- g cos [A + Ä <'o.s v

ist. Hat man lo gefunden, so erhält man X, Y, Z mittelst der Formeln 4) oder 5) und nachdem man

^^ mittelst der Formel 33) berechnet hat, die Coordinaten x, y, z des gesuchten Ortes mittelst der

Formeln

:

1
.?• = X+ ^u (^os X,

36) y = Y+% cos [X,

z = Z -\- ^„ cos V.

Soll die Bedeckung für den Punkt {.vyz) auf der Erdoberfläche in dem absoluten Zeitmomente,

welches wir hier immer ins Auge fassen , central sein, so müssen die Coordinaten .r. y, z offenbar aus

den Gleichungen

Ix— f y — g s— h

37)

oder aus den Gleichungen
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202 ./. .4. Grunert.

Allgemeine 8clihissbemei'kuiig.

streng genommen, würde es nun noch nöthig sein, alle im Obigen entwickelten Formeln in den

Grössen ausziulrücken, durch welche in den astronomischen Tafeln und Ephemeriden die Lage der

Weltkörper im Räume gewöhnlich bestimmt wird. Dadurch würden aber, wie es mir scheint, die Formeln

an analytischer Einfachheit und Eleganz, so weit dieselbe bei diesem Gegenstande überhaupt zu erreichen ist,

eher verlieren als gewinnen. Desshalb will ich mich mit den folgenden wenigen allgemeinen Bemerkungen

begnügen.

Was zuerst den in Cap. V behandelten Fall betrifft, so kommt es in demselben eigentlich blos auf

die durch f, ff, h und /',, ^,, ä, bezeichneten Coordinaten der beiden Weltkörper in dem absoluten Zeit-

momente, welchem die Sternzeit % entspricht, an. Bezeichnen wir aber die Rectascensionen und Declina-

tionen der beiden Weltkörper in diesem Zeitmomente, natürlich auf den Mittelpunkt der Erde bezogen,

durch a, o und oc, , o,, und ihre entsprechenden Entfernungen von dem Mittelpunkte der Erde durch

p und p, ; so ist offenbar

:

i f =z p cos a cos 0, /"i
= Pi <"« «1 i'us 6,

,

1) )
ff
z= p sin a cos o, ffi^^ pi ^^>^ '^i ^'"s o,.

f A :^ p sin o; /'i
= Pi sin ö,.

Bezeichnen wir ferner die sogenannten Horizontalparallaxen unter dem Äquator für die beiden Welt-

körper in dem in Rede stehenden absoluten Zeitmomente durch tz und -, , so ist

"

'

^ sin II ' '^' sin n,

'

also

:

cos a cos 5 cos a^ cos 5j
/' = "

^^i^—

'

/ 1 = «
^T,

'

' smU ' sin II,

sin a cos d sin a, cos o,

3)
sin II

'

sin 11,

sin öj sin ^^

oder

si«n si)i II,

Sind endlich D und Z), die scheinbaren Halbmesser, so ist

4) ;• = p sin I), y, -- p, sin />,

;

sin D
5) /• = a

sin n sin II,

wobei es sich von selbst versteht, dass r und r, constaiit sind.

In dem in Caj). VI betrachteten Falle gilt von dem durch die Coorilinaten /", /;, // seines Mittelpunktes

und dem Halbmesser r bestimmten Weltkörper ganz das Nämliche, was wir so eben von demselben
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Weltkörper in Bezug auf den ersten Fall gesagt haben. Bezeichnen wir aber in dem in Cap. VI behandelten

Falle die constante Rectaseension und Declination des Fixsternes durch a, b; so ergeben sich die 180°

nicht übersteigenden Winkel X, (x, v auf der Stelle mittelst der Formeln:

/ cos X =:- COS a COS fc

,

6) / COS fi = sin a cos b

,

COS V = sin b.

Dies wären in beiden Fällen die in die im Obigen entwickelten Formeln einzuführenden Grössen,

welches wirklich auszuführen wir jedoch aus den angegebenen Gründen unterlassen. Am Einfachsten wird

man verfahren, wenn man immer den Halbmesser a des Erd-Aquators als Längeneinheit annimmt.

|{ELATIÜ?^EN.

Erste Classe.

I.

f ißih -- f'fh) + fj W — /"Ä.) + /' ifih—fip = 0,

/•, igh, — h{i,) + g, (/>f\ —fhd + Ä, (/>, — <//,) = 0.

II.

(/ -/-) ia'h — /'(/<) + iii— fh) (/'/. —//'.) + ii> — /'.) (///. — ///V) = '»•

III.

+ igh,-hffO {(^-</0 (/•../, - .<//•,)-(/'/'.) (/'/, -///,){

+ (Ä/. ~ /•/'! ) S
(/' - /'.) (// /'. - hgO— if-f,) ifg. -gnM

•lü"
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204 ./. A. Grilliert.

IV.

\ (f— r.) (/'/. - t'f'i} - (//— .'/.) (.•//'. /'//.) I'

+ \ (Ä -Ä,) (</Ä,- hg,}- (/•- /,) (///, - -7/-.) r^

7/'.)^!

V.

(r-
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchfjänjie etc. 205

IX.

(//— ^.) r " (/— 1\) 9 = — (/>. - - 9fd .

(A— A.) 9 - (^— ^i) 3 = (.9 A, - hg,)

,

(r- /.) 3 - (Ä - - /'.) X = - (Ä/; "- /•/»,).

X.

(.<//«,— /'//, ) X + (A/-, -/•A,) 9 + (/>. — ^fi ) ü = 0.

XI.

1 (ff
- .</.) (/^. ^/"i)- (/' " /'.) W. - f/'r) \ X

+ \
(7/ A.) (<7Ä, Ä </,) - (/•- /•,) (/</, .«r/\) 1 1;

+ ! (r—/", ) W /•/'.) (.-7 —.«'0 (///'. hd ! 5

= — I (ff/, - ///.)' + (fffh luhf + (/'/. //'.)-' !

•

XII.

(X-- /) (!il,,—h(j,) + (9 // ) (///•, /•//,) + (r- // ) (/7/, ///V) = 0,

(:r /•,) (////, ^ A</,) + (9 r/,) (///•, /•//,) + (a
~ - //, ) (fh, />/\) ^ 0.

XIII.

(x—n\(ff- <h) u'fh — fff\ ) - (/' - 'h) (/if\ flu) \

I

+ (i^/o Kr /,) (/'/; "///,)-(</—«/,) (g/h—hgoi

(X- 1\ )\(ff- fh) (l)h - ff1\) - (/' - Ä.) (/'/•. - Z"'^.)
I

+ (9— ^i) 1
(Ä— /') (///', - i>ffd - (f— /•,) (/>/. ' .<//-) n = 0.

+ (3 - /'i) ! (/ /.) (/'/". //'.) - (g - //i) C^/'i - - hffi) \ )

XIV.

(/-/V) (>•-/•) + (</-r/.) 0; ~^) + (/'-/'.) (i^/') =— ,-^_ ^%

(/-/"i) ():-ri) + (ff- ad (r-ffd + (A-Ä.) /'.) = -^ A"-
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206 J. A. Grunert.

XV.

V,— r,/)— r,

r, £
Vr — r,/

Zweite Classe.

I.

/• .4 + .</ /? + Ä r + ö = 0,

/, .4 + g,B + h,C + D = 0.

II.

[BC]=BUi-

[CA] = C(f

III.

/'0-.4(A-Ä,)-

IV.

A [BC] + ^ [CA] + C[^i?] = 0.

V.

[ABf + [Z?C]= + [CAf

= ^'|(<^_^,y + (A_/,,y}_2Jfi(/--A)C</-,</0

+ ^'
{ (f- fif + (/' -/'.)'!- 2 ÄC(<7- ^,) (A- //.)

+ CMC/-- /.)' + (^-^0^1 -2 (7^(A-//.) (/•- /•.)

= ^M(/' r.r + (5'- //.y + (/'-/'.)M -^^r- /•.)'- 2 ^Ä (/-/.) (^-.v.)

+ B'-{(f-0 + (ff- ffd' + (/'-/hfl- B\ff-ff,y-2BC(g-g,} (/>-/,,)

+ cmf~0 + (.9-^,)' + ih-/>,y}-c-ih-h,y-2CA(h-/,o (f-fo
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Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc. 207

also nach H.

:

[ABY + [A'C]^ + [CAY= E'iÄ' + 5^' + 6'-).

VI.

(^-.(/,) [.45]-(Ä-Ä.) [CJ] = Aig-g,y-Bif-t\) ig-g,)

= --• !(/— /"..V + (//-.9.y + (/'-/'.n -(/•-/.) K/--/".) ^4 + (//-.-/)/? + (Ä-A.)C}.

(A-A.) [BC]-(f-f,) [.15]=- ^(/,_/,,y_,7(^-5r.) (A-A.)

+ Ä(/•-^)^-^(//-/7.) (/•-/•.)

if-fr) {CÄ\-ig-g,) {BC]= C(/--/;y _ .4 (A - A.) (/•-/,)

+ 6^(<7-.</ir--5(A-A,) (</-//,)

-=C\{f-t\y + (i/-^.r + (A-Ajn-(A-A,) Kf-fd A + (ry-^O 5 + (A-AJC'};

also nach IL:

ig-g,~) [.4Z?]-(A-A,) [CA] = .4/^

(A^ A.) [BC]- (/•- /-,) [.4/^] = BE\

(f-~ /.) [C^] - (g -.</.) [ÄCl = CE\

VII.

(/-/•O [^<^1 = ß (/-/•.) (/'-/'.)- ^(/•-7'.) (//-//.),

(,</-.90 [CJ] = c (/•-/;) (,(y-^,)-^(^-//.) (Ä-A.),

(A-A.) lAB] = A(g-g,) (li-h,)- B^f- f,} {Ji-h.y,

also:

(/-/•,) [/JCJ + CV-.V,) [r.lj + (A -A.) [AB\ = i},

f[BC] + g{CA] + A[.4/>'1 .= /•, [ß^] + g, [CA] + A, [AB\.

VIII.

+ ^4r(A-A,)-CH/--/i)

-4
i
(/• /;) ^ + (-/--/,) ß + (A- AO r} - (/-/;) (.4' -f ß^ + C-),

C[BC]— A{AB] == BCili -h,^-C'ig-^g,)

+ BAif fd A\g~g,)
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also nach II.:

oder

J. A. Grunert.

B{(f-f,)A + ig-f,,)B + (Ä-A,)Ci -07-^0 iA' + B' + C=),

A[CA\-B[BC] = CAif-f,)— A'ih— h,)

+ CBiff~g,-)-B'ih~hO

CW /.).4 + (ff~ffdB + (Ä-Äjri -(Ä-//,) (.4= + ß^ + r);

B[AB]-C[CA] = ^(f-f,) (# + B'- + O.
r[5(7] -A[AB] = (ff^ffö (£ + B' + C'),

A {CA^ B{BC\= ~ (Ji~hd iA' + Ä' + C^,

C [CA^ -^ B [A 5] = if~ /,) iA' + B' + C')

,

A [AB] ^C[BC] = (ff -ff,) (J-' + 5' + n,
B[BC]— A[CA] = ih— //,) (.1- + Ä- + C^.

IX.

{A[CA]— Ä [//C] \' -^ {B [AB] — C[CA] ]' + \ C[BC] - .1 [AB] j' = ^- (^^ + B' + C')*.

^[AB]-aCA]

aBC]~x[AB]

X.

-(Ax + B^ + Q) (/^A) + A{if-f\)x + (.9-/7,)9 + (/'~/'.)3l,

-{Ax + 5i; + O) (ff-ffd ^B{Cf-f,)x + (^ -70 9 + (/'-/'.) 5!-

XI.

ix -r) [ßC] + (9 -ff) [CA] + (5-/0 [AB] = 0.

XII.

(r-/-,)[ßrj + (p-ffd[CA] + (j-/0[l^^] = 0-

Dritte Classe.

I.

U = (g— fft) (/V/, ~ ///•,) — (Ä— Ä.) (/, f,—flH),

W=(f-f\) (/,/•,//,,) -(^-^J (^gh,-hff,).
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II.

A^ U sin (1) -t- (^g hi— %,) E cos w,

B ^= V sin m -\- (Jifi — /"Ä,) E cos u),

C = Wsin (ü + (/"^i
—

gfx) E cos w,

D = \fg,~- gf,f + ighi— hg.f + (hf, —fh,f \ sin co.

III.

[AB]= (^— <7i) ^ sin iü -\- {g— </,) (^Ä ,
— A^,) E cos w

— (/•—/•,) Vsin i»— (f^fi) (hfl —ßi) E cos w

= (fffi-fff) { if-ff + (ff-ff<y ]
si" ^

— (/'-/'.) lif-fi) igf>,— hg,-) + (<7-<7i) ihfi—fhd\ sin co

—
1 (/"-/"i) (Vi -r/'i)- (ff-ffi) (gfh- /'^O 1 ^ ^os <»

— {(f—fö Wi-fhi)— (g— g,) igh,— hg,')}Ecos m.

[ß(7] = {h — Äi) F sin (o + (A— //,) (///,^ ///,) A' cos to

— (ff^ffd ^^sin ü> + (g— gt) (fgi —gfd E cos w

= (^ fh— /«5'i) { (.9—^i)' + (Ä — /' i)' i
«'« "^

— (/•-/!)
1 (ff
-

ffi) ßfi -//'.) + (Ä~ /') C/-^«- gfi) \
sin to

—
{ (^— ffö (fffi- fffd- ß— A.) (Ä/.- ff'i) } ^ <•"« '"

= (fffh-hgi){(f-0 + (g-gif + (f'-'hf] sin o.

— l^-«7.) (fffi-fffd-O'-f'd (hfl— pH)] E cos CO,

[C^] = (/•-/•.) JFs/« m + (/•-/,) (fgi-gfd E cos «>

— (/i — /ij) f/s/« CO— (A— Ä,) (^Äi— hgi) E cos lu

= (A/-. —/•/.,) {(/— /;)^ + (A — A,)= ä s/« to

— Ui—ffi^ !(/' — Z'i) (fgi—fff) + (/—/;) iff'>i — hi)\ si" <o

— {(A-AO (ßhi— hg,)-Q-fO ifgi-gfi)\Ecos (o

= ihf-fh,-) {if-0 + (.(/-<70' + (A-A,)^| sm (o

- {(A-A.) (gh,-hgi)^(f-f,) ifgi—gm E cos co;

also

:

[AB] = ifgi —gf,) E' sin lo —
{
(/•—/•,) (A/", —fh^)— ig— gd (gh^ — A^,) | A^ cos to.

[i?r] = ig hl~ hg,-) K- sin o.—
{ {g^gd (fffi—gfi)— (h — A.) (A/-, —fh,)] E cos ü.,

[C^] = (A/, -/'AO E'- sin „,- {(<y-<7.) (g/,^-hg,)-(r-f,) {fg, -gf)} E cos co;

Denkschriften der niathem.-naturw. Cl. VIII. ßd. 27
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oder

:

[AB]

E

\ßC]

E

[CA]

E

J. A. G r u n e r t.

iglh— Ikj,^ E sinio— \{(i
—

(ii') iffft— f/fi) — (/i ^ //,) (///", —/'//,)} cnstü.

(Jit\ —fhO E sin ü)—
{
(A ^Ä,) igh, luj,}— (/— /',) {t'9^

— 9fd \
'""« "^•

also:

IV.

A^ + B' + ^"

+ {/:9i -///;)' + (jff'i - /'^o' + (Vi -A)i ^'' ^«« «>%

also

:

oder:

V.

rß PI
^ cos u> -) =- se« «> := (//Ä, — A//,) jK,

Ä cos «) -| —
- sin to = (///, — //«,) i5,

r 4 R

1

C cos CO H —- sin to = (/"//, — ///",)
£.

VI.

(fA -\- gB -\- hC) cos (u -j sin to

ce A X ß I A ^^ I

/i[gC]+fft[C^]+7^[Ag] .

/-/
I ^ ß I / /^^ I

A[ßC]-hM(M]+Ä. [AiS]
. „

(/ii4 + ,9ii» + «I 6J cos to 4" ^ sin to = U;

fA + .9^ + l,C= t\ ^ + ffiß + Z'/'

<rtH^ to
f,[BC]+r,ACA]^h,[Ah]

lang

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Theorie der Sonneufinsternisse, der Durchgänge etc. 211

VII.

fA +gB + /,C=^f,A + g,B + h,C

= —
{ iffft —{10 + Ullh — Itgif + (Ä/"i —flu)- sin o).

VIII.

f[BC^ + .9
[C^] + h [AB] =/•, [ßf] + .9. [6M] + /^ [^Ä]

IX.

[^^]^ + [Bcy + [c^]^ =
! (/'//.-.^f.r + (ff/h-hg,y + (Äf, -rh,y\E\

X.

(/•— /•,) (^1 + 59 + Q)

=
I
('•/•.— n/") ^ + O-ffi + '-i^) ^^ + O-h,— r,/0 irs «/// CO

+ {i>i\
— r,f) (////,—//.</,) + irff^— r,g) (hf,—fh^) + (r/.,— r.//) (fg.—gfM E cos to

=
! r (/i f/+ .9, V + //, Jf)— r, (7"i/ + // r + h W) \ sin to

^

= - ('•— /•.) i (ffh — fltW + igf>, — /'fft} ' + ihn -f/hf \
sin CO,

also

:

Ax + B)) + Q = __ |(^^, _^/-,y + (gh, — hg,y + (Äf. — /-^yi 67« CO.

XI.

Ax + B^ + Ci = sm CO ^ - {(-) + (-) + (-^) [
sin Cl).

XII.

(r-rQ {r[BC] + l)[CA]+;[Aß]}

JS

{ 07^ — '•./•) (///' — Ä^i) + irg, — r,g) Chf,—fh,) + (rÄ,— r.Ä) (fg^—fffi)} E sin

1 ('/. — >\f) U 4- (r^, — r,g) V+ (/•/*,— r, Ä) ^ } ros co

27'

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



212

also:

./. A. Grunert.

=^ — \rif,Ui-ff,F+ A, IF)— r, (fU + <y r+ Ä FF) } cos lo

= {
('•— '-.) { (fff, —90 + io''^ — l'fhY + W, —fluy I

cos CO,

X {BC} + 9 [CA] + j [^ÄJ = 1 ifg, —00 + (^Ä, — hg^f + (///•, — /"ÄJ^ \ E cos «).

Vierte Classe.

I.

J = —
{ f— (/ cos X + ^ cos [i + A fos v) cos X } s?» oj— (^ cos V — /f cos jx) cos u>

,

/i =— \ff
—

(
/ cos ^ -\-

ff
cos [x -\- h cos v) cos [i \ sin co — ( A cos X — f cos v ) cos to

,

6' ^ — \h — (/" cos\ -\-
ff

cos [J. + A i-os v) cos v } sm co— (/* cos [x— ^ cos X) cos Ü>

,

/) =
!
/" + ^' + A^ (f cos l -\-

ff
cos (X + A cos v)'} S/« CO.

II.

A cos X -\- B cos fx + C cos v ^ 0.

III.

A'- ^ B- -^ C'=f' + ff' + A-— (/• cos l-^
ff

cos fx + A cos v)'.

IV.

fA-\-ff B + A 6'^ — If" + ^' + h^— if cos l -\-
ff

cos fx + A cos v)"
|
sin (o.

V.

I
Tlß

I
:= ^ COS (X— B cos X

,

}ßC} =B cos^—^C cos [i

\ CA ] ^ C cos X— A cos V.

VI.

AB] cos V + {5CS cos X+ {CylJ cos (x = 0.
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VII.

{ AB \ = — (/ cos [A— g cos X ) sin co + { '*— (/^ cos X + ^ cos \i + // cos v ) cos v } cos lu

,

j BC I
^ ((7 cos V Ä cos (i) SM« CO + {

/
(^f cos y^ -\- g cos \>. -\- h cos V ) cos \

I
cos (0 .

{ C4 } = — (/t cos X — / cos V ) s/« u) + { ,9
— (/" cos X -|- ^ cos (i. + A cos v ) cos fi } cos to.

VI».

= ^' {cos \i? + cos v^) + B^ {cos X" + cos v") -f C"' (cos X" + cos [X^)

— 2^15 cos X cos [j.— 2BC cos fx cos v— 2 C,4 cos v cos X

= (^- + 5- + CO (fos X' + cos ji.' + cos V^

— {A cos X -\- B cos p. -\- C cos v)"

= A' + B' + C'— {A cosl + B cos^ + C cos v)",

also nach IL:

[AB]' -{- {BC\'^ {CAf^A' + B'-^C\

und daher nach III. :

{ABf -^ [BC]"" -\- {CAf =f + g"" + h'— if cosl + g cos \i + h cos v)^

IX.

f{g cos V— h cos \i) -\- g (h cos X— f cos ^j) -\- h (/ cos \i— g cos X) = 0.

X.

(/ cos fjL
— g cos X) cos v -{- (g cos w— h cos fi) cos X + (^ cos X— /"cos v) cos [x ^ 0.

XI.

^ If' + ff^ + A^— (/"cos X + ^ cos |i. -H A cos v)' | cos tu.

XII.

{AB\ cos 1—{BC\ cos V

=— {f cos X cos [X—
.9
(cos X^ + cos V-) + A cos v cos [XJ S«« (U

( A cos X— (f cos \ -\- g cos II -\- h cos v) cos X cos ^]

— f cos ^ + (/" f0*' X + _9 cos |x + A cos v) cos X cos V I

cos U)

= (h cos X—f cos ^') cos (o ^ [g— (f cos l -^ g cos ^i. -\- h cos v) cos [x } sin w.
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214 J. A. Gvunert. Theorie der Sonnenfinsternisse, der Durchgänge etc.

{BC\ cos \i — [CA] cos\

= — \f cos l cos V -\- g cos [i cos v— h (cos l: + cos [x') j sin lo

( /' cos [i— (f cos X -\- g cos [J. -\- h cos v) cos [x cos X
j

1
— g cos \ A- (f cos X ^ g cos li.

-\- h cos v) cos fx cos X i

= (/ cos [X — g cos X) cos w + {h— (/" cos X -\- g cos [i -\- h cos v) cos v } sin to,

{
CA } cos V— {AB} cos fx

= j f (cos fX' + cos v') + ^ ^OS [X cos X -|- /' <"0S V cos X
I
s/h (O

( g cos V— (/ cos X -\- g cos fx + fi fos v) cos v cos [x
|

-|- / ' > cos U)

I

— h cos fx + (/' cos X ^ g cos \). -\r h cos v) cos v cos fx l

= (g cos V— // cos (x) cos w -f-
{/"— (f cos X -\- g cos [t. -\- h cos v) cos Xj sin (o ;

rtlso, wenn man die drei gefundenen Formeln zusammenstellt:

{AB] cos X—{BC] cosv

= (// cos X— /' cos v) cos u) 4- lg— (fcos X -\- g cos [i -\- h cos v) cos [x} sin u),

{BC] cos\x^{CA\ cos X

= (f cos [X— g cos X) cos ui -\- {h — (/" cos X -^ g cos \>. -\- h cos v) cos v } s«» lo,

{CA} cos ^—\AB} cos [X

= ig cos V— h cos (x) cos w -f {/"— (/"cos X + ^ cos [x + /j cos v) cos X} sin o).
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