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Bekanntlich führen viele Probleme der Analysis auf die Frage, ob für einen gegebenen »Kern«

's{c„x,n) un'd eine i unter gewissen Beschränkungen verschiedener Art) willkürliche Funktion /(6) die

Beziehung gilt:

(1) lim rfii)rf(i,x,n)di=/ix).
'' = oo Ja

Soll diese Formel insbesondere an allen Stetigkeitsstellen von/('5) bestehen, und gehören zu den

zugelassenen Funktionen /speziell auch diejenigen, die in einem Intervalle = 1, außerhalb dieses Inter-

valles z= sind, so muß der Kern -^ (i, x, n) folgende Eigenschaft haben: für jedes Intervall/, das den

Punkt X im Inneren enthält, ist:

lim / tp (^, X, n) dk - 1,

während, wenn x außerhalb / liegt:

lim
[

" = °°Jt
tp (5, X, n) di=0

ist. Das in Formel (1) auftretende Integral heißt dann ein singuläres Integral mit der singulären Stelle .r.

Eine umfassende Untersuchung solcher singulärer Integrale rührt von H. Lebesgue her. ' An die

Ergebnisse dieser Untersuchung wird hier angeknüpft. Wir stellen der von Lebesgue mit großer Voll-

ständigkeit gelösten Frage, für welche Kerne die Beziehung (l) an allen .Stetigkeitsstellen vonf(i) gilt, die

Frage an die Seite, für welche Kerne die Beziehung:

(2) lim r /(4) tf (?, X, u) d ? =/('") ix)

" = °° Ja

überall dort gilt, wo die in-le Ableitung/("'U,r) von/(.r) existiert. Dabei legen wir dem Begriffe der iii-ien

.Ableitung nicht die übliche Definition zugrunde: »/('"> (,r) ist die erste .Ableitung von /("'"'^'a--)-<, sondern

1 .\nnales de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 25 ff. — Kur/, vorher hatte einigi: hieher gehörige Theoreme bewiesen E. W. Hobson

Proc. of the London math. Soc. Serie 2, Bd. 6, p. 349.

Denkschriften der m.ithem.-naturvv. Klasse, 93. Band. -g
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586 H. Hahn,

wir definieren in weiter tragender Weiset: existieren an der Stelle x die Ableitungen bis zur {m— l)-ten

Ordnung und gilt die Entwicklung:

f{x + h) =/(.r) H / {x) + . . .-\ /{'«-!) (x)+ a.h"' + w (li).h"\

1

!

{in — 1 )

!

wo a eine Konstante und lim co(//) z= ist, ^o wird die ;M-te Ableitung definiert durch /"('"' (.r) ;= m\ .a.

Aus der Beantwortung derFi-age nach der Gültigkeit \'on (2) lassen sich einerseits nun Bedingungen

herleiten, unter denen (I) nicht nur an allen Stetigkeitsstellen von f{i) gilt, sondern überall dort, \vof{i)

m-ie Ableitung jener Funktion ist, die aus/(^) durch m hintereinander ausgeführte unbestimmte Inte-

grationen entsteht ä; andrerseits gewinnt man aus der Beantwortung unserer Frage Bedingungen, unter

denen Beziehung (1) ;«-mal nach .r diffeienziert werden darf, und zwar in der Weise, daß man auf der

linken Seite unter dem Integralzeichen differenziert.

Nach diesen allgemeinen Untersuchungen werden nun drei Tj'pen singulärer Integrale näher

betrachtet, die ich als den Stieltjes'schen T_vpus, den Weierstrass'schen Typus und den Poisson'schen

Typus bezeichne. Der erste dieser Typen führt nämlich in einem besonders einfachen Falle auf eine

Formel, die in einem Briefe von Stieltjes an Hermite enthalten ist, und die mit Formeln von Laplace und

Darboux in engem Zusammenhange steht. •' Der zweite dieser Typen diente Weierstrass zu seinem

berühmten Beweise, daß jede stetige Funktion unbeschi'änkt durch Polynome approximierbar ist. Der

dritte endlich enthält als Spezialfall das bekannte Poisscn'sche Integi'al, das die erste Randwertaufgabe der

Potentialtheorie für den Kreis löst und auf die sogenannte Poisson'sche Summierung nicht konvergenter

Fourler'scher Reihen führt. Ein noch einfacherer Fall dieses dritten Typus liefert eine Formel, die als das

Analogon der Poisson'schen Summierung für das Fourier'sche Integraltheorem betrachtet werden kann,

da sie aus der Poisson'schen Summierung der Fourier'schen Reihe durch denselben Grenzübergang

hergeleitet werden könnte, durch den die Fourier'sche Reihe ins Fourier'sche Integral übergeht.

§ I. Einige Sätze von Lebesgue und ihre Übertragung auf unendliche

Intervalle.

Sei <: a, b> ein endliches Intervall*: a^x:^b. Wir bezeichnen im Folgenden: mit ^^ die Klasse

aller in <: a, b:>- integrierbaren •' Funktionen; mit
Jy.,

die Klasse aller in <; a, b> meßbaren

Funktionen, deren Quadrat in<rt, Z'> integrierbar ist; mit ^3 die Klasse aller in < a, b >
geschränkten, meßbaren Funktionen; mit ^4 die Klasse aller Funktionen, die in <:a,b:>' nur

UnStetigkeiten erster Art besitzen.

"

Es bedeute 9 (', «) eine für alle i von <,a,bz>- und alle nicht negativen ganzzahligen n definierte,

als Funktion von | in <^a,b:> integrierbai'e Funktion. Wir setzen (allemal wenn dieses Integral existiert):

In{t)=rf{i)'Hi>n)di
Ja

1 Diese Definition setzt nicht, wie die übliche, voraus, daß/("'— (5) in einer Umgebung der Stolle x existiert.

- Man beachte die zugrunde gelegte Dsfinition der ;«-ten Ableitung. Bei dar üblichen Definition würda der Sat2, für beliebiges

m nicht mehr aussagen, als für ;h == 1, für welchen Fall er sich (in etwas abweichender Form und mit anderem Beweise) schon bei

Lebesgue findet: a. a. 0. p. 80.

3 Wir verweisen diesbezüglich auf eine kleine Abhandlung, die Lebesgue dieser Formel widmet: Ann. de Toul. Serie 3,

Bd. 1, p. 119 ff.

1 Es bedeutet stets < a, ß :^ ein Intervall mit Einschluß, (c, ß) ein Intervall mit Ausschluß seiner Endpunkte.

5 Das Wort »integrierbar« ist hier, wie im Folgenden, im Sinne der Lebesgue'schen Integration zu verstehen.

Das heißt: jede Funktion von g'i hat in einem inneren Punkt von "^ a, h > einen rechtsseitigen und einen linksseitigen, im

Punkt a einen rechtsseitigen, im Punkt fe einen linksseitigen endlichen Grenzwert.
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Darstellung gegebene]- Fiiiikfinuen. 587

Von H. Lebesgue wurden folgende Sätze bewiesen: *

I. Damit lim /„ (/) = sei für alle Funktionen von '^^, ist notwendig und hinreichend, daß '^{i,n) den
« = oo

Bedingungen genügt:

1. Es gibt eine Konstante i¥, so daß, abgesehen von Nullmengen: ^

[cp {i, n)\ < M für alle n und alle i von <: ß, & >.

2. Für jedes Teilinterval! ^ <: a, ß :> von < a, b:> ist;

r?
lim

I 'f
(I, n) di — 0.

II. Damit lim /„ (f) z=zO sei für alle Funktionen von '}^.„ ist notwendig und hinreichend, daß
'f (|, n) den

11=: oo

Bedingungen genügt:

1. Es gibt eine Konstante M, so daß:

I (cp (6, n)y- di-^M für alle 7«.

2. Für jedes Teilintervall < a, ß::> von < a, & > ist:

lim /
'f (I, ») c/fe nr 0.

III. Damit lim Inif) = sei für alle Funktionen von ^^-g, ist notwendig und hinreichend, daß (p (5, n)
n = 00

den Bedingungen genügt:

1. Zu jedem |j, > gibt es ein X > 0, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender, in

<: a, b > gelegener Intervalle, deren Gesamtinhalt ^ X ist, die Ungleichung besteht:

/
I

'p (i, n)
I

di-<: |x für alle n.

2. Für jedes Teilintervall < a, ß > von < a, b :> ist:

lim f 'f
{i,n)d^ = 0.

" = 00 Ja

IV. Damit lim /„ (/) ^ sei für alle Funktionen von (5"4> ist notwendig und hinreichend, daß cp (i,n)
n = CO

den Bedingungen genügt:

1. Es gibt eine Konstante M, so daß

r
l'p (i, n)\ di <:M für alle n.

2. Für jedes Teilintervall < a, ß >» von < a, ^ >> ist:

r cp (I, n) rf ? = 0.lim
n = oo

Diese Sätze können, mit geringfügigen Abänderungen, auch auf Intervalle übertragen werden, die

sich ins Unendliche erstrecken. Es wird genügen, dies für das Intervall (— =0, + 00) zu besprechen.

1 Ann. de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 51 ff. Dabei ist bei Anschreiben von lim /„ (/) stets mitverstanden, daß 7„ (/) für

alle « existiert.

- unter einer »Nullmenge« wird eine Menge verstanden, die, im Sinne von Lebesgue, den Inhalt hat.

3 Zu den Teilintervallen -= a, ß > von < a,b >, nicht aber zu denen von {a, b), rechnen wir auch das Intervall < n, & > selbst.
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588 H. Hahn,

Man erhält die Sätze für dieses unendliche Intervall am einfachsten, indem man sie durch die

Substitution

:

e^+

1

1 — M

auf die Sätze für das endliche Intervall < — 1, 1 > zurückführt. Die Substitutionsformeln lauten:

G(u)du = 2 G di

Die Definition der Klassen ^f bleibt für unendliche Intervalle dieselbe wie für endliche Intervalle.

Dabei hat man, was die, Definition von ^^ anlangt, zu beachten, daß wir eine Funktion /(^) dann und nur

dann als integrierbar in (— oo, -f oo) bezeichnen, wenn:

r\fm^lim
I \fmdi

«=-f oo

einen endlichen Wert hat, so daß auch im unendlichen Intervall jede integrierbare Funktion absolut

integrierbar ist. — Was die Definition von g^ anlangt, so verlangen wir, daß für die zu g^ gehörigen

Funktionen auch die beiden Grenzwerte:

lim /(l) und lim f{i)
4=—oo ^= + oo

existieren und endlich sein sollen.

Dies vorausgeschickt erhalten wir, wenn wir nun:

£l-oo
f{i) ? (6, fi) di

oo

setzten, folgende Sätze:

Iß. »Damit lim J„if) = sei für alle Funktionen von %^, ist notwendig und hinreichend, daß cp(?, n)
11-= CO

den Bedingungen genügt:

1. Es gibt eine Konstante M, so daß abgesehen von Nullmengen:

|(p (£, n)\ < M für alle n und alle i

2. Für jedes endliche Intervall <: a, ß ::> ist:

lim I w (§, 11

•' = ooJ„
) di, — 0.''-

Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ersieht man dies, indem man für/ die zu ^^ gehörige

Funktion wählt, die in < a, ß :> gleich 1, sonst z= ist.

Angenommen es wäre 1. nicht erfüllt, so wäre für:

(3) (1) (w, m) = (p ( lg ^, n

in <— 1, 1 >- Bedingung 1. von Satz 1 nicht erfüllt; es gäbe also eine in <. — 1, 1 >* integrierbare

Funktion g{u), für die nicht:

(4) lim / g{u) ^ (u, n) du=:lim
I

i
»= ooJ^i
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Darstellung gegebener Funktionen. 589

ist. Nach Formel (2) ist die Funktion

fii) = 2g
e'—l

e^+lj {e^-+iy

integrierbar in (' — «>, + ooj. Und vermöge derselben Formel folgt aus dem Nichtbestehen von (4) auch das

Nichtbestehen von:

X+

oo

/(£) (f (5, n) d.i = 0.

oo

Damit sind die Bedingungen als notwendig erwiesen.

Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat, wegen unserer Bedingung 1. genügt der Kern

(3) der Bedingung 1. von Satz I in <•— 1, 1 >>, und wegen unserer Bedingung 2. ist, nach (1), in jedem

Teilintervalle <:«, ß> von (—1, 1):

ff 1

lim
1 (j) (m, n)- -du=::0.

\-U^

1

Da in <:a, ß > geschränkt ist, genügt der Kern:
1 —u^

^ (u. n) •

1-m2

in jedem Teilintervalle < a, ß > von (— 1, 1) beiden Bedingungen von Satz I, so daß wir nach Satz I

haben:

fß r?
lim

I
']j (m, n) du =: lim / in) du =:

Es ist nun leicht einzusehen, daß auch:

( 1 — u'^) • (j; (u, n) dn = 0.

1—u^

(5) lim
I

'|i («., n) du, := 0.

In der Tat, da (abgesehen von Nullmengen):

|(J;
(m, m)| <: yT/ für alle m und alle w von (— 1, 1),

gibt es zu jedem s > ein v] > 0, so daß für alle «:

(6) X-l
+ Tj

(j) (jf, m) du

Da, wie bereits gezeigt:

ist, so haben wir:

und somit, wegen (6):

—
; I

<^ (u, n) d u\

4 IJl-r.
I

A («, h) c/m =:

(j< (it, W) du\<Z-
1 + -0

s

4

für alle u ^ «„,

) üfM
I
<: E für alle w^ «„.

womit (5) bewiesen ist.

So sehen wir, daß die Beziehung

lim / (Ji (w, w) d7t =L
.l=CO.
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590 H. Hahn,

nicht nur für alle Teilintervalle <ca, ß>- von (—1, 1), sondern auch für alle Teilintervalle von < — 1, 1 >
besteht. — Es genügt also der Kern A {u, n) in < — 1, 1 >- beiden Bedingungen von Satz I.

Ist nun/(i) integrierbar in (— oo, +oo), so ist nach (1) die Funktion

integrierbar in < — 1, 1 >. Nach Satz I ist also:

lim /„ if) = lim 1 g{u) ^ (u, n) du z=. 0.

» = OO K = OO J_^

Damit sind die Bedingungen 1. und 2. als hinreichend erwiesen.

Bemerken wir noch ausdrücklich, daß Bedingung 2. nur von endlichen Intervallen < a, ß > handelt.

Folgendes Beispiel zeigt, daß sie in Intervallen, die sich ins Unendliche erstrecken, nicht erfüllt zu sein

braucht; es sei:

{ l in (m, w+1)-

\ außerhalb (w, ii+\).

Dann ist für jede in (— oo, + oo) integrierbare Funktion:

lim / °/(^)cp(^, n)rf4 = 0,

während wir für jedes n haben:

X oo

IIa. »Damit lim J„ (/) ^ sei für alle Funktionen von %.-^, ist notwendig und hinreichend, daß cp {i, n)
11 = oo

den Bedingungen genügt;

1. Es gibt eine Konstante M, so daß:

•+ oo

-OO
(5, n)y d^<M für alle n.

2. Für jedes endliche Intervall <:a, ß>- ist;

lim / tp(l, M
n=ooja

ß

lim / tp (I, n) di=iQ.

Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ist dies wieder evident. Wäre 1. nicht erfüllt, so würde,

wegen (1), der Kern;

(7) .H%w)= v/2'fflg^-, '.^ ^

in <: — 1, 1 :> der Bedingung 1. von Satz II nicht genügen; es gäbe also eine in < — 1, 1 > samt

ihrem Quadrate integrierbare Funktion g (u), für die nicht:

(8) lim
I

g (ti) tjj (m, n) du =
n = ooJ_t

ist. Nach Formel (2) ist das Quadrat der Funktion:
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Dar.=;fe!lung gegebener Funktionen. 591

in (— oo, +00) integrierbar. Da aber:

(w) 4- (u, n) du -
j °°f{i) ^ (i n) d i£ g (w) 4» (m, m) du =

-1

ist, folgt aus dem Nichtbestehen von (8) auch das Niclitbestehen von lim ./„ (/) =z 0,

Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat, wegen Bedingung 1. und Formel (1) genügt Kern

(7) der Bedingung 1. von Satz II. Ferner folgt aus unserer Bedingung 2., daß in jedem Teilintervalle

-< 7., 3 > von (
- I, li:

hm 2 / rpllg = hm v/2 I '!j (». //)
— =0

" = 0° Ja \
]— ?//l— »- « = 00 ^ "

J„ ' \/l - «2

ist. Da in <: a, ß > geschränkt ist, folgt, daß zugleich mit dem Kerne -h in, u) auch der Kern
1 - - n-

— '!) (u, n)
v/ 2 —'yr ^ in <: a, fi > der Bedingung 1. von Satz II genügt. Kr genügt also in <c a, |3 >- beiden

\/l~n-

Bedingungen von Satz II, so daß, nach Satz 11:

lim /

'

'i> in, 11) du = lim /
'

ll 'll -i lu, ;?).. /__? du =

ist. Wie oben sehen wir, daß hieraus wieder Gleichung (5) folgt, nur haben wir uns beim Beweise von (6)

diesmal darauf zu berufen, daß nach der Schvvarz'schen Ungleichung:

I

1
<\) (u, n) du\ <; y / Tj • / (6 («, ;/))- d u *< y/-^ • M

ibt. — Wir sehen nun wieder, daß der Kern 'h (u, n) in < — 1, 1 > beiden Bedingungen von Satz II genügt.

Gehört nun/(^) in (— <», + 00) zu ^^ä. so gehört die Funktion

-"«'=Vvl%i±j)v/ri,
in <c — 1, 1 > zu 52- Nach Satz II ist also:

lim ./„ (f) =: lim 1 g{u)
-J;

iu, n) dn^ = 0,

womit bewiesen ist, daß die Bedingungen von Satz II ci hinreichend sind. Wie bei Satz I a sieht man, daß

Bedingung 2. auch hier nur für endliche Intervalle <: a, ß >- erfüllt sein muß.

III fl. Damit lim J„ (f) = sei für alle Funktionen von ^s- ist notwendig und hinreichend, daß tp (|, u)
II = 00

den Bedingungen genügt:

1. Zu jedem [j,>-0 gibt es ein >^>>0, so daß für jede Menge /sich nicht überdeckender Inter-

valle, deren Gesamtinhalt ^X ist, die Ungleichung besteht:

I
i'f (4, ")| d i < [i. für alle n.

Und zu jedem jj. > gibt es ein A, so daß:

X-

.-1 .''+ 00

I
(p (6, n)\d^ < |j.; /

I 'f
ii, «) | ^ | < [a für alle n.

00 Ja

2. Für jedes endliche Intervall <: c, ß >- ist:

lim /

'

" = 00Ja
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Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ist das trivial. Wäre 1. nicht erfüllt, so sieht man sofort,

daß der Kern

:

(9) i) iu, n) = 2 <p
I

lg _±ü, M,| —1-
'

\ 1 — M j \ — H^

im Intervalle -< — 1, 1 > Bedingung 1. von Satz III nicht erfüllen würde; es gäbe also eine in <: — 1, 1 >»

zu i^s
gehörige Funktion g{u), für die nicht:

lim I g(u) 6 (ii, n) dit,=zO
); = OO

. -1

wäre. Setzt man:

\e'+l

so gehört f{i) in (— oo, -+ oo) zu
j^s

i-irid es wird:

g (m) 'i (m, m) rfw = / (^) cp (^, m) JI,

1 J—oa

so daß auch nicht lim J,, (/) r= wäre.
/i = oo

Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat folgt aus unserer Bedingung 1., daß der Kern (9) in

<;— 1, 1 > der Bedingung 1. von Satz III genügt. Ferner folgt aus unserer Bedingung 2., daß für jedes

Teilintervall <: a, ß :> von (—1, 1):

lim
I

'h {it., n) du =iO
" = °o Jn.

ist. Wie bisher entnimmt man hieraus, daß auch:

lim / tjj (m, w) c;? w =

ist, nur hat man sich diesmal beim Beweise von (6) auf den zweiten Teil unserer Bedingung 1. zu berufen.

— Es genügt also 'b («, n) in <: — 1, 1 :> beiden Bedingungen ^'on Satz III.

Gehört nun/ (5) in ( - 00, + co) zu '^.., so gehört

{ii)—j lg

in.<: — 1, 1 >- zu %oy Somit ist:

lim J„ (/) = lim | g{n) ij> (11, n) du ^=.

und Satz III a ist bewiesen.

Da die Funktion /(l) = 1 (oder/(4) = 1 für 4 ^ 0, /(|) =: tür c < 0) zu g, gehört, ist es hier

notwendig, daß auch für unendliche Intervalle Bedingung 2. erfüllt sei:

X+00

f'+oo .

9 d, M.) c/^ = 0; lim I 'i (i, n) d^ z= 0.

00 ' " = °o Jo

Doch braucht dies in Bedingung 2. nicht ausdrücklich aufgenommen zu werden, da es vermöge

Bedingung 1. aus der Gültigkeit von 2. für endliche Intervalle von .selbst folgt.

IV a. Damit um J„ (/) = sei für alle Funktionen von g^, ist notwendig und hinreichend, daß tp (?, «)
ji = 00

den Bedingungen genügt:
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Darstelhmg gegebener Funktionen. 593

1. Es gibt eine Konstante M, so daß:

'+00

/:
I

cp (I, u)\d^<:M für alla. n.

2. Für jedes endliche Intervall <: a, ß >» ist

lim / tp (^, '») c/g = 0,
'» = o° Ja

und es ist;

cp (I, m) tf I = 0; lim I cp (i 7/) J | = 0.

oo " = °o Jo '

Der Beweis wird geführt wie für Satz III a. Nur folgt diesmal die Tatsache, daß der Kern (9) in

<: — 1, 1 >- der Bedingung 2. von Satz IV genügt, unmittelbar aus unserer Bedingung 2.

Hier wäre es nicht hinreichend, Bedingung 2, bloß für endliche Intervalle auszusprechen, wie wieder

das schon einmal verwendete Beispiel zeigt:

cp (6, n)= }

(0 außerhalb («, M + 1).

Es genügt dieses tp der Bedingung ]., sowie der Bedingung 2. für endliche Intervalle, während

wenn wir_/"z= 1 wählen, wir für jedes n haben:

§ 2. Ein Hilfssatz von Haar und Lebesgue. .

Wir kehren wieder zur Betrachtung endlicher Intervalle zurück, und beweisen folgenden Satz, den

wir weiterhin verwenden werden:

'

V. Ist die Menge der Zahlen

/ '?(iny\di

(n^{,2,...) nicht geschränkt, so gibt es eine in <a,b> stetige, in endlich vielen vor-

gegebenen Punkten .-Vj, .r^, . . ., Xp von < a, b > verschwindende Funktion f(x), für die nicht

\imln(f) = ist.

n = oo

Wir erinnern daran, daß (bei gegebenem ;/) zu jedem a >- ein z,, >» gehört, derart, daß für jede in

<:a,b^^ gelegene meßbare Menge % deren Inhalt < t„ ist, die Ungleichung gilt:

(1) f\^(i,n)\d^<.r!.
Ja

Bezeichnen wir mit h,, (|) die Funktion, die =r 1 ist, wo cp (5, n) ^ 0, und =; — 1, wo tp (6, n) < 0, so

gibt es nach Voraussetzung eine (wachsende) Indizesfolge ?;, mit lim 7;,- = 00, so daß:
I = 00

(2) lim f \

cp (I, ni)\di = lim f 'li,,,- (1) 'f (i n,) J| = + 00.lim
I

jcpd, M,-)|J| = lim I /?„. (|) 'p
(i;, «,•) (/l

Wir zeigen zunächst, daß es auch eine Folge in<:fl, ö>- stetiger Funktionen g„ (i) gibt, die,

ebenso wie die //„ (?) der Ungleichung genügen:

(3) \gnm\^u

1 H. Lebesgue, a. a. 0., p. 61. A. Haar, Math. Ann. 69. p. 335. Der im Tex\ gegebene Beweis unterscheidet sich nicht

wesentlich vom Lebesgue'schen Beweise.

Denkschriften der matbenn.-naturw. Klasse, 93. Band. 80
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die sämtlich in x^, x„, . . ., Xp verschwinden, und für die gleichfalls:

(4) lim r g„,. (i) tp (i, ni) di= + oo.

' = <X> Ja

Sei also a >> beliebig gegeben. Wir schließen die Menge ÜJt» aller Punkte von <: a, b >, in denen

tt (i;, n) ^ ist, in eine abzählbare Menge /„ sich nicht überdeckender Intervalle ein, deren Gesamtlänge

den Inhalt von 3)f„ um weniger als —^ übersteigt. ^ Von den unendlich vielen Intervallen von J„ behalten
2

wir eine endliche Menge /„ bei, deren Inhalt hinter dem von /„ um weniger als —^ zurückbleibt.

Bezeichnen wir nun mit A* (6) die Funktion, die = 1 ist in den Punkten von /„, sonst = — I ; dann

unterscheiden sich h„ und h* voneinander nur in den Punkten einer Menge, deren Inhalt ^ x,, ist, und

zwar ist in den Punkten dieser Menge:

|Ä.„(|) -/;:,(?)! =2.

Es ist also zufolge (1):

(5) r K © ? (£, n) di- C hl (i) tp (6, n) di
i/o Ja

2a.

Die Funktion /z* (£) ist auch noch unstetig, hat aber nur mehr endlich viele Unstetigkeitspunkte

i^x'Afy ---Aq"- Wir umgeben jeden derselben mit einem Intervalle < |-'"— Äf, ?"'+ /?"">, wo die

ä""(>=-0) so klein gewählt seien, daß alle diese Intervalle in (a, b) liegen, keine zwei einen Punkt gemein

haben und

:

(6) 2 (Ä^'O + 74«) + . . . + h'i") < z,,

ist. Nun definieren wir eine Funktion g^, i't) durch die Vorschrift: es ist g*, (i) = /;* (|) außerhalb der Inter-

valle (l™'—/«™', il:"'+ 7/i"'); in jedem dieser Intervalle ist ^,* (6) gleich derjenigen linearen Funktion, die in

den beiden Endpunkten des Intervalles mit Ä*
(|) übereinstimmt. Dann unterscheiden sich g*^ und ^l*^ von-

einander nur in den Punkten einer Menge, deren Inhalt <; t„ ist (wegen (6)) und in den Punkten dieser

Menge ist:

so daß, wegen (1):

(7) rh*, (i) cp (6, n) di~ j
V

(I) (p (^, n) di
Ja Ja

<2a.

Die Funktion ^* {i) ist bereits stetig, genügt der Ungleichung j^ (^)j ^ 1, erfüllt aber noch nicht die

Bedingung, in ,r^, x^,. . ., Xp zu verschwinden.

Um auch das zu erreichen, legen wir um jeden dieser Punkte ein Intervall '^ <::i^j— Äi'", a.'8-+-Äf*'>>,

wo die Ui" (>- 0) so klein gewählt seien, daß alle diese Intervalle in < a, b 7^ liegen, keine zwei einen

Punkt gemein haben und:

ist. Sodann definieren wir die Funktion _g^,, (4) durch die Vorschrift: es ist ^'„ (|) =: ^*
(^) außerhalb der

Intervalle (,r,-— ^"", Xi+k'i'"); in jedem der Intervalle < ,r, — fe-"', .r,-:>, beziehungsweise <:xi, Xi+k'/'^ > ist

g,, (^) gleich derjenigen linearen Funktion, die in Xf verschwindet und in .v,— Ä/'", beziehungsweise Xi+k'/'^

mit ^* (I) übereinstimmt. Dann unterscheiden sich tf„ und ,§* nur in den Punkten einer Menge, deren

Inhalt >- T„ ist, und in den Punkten dieser Menge ist:

\gna)-g:Am<2,

1 Dabei bedeutet t„ die zufolge der eingangs gemachten Bemerkung der Größe c zugeordnete Größe.

- Fällt der Punkt ;i;j. mit a oder mit b zusammen, hat es statt dessen zu heißen:

•da. a-h Äf> > oder <b — kf», b >.
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so daß, wegen (1):

(8)
I

r g*n (^) ? (^. ») dk- C g„ (£) tp (i, n) d

i

\Ja Ja
:2a.

Die Funktionen gn {i) sind nun stetig, genügen der Ungleichung (3") und verschwinden in x^ x..
, -"p-

Die Ungleichungen (5), (7) und (8^ zusammengenommen ergeben:

rb
pb

h„ (S)
tp (1, 11) dk~ \ gn ii) t? (i, n) d £ <6a,

und wegen (2) ist daher auch (4) bewiesen.

Wir setzen nun;

(9)

(10)

r \vf{i,n)\di = L„.

Beim weiteren Beweise von Satz V können wir annehmen, es sei für alle i:

lim l„{gi) = 0.

Wäre nämlich dies für ein / nicht der Fall, so wäre ja, indem wir /=^,- nehmen, die Behauptung

schon bewiesen.

Wir können dann aus der Folge der Indizes ;/, eine wachsende Teilfolge ;;,-.^ {m\i Vj^ := n^ beginnend)

so herausgreifen, daß folgende drei Eigenschaften bestehen:

1. Für 11 ^ itj ist:

.,a

2.

3.

Mi«i + —r—i'H 4-
. . . +

1 '• 2L„. '= 2^-1. L„._^- -"y

/«,
^ (<?«, J ^ 2-1 L„.

,

1,

und zwar läßt sich dies für Eigenschaft 1. wegen (_10), für Eigenschaft 2. wegen (4), für Eigenschaft 3.

wegen (2) erreichen.

Schreiben wir nun der Kürze halber

:

gn,=g<-'^ ; L„, =LW: /„, =/«,
*v *v 'v

so haben wir:

(H)
V 2Z-Ö)

(12)

(13)

Wir setzen:

,§V2) + . . . 4-
1

-J^'^2V-1 L(-i-i)° j\

I,(v+1) > i(v\

1 für u \

(14) f— od) H ö<2)
1

2v_i ^(v-l) ^
rf(-')

dann ist, wegen (3), diese Reihe gleichmäßig konvergent, und somit/ eine stetige Funktion, und es

verschwindet/in den vorgeschriebenen Punkten .v^, .r.,,. . ., Xp.

Wir bilden:

/(v(/) = /wUa> 1

2LW
^2;.

1

2^ —2 IJ-'—i)
gy.-^)\+l,>)

1

Ov-l ]^h-l\
cf(v)

I
+ /(v)

1

2' Z,W
^' +i;
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Hierin ist, wegen (11):

(15)

und wegen (12):

(16)

/(v) U(l)

2L(«
^2)

1

2V-2 i(v-2)

^(v-1) <1

P)
1

cf(v)

2-;-! Ij:/-!)

Endlich ist, wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (14):

/(v)
1 -^v+l) + 1

\2'' LW" 2^+1 L^+i)

und somit, wegen (3), (9) und (13):

^^+2) + . . .

1

2-' Z,W

7(v)(^{v+i))_(.
1

2v+l£(v+l)
.
/(v) (^(^'+2))

i(v)
1

2^ iW
^v+« ^.

1

2v+i £,(i+i)
-^'>+2)

(17)
1

•LW + ^- Z,W+...<— (fürv>l).
2V+1 2:,(v+i) —

22^ iW

Die Ungleichungen (15), (16), (17) ergeben nun zusammen:

1

und da lim m, = oo war, so ist nicht lim I,, (/) = 0, womit Satz V erwiesen ist.

V = oo V 11 = oo

§ 3. Darstellung der Ableitungen einer gegebenen Funktion.

Wir nehmen nun ah, es sei tp (|, x, n) für jedes nicht negative ganzzahlige 11 und für alle x des

endlichen Intervalles {a, &) in <: a, & > als integrierbare Funktion von k gegeben; wir bezeichnen tp (?, x, n)

mit einem der Theorie der Integralgleichungen entlehnten Ausdruck als Kern und setzen:

Inif,x)= rf{i)^{i,x,n)dl

Es wurde von H. Lebesgue folgender Satz bewiesen: ^

VI. »Damit für alle der Klasse %i angehörigen Funktionen/ die im gegebenen Punkte x von {a, b)

stetig sind, die Gleichung gelte:

f{x)= lim In(J,x),
11 = 00

ist notwendig und hinreichend, daß der Kern as (i,x,H) folgenden Bedingungen genügt:

1. In jedem den Punkt x nicht enthaltenden Teilintervalle < a, ß > von < a, b > ist Bedingung 1.

desjenigen der Sätze I bis IV erfüllt, der sich auf die Klasse "^i bezieht.

2. Für jedes den Punkt x nicht enthaltende Teilintervall < a, ß >- von <: a, b > ist:

lim
I

?5 (^, X, n) ci? I = 0.

«=00 Ja

3. Es gibt eine Konstante N, so daß

Ja
tp (4, X, n)\ di<:N für alle n.

1 A. a. 0., p. 69 ff.
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4. Es ist:

lim r
b

cp(|, X, n) diz= 1.«

Wir wollen nun im Folgenden den Satz beweisen:

VII. Damit für alle der Klasse ^i ange hörigen Funktionen/^ die im gegebenen Pun i<te x

von (a, b) endliche Ableitungen der m ersten Ordnungen haben, die Gleichung gelte:

(1) ß'"){x)=:]iml„(f,x),

ist notwendig und hinreichend, daß der Kern
'f (|, x, n) folgenden Bedingungen genüge:

1. In jedem den Punkt,r nicht enthaltenden Teilintervalle < a, ß >> von <c fl, Z; >> ist

Bedingung 1. desjenigen der Sätze I bis IV erfüllt, der sich auf die Klasse %i bezieht. ^

2. Für jedes den Punkt ,v- nicht enthaltende Teilintervall < a, ß > von <. a, b ::> ist:

lim /
'f (6, X, n) di = 0.

" = o° Ja

3. Es gibt eine Konstante N, so daß

(2) r I
(i

-

x)"' tp (i X, n) \di<: N für alle n.

4. Es ist:

(3) lim r {h-xy 'S (^, X, n) di = (/ = 1,2..., ni - 1),

(4) lim
I

(6-.r)"'!p (£, -r, m)^s = 7«/
« = °°Ja

Die Bedingungen sind hinreichend: In der Tat, wenn/(4) im Punkte x endliche Ableitungen der

ersten in Ordnungen hat, so können wir schreiben:

(^)
/(£) =/(.r) + Y^StlpLfi.) (;^.) + (4-^)'"..« (£),

»=1

wo:

^6) lim <o(|) =

ist; setzen wir also co (x) = 0, so ist die Funktion w (s) im Punkte a; stetig.

Wegen (5) ist nun:

/„ (f, X) =f(x) C's (a, X, n)dk-\-Y^ ^^^ ra-xy cp (I, X, n) di + Cm {i) («-.r)'" cp (|, x, n) di.

Wegen (3) und (4) erhält man daraus:

j|_m f/„ (/, .r) - To) (?) (?-;^)"' 'p (£, x, n) d |j=/("0 (.r),

so daß zum Beweise von (1) nur mehr zu zeigen ist, daß:

(7) lim f'ü) (?) {i-xy tp {i, X, n) di = ist.

« = °°Ja

1 Die in dieser Bedingung auftretende Konstante M (beziehungsweise bei der Klasse gj die Konstante X) braucht keineswegs

für alle diese Intervalle dieselbe zu sein.
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Sei, um das nachzuweisen, s > beliebig gegeben. Es gibt wegen (ß) ein /«> 0, derart, daß:

j(o(4)|<s in <x—h,x-{-h>.
Wegen (2) ist dann:

(8)

nx+h
/ CO (I) (I— ,r)"« ffi (?, X, n) di <:b-N für alle n.

Jx-h

Zufolge (5) gehört (4

—

xy"-ia (?) zugleich mit/(^) zur Klasse g,-. Wegen Bedingung 1. und 2. hat man

daher, unter Berufung auf denjenigen der Sätze I bis IV, der sich auf die Klasse
f^,-

bezieht:

lim C w (I) (|~.r)"' cp {h, x, n) di = 0; lim / w (|) {^-x)'" tp (|, .r, m) ^ ^ = 0,

Jx+h

und somit gibt es ein n^, so daß für n ^ «ig:

•1-—
;i

(9) r (|)(^-;trr(p(^,,r,H)ü?^l < e; r,y>{i){i-xr^{i,x,ii)di
Jx+h

Die Ungleichungen (8) (9) zusammengenommen ergeben:

f C0(^)(|-.i;)'XI, -V, 7Z)^a < (A^+ 2) • s für 11^ «0-

und da s beliebig war, ist damit (7) und somit auch (1) bewiesen.

Die Bedingungen sind notwendig: Wäre in der Tat 1. oder 2. für ein den Punkt x nicht enthalten-

des Teilintervall <: a, ß > von <:a,b> nicht erfüllt, so gäbe es, nach demjenigen der Sätze I bis IV, der

sich auf die Klasse g,- bezieht, in <: a, ß >> eine der Klasse g-,- angehörige Funktion g{i), für die nicht:

lim r
n = ooja

g{i)<^{i,x,n)di =

gilt. Definieren wir dann/(|) durch die Vorschrift:

f{i)=g{i) in < a, ß >, /(l) = außerhalb < a, ß >,

so gehört/(6) auch in < ß, & > zur Klasse g,- und es ist/C") {x) = 0, während die Gleichung:

lim /„ {f, x) (= lim [g ü) (p (5, x,n)di\z^ Ö
K=oo \ « = ooJa j

nicht gilt.

Angenommen es sei Bedingung 3. nicht erfüllt. Dann gibt es. nach Satz V, eine m < a, b '> stetige

für t = -T verschwindende Funktion w (|), für die nicht:

Um
»= CO.

L^{i){h-xy"'^{k,X,v)di =

ist. Wir setzen:

Dann besitzt/(^) im Punkte x eine m-te Ableitung und es ist:

ß"'\x) = 0,

während die Gleichung:

lim /„ (f, X) =
11= oo

nicht gilt.

Bedingung 4. ergibt sich als notwendig, indem man für/(4) die Funktionen wählt:

/(S) = (|-^)' ii = 0,\,...,m).
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Die Sätze VI und VII können ohne weiteres auf unendliche Intervalle ausgedehnt werden. Wir

setzen

:

J— oo

bezeichnen, lür s > 0, mit -L (|, x, n, s) die Funktion von t, die in <. x — s, .v + = :> den Wert hat, sonst mit

tp (I, X, 11) übereinstimmt, und haben;

VI a. »Damit für alle in (— oo, + oo) der Klasse ^i angehörigen Funktionen _/j die im gegebenen

Punkte X stetig sind, die Gleichung gelle:

f(x) = lim Jnif, x),

II = oo

ist notwendig und hinreichend, daß 's (£, x, n) folgenden Bedingungen genügt:

1. und 2. Für jedes s :> genügt der Kern -j» (^, .r, m, s) den Bedingungen 1. und 2. desjenigen der

Sätze ] a bis IV a, der sich auf die Klasse ^( bezieht.

3. Zu jedem s > gibt es ein A^, so daß

\'^ {i, x,n)\di<zN für alle n.

lim
I

'S (h.

4. Für jedes s > ist:

X. n) (f| =1 1.

\''lla. »Damit für alle in (— oo, + ooj der Klasse
'J;

angehörigen Funktionen, die im gegebenen

Punkte X von (a, b) endliche Ableitungen der ni ersten Ordnungen haben, die Gleichung gelte:

/("')a-)= Um Jn{f,x),
11= oo

ist notwendig und hinreichend, daß tp (5, x,n) folgenden Bedingungen genügt:

1. und 2. wie in Satz VIö.

3. Zu jedem s > gibt es ein N, so daß:

I \{i— xy"'^{t,,x,n)\dt,<N für alle ;/.

Jx — t

4. Für jedes ; > ist:

r'x+i

lim
I

(I
- x)'

'f {i, ,v, n) di = (< = 0, 1 , . . . m- 1 ),

/^X+t

lim I (i~x)"''^{z, X, n) di m\

Zum Beweise von Via- und VII a hat man nur zu bemerken, daß wegen der Bedingungen 1. und 2.

nach dem in Betracht kommenden der Sätze I a bis IV a für jedes s > 0:

lim h„ (f,x) - f'^Vri) ? (i X. n) di\ = lim / ^°°/"C?) 'i (i x, n, s) J6=

ist, wodurch die Betrachtung von lim J„ {f, x) auf die von
« = 00

lim / / (S) tp (i X, n) d «

" = 0° Jx-,

zurückgeführt ist. Auf dieses Integral aber sind die Sätze VI und MI anwendbar.
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§ 4. Darstellung der verallgemeinerten Ableitungen.

Das Resultat von § 3 läßt sich noch ein wenig verallgemeinern, wenn wir annehmen, daß der Kern

in einer Umgebung der Stelle x, etwa für \t\ ^k, einer der zwei Bedingungen genügt:

(1) cp {x+f, X, n) = 'i; (.r-/, x, n),

(2) ® {x+t, X, n) ^ — cp {x— t, X, n).

Den Ausführungen von § 3 lag folgende Definition der jw-ten Ableitung einer Funktion zugrunde:

Sei _/"(#) eine in der Umgebung der Stelle ^i^ definierte Funktion, die in w^ Ableitungen der w—

1

ersten Ordnungen besitzt:

Gibt es dann eine endliche Zahl a, so daß in einer Umgebung von u die Entwicklung gilt:

m—l

/(«)-/K) - y ^"T,"° V'^ (»0) = « (»-"0)'"+« {t^)'(u--u,r,

8= 1

wo:

ist, so wird:

lim üi (ti) z=

gesetzt und als die w-te Ableitung von/(H) an der Stelle Mq bezeichnet.

Diese Definition wurde von Ch. J. de la Vallee-Poussin in folgender Weise verallgemeinert: ^

Se\f{ii) eine in der Umgebung der Stelle 11^ definierte Funktion, und es gelte für alle hinlänglich

kleinen |/| {d^Q) eine der beiden Entwicklungen:

2 /-J (2j)!
1=1

m
(4) /K+0 -/K-0 _ V ^ ^'

2 i-j (2/ + 1)1

0) (0 <2 m+1

worm:

(5) lim 0) (/) =

sei. Es heißen dann, wenn (3) gilt, die Koeffizienten a,- (« ;=: 0, 2, . . ., 2m)'^, und wenn (4) gilt, die

Koeffizienten a,- (z ^ 1, 3, ...,2m^+1) die verallgemeinerten Ableitungen i-ter Ordnung von

f(ti) an der Stelle ii^.
'

Vergleicht man diese Definition mit der oben angeführten Definition der ?-ten Ableitungen, so

erkennt man sofort: wo die i-te Ableitung (/ > 0) von f(n) existiert, existiert auch die vei^allgemeinerte

i-te Ableitung und ist gleich der i-ten Ableitung.

Wir werden die verallgemeinerte i-te Ableitung von f{u) mit/^'-' {u) bezeichnen.

Wir haben dann folgende Sätze:

1 Acad. Bruxelles, Bulletin, Classe des Sciences 1908, p. 214.

2 Wie man siebt, ist eine »0-te Ableitung« von /an der Stelle Uq sicher vorhanden, wenn /dort einen rechts- und einen links-

seitigen Grenzwert /(/«u-t-O), beziehungsweise /(««q— 0) besitzt. Und zwar ist die 0-te Ableitung dann nichts anderes als das arith-

1

metische Mittel — (/(''(j-l-O) -)-/(i(o— 0)) dieser beiden einseitigen Grenzwerte.
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VIII. Es genüge für ein gegebenes ,r von (a,b} und für alle |;| ^ Ä der Kern
'f (^, ;i-, m) der

Relation (1). Damit für alle der Klasse^,- angehörigen Funktionen, die im Punkte x eine

verallgemeinerte Ableitung /<2'") (x) besitzen, die Gleichung gelte:

(6) >"')(;v)= lim /„ {f,x),
11 = oo

ist notwendig und hinreichend, daß noch folgende Bedingungen erfüllt seien: '

1. und 2. Es sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz VI erfüllt.

3. Es gibt eine Konstante N, so daß

•b

fxJa (I— xf '"
'f (5, X, n)

i

dl.<:N für alle n

.

4. Es ist:

(7)
lim

I
(6- ,r)' CD (g, x, ii)di — ii= 0,2 2m- 2),

" = °° Ja

(8) lim f i^-xy-'" t? (i, X, n) dl, = {2m)\

Es genüge für ein gegebenes x von (a, b) und alle \t\ ^k der Kern cp (^, x, n) der Relation

(2). Damit für alle der Klasse ^y/ angehörigen Funktionen, die im Punkte x eine verall-

gemeinerte Ableitung_/^2'"+i^(.Y) besitzen, die Gleichung gelte:

/(2'"+i)(^)= lim lAf,x),
{oa} 11 = 00

ist notwendig und hinreichend, daß noch folgende Bedingungen erfüllt seien:

1. und 2. Es sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz VI erfüllt.

3. Es gibt eine Konstante A*', so daß:

Ja
I

{h- xf '"+1 tp (5, .V, //.) \cl%< N für alle «.

Ja

4. Es ist:

-fr

(7 a

)

lim 1 (^ - xf cp (i .r, n\ d g = ( •/ =: 1 , 3, . .
. , 2 in - 1

1,

(8 a) lim. f (^ - -i;)
- '"+'

'f
("1, ^»^, n) r? I = ( 2 »/+ 1)

!

Wir beweisen die erste Hälfte dieses Satzes. Es handelt sich nur darum, daß die Bedingungen

hinreichend sind; denn der Beweis, daß sie notwendig sind, ist derselbe wie in § 3.

Um nachzuweisen, daß unter den gemachten Voraussetzungen Gleichung (6) besteht, schreiben wir:

h (/> ^)= 1 f{i) ? (i -V, ») ^^ ^ + / /(^) 'f (5, .V, •» j ^/ i + I /(^) 'f (6, .V,. II
)
d l

Ja Jx\k Jx—k

Da die Bedingungen 1. und 2. erfüllt sind, ist hierin, auf Grund desjenigen der Sätze I bis IV, der

sich auf die Klasse ^,- bezieht:

'x—k fb
lim

II ~ oo
r f(i) cp (i A-, n) di^O : lim / / (;) 'p (;, .v. u) d ^ = Ü

.

Ji. " = 0° Jx+k

' Dies gilt auch lur /// = 0. Die Gleichungen (7) fallen dann weg, und in i8) stellt aul' der rechten Seite : 1.

Denkschriften der mathem-naturw. Klasse, 93. Band. 81
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Um also (6) zu beweisen, haben wir nur nachzuweisen:

(9)
/(2"')(s:)=: lim f(i)'^{k,x,n)di.

" = oo Jx-k

Da aber für |/| -^k Beziehung (1) gilt, können wir schreiben:

f{i)<f{i,x,n)d^= j {f{x+t)+f(x-t)}<f{x+t,x,n)dt.
-k i/o

Setzen wir hierin die Entwicklung (3) ein («„ = x), so haben wir weiter:

/^x+k /^k ^ ^k

\ / (^) tp Cg, X, ti) d^ = 2a„ I cc (x+t, x, n) dt + 2y—^~
I t^' tp (x-ht, x, n) d t +

Jx-k Jo ' ^ (2 i) ! Jo
1=1

^>^

(10) +2
I

(0 (n f-'" cp (.r+)', .r, ?;) dt = a^, /
'f

ih. .r, «Wa + V ^^ /
'

{i-xf' 'd (l x, n) dl. +
Jo

'

Jx-k
'

^(2/)!J.T„7;
/ =1

Jf^x+k
0) (l—x) (I —xY'" cp Ca, X, ii) d t,

x—k

wobei berücksichtigt ist, daß zufolge (3) to (/) eine gerade Funktion von t ist.

Nun ist, wegen der Sätze von § 1

:

lim r (a-.ir)2'(p (a, x^ ,^) dl — O; lim / {l-xf't^{l, x, n) dl = (t = 0, 1,. . ., m),

also, wegen (7) und (8):

J^x+k(a-.r)-2''p(c, X. in dl = (1 = 0, 1, m-1)
n — oo

lim
;/ — CO

/ {l-xf' tp il, .V, H) dl = {2m) !

Jx—k

Berücksichtigt man dies, sowie die Tatsache, daß a-i,,, =/>-'") (.r) ist, so sieht man aus (10), daß (9)

und damit auch (6) bewiesen sein wird, wenn:

px+ k

lim / 10 (l-x) (l-^xf'"
'f {I, X, n) dl =

»I = oo J^.__J.

nachgewiesen sein wird. Dies aber beweist man, da (5) gilt, genau so, wie Gleichimg (7) in § 3, was nicht

noch einmal durchgeführt werde.

Damit ist die erste Hälfte des ausgesprochenen Satzes bewiesen. Der Beweis dei- zweiten Hälfte ist

analog, nur hat man sich, statt auf (1) und (3), auf (2) und (4) zu stützen.

VIII ^. >Man erhält aus Satz VIII einen für das Intervall ( — oo, + oo) gültigen Satz, indem man in

Bedingung 1. und 2. von Satz VIII statt »Satz VI« setzt: »Satz VI a<' und in Bedingung 3. und 4. von

Satz VIII die li^tegrationsgrenzen a und b ersetzt durch .v— s und x + s (s > 0).«

§ 5. Bedingungen für gleichmäßige Konvergenz.

Wir wollen nun Bedingungen dafür aufstellen, daß die Konvergenz von /„ (f, x) gegen /<"')
(;»;) eine

gleichmäßige sei.

Es hänge in den Sätzen von § 1 die Funktion 'p (<;, n) noch ab von einem Parameter a und werde

deshalb geschrieben s (I, a, n). Und zwar sei 'p für alle einer Menge ?( angehörigen Werte des Parameters

a als in < a, & > meßbare Funktion von I gegeben. Wir setzen:

I„(f,a.)=rf(l),f(l,a,n)dl.
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IX. Damit fü r j e d e F u n k t i o n / d e r Klasse g,- die Beziehung:

(0) lim l„(f,^) =
11 = 00

gleichmäßig für alle a von 3( gelte, ist notwendig und hinreichend, daß -s folgenden

Bedingungen genügt: ^

1 a. Für jedes einzelne a genügt
'f

der Bedingung 1. desjenigen der .Sätze Ibis IV. der

sich auf die Klasse g,- bezieht. -

1 b. Für die Klasse ^i • Es gibt einen Index //,, und eine Konstante M, so daß, abgesehen von Null-

mengen:

\(f (I, a, n)\ <: M für alle 5 von < a, b^>. alle n'^ iig und alle a von 9(.

Für die Klasse go^ Es gibt einen Index n^ und eine Konstante M, so daß:

b

(cc (4, a, ;/.))- i/| < M für alle ;/ ^ n^ und alle a von ?(.

Für die Klasse gj: Zu jedem ;j. > gehört ein X > und ein Index n^, so daß für jede Menge /sich

nicht überdeckender Teilintervalle von < a, b>', deren Gesamtlänge < X ist, für aUeit'^ng und alle

a von 21:

X'
cp (^, a, 7^)1 ü?|<(j,.

Für die Klasse g^: Es gibt einen Index n^^ und eine Konstante M, so daß:

|{p (^, a, n)\ t/i; <: M für alle 11 ^ »/,„ und alle a von 3(.

2. Fürjedes Teilintervall < a, ß>- von < a, b z=' gilt die B&ziehung:

a, n) di =zOlim
I

tp (a,

" = 00 Ja

gleichmäßig für alle a von 51.

Die Bedingungen sind notwendig. Dies ist trivial für 1 a und 2. Wäre I b nicht erfüllt, so gäbe es

eine Folge von zu 9( gehörigen Werten a,- und von Indizes Uj mit lim «,• =: <», so daß für (p (|, /) =^ '.p (|, a,-, n,-)

/— 00

Bedingung 1. des in Frage kommenden der .Sätze I bis I\^ nicht erfüllt wäre. Es gäbe also in %, eine

Funktion/ für die nicht

-b

lim I /(i)!p(?, /') äi =

wäre, so daß für dieses/ Beziehung (0) nicht gleichmäßig für alle a von IH gelten würde.

Die Bedingungen sind hinreichend. Denn sind sie erfüllt, so genügt für jede Folge a, aus i'l und

jede Indizesfolge «,• mit lim ;;, = 00 die Funktion f (5, t) = tp (|, a,-, ;/,•) den Bedingungen 1. und 2. des in

Frage kommenden der Sätze I bis 1\', so daß (für alle solchen Folgen a, und ;/,): lim 7,,^. (/ a,) := ist.

was gleichbedeutend ist mit der gleichmäßigen Konvergenz \on (0).

1 Vgl. H. Lebesgue, 11. a. O., p. 68.

2 Dabei kann die in dieser Bedingung auttretende Konstante M (beziehungsweise, bei der Klasse gj, die Konstante ).) noch

von a. abhängen.
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Sei wie bisher der Kern tp {i, x, n) für jedes x von {a, b) als eine in < a, b > integrierbare Funktion

von ^ gegeben. Sei s irgend eine positive Zahl. Wir leiten, wie schon einmal, aus dem Kerne tp (|, x, n)

einen Kern (j) (|, x, n, z) her durch folgende Vorschrift:

, ,, fO in <x-z, A-+s>
\ tp (I, X, n) in <: a, Zi >- außerhalb < ^— s, ;tr+£ >-.

Dann gilt folgender Satz: ^

X. Für den Kern ^ {i,x, n) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt;

1. und 2. Für jedes gegebene s > genügt der dem Kerne tp (i,^;ir, m) zugeordnete Kern

t}) (I, X, n, e) im Intervalle < a, & > den Bedingungen \ a, \b,2. des Satzes IX für die Klasse ^^w

wenn unter a die Veränderliche ;v, unter 31 ein Teilintervall < a', ^ > von {a,b^ verstanden'

wird.

3. Zujedem(hinlängiichkleinen)s>OgehörteinA^, sodaß;

£ |(p (6, ;i;, m)| di < N für alle n und alle x von < ö', b' >-.

4. Für jedes (hinlänglich kleine) s > gilt die Beziehung:

lim I tp (i;, AT, m) J| rr 1

" = ooJ.v-E

gleichmäßig für alle x von <: a', &' :>.

Dann gilt für jede der Klasse ^-,- an gehörige Funktion/, die in jedem Punkte von <a',b'>

stetig isf^, die Beziehung:

f{x) z^lim I„{f,^)

gleichmäßig für alle x von <ca', b' >.

Wir geben ein vj > beliebig vor, und zeigen zunächst: es gibt ein s > 0, so daß:

\f{^)—fix)\ <:*/] für alle x von < a', b' > und alle 5 von <: x—z, x+s >.

In der Tat, da/ stetig ist in < a', b' >, gibt es, zufolge des Satzes von der gleichmäßigen Stetigkeit,

ein Ej > 0, so daß:

i/(?)-/WI<^

für alle x von < a', b' >> und alle gleichfalls zu <: a', b' >» gehörigen ? von <: x— e^, x + e^ >-.

Da aber/ auch stetig ist in a' und in b', so gibt es ein s.-, :> 0, so daß:

|/(i)—/(«Ol <— für alle ;; von <.a'—s.,, a' + 8., >,

\f(i)-f{b')\ <^für alle i; von < Z^'-e.,, &' + s.^ >,

und somit:

I
f{^)—f{x)\ 'cz-q für alle x von < a', a'+s.,> und alle t, von <:«.'— s.,, a' >,

I /(O—/(-i;)| <: Vj für alle x von -< b'— s.,, b'> und alle 4 von < b', b'+s^ >-.

Wie man sieht, hat man für das £ unserer Behauptung lediglich die kleinere der beiden Größen Sj

und So zu nehmen, und diese Behauptung ist bewiesen.

1 Vgl. H. Lebesgue, a. a. O., p. 73.

3 Es muß also /auch in «' und h' stetig (nicln etwas bloß rechtsseitig, beziehungsweise linksseitig stetig) sein.
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Sei also zum vorgegebenen tj das s in dieser Weise bestimmt. Wir wählen es obendrein so klein,

daß < a'— s, &'+£>> in <: a, ^ > liegt. Da der mit diesem s gebildete Kern 'i (^, ,r, n, z) in <c a, & :> den

Voraussetzungen von Satz IX genügt, ^ so sehen wir: es gibt ein «„, so daß:

rb !

I
/ (^) 4* Ä ^) ^^'^ s) t/ 1 < rj für ;; ^ ;/g und alle x von <: a', ^' >

.

Ja

Nun kann geschrieben werden:

(1)

I» if, X)

Jx—i Jx-

's,{h,x,n) di+ (f{i)-J{x)) 'f {i, x,n) d^ + /(4) -^ (1, -r, n, s) ^i

Weil/(,r) in <: a', h' >, zufolge der Stetigkeit, geschränkt ist, kann, nach Bedingung 4. n^ auch so

groß gewählt werden, daß:

\f{x)r'\{S,x,n)dh~f{x)
\

Jx~B
: 7j für n^ «„ und alle x von < a', b' >-.

Wegen Bedingung 3. und unserer Wahl von s haben wir weiter:

XX+
-5
(/©-/W)?^-^,«)^^ <T|'iV für alle n und alle x von <a', b'

:

und die beiden letzten Ungleichungen, zusammen mit (1; ergeben sofort:

Uk (/> x)—f(x)\ <(2+N)--fi für alle n ^ «^ und alle x von < a', ^'' >.

Da 7j beliebig war, ist damit Satz X bewiesen.

XI. Für den Kern ^ (6, x, n) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt:

1. und 2. Der dem Kerne
'f (?, ;v, «.) zugeordnete Kern <\ (|, .r, ;«, s) genügt den Bedingungen

1. und 2. von Satz X.

3. Zu jedem (hinlänglich kleinen) s :> gehört ein N, so daß:

£ \{i— x)"'
'f (£, X, n)\ di <. N für alle n und alle x von < a', b' >.

4. Für jedes (hinlänglich kleine) s>>0 gelten die Beziehungen:

lim
I

{h-xY 'f (?, X, n) di = 0; (« = 0, 1,. . ., ;»— 1)
K=00 J;^_,

1
(?— -r)'" !p (?, :ir, n) di = m !lim

gleichmäßig für alle x von < a', ^' >-.

Dann gilt für jede der Klasse ^i angehörige Funktion/, die im Teilintervall <: a', Z/

von (ö, Z;) m-ma.\ stetig differenzierbar'' ist, die Beziehung:

-b

ß"')(x)= lim ff{i)^(i,x,n)di
» = °°Ja

gleichmäßig für alle x von <:a', b' :>.

1 Dabei ist unter a die Veränderliche x, unter '2t das Intervall < a', b' > zu verstehen.

-' Die Funktion /heißt «t-mal stetig differenzieibar in < a, ß >, wenn in jedem Punkte x von < a, ? > die i;i-te Ableitung

/('») (A-) existiert, und/("0 {x) in jedem Punkte von (a, ß) stetig, in a rechtsseitig, in ß linksseitig stetig ist.
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Wir setzen zum Beweise, ^ wenn x ein Wert von <: a', b' >- ist:

i?,„ (I, X) =f (X) + y ^ LfOn) (^)

und:

Wir behaupten; ist -^ :> beliebig gegeben, so gibt es ein s :> 0, so daß:

(2) |to (^, x)\ <:tj für alle *' von < a', b' > und alle i von < .r— e, a;+c >.

Liegt nicht nur x, sondern auch 4 in <: a', b' >-, so haben wir:

CO (i x) =: -^ l/C") (x+d' (|-,^')) -/('") (a;)
} (0 < ^ < 1).

m !

Weil aber/('") (^) als in < d', b' :> stetig vorausgesetzt wurde, gibt es ein s^ > 0, so daß:

\f("'Ux-')~f("')(x)\ <-fi

für alle x und x' von <: a', ib' >, für die \x—x'\ ^ s^. Wir haben also bereits;

|co(|, .r)|<-^

für alle x von < ö', b' > und alle gleichfalls zu < a', b' > gehörigen £ von < -r— e^, x+s^ >.

Da/(^) in a' und in b' eine m-te Ableitung hat, so gibt es ein s^ > 0, so daß:

(3) |o) (i,a')\ < — für alle | von < a'-B„, a'+s., >,

(3') |w (I, b')\ < -^ für alle ? von < &'— Sj, ö'+e, >.
dl

Wir zeigen weiter, daß es ein Sj >- gibt, so daß:

(3a) \R,n{%x)-R,,,{i,c,!)\<'^{x-i)^
dt

für alle s von <:«'— Sg, a' >• und alle x von < a', a'+Sg >-; und ebenso:

^3'a) |i?,„(|,.T)-i?,„ri&')l<y(?-i^)"'

für alle i von <: V , b' + z^-> und alle a; von <: ^'— Sg, ^' :>.

Sei in der Tat g{^ die Funktion, die in •< a' , Z/>- übereinstimmt mit/(|), in <: a, a'>- mit i?,„ (|, «')>

und in '<:b',b > mit i?,„ (fe, ö'). Dann ist ^(i;) in ganz < a, b > «-mal stetig differenzierbar, so daß wir

nun für jedes x von <: a', b' :> und jedes :; von <: a, b >- haben:

g (4)- R,n {k, X) = ^^ ' C^C") (A.-+ * (^ - X)) -g ("0 {X)) (0 < d < 1 ).

in

Weil ^("') in ganz <:«,&:> stetig ist, gibt es ein s^^ > 0, so daß;

\g("t){x')-^^^i)(x)\ <-^
4

1 Der Beweis wird viel einfacher, wenn man sich darauf beschränkt zu beweisen, daß die Konvergenz von /»t (/, «; gegen

/("O {x] gleiclimäßig ist in j ed em Teilintervalle < ö", b" > von («', ?''),
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für alle .rund.r' von <: a, & >>, für die \x—x'\ ^ e^ ist. — Wir setzen s, =r— . Liegt dann,r in<: a', a! -^z{>

und k in <; ß' — £g, a'>-, so haben wir:

4

4
woraus sich ergibt:

|i?,„(|,.r)-i?,„(6,a')|<^(.r-6r.

Damit ist (3 d) bewiesen, und ebenso beweist man (3'fl).

Liegt nun wieder ,r in <: a', a' + Sg :>> und :; sowohl in <; a'— s.,, a' :> als in <: ö' — Sg, a' >-, so

gelten fS) und (3 a) gleichzeitig und wir haben, wenn Ö- eine Zahl zwischen — 1 und 1 bezeichnet:

owa,.) = -^-fc^^^i^^ = — ^ = .(a,.'). 1^^ ^t^.^
{i-xy (4-^)'" (i--r)'" 2

und somit, wegen (3):

|w(|, ,r)j < Yj.

Ebenso beweist man die Gültigkeit dieser Ungleichung, wenn .v in <: b'—z.^, &' >- und £ sowohl in

< b', b' + £,:> als in < ^-'j &' + Sg > liegt.

Diese Ungleichung ist also jetzt bewiesen:

1. Wenn x in <: a', b' >- und ; sowohl in <: a', ^' > als auch in <: x— b^^, x + Sj >; 2. wenn .r in

<: a', a'+ =3 >- und ; sowohl in <: a' — s.,, a' >> als in <: a' — i^, a' >-; 3. wenn x in < ^'— S3,
^' >- und 5

sowohl in <r &', ft' + £.,>> als in -< ^', ^' + £3 >- liegt. Versteht man also unter ; die kleinste der drei

Zahlen Sj, s.,, Sg, so gilt die Ungleichung für alle x von <: a, Z' :> und alle i von <r x—z. x + s :>: das aber

war die Behauptung (2).

Wir bilden nun mit diesem t den Kern -!) ('|, .r, h, 31 und sehen wieder durch Berufung auf Satz IX:

es gibt einen Index «„, so daß:

i4^ I 1 /(?) '1 (I. .r. «, s) (/§! <: Tj für alle ;/ ^ ;/j, und alle ;r von <: tr' Z/ >..

Für jedes x von ^c a', b' > und jedes ; von <: o'— j, Z'' + s >> gilt die Entwicklung:

7

W'ir haben also: •

Jx—i Jx—s

x^ fw (x) r-'i'+s r'+=
\ -—^^ (4--r)' ':; (?, X, n) J- + (« (5, .r) («--.r)"' 'i (?, .v, n) di.

Wegen Bedingung 4. kann »„ so groß gewählt werden, daß:

(6^ (x) 1
'^"'.p

(i .r. u) di + y IlM^ r*\i-xY'^ (i X, u) di[- /('") (x) <.fi

für H ^ Hq und alle a.- von -< a', &'

:
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Wegen (2) und Bedingung 3. haben wir:

(7)
0) {i, x) (4-.V)'» 'J3 {i, X, n) ^q <: Tj.yV

für alle n und alle x von -< a', b' :>.

Wir haben also aus (5), (6) und (7):

(8)
f{k)w{i,x,n)di-f^-'){x) <-fl{\+N)

für alle n ^ ii^ und alle x von <: ß', Z;'

Beachten wir endlich noch, daß:

/(l) 4 (^, .r, ?i, s) di = T' /(4) tp (?, -r, «) ^1 + fV(0 ? (a, --^-, «) dk,

Ja /x+s

SO sehen wir, daß aus (4) und (8) folgt:

\In{f,x)-p'Hx)\<-fi{2+ N)

für alle n ^ ?1q und alle x von <: a', &' >-. Da aber tj beliebig war, so ist damit Satz XI bewiesen.

Die Übertragung der Sätze X und XI auf unendliche Intervalle bietet keine Schwierigkeit. Zunächst

tritt an Stelle von Satz IX folgender Satz:

IX a. »Damit für jede Funktion /von %i die Beziehung:

lim
n = CO

f(i)'^{i,a,n)di =
,/— oo

gleichmäßig für alle a von 2t gelte, ist notwendig und hinreichend, daß (s folgenden Bedingungen genügt:

la. Für jedes einzelne a von 9t genügt tp der Bedingung 1. desjenigen der Sätze la bis IV a, der

sich auf die Klasse g-j bezieht.

1 b. Für die Klasse g^: Es gibt einen Index ii^ und eine Konstante M, so daß, abgesehen von Null-

mengen:

|tp {i, a., n)\ < M für alle ^, alle n ^ «(, und alle a von 2t.

Für die Klasse g.^: Es gibt einen Index n^ und eine Konstante M, so daß:

X+oo
(rp {i, a, n)y di < M für alle n ^ m^ und alle a von 2(.

oo

Für die Klasse %^: Zu jedem (a>»0 gehört ein a >- und ein Index «g, so daß für jede Menge I sich

nicht überdeckender Intervalle, deren Gesamtlänge <:X ist, für alle% ^ 7;^ und alle a von 2t:

/ |(p(6, a, m)| di < II.;

und zu jedem [ji >- gehört ein A und ein Index n^, so daß:

X—
^ /^+oo

l'p (1, a, m)| di < II.; l
j'f (5, a, n)\ di < [i. für alle n ^ ??.„ und alle a von 2t.

oo Ja

Für die Klasse
f^.i^

Es gibt einen Index •«(, und eine Konstante M, so daß:

|(f (;;, a, m)| di <. M für alle ;/. ^ w„ und alle a von 2t.
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2. Für jedes endliche Intervall -< a, [i :> gilt die Beziehung:

lim 1 tp Ci a, m) ,i| =

gleichmäßig für alle a von 2t. Im Falle der Klasse ^^4 g'lt dies auch für die Beziehungen:

r'f) r'+ oo

lim I cp (^, a, n) J^ =r 0; lim I s (s, a, «) '^^ = '^•«

''^ooj-oo' '' = oo./ii

unter Berufung auf diesen Satz IX a erkennt man dann sofort die Richtigkeit der beiden Sätze:

Xa. »Für den Kern rp (|, x, n) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt:

1. und '2.. Für jedes s >- genügt der dem Kerne
'f (?, x, n) zugeordnete Kern 'b (|, x, n,s) den Bedin-

gungen 1 a, 1 b und 2. von Satz IX« für die Klasse J^,-,
wenn unter c die Veränderliche .r, unter Üi das

Intervall < a', b' :>- verstanden wird.

3. und 4. Es ist Bedingung 3. und 4. von Satz X erfüllt.

Dann gilt für jede der Klasse ^,- angehörige Funktion/ die in jedem Punkte von <: a', ??'>- stetig

ist, die Beziehung:

X+oo
f{i) cp (i, X, u) dh

oo

gleichmäßig für alle x von < a', b' 5^.<

XI a. »Genügt der Kern cp (^, x, u) den Bedingungen 1". und 2. von Satz X a und den Bedingungen 3.

und 4. von Satz XI, so gilt für jede der Klasse ^^t angehörige F'unktiony^ die in -< a', b' ->- m-mal stetig

differenzierbar ist, die Beziehung:

r'+co
/("') (x) = lim

I
f{i)'z (6, ;i-, h) dl

II = CO J__^

gleichmäßig für alle x von <: a', if?' :>.«

§ 6. Darstellung von f{x) in gewissen Unstetigkeitspunkten.

Ein einfaches KoroUar \on Satz VII ist folgende, \'on H. Lebesgue direkt bewiesene Tatsache,'

die, unter spezielleren Voraussetzungen über den Kern 'p (ß, x, n), eine wesentliche \'erschärfung von

Satz \T enthält: Sei .r ein fest gegebener Punkt von (a, b); dann gilt der Satz:

XII. Der Kern o {l, x, n) sei (als Funktion von I betrachtet) absolut stetig in einer

Umgebung <: x— h. x + h >- des Punktes x \-on (a, b), in der außei-deni für jedes ;^.v die

Beziehung gelte:

(V) lim 'p {i, .1-, n) =: U.

11 — oo

Ferner genüge der Kern 's (i. x, ii) noch folgenden Bedingungen:

1. und 2. Es genügt 'p (|, .r, »i den Bedingungen 1. und 2. von Satz VI.

3. Z u j e d e m hinlänglich kleinen /; >- gibt es ein A', so daß:

x-i-h

Ix-h£ (t ~ x) •— (c (L X, n)\ di<: N für alle n.

4. Es ist:

lim 1 'f (5, .r, n) di z^ 1.

1 A. a. O. p. SO.

Denkschriften der mathem.-n.iturw. Klasse, 93. Band. S2
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610 H. Hahn.

Dann gilt für jede der Klasse (^7 angehörige Funktion/, die im Punkte .v die erste

Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist, die Gleichung:

(2) fix)= lim IAf,x).
11 = 00

8
Wir schicken die Bemerkung voraus, daß die in Bedingung o. auttretende Ableitung— cp (s, ,r, w)

in einer Umgebung <: .r— 7f, a; + 7« >- von x überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zahl

existiert; dies folgt, nach einem bekannten Satze, daraus, daß/ in einer solchen Umgebung als absolut

stetig vorausgesetzt wurde.

Die Bedeutung des zu beweisenden Satzes liegt darin, daß, wenn seine Bedingungen in allen

Punkten x von (a, b) erfüllt sind, die Gleichung /('.r') ^ lim /„ (/ x) für jede Funktion /von ^-j- überall in
H = 00

(a, h) gilt, abgesehen von einer Nullmenge, denn es ist jede Funktion von ^v überall, abgesehen von einer

Nullmenge, Ableitung ihres unbestimmten Integrales.

Um nun Satz XII aus Satz VII herzuleiten, setzen wir:

/;(i,= p/(0^//.

Wir wählen ein k (>- 0) so klein, daß in <: ,r

—

k, x + /<; > die über tp gemachten Voraussetzungen

gelten und insbesondere auch Bedingung 3. angewendet werden kann.

Durch partielle Integration, die wegen der absoluten Stetigkeit \'on 'p angewendet werden darf,

erhalten wir:

r^^ f(i) -f
(i. X. u) di = F, (i) 'f ii X, 11)

x-k Jx-I;

pxu- a

Ix-,. sr

fx+l.-
j

f (ß)
'i i.^, X, n) dA

Jx-k )

x+k

= 0.

.V--;.-

Nun ist, wegen Bedingung 1. und 2.:

lim }l„ (/ X) - \ f (l) rp
(I, X, 11) di) = .

;j = 00
y

Ferner ist, wegen (1):

lim i-; (i) 'S {i, X, u)
11 = 00

,

Es wird also, um (2) nachzuweisen, genügen zu zeigen, daß:_

(2a) lim / '^'f, a)
I
- ^ cp a, X, n)\ di =f(x)

11 = 00 Jx-i- l 8s j

ist. Da wir voraussetzen, daß im Punkte .v die Funktion _/ Ableitung ihres unbestimmten Integrales sei,

das heißt, daß;

fix) = F[{x)

sei, da weiter iT^ (|) stetig ist und mithin zur Klasse ^-^ gehört, so wird (2 a) bewiesen sein, wenn wir

zeigen^ daß der Kern:

<J> {i, X, n) = cp (i;, X, M)

8^

im Intervalle < x— k, x + k:> allen Voraussetzungen von Satz VII für die Klasse g^ und für m =. 1

genügt.
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Bedingung 2. von VII ist erfüllt wegen:

(3)
35

s (i, X, n) £^? = cp (I, X, n)

und wegen (1). — Bedingung 3. \ on V'II (für das Intervall <: .r— ^, ,v +/> >-) ist identisch mit unserer

Bedingung 3. — Um nachzuweisen, daß Bedingung 1. von VII erfüllt ist, sei <: a, ß >- ein beliebiges, den

Punkt X nicht enthaltendes Teiiintervall \on <c:.r— Ä', x + Ä'>>. Es liege etwa in (.v, .v + k). Wir haben zu

zeigen, daß es ein M gibt, so daß:

(4)
di <: AI für alle n.

Schreiben wir:

so haben wir

und somit nach Bedingung 3.

8 1 f 8 1—
'f (i X, n) = ^ >(|-^^) rp (I, .r, m)>

Sfe ^ — AT ( 3§
j

ft ' 1 /^3

— cp (i, X, n)\d i ^ / \{i

3|
1

j:
cp ii,x,n)\ di

81

A'

a

—

X

womit (4) erwiesen ist.

Was endlich Bedingung 4. von Satz VII anlangt, so sind die beiden Gleichungen zu beweisen:

um
Ja--ä- 8 c

lim / (i-x) (s (4, X, n) dh = — 1

.

' jx^k 81

Die erste folgt wegen fli unmittelbar aus (3), angewendet auf <: a; — *. ;i; -f- ^r>: die zweite folgt

vermöge

;

rx+k

_ .. -k

'p (i X, n) di = (S — -vj tp (I, -V, «,)

' a;+* rx+k g— / (^ — -^') —^ 'p (?, -V. «) di

unter Berücksichtigung \"on (1) immittelbar aus unseren Bedingungen 2. und 4.

Damit ist Satz XII nachgewiesen. Es sei. ohne Beweis, noch Folgendes bemerkt: Hält man an den

\'oraussetzungen von Satz XII, mit Ausnahme von Bedingung 3., fest, so ist, damit (2) für alle Funktionen

\'on 5i gelte, die im Punkte .v Ableitungen ihres unbestimmten Integrales sind, notwendig, daß die

Bedingung erfüllt sei:

3 a. Zu jedem hinlänglich kleinen h > gibt es ein A', so daß

-^ 8

'
8Sr

für alle n und alle Teilinter\alle -< a, ß >- von <:x—h, x + /o.
Satz XII läßt sich sofort noch etwas verallgemeinern:

XIII. Gelten alle Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XII und isi noch für alle

hinlän.glich kleinen \t\ die Beziehung

(5) '5 (x+t, .r, 11) = 'p (x — t, X, h)

erfüllt, so gilt (2) für jede Funktion/ die im Punkte .v verallgemeinerte erste Ableitung

ihres unbestimmten Integrales ist.
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612 H. Halm,

In der Tat, aus (5) folgt:

-TT ? (*•+ '' '^^ ^'0 = - — ? (-'^'-
/> X, «)>

so daß statt Satz VII Satz VIII verwendet werden kann.

Die Bedingung, daß/ verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales sei, kann

noch etwas umgeformt werden. Es ist nämlich nach §4 die verallgemeinerte erste Ableitung von F(|)

im Punlvte x nichts anderes als die erste Ableitung nach t für / ^ von

F(x+t)--F{x-t)
2~

Ist F^ (s) unbestimmtes Integral von/(§), so wird:

F^(x+t) — F^(x— f)=
1 f{x+u)du= l (f{x+u)-h-f{x— u))du.

Es wird also/(^) im Punl<te .v verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales

sein, wenn:

1 C
lim

I
f{x+ii)dii.=zf{x)

/=o 2t J^fD 2t J_f

ist, oder, noch anders formuliert, wenn;

1 r'
lim — / (f (x+t) +f {x-t)-2f(x)) dt =
1 = t Jo

ist. In dieser letzteren Form findet sich die Bedingung bei H. Lebesgue.

§ 7. Darstellung von/(:^) in allgemeineren Unstetigkeitspunkten.

Die Sätze XII und XIII sind die einfachsten in einer Kette analoger, immer schärferer Sätze, die

nun ausgesprochen und bewiesen werden sollen:

XIV. Der Kern tp (^, .-tr, «.) besitze in einer Umgebung <: x— h, x + hz>- des Punktes a' von
gm-l

(ö, &) eine absolut stetige («/.— 1 )-te Ableitung' '^ (t„ x, 11), und es gelten in dieser Um-

gebung für t::^ x die Beziehungen:

8'

(1) lim tp {i, X, n) — 0, Hm cp (i, x, n) = (/ = 1, 2 . . . , m — 1 )

.

IJ= 00 H = 00 8 1'

Ferner genüge der Kern tp (i, x, n) noch folgenden Bedingungen:

1. und 2. Es genügt cp {i, x, n) den Bedingungen 1. und 2. von Satz VI.

3. Zu jedem hinlänglich kleinen // >> gibt es ein N, so daß:

rx+h 7\"'
'

Jx—h

4. Es ist:

(i - X)'" tp {i, X, n)
V

'
8f'"' '

^
' di -< N für alle ;;.

lim 1 tp (4, X, n) di= l.

im
1 Daraus folgt, daß to (|, ar, «) in < a:— A, x -t- Ä > überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zahl existiert.
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Dann gilt für jede der Klasse g, ange hörige Funktion/ die im Punkte x m-te Ableitung

ihres w-fach iterierten unbestimmten Integrales ist, die Gleichung:

(2) f(x)=: lim In(f,x).
11 = CO

Dabei ist unter dem w-fach iterierten unbestimmten Integrale von / die Funktion F,n verstanden, die

definiert ist durch:

F, (0 = fy (/) di; Fm (?) = fV, (t) dt

.

Ja Ja

Zum Beweise von Satz XIV wählen wir nun ein k (>- 0) so klein, daß in der Umgebung

<: X—k, X + k :> von x alle über tp (|, x, n) gemachten Voraussetzungen gelten, insbesondere auch

Bedingung 3. angewendet werden kann.

Durch 7«-malige partielle Integration (was wegen der absoluten Stetigkeit von — und der daraus

8''cp

folgenden absoluten Stetigkeit von ^{i <:m— l) und von © zulässig ist) erhalten wir:
8?'

/ -/

Jx~k
f(i) w (4 X, u) di = F, Ü) cp (i, X, n)

x+k

x-k

m— l

d'

+ )' (-l)'F,>i(?)-^?(4,.r,«)

1 = 1

x+k

x—k

r'x+k 3'"

Ix-k 5

Wegen (1) verschwinden beim Grenzübergange die rechts außerhalb des Integralzeichens stehenden

GHeder. Wegen der Bedingungen 1. und 2. haben wir:

lim / / /(i) 'f
(c, X. n) di - r* /(<;) 's ii, x, n) dh\ ={i)'f{i,x,n)di-

Es wird also, um (2) nachzuweisen, genügen zu zeigen, daß:

(2 a) lim PV,,, (S) ((
- 1)'"^ ? ii X, n)\ dh =f{x)

ist. Da wir voraussetzen, daß im Punkte x die P'unktion/die w-te Ableitung von F,,, sei, da weiter F,n zur

3"'

Klasse ^4 gehört, so wird (2 a) bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß der Kern ( — 1)'"
'f (?, x, n) im

Intervalle <: x—k, x + k '>- allen Voraussetzungen von Satz VII für die Klasse g-^ genügt.

Für Bedingung 2. von VII folgt dies wieder unmittelbar aus (1) und der Relation:

a 8S

8'" 8'"-i
tp (?, X, ii) di= tp (t, X, n)

a|»«-i

Bedingung 3. von VII (für das Intervall < x— k, x+k >) ist identisch mit unserer Bedingung 3. Für

Bedingung 1. von VII wird es ganz analog wie in § 6 aus unserer Bedingung 3. hergeleitet. Was endlich

Bedingung 4. von VII anlangt, so sind die Gleichungen zu beweisen:

Xx+k
g'"

(i - ;.:)'• ~ tp (I, X, n) di = (i = 0,\,. . .,m-\),
-k 8 ?"'

rx+k 3»'

« = oo Jx-k P «
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x—k

1 x+k

X—k

614
-

H. Hahn,

Sie folgen vermöge der Gleichungen (1) und unserer Bedingungen 2. und 4. aus der für i<.m
gültigen Formel: ^

(^ - *)' Ti^ '-p ^^' -^'' ^') '^^ = y (- 1)' ' ('- ^) • • •

('-''+
1) (^ - -^)'~'' ^7—7 ? (^' ^' ^0

J- =

und der Formel:

/// —

1

Xx-¥k
^m g,„_,-_i

(i - ,r)"' cp (I, X, n) di= \ (-1)'' m (m-l) . . . (m-r+ 1) (^ - x)'"-'- w (L x, n)

)- =

l^x+k

+ (-iy".ml ^{i,x,ii)d^.
Jx—k

Unser Satz ist damit bewiesen.

Auch hier können wir ihn sofort noch etwas verallgemeinern:

XV. Gilt, außer den Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XIV noch für alle

hinlänglich kleinen |i!| die Beziehung:

(3) cp {x+f, X, n) = 'S (x— t, X, n),

so gilt (2) für jede Funktion/ die im Punkte ,r verallgemeinerte ;«-te Ableitung ihres m-fach

iterierten unbestimmten Integrales ist.

In der Tat haben wir aus (3)

:

tp (x+t, X, n) = (-1)'" m{x-t,x,n),

so daß Satz VllI angewendet werden kann.

Auch Satz XIV und XV können ohneweiters auf unendliche Intervalle ausgedehnt werden:

XIV a und XV a: »Man erhält aus den Sätzen XIV und XV Sätze für das Intervall (-oo, + oo), indem

man in den Bedingungen 1. und 2. statt »Satz VI« setzt >Satz VI a* und in Bedingung 4. die Integrations-

grenzen a und b ersetzt durch x — h und at + Ä (ä > 0).«

§ 8. Differenziation singulärer Integrale.

Die Sätze VII und VIII gestatten es auch, Theoreme über die Differenziation von Darstellungen

gegebener Funktionen durch singulare Integrale herzuleiten.

Nehmen wir an, es genüge 'J5 (t„x, n) für alle x von {a, fej.den Bedingungen von Satz VI. Insbesondere

ist dann für jedes Teilintervall <: a, ß::> von <: a, b >», das den Punkt x nicht enthält:

(1) lim r'f(ix,n)di = 0,

" = <» Ja

während für das Intervall <:«,&>> gilt

:

(2) lim f ^(^,x,n)di=iL
" = <» Ja

Ist/(.T) Stetig in allen Punkten von (a, b), so haben wir in ganz {a, b):

(3)
- /W= lim rf{i)'^{i,x,ii)di.

80 tp

1 Es ist in dieser Formel durch tp zu ersetzen und i (/— 1) . . . (j— c-f- 1) für >- = zu ersetzen durch 1.
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Differenzieren wir Formel (1), die nichts anderes ist als Formel (3) für diejenige Funktion/^ die :=. 1

ist in <; a, ß :> und =r außerhalb -< a, ß >-, m-mal nach x und nehmen an, was natürlich durchaus

nicht immer der Fall ist, es könne die Differenziation unter dem Limes- und Integralzeichen ausgeführt

werden, so erhalten wir:

8''

lim
\

(p (6, X, n) di = 0,

3"'

das heißt es genüa;t der Kern cd (^, x, vi] der Bedingung 2. von Satz VII.

Schreiben wir neben Formel (2j, die nichts anderes ist als ^3) für/= 1, noch die aus ('S) für

/^ i;''^Z = 1, 2 m) entstehenden Formeln auf:

(4) lim i' 'f {i, X, n) di = x' (^ = 1, 2,. . ., m).
j; — CO i^'

Differenzieren wir die Formeln (2) und (4) ««-mal nach x und nehmen wir wieder an, es könne die

Differenziation unter dem Limes- und Integralzeichen ausgeführt werden, so erhalten wir:

r* 8"'

lim i' 'j> (L x, n) di = f/ = 0, 1 m - 1),

n = <x>J„ 8;l'"'
^- •

-

ri' 8"'

n = coJ„ dx'"

d'"
Hieraus folgt unmittelbar, daß der Kern (t (?, ,i.', li) der Bedingung 4. von Satz VII genügt.

8 .r'"

Nehmen wir also an, er genüge auch noch den Bedingungen 1. und 3. von Satz VII, welch letztere wir

nun aufschreiben als Bedingung:

3 a. Es .gibt ein N, so daß:

I
b\ 9»"

\i~xY" 's>(tx,n) di, <; A/' für alle h.

so kann Satz \'II angewendet werden, tmd wir haben das Resultat:

8'"

Genügt so\vohl der Kern 'i d, x, ii) als auch der Kern cd (;, x, in der Bedingimg 1. \-on Satz \ 1,

8.r"' ' '

genügt der Kern % ii, x, u) ferner den Bedingungen 2., 3. und 4. von Satz VI und unserer Bedingung 3 a,

und darf Formel (3) für/ = 5' (i = 0, 1 ;;;) sowie für die Funktionen /, die in einem den Punkte'

nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß :> von <: a, b :> den Wert 1, sonst den Wert ö haben, m-mal

unter dem Limes- und Integralzeichen nach x differenziert werden, so gilt dies für jedes /von Ji, Jas im

Punkte X eine w-te Ableitung besitzt.

Ein befriedigenderes Resultat erhalten wir, wenn wir uns auf den (von H. Lebesgue ausschließlich

betrachteten) Fall beschränken, daß der Kern die Form hat: s (i — x, »). Wir können dann den Satz aus-

sprechen:

XVI. Sei CD (m, m) eine im Intervalle (-/,/)• gegebene Funktion, die eine in jedem Tcil-

int ervalle -< a, ß >> von (
—

/, /) absolut stetige Ableitung {m l)-t er Ordnung' besitzt. -

Ferner sei fürjedes nz^O von ( — /, /):

(5) lim CD (u, n) = 0; lim cpW («, n) = {i = \, 2, . . ., m — 1).

n = oo K = oo

1 Es ist (im Falle in = 1 i unter der Ableitung 0-tar Ordnung hier wie im Folgenden die Funktion la i«, ii) selbst /.u verstehen.

-Darausfolgt, daß in i— /. /i auch die //;-te .\bleitung •£('") a<) überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zah 1

existiert.
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Damit für jede im Intervalle <: a, a + / :> zur Klasse ^7 gehörige Funktion, die im

beliebigen Punkte -T \'on {a, a + 1) endliche Ableitungen der m ersten Ordnungen besitzt,

die Formeln gelten:

Xa+lf{i)'^{i-x,n)di,

/W {x) - lim (-ly r^/(a) ?» {i-x, n) d% {i- 1, 2,. . ., m\
n=oo J^,

(7)

ist notwendig und hinreichend, daß tp (u, n) folgenden Bedingungen genügt;

1. In jedem Teilintervalle <; a, ß >> von (— /, /), das den Punkt nicht enthält, genügt

cpC") (u, n) der Bedingung 1. desjenigen der Sätze I bis IV, der sich auf die Klasse ^j bezieht. ^

2. Fürjedes Teilintervall <:a, ß^- von (

—

l, l), das den Punkt nicht enthält, ist:

lim I w (h, n) du ^ .

K = 00 . L '

3. Es gibt ein A^und ein ä>-0, so daß:

(8) I JM'" (p<'"> (m, n)\ du <.N für alle n.

4. Es gibt ein A >- 0, für das:

(9) lim / cp (m, m) du ^ 1

.

Die Bedingungen sind hinreichend. Bemerken wir zunächst, daß man durch partielle Integration

erhält: ^

I
|m«-1 tp("'-l'(M, m)! -i« =: |tp("'-l)('ji,fi)| / M'".Sgn(p('"-l)(«i, w)cpW(M, ^^) dM .

X «^ ' Jo w« Jo

Es gibt also, wegen (8j und (5), ein M, so daß:

I

!m"'-i cp('" -1)
{ti, n) \du < iW für alle n.

Ebenso sieht man, daß es ein ilf gibt, so daß:

I

|m'"-i cp("'-i) («, j^) |tZM < M für alle n.

J—h

Wir sehen also schließlich, daß aus (8) folgt: es kann N so groß angenommen werden, daß:

(10) I
I

w'" ~ 1 cp ^"':-^) (m, m) i rf w < yV für alle m.

J—h

Ebenso wie (10) aus (8) hergeleitet wurde, kann aus (10) hergeleitet werden: es kann A'' auch so

groß angenommen werden, daß:

"h

Xh
h

M"'-2 (pC'«-2) (u, it)\du < A'' für alle n,

1 Daraus folgt, daß dasselbe auch für tp (», n) und tp© («, «) (i =1,2,..., m— 1) gilt.

3 In der folgenden Gleichung bedeutet sgn 'ii('"— 1) das Vorzeichen von tsO"— 1), wo o('"— 1) :j: ist, und den Wert 0, wo

p(m-l) =0 ist.
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und indem man so weiter schließt, sieht man, daß aus Bedingung 3. und (5) folgt: es gibt ein N, so daß:

(11)

(12)

I I

M» tpW {u, n)
I

du <: N für alle n (i =: 1,2,..., m)
J—h

I
j
ff (m, n)

I

dii. <: iV für alle n

.

J—h

Ferner erhält man durch partielle Integration:

'

J

I
'uJ'i('>(n, n)du= V (-[yj(j-i)

' c =

I
«' tpW (h, n) du = y (-!)'• / (f — 1) . . . (i—r+ 1) M'-'' (p('-'--i)

(7?, w)

("0 <.j <.i ^m)
-h

•(-1) h) du (0 im),

so daß wir wegen (9) und (5) die Formeln haben:

n) du =iO (0 <:y <: « ^ m)(13)

(14)

lim
j; = oo
XuJ tpCO (m,

lim 1 M' cp(''> (m, n) du = (— l)'««

!

(0 <: « ^ w)

.

Endlich folgt aus:

r (pW (i^, 7«) du = cp('-i) (m, m)

wegen (5; unmittelbar für jedes den Punkt nicht enthaltende Intervall

<: —h, h >>

:

(15) um
n — oo .

'f<'>{tt, h) dn — Q (/=: 1. 2,

;a, ß >-, sowie für jedes Interval

m).

Bedingung 1., '!., 4. unseres Satzes zusammen mit Ungleichung (12) besagt nun aber: liegt .r in

u(, a + /), so genügt der Kern
'f

{i,x, n) ^
-f (,*

— .r, ;/') im Interwnlle -< a, a + />- der Veränderlichen ; allen

Bedingungen von .Satz \'l. Ferner besagen die Bedingungen 1. und 3. unseres Satzes zusammen mit den

Ungleichungen (11; und den Gleichungen (13), (14), (15): der Kern
'f (s, .v, ;;) = ( — /)'

f"'^ (I
—

-t-, ;/.)

(«=1,2..., m) genügt allen Bedingungen von Satz VII für ;;/ ^= i. Damit aber sind unsere Bedingungen

als hinreichend erwiesen.

Die Bedingungen sind notwendig. Angenommen in der Tat, es wäre Bedingung 1. für ein den

Nullpunkt nicht enthaltendes Teilintervall <: a, [3 >- von ( -/, /) nicht erfüllt. Da die Länge von <: a, ß :>

gewiß -< / ist, gäbe es in {a, a + /) einen Punkt x, so daß <: a, ß > in <; a — x, a-x + / >- enthalten

wäre. Dann aber würde der Kern
'f^'") il — x, n) im Intervalle < a, (7 + / >- der V'eränderlichcn | nicht der

Bedingung 1. von Satz VII genügen, so daß (7) für / — ;« nicht für alle Funktionen von
iv,-

gelten könnte.

Angenommen, Bedingung 2. wäre für ein den Nullpunkt nicht enthaltendes Teilintervall <: a,ß >- von

(— /, l) nicht erfüllt, so sieht man ebenso, daß für ein gewisses ;v von (u, a + /) der Kern -s (§— ,r, u) in

<:a, a + /> der Bedingung 2. von Satz VI nicht genügen würde, so daß (6) nicht für alle Funktionen

von 5,- gelten könnte. Wäre Bedingung 3. nicht erfüllt, so könnte
'f("') (I

— .v, n) für kein x \-on (a, a + /)

der Bedingung 3. von Satz VII genügen. Bedingung 4. ergibt sich als notwendig durch Betrachtung der

Funktion, die in <: x—li, x -\- h ^^ den Wert 1, außerhalb -< ,r — //, .r + /; >- den Wert hat.

1 In den folgenden Formeln ist ^i durch
'f
und / . ( j— H

nenkschriften der mnthem.-n.iturw. Klü^se. 9;t. Band.

(i—i--+- l'i Rir /:=0 durch I v.w ersetzen.
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Satz XVI wird ergänzt durch:

XVII. Gen ügt die Funktion cp (/;, ;/.j außer den Voraussetzungen und Bedingungen von

Satz XVI noch für alle hinlänglich kleinen
J7/1

der Beziehung:

(0 («., n) =:
'f

(— 7', 11),

so gilt Satz XVI auch noch, wenn man darin die Ableitung/"' (:r) durch die verallgemeinerte

/-te Ableitung/'^ (.r) ersetzt.

Der Beweis ist derselbe, wie für Satz XVI, nur hat man sich, statt auf Satz VII, diesmal auf Satz VIII

zu berufen.

Auch die Sätze XVI und XVII können sofort auf das Intervall (— co, + 00) übertragen werden. Wir

führen zu diesem Zwecke wieder die Funktion <h (11, 11, Ji) ein, die aus
'f

(n, «-) dadurch entsteht, daß man

die Funktionswerte im Intervalle <; — //, /; >- durch ersetzt. Die /-te Ableitung von '}) fw, 11, h) sei

t!)W (u, n, h).

XVI a. »Sei cp (h, n) eine für alle reellen // gegebene Funktion, die eine in jedem endlichen Intervalle

<: a, jj :> absolut stetige (m— l)-te Ableitung besitzt. Ferner sei für jedes « =^ 0:

lim cp (w, h) z= 0; lim tpW (h, «) ^ (« =: 1, 2, ..., m — 1;.

1! = 00 n = 00

Damit für jede in (— 00, + 00) zu 55/ gehörige Funktion, die im beliebigen Punkte .v endliche Ableitungen

der m ersten Ordnungen besitzt, die Gleichungen gelten:

-00

(7fl) /« (x) — lim ( - ly fd) 'f<'' a- X, n) cii ii =1,2,..., ni),

« = 00 J_^

ist notwendig und hinreichend, daß 'f(u,n) folgenden Bedingungen genügt:

1. Für jedes h :>- genügen <L (11, 11, h) und
'Y'- («, n, Ji) (/= 1, 2, . . ., iif) der Bedingung 1. desjenigen

der Sätze la bis IV a, der sich auf die Klasse ^,- bezieht.

2. In jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle <: a, ß :> ist:

lim I cp (m, 11) du =z 0,

"=°°Jrj.

und wenn es sich um ^^ handelt, ist außerdem für jedes /; >- 0:

r—ii f+00
lim

I
9 (11, n) du- ^ 0; lim 1 'j (u, n) dii. z= 0,

X—h
,"+00

(pW (m, 11) du =. 0; lim 1 'pW (^^^ 7;,) rfw, :=; (7' = 1, 2,. . ., «/.).

3. und 4. Es sind die Bedingungen 3. und 4. von Satz XVI erfüllt.«

XVII a. >-Ist außerdem für alle hinlänglich kleinen j/t|:

tp (m, n) = 'p (—7/, w),

so kann in XVI a die Ableitung/"' (x) auch durch die verallgemeinerte /-te Ableitung/'^ (x) ersetzt werden.«
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§ 9. Bedingungen für gleichmäßige Konvergenz.

Wir geben nun Bedingungen an, unter denen die Konvergenz in den Formeln (6j und (7) von § 8

ein gleichmäßige ist.

Sei f (u, 11) für alle nicht negati\en ganzzahligen ii als Funiction \"on 11 gegeben in (— /, l). Ist li :>

irgendwie gegeben, so bezeichnen wir wieder mit 'h (u,u,Ji) die Funktion, die in < — h,h^>- gleich 0, sonst

gleich 'i (//, n) ist.

XVIII, Sei 'ff«,;/) eine in i —1, l) gegebene, in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden

Teilintervalle <: a, ß :> von (—1,1) für jedes einzelne» geschränkte Funktion, für die die

Beziehung:
/, lim 'i (u, n) =
> / n = 00

g 1 e i c h m ä ß
i
g i n j e d e m d e n N u 1 1 p u n k t nicht enthaltenden T e i ii n t e r \- a 1 1 e <: a, p >» \^ o n {— 1,1)

gilt und die außerdem folgenden Bedingungen genügt: '

3. Es gibt ein // >- und ein V, so daß

:

r
-h

1 \'i> (n, n)\ Jii- <: N für alle //.

4. Es gibt ein /; :> 0, so daß:

lim 1
!f

(u, II) du := 1

Dann gilt für jede in < fl, a + />- zu ^i gehörige - Funktion/ die Formel:

f(ß)'^(i~x,n)ifi

in jedem Punkte ,v von (a, a + 0, in dem/ stetig ist; sie gilt gleichmäßig in jedem Teil-

intervall <: a', M r> von (a, a + /), in dessen sämtlichen Punkten /stetig ist.

Zum Beweise genügt es zu zeigen, daß der Kern

'i (t, X, n) =; 'i (I
—

-V, II)

den Bedingungen von Satz X für die Klasse ^^ genügt.

Sei, um dies für Bedingung 1. von X nachzuweisen, /; >0 beliebig gegeben und x ein Punkt \'on

<: a', Zi' >>. Die Werte von -L u, .r, ;/, /() = '!- (5

—

x, 11, h) sind in <: .v -//, ,v + // > und stimmen in

<: a, x-h >- und < x + ii, a + l :> überein mit denen von
'f

(;/, 11) in <: a-.v, - li :> und < //, ü + /-.v>.

Diese beiden letzteren Intervalle aber liegen für jedes .v von <: a', b' >- in den Intervallen <: a— b'. —Ii:>

und <; //, a + / — a'>, die ihrerseits den Nullpunkt nicht enthaltende Teilintervalle von ('— /, /) sind.

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (1) gibt es also ein ;/,„ so daß:

!'i (11, ii)\ <: 1 für H ^ H„

für alle /( dieser beiden Intervalle. Da aber nach Voraussetzung
-f

(//, 11) für jedes einzelne ;/ in diesen

Intervallen geschränkt ist, gibt es ein M {^ 1), so daß:

\'f(n, n)\ <:M (n= 1,2. . ., ;/„)

für alle ;/ dieser beiden Intervalle. Wir sehen also, es ist:

4 (5, X, II, h)\ <: M für alle 11, alle i von <: ii, a + 1 ^^, alle .r von < a', b' :>

.

Damit ist Bedingung 1. von X '^ nachgewiesen.

1 Wir bezeiclinen diese Bedingungen mil 3. und 4. wegen der .Viialof^ie mit unseren bisherigen Salzen.

- Und mithin auch für jede zu go. IS^, S'i gehörige Funktion.

3 Das heißt Bedingung 1 a und 1 b von Satz IX.
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Sei, um Bedingung 2. nachzuweisen, <: a, ß > ein beliebiges Teilintervall von <: a, a -h !>. Es ist:

£ (j> (^, ar, #, h) d^= I tj) (m, w., &) ^M

.

Für alle x von <: a', b' >- liegt das Integrationsintei-vall <: a — .r, ß — ,t- >> in <: a—b', ß — a' >-, das

seinerseits in (— /, /) liegt. Es ist also:

(2) 'h{i,x,n,h)di
I

(]) («, M, Ä) j

du

.

)a.~bl

Nun ist aber, wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (1):

lim 'h {ih M, Ä) = ,

gleichmäßig in ganz <: a — b', ß — a' :> und somit:

|tb (2f, ;«, 7?.)j dii. := 0.

Da dieser Ausdruck von x nicht abhängt, ist zufolge (2) Bedingung 2. von X bewiesen.

Daß Bedingung 3. und 4. von X erfüllt sind, folgt wegen:

£x+Ii r'h r'x+h /-h

\(f{i,x,n)\ di = l |(p (», n)\ du; I tp (5, x, n) di,— i (p (m, n) dti

-h J—Ii Jx—h J—h

(wo die rechten Seiten von x nicht abhängen) sofort aus den Bedingungen 3. und 4. unseres Satzes.

XIX. Sei'.p(M, «) eine in (— /, /) gegebene Funktion, die eine in jedem Teilintervalle

<: a, ß >- von (— /, T) absolut stetige (m— l)-te Ableitung besitzt. ^ Ferner möge die Beziehung:

(3) lim cp("'-i) (m, 11)
—

M= 00

gleichmäßig in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß >- von (— /, /)

gelten. Sind dann noch die Bedingungen 1., 2., 3. und 4. von Satz XVI erfüllt, so gelten die

Gleichungen (6) und (7) von Satz XVI gleichmäßig in jedem Teilintervalle -< a', b' :>- von

(a, a + /), in dem die zu %i gehörige Funktion/«^-mal stetig differenzierbar ist.

Korollar zu Satz XIX. Existiert die Ableitung cp("') (w, -«) für jedes uz^O von {— l, 1), ist sie für

jedes einzelne n geschränkt in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß > von (— /, /)

und ist:

lim «pW (m, m) =
»=00

gleichmäßig m jedem der genannten Teilintervalle <: a, ß >>, so ist in Satz XIX die die Beziehung (3)

betreffende Voraussetzung sowie Bedingung 1. von Satz XVI für die Klasse g^ von selbst erfüllt.

Wir beweisen Satz XIX. Was die Gleichung (6) von XVI anlangt, braucht nur gezeigt zu werden,

daß '£ {11, n) den Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XVIII genügt: daß in jedem den Nullpunkt

nicht enthaltenden Teilintervalle <a, ß>- von (—1,1) tp (?/., n) geschränkt ist für jedes einzelne h, folgt

unmittelbar aus unseren Voraussetzungen über 'p("'-i) (m, «,). Was die in Satz XVIII vorausgesetzte

Beziehung (1) anlangt, so folgt aus dem gleichmäßigen Bestehen von (3), daß in jedem den Nullpunkt

nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß :> von (' — /, /) eine Beziehung:

lim { '1/ (u, n)+ Cß (n) + u\ (n) u + . . . + €,„_.;_ (n) u"'-^ \
=

' Für m = 1 ist darunter die Funktion tp («, n) selbst zu verstehen.
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gleichmäßig gilt, was mit Bedingung 2. von Satz XV'l nur dann verträglich ist, wenn:

lim Cf, (h) m lim c, (/?) ^ . . .

— lim c,,,^., (w) ^=
II — OO II — CO ?/ = oo

ist; damit ist das gleichmäßige Bestehen von (1) nachgewiesen. ~ Bedingung 3. von X\'I1I ist erfüllt,

wegen (12) von § 8, und Bedingung 4. von XVIII ist identisch mit 4. von XVI.

Was die Gleichungen (7) von XVI anlangt, braucht nur gezeigt zu werden, daß die Bedingungen

\'on Satz XI ei'füUt sind, wenn unter dem Kerne 'i (i, x, n) von Satz XI verstanden wird der Kern

(- ly tp« (i—x, n) 6z = 1, 2 ;;;).

Um zu zeigen, daß Bedingung 1. von Satz XI erfüllt ist, bemerken wir: durchläuft in ii^'Hc — x,n,li)

die Veränderliche | das Intervall <: a, a + !:>, so durchläuft ^ — x das Intervall < a — x, a + l — .•v;:>,

und da (Jj® {i
—x, n, h) in <: x — h, x+h >• den Wert hat, kommt es nur an auf die Intervalle <: a— x, —h >»

und <: Ii, a + 1 — .r>-, die, solange ;v in <: a', b' .> liegt, ganz in den Intervallen <za — b', — Ii :> und

-=ch,a + 1 — a'>- enthalten sind, die wieder ihrerseits Teilintervalle von ( — /, I) sind, die den Nullpunkt

nicht enthalten. Es folgt also Bedingung 1. von XI für iz=m unmittelbar aus Bedingung 1. von XVI. —

Für i-=ztn— 1 beachte man, daß nach Voraussetzung '.p("'~'V//, ;;) in den Intervallen -^ia—b', —li:>' und

<:h,a+] —a' :> absolut stetig und somit geschränkt ist, woraus, zusammen mit der gleichfalls voraus-

gesetzten gleichmäßigen Kon\"ergenz von (3), wie \vir schon beim Beweise \'on Satz XVIII gesehen haben,

das Bestehen der Bedingung 1. von XI für die Klasse g^, und damit auch für die Klassen ^5-3, ?5*3' ^4 leicht

folgt. ~ Dasselbe gilt für «= 1, 2,. . .,m — 2, da die Funktionen k"-'^ («,«),(? = 1, 2, . . ., m— 2) sicherlich

gleichfalls absolut stetig sind und auch für sie die Beziehung:

(4) lim (pC) (w, «.) = (/ =1,2, m~2)
11=: CO

gleichmäßig in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß :> von f—/, /) gelten muß,

was aus dem gleichmäßigen Bestehen dieser Beziehung für / ^ m — 1 und Bedingung 2. von X\l leicht

folgt, wie wir gerade vorhin für tp {u, n) gesehen haben.

Bedingung 2. von XI verlangt, daß in jedem Teilintervalle < a, ß >- von < a, a + 1 > die

Beziehung:

'P

(o) lim I J)ö (i-x, n, h) di = (/ =. 1, 2,. . ., m)lim «pö (i-x, n, h) dt = u =. 1, 2,. . .,

" = °0 Jet

gleichmäßig für alle x von <: a', b' :> gelte. Nun ist: '

£ ^/•m-x,n,Ii) J| = (]>('•-« (;(,»,/;) r^Ü-i) (-_/i^ w)-rpl'-l^ (//, n),

wenn (a ßj die beiden Punkte x— li und x + // enthält; ist einer dieser Punkte nicht in (a. ß) enthalten, so

ist diese Formel durch Weglassen emes oder beider Summanden cp('-'> (— h, u), 'j''-'> {h, ;?) zu modifizieren.

Ferner ist (p(''-i)
(m-, m, ä) = oder = tpO-i) (?;, ;;.), je nachdem !«| ^h oder i?(| :>- h ist. Solange nun x

in <: a', b' >- liegt, liegen a— ,v und ß

—

x in -< 7. — b', ß — a' >-, welches Intervall seinerseits in (— /, /) liegt.

Das gleichmäßige Bestehen von (5) folgt nun unmittelbar aus dem gleichmäßigen Bestehen von (3) und

dem daraus folgenden gleichmäßigen Bestehen von i4) in den außerhalb (-/;, //) liegenden Teilen von

<:a.— b',
fj
— a' >.

Endlich sind die Bedingungen 3. und 4, von XI erfüllt, wie die Formeln (II), (13), (14) und (15) von

§ 8 zeigen.

Es erübrigt noch, die Sätze XVlll und XIX für unendliche Intervalle auszusprechen.

XVIII a. »Sei
'f

(h, h) eine für alle reellen // gegebene Funktion, für die die Beziehung:

(6) lim tp (tt, n) =
« = OO

Hierin isl f(P) durch ip und <]i(f>) duicli '| zu ersetzen.
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gleichmäßig in jedem endlichen den Nullpunkt nicht enthaltenden hitervalle gilt. Damit für jede in

(— oo, -f- oo) zur Klasse %, gehörige Funktion in jedem Punkte :r, in dem sie stetig ist, die Beziehung gelte:

(7) . /(.r)= lim r'"f{i)'L{i~x,n)di,

ist notwendig und hinreichend, daß
'f

(//, ») folgenden Bedingungen genügt;

1. Für jedes h > genügt 4 (;/, ii, Ji) der Bedingung 1. desjenigen der Sätze la bis IV a, der sich auf

die Klasse 5/ bezieht.

2. Im Falle der Klasse g-j^ ist für jedes 7; >> 0:

n—li Z'+OO

lim j ti (//, n) cht := 0; lim 1 tf (/«, n) da = 0.

3. und 4. Es sind die Bedingungen 3. und 4. von Satz XVIII erfüllt.

Unter diesen Voraussetzungen und Bedingungen ist die Konvergenz in (7) gleichmäßig in jedem

endlichen Intervalle -< fl', &' ^, in dessen sämtlichen Punkten /stetig ist.«

Der Beweis wird geführt durch Berufung auf die .Sätze Vit/ und X t?. Der einzige gegenüber dem

Beweise von Satz XVIII neu hinzukommende Punkt ist der, im Falle der Klasse ^.^ nun zu führende

Beweis, daß die Beziehungen:

(8)

/^O f+ oo

lim
1

(|j(g — .r, 7/, Ä) c/i; = 0; lim 1 'h {i — x, ii,li) di^z^O

gleichmäßig für alle .r von <: a', ^' >- gelten. Um dies etwa für die erste dieser Beziehungen zu zeigen,

bemerken wir, daß:

•0

rJ—c (j) (i— x, 11, li) tfl = I 'i (//•, ;/, li) da
/—oo J— oo

ist. Wird A >- /; und >- b' gewählt, so haben wir also:

<\ (^ — -v, //, /?) di, = I '£ (;/, /;) da + | -Jj
(//, ;/, //) du.

oo J~^ oo J—A

Hierin hängt der erste Summand der rechten Seite von x nicht ab, und es ist wegen Bedingung 2.

-A

lim
(t = 00

I
ffi {u, li) du =z 0.

J—oo

Solange nun x in <: a', b' >- liegt, liegt <: — ^, — ,v:> in <: --^-1, - tt' >-, und es ist daher:

j
({) («, «, /;) dil\ ^ i \'b(n, II, ll\ du

.

)-A
'

!
J-A

Aus der vorausgesetzten gleichmäßigen Konvergenz von (6) folgt nun aber:

X
— al

\'lf (u, 11, h)
I

du ^ 0,

.4

und da dieser Ausdruck von x nicht abhängt, ist damit die gleichmäßige Konvergenz von (8) nach-

gewiesen.

XIX (7. 'Sei rp («, ii) eine für alle reellen n gegebene Funktion, die eine in jedem endlichen Intervalle

absolut stetige (m— l)-te Ableitung besitzt, für die die Beziehung:

lim tf("'-i)(7f, li) = ü
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gleichmäßig in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle <: a, ß :> gilt. Damit für jede

in (— oo, + oo) zur Klasse 5"! gehörige Funktion /", die im Punkte .r endliche Ableitungen der w ersten

Ordnungen besitzt, die Beziehungen gelten:

/•+ CO

(9) fix) — lim 1 /(c) 'i u -v, ») ili.

"1

+00
(10) /» Cr) = lim (

- 1
)'

f(i) ':<'> (i-.v, ;/) iH (i =1,2,..., m)

ist notwendig und hinreichend, daß 'i (//, ii) den Bedingungen 1., 2., 3., 4. von Satz XVI a genügt.

Unter diesen Voraussetzungen und Bedingungen ist die Konvergenz in (9) und (10) gleichmäßig in

jedem endlichen Inter\'alle <: a', b' :>, in dem/ /«-mal stetig differenzierbar ist.'<

§ lo. Singulare Integrale vom Stieltjes'schen Tvpus.

Wir wenden uns zum Studium eines besonders einfachen Spezialfalles. '

XX. Sei
'f

(;/j eine in (—/,/) definierte, nicht negati\'e Funktion. Im Punkte // = sei sie

stetig, und es sei cp (0) ^ 1, während in jedem den Nullpunkt nicht ent lialtenden Teilinter-

\'alle <: a, ß >- von (
—

/, /) die obere Grenze \'on 'i (//) kleiner als 1 sei. Es se i /^ /.,,..., /„,... eine

wachsende F"olge positiver Zahlen mit lim ?'„ =; 4- oo, und es sei 7 eine beliebige positive

Zahl <:/. Ist dann q, c.,,. . ., c,„. . . eine Folge von Zahlen, für die:

lim c„. / ('sdi.))'" du = 1

K = 00 J_.^

ist, SO gilt für jede in <: 0, (? + />- zur Klasse ^-^ gehörige Funktion -/, die im Punkte .r von

(a, a + / ,1 stetig ist, die Beziehung:

-,« + /

f(x)= lim c, f(i){-s(i-x)y"d^.
" = °° Ja

Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <.a',b'-:>- von U7, c? + /), in

dessen sämtlichen P u n k t e n / s t e t
i
g ist.

Zum Beweise berufen wir uns auf Satz XVIII, indem wir setzen:

(1) '? («, "•) = !-;; . ('-p («))'" •

Dann ist zunächst klar, daß 'p (//, //) für jedes einzelne // in (' —
/, /) geschränkt ist.

Wir setzen zur Abkürzung:

(2) /.'„^rCf (;/))'«.///,

und haben somit:

(.3) lim c,,.k„= 1.

n= 00

Sei ein beliebiges, den Nullpunkt nicht enthaltendes Teilinterxall <: a, ß >- von (
—

/, /) gegeben.

Weil die obere Grenze von 'i (;/) in <: oc, ß :> kleiner als 1 ist, gibt es ein r^ >- 0, so daß:

(4) ^
'f

(n) < 1 -Tj in < a, ß >.

1 Vgl. H. Lcbesgiie, .1. a. 0., p. 05.

- L'nd mitbin erst rcclit für jede zu einer der Klassen 5._„ Q;., J.j geliürige Kunktinn.
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Wegen der Stetigkeit von 's {it) im Nullpunkte und wegen 'j (0) =; 1 gibt es ein 3 >- 0. so daß:

'j (jA >- 1 '- in <: — 0, § >-

.

Nehmen wir dieses S kleiner an als das y in (2), so haben wir:

Ä„ > 25.(1

-

\

und infolgedessen nach (3) für alle hinlänglich großen n:

1 1

(5)
8 ,''j_ JT_\^'-

2

Nach (1) und (4) ist also in <: a, ß >- für alle hinlänglich großen n:

. . .. 1 / 1-v] V«
\<s{ii, n)\<:— / -^

Mi-
2̂

1 Y
Da hierin <: 1 ist, so ist damit gezeigt, daß:

lim
'f («, n) :=.

gleichmäßig in < a, ß >- gilt. Die in Satz XVIII zunächst über
'f

(•«, w) gemachten Voraussetzungen sind

also hier erfüllt.

Daß auch die Bedingungen 3. und 4. von XVIII erfüllt sind, erkennt man auf den ersten Blick, da

wegen (3) und wegen 's (u)^ 0:

lim
11= oo

I
l'f

(n, n)\ du =z lim | <p («, n) du = 1

ist. Satz XX ist damit bewiesen.

XXfl. Sei 'i («) eine für alle reellen/; definierte, nicht negative Funktion. Im Punkte

/t = sei sie stetig, und es sei 'f(0)= 1, während in jedem, den Nullpunkt nicht enthaltenden

endlichen Intervalle <; a,
,
5 >> die obere Grenze von'fUt) kleiner als 1 sei. Es sei 7 eine

beliebige positi\'e Zahl, und /'„ und c„ mögen dieselbe Bedeutung haben wie in Satz XX.

Damit für jede in f — 00, +001 zur Klasse ^, gehörige Funktion, die im Punkte,r stetig ist, die

Beziehung gelte:'ö »^

(6) / (x) = lim c„ / (i) ('5 (5 -x))'" dk,

ist notwendig und hinreichend, daß'ff«) sich höchstens in einer Nullmenge unterscheide

von einer Funktion 'f* («), für die:

(7) lim
'f
* (li) <: 1 ; lim -s* (u) -< 1

.

11=1—00 U — +00

Ist auch diese Bedingung erfüllt, so gilt föj gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle

<: a'. b' >-, in dessen sämtlichen Punkten /stetig ist.

Die Bedingung (7) ist hinreichend: dies wird ebenso bewiesen wie Satz XX, nur hat man sich

diesmal auf Satz XVIII a zu berufen und zu beachten, daß, abgesehen von Nullmengen, eine

Ungleichung ('4i nun auch ('für /; :> 0) in jedem Intervalle C— 00, — A >- und <: Zz, -\-<x>) gilt.
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Die Bedingung (7) ist notwendig. In der Tat, es ist für jedes y >- 0:

(8) lim
I

(tp (m))'« du = .

Denn ist s :> und <; 7 beliebig gegeben, so gibt es ein yj > 0, so daß :

S E^ «c (w) <: 1 — V] in -< —
"c,

>- und in <—
, y ;>•

4 4

Wegen (p (m) ^ 1 ist also, indem man die Zerlegung;

anwendet:

-x:
(tp (m))'« £^m ^ 2.(1 —-/))'«

-Y + —

,

und daher für alle hinlänglich großen 11:

0^1 (tp (#))'» du <: s,

womit (8) bewiesen ist.

Aus (8) aber folgt wegen (3):

(9) lim c-n =: + 00.

« = 00

W'äre nun Bedingung (7) nicht erfüllt, so gäbe es (außerhalb eines gegebenen endlichen Inter\'alles)

1

eine Menge, die keine Nullmenge ist, und in deren Punkten (cp (/i))'" 5* — und somit © (//, n) :> -" wäre.

Wegen (9) wäre also Bedingung 1. von Satz XVlIIa für die Klasse ^j nicht erfüllt.

XXh. Genügt die Funktion
'f (») allen Voraussetzungen von Satz XX a und ist:

lim 'p (u) <: 1 ; lim 'p (u) <: 1

,

SO gilt Formel (6) auch für jede, in 1 00, + do) zu einer der Klassen jy,„ 5,j. (Vi ye hörige Funktion,

die im Punkte ,v stetig ist, vorausgesetzt, daß im Falle der Klasse ^o das Integral

X+

00

(rp («))-'' du,
00

im Falle der Klassen %.^ und ^4 das Integral

,1
('f

(/t))''' '/«

existiert. Und zwar gilt dann die Beziehung (6) gleichmäßig in jedem endlichen lnter\-alle

<: a'. ^'r>, in dessen sämtlichen Punkten/(,r) stetig ist.

Zum Beweise bemerken wir, daß Ungleichung (5) offenbar auch so ausgesprochen werden kann: zu

jedem C >- 1 gibt es ein Wq, so daß

:

(10) c„ < C'" für ;/. ^ M„.

Für den Fall der Klasse 5., wird XX b bewiesen sein, wenn wir zeigen: für jedes // > ist:

(11) lim c„- / \'i {u)y'" d H = 0; Vim c,r r°°(<s (u))-'" du = 0.

Doiilochriften der m.ithem.-natunv. Klasse, 9o. Bund. 84
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Beweisen wir dies etwa für die zweite dieser Formeln. Nach Voraussetzung gibt es ein {) <: 1,

so daß;

^ 'S (u) <; a- (-< 1) in <: h, + oo).

Bezeichnen wir den Inhalt der Menge aller Punkte \'on <: //, + oo), in denen:

^ , ^ 8'^ 'S in) < —
v + 1 V

ist mit e^, so haben wir:

oo
^ .

r°°((p {n)y '. dn^y^ iJ-y'' e.„

wo die rechts stehende Reihe wegen der vorausgesetzten Konvergenz des links stehenden Integrales

konvergent ist. Es folgt hieraus sofort die Konvergenz der Reihen:

^\ 2,-„
OO

: ßv

v=l

so daß die Ungleichung aufgeschrieben werden kann:

oo

v=l

Setzen wir noch:
oo

s=z
so haben wir:

und somit wegen (10):

r (tp(M))2'»<:/?t^S.'&2'»,

^+00

(12) £-,;-
('f

(m))-'" du ^ 5.(C-^)-'" für n ^ m^ .

Hierin war l, irgend eine Zahl >- 1. Wählen wir sie gemäß:

1 <C< —

,

so folgt nun aus (12) unmittelbar die zweite Gleichung (1 1). Ebenso beweist man die erste.

Im Falle der Klasse g-^ genügt es, folgende zwei Tatsachen zu beweisen:

a) Ist ein endliches, den Nullpunkt nicht enthallendes Intervall <: a, ß >- gegeben, so gehört zu jedem

£ >> ein X :> 0, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender Intervalle von <: a, [3 >- deren

Gesamtlänge <: X ist:

(13) c„
I

(cp (w))'" Jh < e für alle ?«.

b) Zu jedem s :> gehört ein A, so daß:

(13 a) c„
I

{'S {u)yn du <. t; c,A ('s (n))'" du <: e für alle w.

J- oo Ja

Um die Tatsache aj zu beweisen, zeigt man zuerst, wie beim Beweise von Satz XX, daß die

Beziehung:
lim c„ (tp (h))'" =
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gleichmäßig in <; a, ß :> gilt, woraus die Gleichung folgt:

(14) lim c„ f (cp (tt))'» du = 0.
« = °0 Ja

Ist sodann z :> beliebig gegeben, so kann man iif, so groß wählen, daß:

(15) c„ i ('S (u))'" dit <.s für 7J >- Wg.

Nun kann man, zufolge einer bekannten Eigenschaft der Lebesgue'schen Integrale für jedes einzelne

M zu dem gegebenen s ein X„ so bestimmen, daß für dieses n und für X z= X,, Ungleichung (13) gilt. Wählt

man nun für X die kleinste der Zahlen Xj, X^,. .., X,,;,, so gilt nun, bei Berücksichtigung von (15), Un-

gleichung (13) für alle n und die Tatsache a) ist bewiesen.

Um die Tatsache b) zu beweisen, zeigt man zuerst, daß:

(16) lim c„ i
('f

(h))'" du = 0, lim c„ i
('f

(ii))'" dn = 0,

was ebenso bewiesen wird wie (11). Sodann wählt man «p so groß, daß:

r'+ oo

(17) c,„
I

(tp (m))'" du <: z für n >» u^^

.

Für jedes einzelne it aber gibt es, da jedes Integral:

X+

CO

('f
(«))'" dii

konvergent ist, ein An, so daß:

(18) c,A {'^{ii)f" du<.z.
Ja,,

Wählt man also A größer als die Zahlen 1, ,4^, .4.,,. . ., .4„„, so gilt, wegen (17) und (18), die zweite

Ungleichung (13 a) für alle M. Analog zeigt man, daß die erste Ungleichung (13 t?) gilt, und Tatsache ^y)

ist bewiesen.

Daß Satz XXb auch für die Klasse ^^4 richtig ist, folgt aus (14) und (16V

§ II. Die verallgemeinerte Stieltjes'sche Formel.

Es genüge wieder
'f

(u) den Voraussetzungen von Salz XX (beziehungsweise XX a oder XXb).

Wir wählen für die in diesen Sätzen auftretende Zahlenfolge /j, i,,. . ., i,,,. . . nun der Einfachheit halber

die Folge 1, 2,. . ., n,. . .. Ersetzt man in (2) von § 10 die Zahl y durch eine andere positive Zahl -(' von

(— /, l) (beziehungsweise eine beliebige andere positive Zahl 7') und setzt:

(1) k„ = C Cf (»))" du ;
k'„ = r\'f («))" äti,

so gelingt es leicht, die Differenz kn — k',, abzuschätzen. Sei etwa (' <: 7, Dann hat man:

k„ - k'„ = r "' Cf ("))" d u + f\ {u)r d n .

Da in <:- (, —•('>> sowie in <: 7', 7>> die obere Grenze \on
'f

(/() kleiner als 1 ist, gibt es ein t^ >> 0,

so daß in diesen Intervallen:

0^9 (u) <: 1 — Tj,
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und somit:

i',-Ä;,,< 2(7-70(1 -vir.

Wir haben also allgemein: es gibt ein positives i)- <; 1, so daß für alle hinlänglicli großen n:

(2) \h,~k'„\<.r (o<^<i).

Diese einfache Bemerlcung ermöglicht es, unter weiteren spezialisierenden Annahmen über das

Verhalten von » {n) in der Umgebung des Nullpunktes, eine asymptotische Auswertung von /;„ vorzu-

nehmen und dadurch einfache Ausdrücke für die Konstanten c„ zu ermitteln.

Es habe w (n) außer den schon bisher geforderten Eigenschaften die Gestalt:

(3) cp (m) ^ 1 — a \u[p+ iti (u)' \u\^\

worin

:

H) a :> 0; jp > 0; lim w (wj =
11=

sei. Wir können dann, wenn ein // >- beliebig gegeben ist, 7' so klein wählen, daß in <: —7', 7' >- die

Ungleichung gilt:

(5) l-(a+/j) \u\i'^w(u):^\-(a-h)-\u\^',

und somit auch:

(6) 2 / '{1 -(a + h)\n\p}"du g
|

(tp (»))" rf« ^ 2 ^{1 -{a.~h)\u\3'}" du.
i/o

"

J--i' Jo

Dies führt uns auf die Aufgabe, eine asymptotische Auswertung des Integrales:

(7) x„ (ß, a,p,q)=\ «? (1 - ß MP)" rf?/ (ß > 0, a > 0, ;; > 0, ^ > 0)

=X

vorzunehmen. Nehmen wir die Substitution:

f = ß • //,'' T = ß • dl'

vor, so erhalten wir:

1 _£±1 T' €±1-1
"«(ß.o,;?, ?) = — .ß PVP (l-v)"dv.

P Jo

Wir wollen noch annehmen, es sei:

(7a) T = ß.ay<l.

Dann haben wir offenbar die Ungleichung:

(8)

Nun ist bekanntlich:

1 _ üj r^ i±i_i
x„ (ß, a, p, q) ß P \ V" -f)" rf i;

P Jo

1
?+i

--ß~T"(l-T)«+i.t-^
p

£
!<?+!, 1/7/

" r ^ h n + l

p
und somit nach der Stirling'schen Formel:

j;F~'(l-i;)"rfi'= rp-^^ M~V^(7f,) (lim ^(m)=1).
\ p I

«=00

Man erhält daher aus (8) wegen:

lim . w ^ (1 — t)«+i =
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die Beziehung:

(9) lim //.
^' v.„ (fi, ^, /;,?) = — ß p r—— )•

11 = oo P \ P I

Sie gilt, wegen (7 d), für [i.a'' < 1.

Sei nun ein /z >- beliebig gegeben; es Icann dann {' so klein gewählt werden, daß in <: — [', Y >- die

Ungleichungen (5) gelten. Wir haben dann nach (6):

2%„{a+ li, T>.0)^ / \'s (n))"du^2%„ (o.-h, (', p, 0).

J- (/

Wählen wir (' auch so klein, daß

:

so können wir (9) anwenden und haben, wenn \vir wieder \-on der Bezeichnungsweise (1) Gebrauch

machen:

Ist Tj :>• beliebig gegeben, so ist für alle hinlänglich großen ir.

9 i/M 1 2 _i/l\— (a + /«)~7r — -r;^//p^, ^— (a-Ä) p T — + Tj,

und somit, bei Benützung von (2), wieder für alle hinlängUch großen u:

2 1 / 1 \ 1
1 2 _ 1 / M _L— (a+/0"pr — ~7;7^"-T|^M y k„^— {a-h) p T

{

—
]
+ n p d-"-hri.

P . \P I P \pI

Da hierin h und f^ behebig waren und <x)' <; 1 ist, ist das gleichbedeutend mit:

lim n~p' k„=z — a ?"r[— •

H= oo p \P 1

Zufolge von Gleichung (3) in § 10 können wir also setzen:

Wir haben damit den Satz;

XXI. Sei tp (?/) eine in (— /, ^j gegebene, nicht negative Funktion der Form (3), (4), deren

obere Grenze in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <:a, ß:> von (
—

/, T)

kleiner als 1 ist. Dann gilt für jede in <: (7, a+ />- zur Klasse 5\-, gehörige Funktion, die im

Punkte X von {a,a+ l) stetig ist, die Formel:

1

(10) ^, p'<j.i' -- •""+'

f{x)= ^""\\
, lim n'r /" 7(?)((p(5-.v))" ./?.

^P .

Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: iz', Z-»'
.-> von {a, a + l),\n

dessen sämtlichen Punkten/stetig ist.

Formel (10) wurde für den Fall 7' = 2 aufgestellt von Stieltjes. ' Man erhält wichtige Spezialfälle

der Stieltjes'schen Formel, indem man für i — l, l) das Intervall T— 1, 1) nimmt und setzt: -

cp («) = l—u'^,

' Coriespundance de Hermile el de StieUjes, Bd. U, p. 185. Ntilieics hierüber: H. Lebesguc, a. :i. O., p. 1 19.

- E.Landau, Rend. Pal., Bd. 25, p. 337; Cb. J. de la Vallee-Poussin, Acad. Bruxelles, Bull. Classe des Sciences 1908, p. 193.
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oder indem man für {— 1, l) das Intervall (^2 7r, 2x) nimmt und setzt: ^

fp (#) =: COS -

XXI fl. Sei tp {n) eine für alle reellen ii gegebene nicht negative Funktion der Form (3), (4),

deren obere Grenze in jedem Intervalle (—oo, — //>und <: //, +oo)(ä>0) kleiner als 1 ist.

Dann gilt für jede in (-oo, +oo) zur Klasse g^ gehörige Funktion, die im Punkte .r stetig ist, die

F'ormel:
1

1

^^^^
/(-r)= ^"';:. lim n' \ f(^)(^{i-x))-di.

Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle -<a', i^'^-, in dessen

sämtlichen Punkten/stetig ist. — Existiert das Integral

3 /'t OO

('f («))-£?», beziehungsweise / -^ {u) du,

so gilt dies auch für die in (— c», +oo) zu g^^, beziehungsweise zu
^^"s,

gehörigen Funktionen /.

Einen bekannten Spezialfall^ erhält man, indem man wählt:

cp (u) =: e~""°

.

§ 12. Konvergenz an Unstetigkeitsstellen und Differenziation.

Wir wollen nun auf den in den §§ 10 und 11 behandelten Typus singulärer Integrale Satz XII

und XIII anwenden.

XXII. Es genüge tp (^f) außer den Voraussetzungen von Satz XXI noch folgenden Bedin-

gungen:
'f

(i«) ist absolut stetig ^ in einer Umgebung des Nullpunktes und es genügt cp'(««) in

dieser Umgehung (abgesehen von einer Null menge) einer Ungleichung:

(1) |tp'(w)l < ^' |«|^-i (^ eine Konstante).

Dann gilt Gleichung (10) von § 11 in jedem Punkte x von {a, a + l), in dem die zur Klasse

5i gehörige Funktion/ Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist. — Ist außerdem in

einer Umgebung des Nullpunktes (5 ( — ;;):= tp (m), so gilt (10) von §11 in jedem Punkte .r von

(a, a + l), in dem/verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales ist.

Wir haben uns zu überzeugen, daß der Kern:

1

(^)
? (6, -r, n) = ~~-^ »^('f (i-x))"

allen Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XII genügt. Die absolute Stetigkeit wurde ausdrücklich

vorausgesetzt. Daß Beziehung (1) von § 6 erfüllt ist, haben wir schon in § 10 gesehen. Ebenso wissen wir,

daß die Bedingungen 1., 2, und 4. von Satz XII für die Klasse g-^ erfüllt sind. Es bleibt also nur Bedingung

3. von XII nachzuweisen; das heißt, daß es ein h :> und ein A'^ gibt, so daß:

Ui-x)— ^(ix,n)\d^<N füralle M..

-h
I

' 8?
I

1 Ch. J. de la Vallee Poussin, a. a. 0., p. 227.

a Weierstraß, Werke, Bd. III, p. 1.

3 Es existiert also a' (u), abgesehen von einer Nullmenge.
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Dazu genügt es nachzuweisen, daß es ein // >- und ein N' gibt, so daß:

(4) „^ ""^ r ' I«. cp' (ii) (f (ii))"
-1

' du < N für alle n.

Nun haben wir aber, wenn •,' hinlänglich klein gewählt wird, in <:—
y, 7 >-, wegen (3) und (4) von

§ 11, für ein p <; a:

(5) 0<'f(«f)<: 1-ßl» '',

und somit bei Berücksichtigung von (1):

I
\u tp' (u) (tp (m))"-M <;/?/ < 2 .4

I

'// ''(l-[i tii')"-Uiii.

Dieses letztere Integral aber ist nach der Bezeichnungsweise (7) \'on § 11 nichts anderes als

z„_i (ß, 7, 71, /'i. Wählen wir noch 7 so klein, daß |B«7''' <: 1, so hat, nach (9) von § 11, « p •7.„_i('p, i,p,p)

für n =^ 00 einen endlichen Grenzwert. Damit ist also (4) und gleichzeitig (3i für /; --=7 nachgewiesen und

unser Satz ist bewiesen.

/ u \ä

Der Spezialfall dieses Satzes z in) =^ 1 ~7i- wurde von Fr. Riesz, ^ der Fall z (n) =
(
cos — von

V 2 y

H. Lebesgue - bewiesen. Weitergehende Resultate erhält man durch Anwendung von Satz XIV und XV:

XXIII. Es genüge 9 (u) außer den Voraussetzungen von Satz XXI ('beziehungs\\'eise

XXIa) noch folgenden Bedingungen:
'f (//) besitzt in einer Umgebung des Nullpunktes eine

absolut stetige (;w— l)-te Ableitung, und es sind in dieser Umgebung, abgesehen von einer

Nullmenge, die Ungleichungen erfüll):

(6) i

9« (ti) I < .4 1 « i

!'->
(i =1,2....,///!.

Dann gilt Gleichung (10) (beziehungsweise (11)) von § 11 in jedem Punkte .v von (fl, a + /)

(beziehungsweise in jedem Punkte ;r). in dem / m-te Ableitung seines ;/«-fach iterierten

unbestimmten Integrales ist. -- Ist außerdem in einer Umgebung des Nullpunktes

(p (— w) = 'f
(m), so gilt (10) (beziehungsweise (11)) von § 11 in jedem Punkte .v von (i?, a + I)

(beziehungsweise in jedem Punkte .ri in dem/ \'ei-allgemeinerte //?-te .Ableitung seines

;u-fach iterierten unbestimmten Integrales ist.

Wir haben nachzuweisen, daß der Kern (2) allen Bedingungen \-on Satz XIV genügt. Die absolute

Stetigkeit der (mj— Ij-ten Ableitung wurde ausdrücklich \C)rausgesetzt. Um einzusehen, daß die Bezie

hungen (1) von § 7 gelten, hat man nur zu beachten, daß die /-te Ableitung von
('f

(»))'•' (/ = 1,2,..., /;/ — 1)

eine Summe aus einer endlichen (von 11 unabhängigen) Anzahl \'on Summanden der Form:

P(n)
('f

(»)"--' ('p' (//)).''. (f"(«)>'-. . . .('p"> {ii)).ii

ist, wo P (n) ein Polynom in n ist und die Exponenten 7, /\,.. .,_/, von u unabhängig sind. Da |(p (»)j < 1

ist für «::^0, haben für /ci^O alle diese Ausdrücke auch nach Multiplikation mit 11 7 für ;/ zx 00 den

Grenzwert 0.

Daß die Bedingungen 1., 2. und 4. von Satz XIV erfüllt sind, ist uns schon bekannt. Es bleibt nur

noch nachzuweisen, daß auch Bedingung 3. erfüllt ist. Dazu genügt es wieder nachzuweisen, daß für ein

hinlänglich kleines 7 eine Ungleichung besteht:

1 ri -i^
(<p ("))"

du'"
^ dti <. A' für alle ;/.

1 Jahresber. Math. Ver., Bd. 17, p. 196.

-' A. a. 0., p. 100.
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Nun ist, abgesehen von einer Nulimenge, (« {u))" eine Summe aus einer endlichen (von n unab-
du'" '

hängigen) Anzahl von Summanden der Form:

P (11) {w (u))"-J (ff' (ii,))i"('s," (u))J=. . . (cp("') (u)yi'"

.

Berücksichtigen wir Ungleichung (5) und (6), so wird es also genügen nachzuweisen, daß für jeden

einzelnen dieser Summanden eine Ungleichung gilt:

(7) ni'P{'>-i)\ //'"+-''(/'-i)+y:0^-3)+y/»(p-"') (i_ßM^')"-;üfw. < .V (für alle w).

Dieses Integral ist nichts anderes als:

^n-j (ß, Ti P, m+ii {p~\)+j.,ip-2)+... 4-i,,, (p-m)).

Bezeichnen wir noch mit k den Grad des Polynoms P(n), so verhält sich also nach Formel (9) von

§ 11 der Ausdruck (7) für unendlich wachsendes ii wie;

w*- —("!+;, 0'-i)t/'2 0-2)+- • +Jiii (p-'ii)),

und unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir die Gleichheiten beweisen:

(8) j\ + 272 + • • • + mj-m = w,

7i+72+...+i,„ = Ä'.

Im Falle m ^= 1 sind diese Gleichheiten richtig. Denn die erste Ableitung von (tp (u))" besteht nur

aus dem einen Gliede:

ii-('d(ii))"-'^-'s>' (n),

und es ist also k=^ l,j\ =: 1. Nehmen wir also an, die Gleichheiten (8) seien richtig für /;/ = /, und zeigen

wir, daß sie dann auch richtig sind für in ^ / + 1.

Differenziert man das Glied:

(9) P (w.) (tp (n))"-J (cp' (tijy'' ('f (u))J^ . . .

('f
('-'

(//.;) J'i

d'
von ((5 (/f))" nach der Regel' für die Differenziation eines Produktes, so erhält man / + 1 Glieder von

du'
'

di "'"

'

(«(»))". Die in diesen Gliedern auftretenden Zahlen k, /,,].,, ,J, + ^ gehen aus den entsprechenden

Zahlen von (9) in folgender Weise hervor: Differenziert man in (9) den Faktor
('f

(ii))"~'J und läßt die

übrigen ungeändert, so vermehrt sich in den als richtig vorausgesetzten Gleichheiten:

,^Q^ j\ + 2j,+ ... + ij,-— i,

:h +i2 + • • + Ji — '''.

7^ um 1,72, ••>J' bleiben ungeändert, die Gradzahl Ä' vermehrt sich um 1. Gleichzeitig geht / in /+

1

über. Die Gleichheiten bleiben dabei bestehen. — Differenziert man in (9) den Faktor ((pW(?/)y/! (A < /',

7/, :>Ü) und läßt die andern ungeändert, so vermindert sich //, um 1 und es vermehrt sich7/, + i um 1, die

übrigen^und Ä bleiben ungeändert, /vermehrt sich um 1; die Gleichheiten bleiben dabei bestehen.

Differenziert man den Faktor ('i^'' (m)) -'/ und läßt die anderen'ungeändert, so vermindert sich 7,- um 1, die

anderen/ und /' bleiben ungeändert, aus i wird / + 1 und es tritt in (10) auf der linken Seite in der ersten

Gleichheit der Summand / + 1, in der zweiten der Summand 1 hinzu. Die Gleichheiten bleiben dabei

bestehen. Damit ist (8) nachgewiesen und somit auch Satz XXIII bewiesen.

Nehmen wir nun an, es sei (p("'~i)
(«) nicht nur in einer Umgebung des Nullpunktes, sondern in

jedem Teilintervall <: a, ß >- von (—Z,J) absolut stetig, so sind nun offenbar alle Bedingungen von

Satz XIX erfüllt, so daß wir den Satz aussprechen können:
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XXIV. Es genüge c (//) außer den Voraussetzungen von Satz XXI noch folgenden

Bedingungen: tp («) besitzt eine in jedem Teilintervalle <: a, ß >> von (
— Z, /_) absolut stetige

(w— l)-te Ableitung und es sind in jedem solchen Teilintervalle ('abgesehen von einer Null-

menge) Ungleichungen der Gestalt:

(11) |tß«(M)j <^|m!J'-' {i= 1,2. . .,m)

erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte .v- von (<2, a + /), in dem die in <: a, a + l :>• zur Klasse §,

gehörige Funktion/eine endliche Ableitung m-ter Ordnung besitzt, die Formel:

1

2r|--i
"^°° J" ^'

und zwar gilt diese Beziehung gleichmäf3ig in jedem Teilinte r\-alle <: a', Z/ 5» von {a,a + l), in

dem/(A') /-mal stetig differenzierbar ist. — Genügt cp (;i) in einer Umgebung des Nullpunktes

auch der Relation cp (— it) ^ tp {^i), so gilt (12) auch für die verallgemeinerte /-te Ableitung/^'') (;i;).

Ist spezielli/7 eine gerade natürliche Zahl, so kann es vorkommen, daß alle Ableitungen von cp (»)

existieren und absolut stetig sind. Gilt dann in jedem Teilintervalle «c: a, ß >> von (— /, J) für jedes / eine

Ungleichung der Form

:

|c?®(m)|<^,-|«1^-%

so gilt (12) für jedes i. Die Spezialfälle unseres Satzes: cp (u) = 1 ~u- und cp (tt) =z cos — wurden von

Ch. J. de la Vallee-Poussin bewiesen.'

Für unendliche Intervalle haben wir (unter Berufung auf Satz XIX a):

XXIV a. »Es genüge cp (») den Voraussetzungen von Satz XXI ß für die Klasse j^/- Ferner besitze

tp (w) eine in jedem endlichen Intervalle absolut stetige (;;»—l)-te Ableitung; im Falle der Klasse ^-^ sei

ferner cpW («j (/= 1, 2, . . ., in) geschränkt für alle «: im Falle der Klasse )<!;., sei für alle hinlänglich großen

\u\ (abgesehen von Nullmengen):

(13) jcp(0(»)j<»
''^

• (a>0);

im Falle der Klasse ^.^ sei tür alle hinlänglich großen \'u\ (abgesehen von Nullmengen):

|cp»(«)|<;;r-(i+'').

Endlich mögen in jedem endlichen Intervalle Ungleichungen der Form (11) erfüllt sein. Dann gilt für

jede in ( — 00, +00) zu j^/ gehörige Funktion, die im Punkte x eine endliche Ableitung 7-ter Ordnung besitzt,

die Formel:

(1 4; ff) (x) = ^ °'.\
. lim n '^

j

^ °/
(i) — (cp (^- .r))'V/S (*• = 1 , 2 . . . . </^)

.

2rf— )
" = °° ^-«> ^*'

Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle -< a', ^' >-, in dem //-mal stetig

difterenzierbar ist. - Genügt cp (?;) in einer Umgebung des Nullpunktes der Relation cp(H) =1 cp ( — /f), so

»

gilt (14) auch für die verallgemeinerte /-te Ableitung /t'') (a.-).-<

1 A. a. O., p. 204 fl'. u. p. 238 ff. Die Resultate von de la Vallee-Poussin sagen auch in diesen Speziallallen insofern etwas

weniger aus als die des Textes, als sie die gleichmäßige Konvergenz von (12) nur behaupten für jedes Intervall <<?". t" >. das

ganz in einem Intervalle {a', b') liegt, in dem/j-mal stetig differenzierbar ist.

Denkschriften der raathem.-naturH-. Klasse, 93. Band. 85
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Um dies zu beweisen, hat man nur noch zu zeigen, daß Bedingung 1. von Satz XIX a ^ erfüllt ist,

d'
was man unmittelbar erkennt, indem man beachtet, daß (cc (?())" sich aus einer endlichen Anzahl

dit> '

Glieder der Form (9) zusammensetzt. Sei der Beweis etwa für den Fall der Klasse ^^^ angedeutet: es ist,

wenn & eine Zahl zwischen und 1 bedeutet;

p Jpin) ('f
(n)y-J

('f'
(«))>' ('f"

(u))J:--. . . . i'fV) (zO)-';}- du ^
Jh

^ (p {n)y- -&3("--/) / (rp' {u)yji (tp" (?«))•''= («p(') (m))--'' ^« •

Das rechts auftretende Integral hat wegen (13) einen endlichen Wert und es ist wegen <:ö <: 1

:

2

lim nP (P (n)y r-C'-J) — .

1Z= oo

So erkennt man, daß die Integrale:

geschränkt sind für alle ii, wodurch Bedingtmg 1. von Satz XlXß (das ist Bedingung 1. von Satz XVI a)

verifiziert erscheint. Ähnlich argumentiert man in den anderen Fällen.

§ 13. Singulare Integrale vom Weierstraß'schen Typus.

Im Weierstraß'schen Falle:

(p (ii) = e~""

sind alle Voraussetzungen der Sätze XXI a, XXIII, XXIV a erfüllt, und zwar für jede unserer Klassen g;.

Die Sätze XXI a und XXIII lehren uns also, da bekanntlich:

ist, daß für jede in (
— 00, +00) zu einer der Klassen '^^, g^, gg gehörige Funktion die Formel:

/ 1"+ °°

/(.r)= lim .± /(^)e-"(^-^)^^^
n=oo V '^ J-oo

in jedem Pimkte gilt, in dem/ (für irgend ein m) verallgemeinerte ;w-te Ableitung seines ;w-fach iterierten

Integrales ist, und daß sie gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle <: a', b' :> gilt, in dessen sämtlichen

Punkten/ stetig ist. — Satz XXIVa lehrt sodann, daß (für jedes i) die Formel:

n I
'-.-,.. d'

/(0(.r)— lim . 1 \ /"(i)-—— e-"«-*)=<i^
« = co Y •IT J-00

"

dx'

in jedem Punkte gilt, in dem /eine verallgemeinerte endliche Ableitung /-ter Ordnung besitzt, und daß sie

gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle -< a', b' >- gilt, in dem/ /-mal stetig differenzierbar ist.

So wie diese Resultate als Spezialfälle der in den letzten Paragraphen durchgeführten Erörterungen

aufgefaßt werden können, kann man sie auch als Spezialfälle eines anderen Typus singulärer Integrale

auffassen, den wir als den Weierstraß'schen Typus bezeichnen wollen, und der in mancher Hinsicht

1 Das heißt Bedingung 1. von Satz XVI a.
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einfacher ist, als der in den letzten Paragraplien betraclitete Typus. Es ist für das Folgende bequemer,

statt wie bisher Integrale der Form:

J— oo

zu betrachten, nunmehr Integrale der Form:

.'•+00

J— 00

zu betrachten, wo li alle Werte ^ 1 durchläuft.

XXV. Sei cp (zi) eine für all e reellen// definierte Funktion, für die das verallgemeinerte

Lebesgue'sche Integral:

(C (//) du z^ \ 'S (;/.) dti (= oj)

existiert und einen von Null verschiedenen Wert o) besitzt.

Damit für jede in (— 00, +(») zur Klasse 5-3 gehörige Funktion/, die im Punkte .v stetig

ist, die Formel gelte:i

(2) /W= lim — f(i)'f(k(i-xj)di,

ist notwendig und hinreichend, daß das Integral:

r+00
!p(//)lc///

l'- CO

einen endlichen Wert habe. Ist dies der Fall, so gilt (2) gleichmäßig in jedem endlichen

Intervalle <: a', &' >-, in dessen sämtlichen Punkten/stetig ist.

Die Bedingung ist hinreichend (auch für gleichmäßi^'e Konvergenz). Es genügt zu zeigen, daß für

jede Folge positiver Werte ^„ mit lim Ä„, = + 00 der Kern:

(p(|,.r,;/) = -^^?(^„(|-.r))

den Bedingungen von Satz X a für die Klasse ^3 genügt.

Um Bedingung 1. von Satz Xa als erfüllt nachzuweisen, zeigen wir zunächst, daß für jedes s :> 0:

(4) lim (^
°°

1

4- (a, .Y, «, i)\dh — ^

gleichmäßig für alle x von <: a', b' >- ist. In der Tat, es ist:

X+00

h ( r~^ f+00 )

I

<}< (i X, n, B)\di=~^n \'f{k„ w) i
./ // +

I

j

'p
{k„, II) \dtA=z

1 ( r-i'-n^ r+ca
= } \

l'f
{v)\ dv + l |cp {v)\ dv

W \J- 00 Jkn '.

wodurch wegen der über das Integral (3) gemachten Voraussetzung und weil der letzte Ausdruck von .v

nicht abhängt, die gleichmäßige Konvergenz von (4) bewiesen ist.

Um nun zu beweisen, daß Bedingung 1. von Xa für die Klasse %.^ erfüllt ist, zeigen wir zunächst: zu

jedem ja :> gibt es ein X >- 0, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender Intervalle, deren

Gesamtlänge <: X ist, sowie für alle x von < a', b' :>

:

I \if {i, X, n, B)\di < u. für alle n

1 Darunter isi hier wie im Folgenden auch mitverstanden, daß das in dieser Formeljiuftretende Integral für jedes k"^ 1 existiert.
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ist. Wir wählen zu dem Zwecke n^ so groß, daß für m>- n^ und alle x von <: a', b' >-;

X+oo
\ '^(i X, n, s)| di, <|j.,

oo

was wegen (4) möglich ist; sodann bestimmen wir für jedes einzelne n ein X,,, so daß für jede Menge %
deren Inhalt -< X„ ist:

-^ / Iffi (k,, U)\ du < IL

ist, was wegen eines bekannten Satzes über Lebesgue'sche Integrale sicher möglich ist. Wir haben nun

für das gewünschte X lediglich die kleinste der Zahlen X^, Xg, . . ., X,,^ zu wählen.

Wir zeigen weiter: zu jedem /] :> gibt es ein A, so daß:

,"— .4 ."+00

(5) \<^{i,x,n,B)\di<-q; \'!^ (i, x, n,s)\ di <:ri
,'- 00 .A4

f

für alle n und alle x von <: a', b'>-. Wir wählen wieder w,, so groß, daß:

\^{k,x,n, s)! ^|<;-/)

für 11 :>> «0 '^n^ ^1'^ -''-' ^'0" "< "^'j ^' ^>- Sodann beachten wir, daß:

r'+ 00
jj.

/^+ 00

I
I H^» -i^> w, s)

I

J§ ^ -^ /
I

cp {k„ ti)
I

<iw,

und daher weiter für alle x von <: a', h'
I !,/

•+00 7,

JA "^ jA-hl

Nun kann aber zu jedem einzelnen n ein An so gewählt werden, daß:

ä> Z'+OO

Wir haben daher, um die zweite Ungleichung (5) zu befriedigen, für A lediglich die größte der

Zahlan A.^, A^,. . ., A,,^ zu wählen. Analog befriedigt man die erste Ungleichung (5). — Damit ist

Bedingung 1. von Xa als erfüllt nachgewiesen.

Daß Bedingung 2. von X a erfüllt ist, folgt unmittelbar aus dem gleichmäßigen Bestehen von (4) für

alle X von < a', h' >-.

Bedingung 3. von Xa ist erfüllt, denn es ist:

^ /»+ 00
I

.'>+ 00

-^ j(f (Ä„ {i~x))\ di = - |cp (m)| da,
J— 00 J— c»

wo die rechte Seite von 11 und .r nicht abhängt und nach Voraussetzung endlich ist.

Bedingung 4. von Xa ist erfüllt. Denn wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (4) für alle x von

-< a', h' >- ist diese Bedingung nun gleichbedeutend mit folgender: es ist:

lim ^ ^ik„{i~x))di = l

n—00 OJ ^_ 00

gleichmäßig für alle x von <:a', h'

:

Das aber ist der Fall, wegen der Gleichungen:

X+

00 r'-Y 00

T (^„ (i.-x))di —
1

w (u) du = (ü

.

00 J~ 00

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



Darstellung gegebener Fimkiionen. 637

Die Bedingung ist notwendig. Dies erkennt man durch Berufung auf Satz VI a. In der Tat, es ist;

I
(p (i, x,.n)\äi= -!i~

I
I (p (k„ (i ~x))\di =— I

i 'f
(u)

i

du

.

Hätte nun das Integral (3,i nicht einen endlichen Wert, so wäre:

\f(u)\ du=: + oo,

und es wäre somit Bedingung 3. von VI a nicht erfüllt.

Man erkennt ohneweiters:

XXV ß. »Genügt 'f(2«)
den zu Beginn von Satz XXV angeführten Voraussetzungen, so ist die das

Integral (3) betreffende Bedingung auch notwendig und hinreichend dafür, daß in jedem Punkte x des

beliebigen Intervalles (a, b), der ein Stetigkeitspunkt für die in << a,b >- zur Klasse %.^ gehörige Funktion/

ist, die Formel gelte:

(6) fix) = lim — f'f ii) cp (k (i-x)) di

.

Ist auch Bedingung (3) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a', b' :> von (a, b),

in dessen sämtlichen Punkten /stetig ist.«

Wir wenden uns nunmehr zum Studium von Formel (2) für Funktionen der Klassen g^ und %.-,. Da

für diese Klassen Bedingung 3. von Via dieselbe ist wie für die Klasse ^g, so sehen wir aus dem zuletzt

geführten Beweise, daß Formel (2) jedenfalls nur dann für alle Funktionen, die in (.— oo, +oo) zu
J^'i

oder

zu g,, gehören, gelten kann, vv'enn die das Integral (3) betreffende Bedingung von Satz XXV erfüllt ist. Wir

setzen also diese Bedingung von jetzt an als erfüllt voraus.

XXVI. Sei cp (?«) eine für alle reellen « definierte F.unktion, für die das Integral (3) einen

endlichen Wert hat, und für die der Wert w des Integrales (1) nicht verschwindet. Damit

Beziehung (2) für jede im Punkte .r stetige Funktion gelte, die in (— oo, +oo) zur Klasse |52

gehört, ist notwendig und hinreichend, daß zu jedem /2>-0 ein^ gehört, so daß;

(7) r \'!}{v)y-dv<:-^: f*°°(<f (v)y dv <:— für»^//.
J- oo " ;/

Ist diese Bedingung erfüllt, so gilt (2) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle

<: a', b' :>, in dessen sämtlichen Punkten/stetig ist.

Die Bedingung ist hinreichend. Um Bedingung 1." von Xa für die Klasse j^., als erfüllt nachzu-

weisen, genügt es zu zeigen, daß es zu jedem li :> ein j¥gibt, so daß;

/•+00

(8) I ('{) (5, X, /.-, /;,))- J I < M für alle k ^ 1 und alle x \-on < a', b' >.
J— oo

Nun ist;

(4 <;§, X, k, h)y di ~ ^ / ('p (kujr du + 1 (a (ku))- du] =
J-00 W- |J_oo Jll )

k i r ->•''• r I 00 \

— - - ' (tp (//)) <//( + / (a Ui)y- diiK
.

w-U-00 Jk.i, j

.Also haben wir bei Benützung von (7):

l
= 2 A
('Jj ( j, .1-, k, li))' rft: < — ,

wodurch 1,8) bewiesen ist.
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- Daß. Bedingung 2., 3. und 4. von X a erfüllt sind, haben wir schon beim Beweise von Satz XXV
gesehen.

Die Bedingung ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so gäbe es ein /;>- und eine Folge von

Zahlen A„ mit:

(9) lim A„ = + oo.

sowie eine Folge von Zahlen «„, alle ^ // (oder alle ^ — /')> für die:

X+oo A f T"» A
(tp {v)y- dv = ^ oder 1 (9 (v)y dv — -^^

_; ^n \ J— 00
I

M„

wäre. Sei etwa das erstere der Fall. Wir setzen: //„ = k,,'/! (dann ist ^„ ^ 1) und haben:

X+
00 /»+ 00 A

i Jh n

Wegen (9) wäre also für den Kern:

(0

gewiss Bedingung 1. von Satz Via für die Klasse g-, nicht erfüllt. Damit ist unsere Behauptung erwiesen.

XXVI a. » Genügt
'f (») allen zu Beginn von Satz XXVI angeführten Voraussetzungen, so ist not-

wendig und hinreichend dafür, daß in jedem Punkte x des beliebigen Intervalles {a, h), der ein Stetigkeits-

punkt für die in<:i7,& > zu ^^2 gehörige Funktion /ist, die Formel (6) gelte, daß '.p auch der Bedingung (7)

genügt. Ist auch Bedingung (7) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle {a', b') von <: a, Z'>-,

in dessen sämtlichen Punkten /stetig ist.'<

Die Bedingung ist hinreichend. Das folgt unmittelbar aus dem Beweise von Satz XXVI.

Die Bedingung ist notwendig. Um dies einzusehen, wird es genügen, statt der Notwendigkeit von (7)

die Notw-endigkeit der folgenden Bedingung nachzuweisen: Zu jedem /; :> und X>- 1. gibt es ein A',

so daß:

(tp (m))- du <: — ; / (tp {u)Y du<z.— fax u^h.
>.« « Jn u

In der Tat, ist Bedingung (10) erfüllt, so ist auch Bedingung (7) erfüllt, denn es ist (für u ^ h

und X> 1):

I

('S {u)y- du — \ (cp (u)Y- du -t- 1
('f

in))"' dn + . . .+ \ (tp iu)y du + . . .

Jn Jn J\ u J\ " ;(

und somit wegen (10):

/ {'i(ii)ydu
A' i

, \ 1 A!\ 1—
f 1 H h . . . H 1- ... I = •

—
M X X" - \—\u

das heißt: es ist auch Bedingung (7) erfüllt.

Angenommen nun, es wäre Bedingung (10) nicht erfüllt; dann gäbe es ein Ä>- und ein X>> 1, so

daß für eine Folge in <: /?, -f-00) oder in (—00, — //• >- gelegener h„ (wir nehmen etwa das erstere an):

(11) p''"(tp(M))MM=^
f
lim ^„ = -t- 00^
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wäre. Sei x ein Punkt von (a, b). Wir wählen ein 3>- 0, so daß;

X e ^ &— .r und s^ h,

und setzen:

«„ 1=1 k,,B.

Dann v\'ird ^„ ^ 1 und nach (11):

*i r {? (*« (^ - ^))}' di^ ^« r "'"'(?
(«))' ^^^ =^

,

SO daß für den Kern:

Bedingung 1. von Satz VI nicht erfüllt wäre.

XX\'1I. Sei 'S (u) eine für alle reellen /( definierte Funktion, für die das Integral (3) einen

endlichen Wert hat und für die der Wert to des Integrales (1) nicht verschwindet. Damit

Beziehung f2) für jede im Punkte x stetige Funktion gelte, die in ( — oo, +oo) zur Klasse 5i

gehört, ist notwendig und hinreichend, daß zu jedem /?>-0 ein.4 gehört, so daß ("abgesehen

von Nullmengen):

(12) |ü>(jt)|<:-A für \u\^h.

Ist diese Bedingung erfüllt, so gilt (2) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle

<:a', &'>, in dessen sämtlichen Punkten/stetig ist.

Die Bedingung ist hinreichend. Es handelt sich nur darum, nachzuweisen, daß Bedingung 1. von

Satz Xa für die Klasse ^^ erfüllt ist: denn für Bedingung 2., 3. und 4. ist es uns schon bekannt.

Wir haben zu zeigen: ist /?>> beliebig gegeben, so gibt es ein 3i, so daß (abgesehen von Null-

mengen):

k
(13) — jffi (yfew)|<Ä/ für !«j ^ /; und A' ^ 1

.

(0

Nun folgt aus (12) fimmer abgesehen von Nullmengen):

_^
k

I

(p (k u)\ <:— für
i

« , ^ /; und /('^ 1

,

I

w
I

mithin auch:

k\tfi(ku)\'<:— für I «
'

> /; und k> 1

,

h
"

womit (13) bewiesen ist.

Die Bedingung ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so hieße das: es gibt ein // >- und eine, sei

es in -< //, +00,), sei es in t
— c», — // :> gelegene Folge von Mengen $){,, $0f,,,. . ., Ü)f,, . . ., deren jede einen

von verschiedenen Inhalt hat, und derart, daß in den Punkten \'on SÄ,,:

l?(w)l>--7
"I

ist. Nehmen wir etwa an, diese Mengen liegen in <: /;, +00). .ledenfalls gibt es dann auch eine Folge von

Punkten »„ (^ /n, so daß der in -<:((„,«„+ 1 > liegende Teil 9JJ„ von 9JJ„ nicht den Inhalt hat.

Setzen wir:

H =^ /fe • h''*• — "•« '* t
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so ist kn^ 1, und es wird in den Punkten der Menge Ü)J!„ die aus 5Df„ durch Ähnlichkeitstransformation

im Verhältnisse ^„ ; 1 hervorgeht:

;/ n n n

// 1 , ,, , 1^ + 1

-—(u„+l) /'+—
Und da die Menge W„ in <: /?, +oo) liegt, wäre also Bedingung 1. von Satz Via für die Klasse g^

nicht erfüllt,

XXVIIö. "Genügt cp (n) allen zu Beginn von Satz XXVII aufgezählten -Bedingungen, so ist, damit in

jedem Punkte x des beliebigen Intervalles (a, b), der für die in -=c a, b ->- zur Klasse g^ gehörige Funktion/

ein Stetigkeitspunkt ist, Formel (6) gelte, notwendig und hinreichend, daß cp {n) auch der Bedingung (12)

genüge. Ist auch Bedingung (12) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a', &':> von

(a, b), in dessen sämtlichen Punkten/ stetig ist.«

Eines Beweises bedarf hier nur die Behauptung, daß die Bedingung (12) notwendig ist. Wäre sie

nicht erfüllt, so gäbe es wieder eine Folge, etwa in <: /?, + oo) gelegener Mengen 9Kj, Slij, . . . , W,,, • mit

von verschiedenem Inhalte, so daß in den Punkten von W,,'-

(14) |(ß(M)|>—

.

Es gäbe also auch eine in <: h, +oo) gelegene Punktfolge ?ij, m.,,. . ., #„,. . . und in < u-n, u^ -\ >-
n

gelegene Mengen 9Jl„ mit von verschiedenem Inhalte, auf denen (14) gilt.

Sei X ein Punkt von (a, b). Wir wählen ein e >- gemäß:

und setzen:

k„ = ^^; ii=k„(i-x).

Gehört dann k„. (i—x) zur Menge Wt,,, das heißt gehört 4 zur .Menge SOf*, die aus Wl„ durch die lineare

Transformation u = k„. (^— x) entsteht, so haben wir wegen (14):

i-x

Die Menge 9Ji* aber liegt im Intervalle <: .v+s, -v + 3 H :> der Veränderlichen i Wegen
11 kl,

k„ ^ 1 liegen diese Intervalle für hinlänglich großes n in -<:.r + 3, Z? >-, so daß für den Kern:

'f (6, -r, 7«)=:/e„'f (Ä„(4-.r))

sicherlich Bedingung 1. von Satz VI nicht erfüllt ist.

§ 14. Konvergenz an Ihistetigkeitsstellen.

Besonders einfach gestaltet sich für den jetzt betrachteten Typus singulärer Integrale die Anwendung

der Sätze von §§ 7, 8 und 9, wenn wir bemerken, daß hier die Bedingung:

lim
'f {i, X, U)— für id^ x

/( = + 00

gleichbedeutend ist mit:

(1) lim w«tp(M) = 0; lim M.tp(M.) = 0,
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und daß wegen:

öS' 8 x'

jede der Beziehungen:

8' 8'

lim —: tp (i, x, k) ^ 0\ lim ^ cf (5, .r, *) =: für ^zjr a-

A- = + oo 84' A = + oo 8a''

gleichbedeutend wird mit:

( 1 a) lim u' +
1 (0® («) = ; lim m' +

1 «p« (m) =r .

II= — 00 i( = + 00

Durch Anwendung von Satz XIV t/ und XV a finden wir also:

XXVIII. Sei (p(?(.) eine für alle reellen /(definierte Funktion, die eine in jedem endlichen

Intervalle absolut stetige (wz— l)-te Ableitung besitzt, und es sei:

(2) lim w'" '!>('" -i)(m)= 0; lim «'"
'f('"

-"(«) = .

« = — 00 «= + 00

Ferner existiere das verallgemeinerte Integral:

tp (w) du ^z
j

tp (m) ti//. = CO,

A J-00 '

und es sei sein Wert (ü::^0. Endlich existiere das Integral:

(4) p°°,(("'(p('")(M)| du.
J— 00

Dann gilt für jede in i— 00, +00) zu einer der Klassen gj, g.,, ^.^ gehörige Funktion/die

Beziehung:

(5) , /W— ""' — / j \'ij'^\.'^\<i~-^})""ilim - r°/(|)(p(^(|-;^))rf^
= + 00 (0 J_oo

in jedem Punkte .v, in dem/;K-te Ableitung seines ;//-fach iterierten unbestimmten Integrales

ist.Ist'-pi'/i) eine gerade Funktion, so gilt (5) in jedem Punkte.r, in dem/verallgemeinerte

ni-ie Ableitung seines /»-fach iterierten unbestimmten Integrales ist.

Zum Beweise bemerken wir, daß gleichzeitig mit 'p''"'->) auch 'p*'""-',.
. ., -p' und z in jedem endlichen

Intervalle absolut stetig sind. Daraus und aus der Existenz des Verallgemeinerten Integrales (3) folgt

ohneweiters: es gibt Punktfolgen //„, ü,„ n\\\ ü\i> mit:

(6) lim /(„ := + 00, lim «„ = 00, Hm uf =:; + 00, lim «<;] = - 00.

w = cx) ». = 00 /i = 00 »= 00

für die:

(7) lim 'p («„) = Ü, lim cp(M„)— 0. lim 'p''") (/(Xp) — 0, lim tp » («7«) = u=l, 2 ml).
11 = 00 11 — 00 11 — 00 n — 00

.Aus (2) folgt: ist ; >- beliebig gegeben, so gibt es ein A, so daß:

|(o("'-i)(«)| < - für 11.^ A.
//

Und daraus folgt durch Integration (für n^ A und hinlänglich großes u):

I

'p("' -2) (u)- 'p("' -2) (n^»' -2)) I^ £

/// — 1

1 1

M"'-| (?/(;"-2))"'-'

Denkschrifieii der mathem.-naturw. Klasse, 9'-i. Band. gß
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Aus (6) und (7) folgt nun

:

oder, was dasselbe heißt:

(8)

Ebenso beweist man:

(8 a)

|rp('«-2)(„)| für n > A,
111 — 1 n"

lim H"'-irp("'-2)(M) = 0.
7/=+00

lim »'"-> s<"'-2)(^f) — 0.

So wie (8) und (8 a) aus (2) hergeleitet wurden, zeigt man, indem man in derselben Weise weiter-

schließt: es bestehen die Relationen:

(9) lim U's^ (u) = lim u^ (u) ^
i/ = — CO 11 = + 00

lim «'+1 -p« (n) — lim 7/' + i

'f» (w) = (/ = 1, 2,. . ., «?- 1).

7/ = — OO

Wir zeigen sodann, daß aus unseren Voraussetzimgen folgt, daß 'j (;() der Bedingung (3) von

Satz XXV, der Bedingung (7) von Satz XX\'I und der Bedingung (12) von Satz XXVII genügt.

Durch partielle Integration ergibt sich:

Hierin haben wir, wegen (2):

1 T"
--

I

y'" sgn . rp ('" ^1) (v) .
'f

('") (z)) Ji'.

hm
ii = +oo ;;?

r(in — 1) Wi = 0,

der Subtrahend hat, wegen der vorausgesetzten Existenz des Integrales (4) einen endlichen Grenzwert

für H =^ + c», so daß die Existenz des Integrales:

WH— 1 ,r(lll — 1) (ii)\du

70

bewiesen ist. Ebenso beweist man die Existenz von:

I

|m"'-i rp("'-i)(„,)j ein,

J—oo

so daß aus der vorausgesetzten Existenz von (4) die Existenz von:

I |«'"-itpi"'-i)(7/j| dji

folgt. Indem man (unter Benützung von (9)) so weiter schließt, beweist man der Reihe nach die Existenz

von:

+ OO

|!p (7/.)| dll

.

(10) X+oo |«''(p»(;

OO

(?/.)
I

du (/ rr: ;;/ — !, iii — 2, ... , 1 ) und

Damit ist Bedingung (3) von Satz XXV erwiesen.

Wie aus der Stetigkeit von cp (//) und den beiden ersten Relationen (9) unmittelbar folgt, gibt es

eine Konstante B, so daß für alle n:

(11) |«p(w)|
B
M
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Also haben wir für alle u>h:

r-n ßi .''+00

J— 00 'f Ja

womit Bedingung (7) \'on Satz XXX'I nachgewiesen ist. — Und durch Ungleichung (llj ist gleichzeitig

Bedingung (12) von Satz XXX'II als erfüllt nachgewiesen.

Daraus folgt aber, wie die Beweise von XX\', XXM und XXVII gezeigt haben, das Bestehen der

Bedingungen 1., 2. und 4. von Satz XIV a für jede der Klassen ^j, 55.,, ^-.,. — Um einzusehen, daß auch

Bedingung 3. von Satz XIV a erfüllt ist, schreiben wir:

(i-x)'"—--'s{ix,n) d^— l l'"' + i ti,"'^("''>(ku)\dH=
1

\u"''f<"'Hn)\du,

und dieser Ausdruck liegt, wegen der vorausgesetzten Existenz des Integrales (4), tatsächlich für alle

k ^ 1 unter einer endlichen Schranke A".

Damit ist Satz XXVIII bewiesen. Man beweist ebenso:

XX\'lIIi/. »Cienügt
'f

(«j den \'oraussetzungen von Satz XX\'[II, sd gilt für jede in <. a, h :> zur

Klasse
5"i

gehörige Funktion /'die Beziehung

(12) f{x)= lim ~rf{^)'^{k{i--x))di
J- = + oo (0 Ja

in jedem Punkte x von {a, b), in dem/w-te Ableitung seines /«-fach itei'ierten unbestimmten Integrales ist.

— Ist 'S, (») eine gerade Funktion, so gilt n2) in jedem Punkte x von {a, b), in dem /verallgemeinerte ;;/-te

Ableitung seines /»-fach iterierten unbestimmten Integrales ist.«

§ 15. Differenziation der Integrale des Weierstraßschen Typus.

Durch I5erul'img auf die Sätze XV'lif. XVIh;, Xl.\'</ linden wir:

XXIX. Es genüge
'f («j allen V'oraussetzungen von Satz XXVIII. Damit in jedem Punkte .r,

in dem die in(— c», +00) zur Klasse 5:; gehörige P'unktion /' eine endliche Ableitung iiiAev

Ordnung besitzt, die Beziehungen gelten:

(1) /(^)= lim — r°°f(i)'^(k(^-x-))di,

l,i+i ,''+00h 1 + 1 1' '-l tPU

(2) ß'>(x)— lim (— 1/- I f[^)'f"'^(kii x))di {1—1,2

ist notwendig und hi nreichend, daß das Integral (4) \-onJ; H existiere. Ist dies der Fall, so

gelten die Beziehungen ( 1 ), (2) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle, in dem/;;/-mal

stetig differenzierbar ist. Ist -i i;m eine gerade Funktion, so kann die Ableitung/''* (.v) durch

die verallgemeinerte Ablei tung/w (x) ersetzt werden.

Die Bedingung ist hinreichend fauch für die gleichmäßige Konvergenzi. Es genügt zu beweisen,

daß für den Kern

'i («, k) r= --'- s {ktn
(0

alle Voraussetzungen und Bedingungen \on Satz .XIXw erfüllt sind; zunächst gilt tatsäciilich die Beziehung:

(3j lim 'i,'^'"
- ^'

(;it, k) = lim -^ a«.'" -v (_/,'• JH — u
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gleichmäßig in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle -< a, ß >, wie unmittelbar

aus (2) von § 14 folgt; denn sei etwa;

<: a -=c ß.

Wegen (2) von § 14 ist, bei beliebig gegebenem s >- 0;

\u"' (p("'-i) (M)| < z für n ^ ,4.

Daher weiter für alle n von <:«, ß>-:

I

^'" ^(m -1)
(jf ;fe)

I

< _L für /fe ^ -^

,

womit das gleichmäßige Bestehen von (3) in <: a, ß >- bewiesen ist.

Bedingung 1. von XIX a für die Klasse Jg ist erfüllt, wenn für jedes /?;> die Kerne ^ {u, k, h) und

'iW(2^, li, h) (/ =: 1, 2, . . ., ;») der Bedingung 1. von Satz Illa genügen. Für den Kern (}) («, k, h) haben wir

schon beim Beweise von Satz XXV gezeigt, daß dies tatsächlich aus der Existenz des Integrales

rJ—oc \(s {n)\ du

folgt. Zeigen wir es nun für den Kern ({)'" (ti, k, h).

Es wird wieder genügen zu zeigen, daß:

(4) lim r°°\'^^Hit,k,h)\ du=0
= + oo J— CJO

ist, da daraus das Bestehen der Bedingung 1. von III tz für den Kern i|jW (», k, h) ebenso gefolgert werden

kann, wie beim Beweise von Satz XXV das Bestehen dieser Bedingung für den Kern tjj (|, x, n, s) aus der

dortigen Relation (4) gefolgert wurde. /

Um (4) zu beweisen, beachten wir, daß

:

(5)
1

4« {u, k, h)\du = W I

tp« {ku)
\

du+ \
I

cp® {kti) \du)=i

^/ ( p—kh r'+oo \

—— 11 l^'-''^
(u)\du+ I \'f(''i(ti)

\

duS.
W \J-oo Jkh j

fJ— c

Wegen der in § 14 bewiesenen Existenz des Integrales:

|m' tpW (m)| dti

gibt es zu einem beliebig vorgegebenen £>-0 ein A, so daß:

X—

u /^+ oo

|ti' rp(') (ii)| (^11 <:s; I |t;' cpW (t))j (^ü <: £ für « ^ ^,
CO Ju

und somit auch:

I
u

<s(') {v)\ dv < ; / \'d('Hv)\ dv <. für-»^^,
oo ' »' Jn

'

M'

woraus man sofort entnimmt:

X-kh ^
n+oo j ^

|(p(') (m)| dM < — ; k' |(D» (m)| ^«^ < — für ^ ^ — .

oo h' Jhi, h' h

Damit ist, im Hinblick auf (5), Beziehung (4) dargetan und mithin bewiesen, daß Bedingung 1. von

Satz XIX a erfüllt ist.
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Daß Bedingung 3. von XIX ß erfüllt ist, entninnmt man daraus, daß:

X+oo
^"' + 1 C+oo 1 /^+ CO

|h"' 'fC") {ii, k)\du = / \u"'
(f("')

(ktt)\dn = \u" cpC") {ti,)\ du

ist. Daß Bedingung 4. von XIX a erfüllt ist, ist evident.

Gleichung (6) lehrt aber auch, daß die Bedingung von Satz XXIX notwendig ist, ^ womit dieser

Satz völlig bewiesen ist.

Ebenso beweist man:

XXIX a. »Es genüge 'f(/t) allen Voraussetzungen von Satz XXVIII. Damit in jedem Punkte .r des

beliebigen Intervalles (a, h), in dem die in <: a, b >- zur Klasse gg gehörige Funktion / eine endliche

Ableitung w-ter Ordnung besitzt, die Beziehungen gelten:

(7) fix) = lim A p/i^) ,^ (fe (4_,.)) äi,

(8) /« (X) = lim (~ ly — ffd) ?(0 (^ (4-.r)) J| (/= 1, 2, . . ., w),

ist notwendig und hinreichend, daß das Integral (4) von § 14 existiere. — Ist dies der Fall, so gelten die

Beziehungen (7), (8) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a', b' :>- von (a, b), in dem/7M-mal stetig

differenzierbar ist. — Ist rp (/() eine gerade Funktion, so kann die Ableitung/'-'' (.r) durch die verall-

gemeinerte Ableitung_/'') (,t) ersetzt werden.«

Wir wenden uns nunmehr der Frage nach der Gültigkeit der Formeln (1), (2) für Funktionen der

Klassen gi und 5^, zu.

XXX. Es genüge cp («) allen Voraussetzungen von Satz XXVIII. Damit in jedem Punkte x,

in dem die in (—0°, +<») zur Klasse '^., gehörige Funktion / eine endliche Ableitung in-tev

Ordnung besitzt, die Beziehungen (1), (2) bestehen, ist notwendig und hinreichend, daß das

Integral (4) von § 14 existiere, und daß folgende Bedingung erfüllt sei: zu jedem/7>-0

gehört ein A, so daß für 11 ^ h:

(9)
" -

^ ' ^— « J r +00
('jW (v))' dv < ; / ('i('") (v)y-dv

Sind diese Bedingungen erfüllt, so gelten die Beziehungen (1), (2) gleichmäßig in

jedem endlichen Intervalle <: ß', ^' >-, in dem/«^-mal stetig differenzierbar ist. — Ist'f(zt)

eine gerade Funktion, so kann die Ableitung /^'') (.r) ersetzt werden durch die verall-

gemeinerte Ableitung/'') (;t).

Die Bedingungen sind hinreichend. Es braucht nur mehr gezeigt zu werden, daß Bedingung 1.

von Satz XIX a für die Klasse %.^ erfüllt ist: es genügt also zu zeigen: zu jedem Ji :> gibt es ein AI, so

daß für alle k^l:

(10)
[""""('^

("> *, l'))- du < M,
J—00

X+co
('\>(0 (u, k, h)y du<.M («=1,2,..., m).

Wir schreiben:

X+oo
h2 (1 + 1) ( r— h /'t 00 \

('])« (n, k, h)y- du =
I I

('jW {ku)y- du + / ('f» (yfen))- du) =
00 w- U-00 '

Jll )

7,21 + 1 c r'—kh r'+oo \

W- (J-00 Jkh ]

1 Und zwar nicht nur, wenn / zu gfs gehört, sondern auch, wenn / zu
fj-^

oder jjo gehört.
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Benützt man (9), so hat man daher weiter:

X+oo
9 4

womit (llj für / ^ ;/« bewiesen ist. Für / = 1, 2,. . ., ;;i— 1, sowie für (10) folgt dies wieder aus (12),

beziehungsweise der analogen Formel für -i (7/, l\ h), wenn man bemerkt, daß es wegen der Stetigkeit

von
'f,

'i', . . ., rp("'-i) und wegen (9) von § 14 eine Konstante B gibt, so daß für alle 11 die Ungleichungen

bestehen;

I

r^ (ti)
I

<^ ,
'f

('^ («)< —^ (2 =1 1, 2, ... , m- 1).

Die Bedingungen sind notwendig. Für die das Integral (4) von § 14 betreffenden Bedingung haben

wir das schon oben bemerkt. ^ Was (9) anlangt, so nehmen wir an, diese Bedingung sei nicht erfüllt.

Es gibt dann einen Wert /; :> und eine sei es in <: /;, +<»), sei es in (
— 00, — // >• liegende

Punktfolge u^, ii.„. . ., ii,„. . ., tür die die entsprechende der beiden Beziehungen:

"+ 00 4 fiiii

(%("" (iny du= -^-^

'

;
(cc("') {ii)Y du

A..,

mit:

lim An ^ + 00

11 = 00

gilt. Nehmen wir etw'a ersteren Fall an und setzen:

(13) n.n = K'li,

so haben wir /;„ ^ 1 und:

i

•+00 ^+00 A

('£!'") {II])- du = /,

,

('!.(•'•> ik.„ iny du = ^

n <.'ihi_ 'hl

oder wegen (13):

.1, ' Ji'"'^

es wäre also für 6^"'> (11, Ä'„, h) Bedingung 1. x^on .Satz XVI a für die Klasse ^•., nicht erfüllt.

Damit ist .Satz XXX nachgewiesen. In analoger Weise (man vergleiche den Beweis von Satz XXVI a)

zeigt man:

X.XX (7. Es genüge 'i (//) allen Voraussetzungen von Satz XXVlli. Damit in Jedem Punkte .r des

beliebigen Intervalles (a, b), in dem die in <:ci,b:> zur Klasse
J^-,,

gehörige Funktion/ eine endliche

.Ableitung /H-ter Ordnung besitzt, die Beziehungen (7), (8) gelten, ist notwendig und hinreichend, daß das

Integral (4) von § 14 existiere und daß folgende Bedingung erfüllt sei: zu jedem /;• > gehört ein A, so

daß für w ^ Ji :

X~"
4 r+00 A

('it'") („j)2 Jh < ; \
('f('"){tl)ydu

1,2 III + 1

Sind diese Bedingungen ei'füllt, so gelten die Beziehungen (7), (8) gleichmäßig in jedem Teilintervalle

<; a', b' >- von (a, b), in dem/w-mal stetig differenzierbar ist. — Ist rp (ti) eine gerade Funktion, so kann

die -Vbleitung/"-' (.1') ersetzt werden dinxh die verallgemeinerte .\bleitimg/'" (.r)."

1 .Vnmerkung auf p. Gl [645].
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XXXI. In Satz XXX kann die Klasse g-., ersetzt werden durch die Klasse g^, wenn
Bedingung (9j ersetzt wird durch die Bedingung: zu jedem /;>>0 gibt es ein .4, so daß

(abgesehen \' o n Null m engen):

ä

(15) W'"Xu)\ < für \n\ ^ /?.
'

' !h.|"' + i

Bedingung HS) ist hinreichend. Es genügt, gemäß Satz XIX a für die Klasse ^-j, nachzuweisen:

Zu jedem Ji :>- gibt es ein M, so daß (abgesehen von Nullmengen) für alle k'^l:

I

d) (ii, k, h)
I

< M\ I 'M''^ (n, k, 7i) \ <: .1/ (i =1,2,..., in).

Aus (15) und den Beziehungen (9) von § 14 folgt, daß es zu jedem Ii :> ein B gibt, so daß für

I"! ^!r.

I

'S (u)
j

<.
;

I

ffiW (m)
;

<: ^— (•/ = 1, 2, . . . , ;;/)

.

I

M
I

'

I

«
I

' +

1

Infolgedessen ist für |;/! > /; und fe> 1:

— 'i (liu) ; ?» (^7/) ! < — (/ = 1, 2,. . ., ;;/),

(0«/; (0
:

(0 •/;'+'

womit Bedingung 1. von XIX ^/ für ]^^ nachgewiesen ist.

Bedingung (15) ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so hieße das: es gibt ein //>- imd eine

sei es in -< A, +oo), sei es in (
— oo, — /;. > gelegene Folge von Mengen iW^, ilJL,. . ., 9)f,„. . . mit von

\-erschiedenem Inhalte, derart, daß in den Punkten von 9J?„:

|(j(«)(„)| > *!

ist. Nehmen wir etwa an, diese Mengen liegen in <: /;, +oo). Es gibt dann auch eine Folge \'on Punkten

u„ (^ h), so daß der in <: //„, //„ +1 :^ liegende Teil ;«„, ^von W.,, nicht den Inhalt hat. Setzen wir:

so ist />'„ ^ 1, und es wird in den Punkten der Menge W„, die aus "iil,, durch Ähnlichkeitstransformation

im Verhältnisse k„ : 1 entsteht:

U,. ; \ Kl
so daß also Bedingung 1. von Satz X\'I für die Klasse ^^ nicht erfüllt wäre.

Analog beweist man (vergleiche den Beweis von Satz XXMIa):

XXXI tr. -In Satz XXX a kann die Klasse }'%, ersetzt werden durch die Klasse ^-j, wenn Bedingung

(14) ersetzt wird durch Bedingung (15).'

§ i6. Singulare Integrale vom P(Msson"schen T}'pus.

Wir betrachten nun einen Typus singulärer Integrale, den wir, weil in ihm das aus der Potential-

theorie bekannte Poisson'sche Integral als Spezialfall enthalten ist, als den Poisson'schen Typus
bezeichnen wollen.

Sei s(tt) eine in (
—

/, /; definierte, im Nullpunkt verschwindende Funktion der Gestalt:

(1) -S (U) — % !7(]''+ (0(7f) •;»''',
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worin

:

(2) a>-0; p'>'\; lim u>(«)^0.
K =

In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß>- von (— /, l) sei die untere Grenze

von (0 («) eine positive Zahl.

Sei <: Y <: /. Wir wollen für ^ >- eine Funktion c (k) so bestimmen, daß

:

(3) hm c (ä) j

k = + oo J_.. l+k'f(ll)

wird. — Sei /z r> beliebig gegeben. Wir können dann, zufolge (1) und (2), y' >- so klein wählen, daß in

(4)

und somit auch:

(a.— h) \u\P ^ (p (n) ^ (a-hJt) j«|P

(5)

du

1+k' {a. + h)tiv

< r' ^" < 2 r'- —
Ä) wJ'

Dies führt uns auf die Aufgabe, eine asymptotische Auswertung des Integrales:

I(k,^,a,p)
du

jo l + ^'ßwP

vorzunehmen. Führen wii die Substitution:

V=:k'''f/-U T = ß^.a

aus, so erhalten wir:

I{h,<^,<3,p)^k ^ß

Setzen wir noch:

(6)

so haben wir also:

(7)

Nun kann (5) auch geschrieben werden:

J_ n' du

L--J- r"'- äv

l-hvP

'o 1 +nv

i_ i_

lim ¥p I (k, ß, '3,p)=:'^ p Q ip)

2k'J I(k,a+hri',p) ^ />

Wegen (7) ist also, wenn T| >- beliebig gegeben wird, für alle k^k^:

2kV I{k,o.^h,'(',p).

L n' du ^ 2 (a - /?)" TQip) + (].2ia.+ h) P ü(p)--q^ki'

Sei nun y eine beliebige Zahl aus (0, I) und es sei Y (<: y) entsprechend (4) gewählt. Da die untere

Grenze von m (u) in <; y', y > sowie in <: — Yi
—

t' ^> positiv (etwa = !)•>> 0) ist, haben wir:

ri du r

J-i l + kf {u) J_-

(' du

_-( 1 + ^ (p (?0 J_-(/ 1 + ^ cp («)

Wir haben also endlich für alle hinlänglich großen k:

2(Y-tO

2{p.+hTTQ{p)-]iY ^^
1 +kQ-

q^ßpi_ n du

j^-i
l+^'cp (m)

1 1 2y

l+/e.*
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und da hierin li und -q beliebig waren, so ist das gleichbedeutend mit

t = + oo J^-f \+k''S(u)

Wir seilen also, daß wir in (3) wählen können:

1- C '•"'• ^~
lim k r I -; ; y^ = 2 . a lü (p)

.

1 i_ 1 J_
c (k) := — aj' kr

2 Q{p)

Wir können nun den Satz beweisen:

XXXII. Sei tp (u) eine in ( — Z, /) gegebene Funktion der Form (1), (2), deren untere Grenze

in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle <: a, ß>- von (— /, /) positiv ist.

W\\.ü{p) werde der Wert (6) bezeichnet. Dann gilt für jede in <:a, ß + />- zur Klasse gj

gehörige Funktion /^ die im Punkte ,v von (a, a + l) stetig ist, die Formel:

(8) nP P ra + l Ai

f(x) = — lim k
/ /(l)

^
2Q(p) A= + oo J„ ' i+/.a)(i5_,r)

Diese Formel gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a', b' >- von (a, a + D, in dessen

sämtlichen Punkten/stetig ist.

Zum Beweise haben wir uns nur auf Satz XVIII zu berufen, Ist -< a, ß >- ein den N'uUpunkt nicht

enthaltendes Teilintervall von (— /, /), so haben wir nach Voraussetzung in <: a, ß >-:

'f
(m) > 8' >

und somit, wenn

:

i

rs (?/., ß) = k}

2ü(p) l+/fetp(«)

gesetzt wird:

j_ j_
(9) ^ . , aP kP

-< 'i ( II, li) <
2Q(';7) H-/'f)-

so daß

:

lim 'i (II, k) =:

gleichmäßig in -=ca, ß >- ist, wie Voraussetzung (T) von Satz X\'I11 verlangt.

Daß Hedingung ?,. imd 4. von XVIII erfüllt sind, folgt aus der wegen (oi gültigen Beziehung:

lim
j

'i> (;/, k) du =: lim 1 \'s in, k, /fc)] du = 1.

Einen bekannten .Spezialfall erhält man, indem man füt i
— /, /) das Intervall (— 2 z, 2 z) wählt und:

'P (u) =: 1 — cos n

setzt. Man erhält so:

1 .. ,i r' + 2^... di
/('.VI = p. lim k'i l ' f(i)

;- . v / 2 / = + CO / ,>\^/2 i.- = + co
J.,

" H-/>'(1 cosCl-.r))

Setzt man hierin:

_ 2r

und multipliziert unter dem Limeszeichen mit dem Faktor:

1+ r

2\/r
DeiiUschriflen der nialhein.-n;ilui\v. Klasse, 9;i. Band. j^7
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dessen lim gleich 1 ist, so erhält man die bekannte Poisson'sche Formel:

1 r^' 1 — r-

f(x)= lim /© di.
2t. >-=i-o Jo 1 -2r cos (^-.t) +r''-

Die Übertragung von Satz XXXII auf unendliche Intervalle gelingt leicht durch Berufung auf

Satz XVIII a:

XXXII ß. »Sei cp (ii) eine für alle reellen u definierte Funktion der Gestalt (1), (2), deren untere Grenze

in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle positiv ist. iVlit Q (p) werde der Wert (6)

bezeichnet. Es gilt dann die Formel:

1

(10) ^p i_ r+'x n
f(x)= -^— lim kv

\ f(i)
2ü(ji) k = + oo J-oo l+Jim{i—.v)

in jedem Punkte ,r, in dem/stetig ist: a) für alle Funktionen, die in (— co, +oo) zur Klasse g^ gehören

wenn:

(1 1) lim cp (m) :> 0; lim «p (u) >- 0.
11 =—OO M = + 00

bj für alle Funktionen, die in (— oo, +00) zur Klasse ^., gehören, wenn (11) erfüllt ist und:

(12)
n-^ä^^_

existiert; c) für alle Funktionen, die in (— 00, +00) zur Klasse %g gehören, wenn fl 1) erfüllt ist und:

•+<» du
(13) X- 00 1 + «p («)

existiert. In allen diesen Fällen gilt (10) gleichmäßig in jedem endUchen Intervalle <: a', Z;' >-, indessen

sämtlichen Punkten /stetig ist.«

In der Tat, ist Bedingung (11) erfüllt, so gibt es zu jedem // >- ein O- >- 0, so daß in (^00, —h ;>

und in <: Ji, 4-00):

'f(«)>9--

In diesen Intervallen ist daher Ungleichung (9) erfüllt, und somit
|
tp (7;, /^)

|

geschränkt für alle /•

Damit ist Bedingung 1. von XVIII a für die Klasse ^j nachgewiesen.

Ferner hat man in den genannten Intervallen:

l+(p(«) 1+ tp (m) 1 ö'+l

1+/^ tp (h) k rp (m) ä i>

Existiert also das Integral (12), so hat man:

r
+ 00 aP iP r'^°° ^^^

(tp (m, /i)y du = k ——-——

—

2 o( ^ ^

4(Q(;?))2 \ {> ] j„ (!+?(«))

Es sind also gewiß die Integrale:

P°°((p
(m, li)Y du und f '(? («,W du

Jh J— 00

geschränkt für alle /^^ 1. Damit ist Bedingung 1. von XVlIIa für die Klasse 5., nachgewiesen.
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Ebenso beweist man, wenn das Integral (13) existiert, die Ungleichung:

I
'i (it, Ic) dii<=

1

ßC;') a- Jk !+?(»)

woi'aus man entnimmt;

lim I cp (//, /?) li// = 0; lim I rs (//., li) du = 0.

Daraus aber kann man, wie wir nun schon wiederholt gesehen haben, weiter schließen, daß für jede

Folge von Zahlen k,i mit lim ^„= + 00 der zum Kerne:
n = 00

olP u P 1

'i Ui, n) = ««

2Q{p) \+k„'^{n)

gehörige Kern tjj («, 11, h) für jedes A :> in (—00, +00) der Bedingung 1. von Satz III a genügt, so daß

Bedingung 1. von XVIII für die Klasse 5^3 nachgewiesen ist. Damit ist Satz XXXII ß bewiesen.

Als einfachsten Spezialfall erwähnen wir: ^

ffi («) =: //-.

Man erhält so, indem man noch

setzt, die in jedem Stetigkeitspunkte einer Funktion /^ die in (—00, +00) einer der drei Klassen 5^, %.-^, %.^

angehört, gültige Formel:

(14) /(.r)=-lim / /(?)—: ^a,.
TT P = +0 J_oo

1 K.. r°°^..^ L

§ 17. Konvergenz an Unstetigkeitsstellen und Differenziation.

Wir wenden auch auf unseren jetzigen Typus singulärer Integrale Satz XI\' und XV, beziehungs-

weise XIV« und XV a an. Wir erhalten:

XXXIII. Es genüge (p («0 außer den Voraussetzungen von Satz XXXII (beziehungsweise

den Voraussetzungen von Satz XXXIIa für die Klasse g,) noch folgenden Bedingungen: 's («)

besitzt in einer Umgebung des Nullpunktes eine absolut stetige {m — l)-te Ableitung und es

sind in dieser Umgebung, abgesehen von einer Nullmenge, die Ungleichungen erfüllt:

( 1)
I 'f

('^
(•//) \<A\n\J'-' (/ = 1 , 2 ;;/)

;

dann gilt Gleichung (8) (beziehungsweise (10)), von § 16 in jedem Punkte .v von {a, a -\- t)

(beziehungsweise in jedem Punkte ,r), indemdiezurKlassegj (beziehungsweise zur Klasse {^i) gehörige

Funktion/w-te Ableitung ihres /«-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. — Ist außer-

dem in einer Umgebung des Nullpunktes: (p (—?{):= 'f (/;), so gilt (8) (beziehungsweise (10)) von

§ 16 in jedem Punkte x von {a, a + l) (beziehungsweise in jedem Punkte .r), in dem/ verall-

gemeinerte OT-te Ableitung seines w-fach itererierten unbestimmten Integrales ist.

Wir haben nachzuweisen, daß der Kern:

(2) 0.1' J'' 1

? (S, X, li) =
2Ü{p) \ + k-j}{i.-x)

1 Es ist dies gleichzeitig ein Spezialfall des Weierstraß'schen Typus.
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allen Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XIV genügt. Beachten wir zu dem Z\\'ecke, daß die

•/-te Ableitung von eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Summanden der Form:

ist, wo für die Exponenten die Gleichheiten gelten:

(4) j^+ '^u+...+iji = i

(5) j^+j,+ ....+Ji-J.

In der Tat gilt dies für / ^ 1

:

i 1 _ k'^' (li)a

du \ + l''^(n) (1 + /.' CS (?())'-

und kann allgemein durch vollständige Induktion bewiesen werden, die genau so verläuft, wie beim

analogen Beweise in § 12.

Zunächst sehen wir, daß in einer Umgebung der Stelle x für izjz.r die Beziehung (1) von § 7:

(6) lim — cp (<;, x, k)=.0 (Z zu 1 , 2, . .
.
, /// — 1)

i' = + oo 8 ^'

8'

besteht: in der Tat, zufolge (2) und (3) enthält jeder Summand von —- cp (|, x, k) im Zähler den Faktor
8^' '

i+- 1

k V
, während der Nenner groß wird wie (tp (;/) Äy+^ Da cp (ii) df. und — <: 1 ist, folgt unmittelbar (6).

Es bleibt noch nachzuweisen, daß Bedingung 3. von Satz XIV erfüllt ist, oder, was dasselbe ist, daß

für ein hinlänglich kleines v >- eine Ungleichung besteht:

1 rt 1 d'" 1

(7) ¥¥{ ii

f I

du^" 1+ k^ (u)

Nun besteht

d'" 1

du. <. N für alle li>. 1

rfw'" 1 + ^ !p (m)

aus einer endlichen Anzahl Summanden der Form (3). Wegen (1) von § 16 ist hierin, wenn // >> beliebig

und dazu y ;> hinlänglich klein gewählt wurde:

\+h tp (») > 1 -4- /e (a_ //) |

«

\v^

und somit ist, wegen der Ungleichungen (1), das Integral in (7) kleiner als eine endliche Anzahl Summan-

den der Form (C bedeutet eine Konstante):

CkV"' du;

indem wir die Substitution k^' .«= t; vornehmen und (4) und (5) beachten (für l= iii), sehen wir, daß hierin

alle Faktoren k sich vollständig wegheben und dieser Ausdruck übergeht in:

-'' i t VPJ

CJ '' -TT—, 7Z—r-.dv\
p

wegen /7 >> 1 aber existiert das Integral:

r d V ,

^ (l + (a— /f.)
ü^^y+t

womit (7) nachgewiesen ist. Der Beweis von Satz XXXIII ist damit beendet.
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F'ür das Poisson'sche Integral wurde der einfachste Fall dieses Satzes uii =: l) zuerst \'on P. Fatoii^

bewiesen.

Durch Anwendung von Satz XIX erhalten wir den Satz:

XXXIV. Es genüge rp (;/i außer den Voraussetzungen von Satz XXXII nach folgenden

Bedingungen:
'f

(h) besitzt eine in jedem Teilintervalle <: a, [i :> von ( — /,/) absolut stetige

(;;/ — l)-te Ableitung und es sind in jedem solchen Teilintervalle (abgesehen von einer Null-

menge) Ungleichungen der Gestalt:

(8) I'fW (/,,j| < ^4 \u\''^' (i -^1,2,..., ;//.)

erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte ,v von (a, ß+ /j, in dem die in <: a, a+ / >- zur Klasse ^i

gehörige Funktion/eine endliche Ableitung in-ter Ordnung besitzt, die Formel:

i 1
(9) .^ aP i'' r" + ' 8' 1

/0(.ir) = lim k f(i) äi (i = 1, 2,. . ., ;»).
2Q(p)i= + oo X

•

dx' l + k'^a-x)

Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a', Z'' >- von (a, a+ /), in

dem_f;;z-mal stetig differenzierbar ist. — Genügt
'f

(ji) in einer Umgebung des Nullpunktes

der Beziehung rp (
— h) =:

'f
(u), so gilt (9) auch für die verallgemeinerte /-te Ableitung/»-''-' {x).

Beim Beweise hat man nur zu beachten, daß in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilinter-

valle <: a, ß >- von (
—

/, /) die Beziehung:

lim /^
::::;

i- = + oo du'"-''- l + Ä;(p(M)

gleichmäßig gilt. In der Tat gilt nach den in Satz XXXII über 's {u) gemachten Voraussetzungen in

<:a, ß >> eine Ungleichung:

rp (u) :>{)•>> 0,

woraus nach der oben besprochenen Form von

d'"-^ 1

dW"-'^ 1 + Ä
(f

(u)

die Behauptung unmittelbar folgt. Damit ist die X'oraussetzung (3) \'om Satz XIX erwiesen. Daß die

übrigen Bedingungen dieses Satzes gelten ist evident.

Im speziellen Falle des Poisson'schen Integrales wurden die Behauptungen unseres Satzes bewiesen

von Ch. J. de la Vallee-Poussin. -

Für unendliche Intervalle erhalten wir durch Berufung auf Satz XIX t/

:

XXXIV rt. »Es genüge a (zt) den zu Beginn von Satz XXXlKr gemachten Voraussetzungen.

Ferner besitze rp (h) eine in jedem endlichen Intervalle absolut stetige (/« — Dte Ableitung und es

seien in (^oo, + oo) Ungleichungen der Form:

( 1 1) 'f
<'^ (») < .4

I

u
1

1'-'
(i = 1 , 2, . . . ,

;;/")

erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte ,r, in dem die in i — oo, + ooi zu einei' der Klassen ^•,, %.,, %.. gehörige

Funktion/ eine endliche Ableitung ;//-ter Ordnung besitzt, die Formel:

1 Acta Matb., Bd. 30, p. 340, 373. Vgl. aucli H. Lebcsgue a. a. 0., p. 87, und \V. Groll, Sitziingsber. .\Uad. Wien, .'Xbl. IIa.

Bd. 124, p. 1020.

- Acad. Hruxelles, Bull. Clnsse des Sciences 190S, p. 24.").
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(12) aP 1 r+°° 8' 1

Sie gilt gleichmäßig in jedem endlichen hitervalle <: a', b' >-, in dem / ;w-mal stetig differenzierbar

ist. — Genügt » (//) in einer Umgebung des Nullpunktes der Beziehung tp (— ?;.) = cp («), so gilt (12) auch

für die verallgemeinerte /-te Ableitung/^'-' (.-i:).'<

Es genügt, nach dem schon Bewiesenen, zu zeigen, daß Bedingung 1. von Satz XlXa erfüllt ist.

Zeigen wir dies zunächst für die Klasse %^. Wir setzen:

1

«y J_ 1

, ,, ,
• kp • außerhalb <: — //, h :>

4 (//, /.', /?) = \2Q(p) 1 + yfe cp (it)

in < —li,li->.

und haben nach (10):

\') (u, k, h)\ < -^
,

2Q(p) l + k^..hP

also ist
i'j)

(«, k, ]t)\ geschränkt für alle // und alle k.

Ferner haben wir, unter Benützung von (3), (4), (5), (10) und (11), wenn durch das Symol S eine

Summation über eine endliche Zahl von Summanden angedeutet wird:

1

(13)
,

,.
,

\-^ ^ aP — y \u\P'-'

Y" («, k, h) < y C k r U (/ = 1 , 2, . . . ,m),"^ ' " L: 2Q(p) (l + ß./fe |«|i')M '
. '

/.

und indem wir /i \ii\p r= h schreiben, haben wir außerhalb <; —h, /;. >-:

I

tl® (u, k 7z)
I

< y C — h
' '

'
^ 2Q(p)(p) (1 + ß t;)

j+i

Es ist also, da — <: 1 ist, auch (|jW (ti, k, h) («' = 1, 2, . . ., m) geschränkt für alle u und alle k. —
P

Damit ist Bedingung 1. von XIX a für die Klasse gj nachgewiesen.

Wir gehen sogleich über zur Klasse {^.j, da für die Klasse 1^2 der Nachweis ganz analog ist: Aus (13)

entnehmen wir sofort:

fJ—<. Zfi P i. . r'+oo nPj— '

C— Äy'M du,

1

oder vermöge der Substitution: v =z kP 'ii

1

(14) C^ , ,-, , , V ^ «y — C+°° vPJ~^
"

'

'

d V .

r+oo v' a.P — r+
\6('> (u, k, h)\ dn<: ) C kP

/ ,

,,,,
(i + ß^'O^-

Nun haben wir:

vPJ-' 1

(l + ßj;P)-/+i ßi+i

infolgedessen

:

v -i'+p)

X+

CJO

kP .h

+ 00 1)^7-' 1 1 i-i
dv < h- ('+;'-!) k-'--^,— (l+ß ?;'')' + '

ß-' + l
7+ 7' -1
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und, indem man dies in (14) einführt und berücksichtigt, daß je >- 1 ist:

'-•+00

1
{ ijj('> in, /;, h )

I

du <: ck- ''
(vj > 0)

.

Wir haben also:

1
'!;")(;//, k, h)\ du — O,lim /

woraus zusammen mit der ähnlich zu bestätigenden Beziehung:

X+oo
I

'b dl, k. Il)
I

d II =
oo

nach einem schon wiederholt durchgeführten Schlüsse folgt, daß Bedingung 1. von XIX a für die Klasse

gg erfüllt ist.

Wenden wir die Sätze XXXlll und XXXIV (.7 auf den Spezialfall rp («)=: «- an, so sehen wir:

Formel (14) von § 16 gilt für jede in (— <», + oo) einer der Klassen g^, g.,, g^ angehörende Funktion /, in

jedem Punkte, in dem /verallgemeinerte m-te Ableitung seines in-fach iterierten unbestimmten Integrales

ist; und in Jedem Punkte, in dem /'eine verallgemeinerte in-te Ableitung /("'^ (x) besitzt, wird sie (für

jedes «/) dargestellt durch:

1 r+oo 9"' 1

n 5) /('») (x) = — lim p . f (f) di

.

Nun ist bekanntlich:

:= \ c'''- cos KU dk: —
p-^ + «" X du'" p2 + «2 J^ j^i'.

:= / e~''"'' cos A//JX ; =: / c-''- cosXii dX (p :> 0)

i

\Vir können Formel (14) von § 16 also auch so schreiben:

2 ,"+ oo ( .^+ oo /-+ oo
1

16) fix)— — lim I f(^)\ \
(?-p>- cos Xi.cosX,Vi/X + / n—f'- sin X| • sin /..r i/XW6.

Sie gilt in dieser Form für jede Funktion von
{5t, S"-'

O'isr (y„ in jedem Punkte, in dem/\'erallgemeinerte

;»-te Ableitung seines /»-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. Die Formel (15) besagt, daß in jedem

Punkte, in dem /eine verallgemeinerte ;».-te .Ableitung besitzt, diese aus (16) dLirch ;;/ unter den Integral-

zeichen auszuführende Differenziationen nach x gewonnen wii\l.

Gehört /speziell zu
',S"i,

so existieren die .Ausdrücke:

I
"+ oo j /-•+ oo

,4 Ck) = -- I / (h) cos a| d-\ B (}.) — — I
/" (4) sin ). | di.

^ t/— oo ^ t/~- oo

Dann kann ('16') auch so geschrieben werden:

t oo

ü?) f(x)= lim I t'-r-'- (.4 (X) cos X.r+ß (X) sin /..r) (//.,

? = + " J. (I

und stellt für das Fourier'sche Integraltheorem das Analogon zurPoisson'schen Summierung

der Fourier'schen Reihe dar. Formel (17) gilt für jede in ('— oo, + ooi absolut integrierbare Funktion /"

an jeder Stelle, wo sie verallgemeinerte ;;/-te Ableitung ihres «/-fach iterierten unbestimmten Integrales ist.

Wo eine verallgemeinerte ?//-te Ableitung von /existiert, wird sie aus (17) gewonnen, indem man unter

dem Integralzeichen 7;7-mal nach .v differenziert.
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