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In dieser zweiten Mitteilung setze ich meine Untersuchungen über singulare Integrale fort, und wende

sodann die erhaltenen Resultate auf die Theorie der orthogonalen Funktionensysteme an. Es wird zunächst

als Maß der Approximation des singulären Integrales:

an die darzustellende Funktion / (.r) das Integral über den absoluten Betrag des Fehlers:

R„= r[fix)-ijf,x)\dx

betrachtet. Unter sehr allgemeinen Bedingungen gelingt der Nachweis, daß:

lim i?„ =
«= oo

ist. Von diesem Satze werden Anwendungen auf einige Spezialfälle, insbesondere auf die üblichen Summa-

tions\erfahren der Fourier'schen Reihe gemacht.

Sodann wird die Giltigkeit des sogenannten Parseval'schen Theoremes näher untersucht, und zwar

sogleich für beliebige orthogonale Funktionensysteme. Es handelt sich um die Gleichung:

ff{x)g{x)dx= Y^f.g.,
V = 1

WO /,, ^., die »p-ourier'schen Konstanten« von /(;i:) und ^ (.r) in Bezug auf ein vollständiges, normiertes

Orthogonalsystem bedeuten. Es ist bekannt, daß diese Gleichung gilt, wenn die Quadrate von/(.v) \indg{x)

integrierbar sind. Ein anderer typischer Fall, indem das Integral des Produktes f{x)'g{x) sicher existiert,

ist der, daß von den beiden Funktionen / (.r) und ^' (.r) die eine integrierbai', die andere geschränkt ist. Es

gelingt eine sehr einfache, notwendige und hinreichende Bedingung anzugeben, der ein Orthogonalsystem

genügen muß, damit auch in diesem Falle die fragliche Formel gelte. Eine ebenso einfache Bedingung ist
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658 H. Hahn,

notwendig und hinreichend dafür, daß die Formel immer gelte, wenn von den zwei Funktionen

/

(at) und

g {x) die eine integrierbar, die andere von geschränkter Variation ist. Im Falle der trigonometrischen Reihen

ist die erste dieser Bedingungen nicht erfüllt, wohl aber die zweite. Sodann werden Summationsverfahren

für die Reihe:
oo

1 = 1

entwickelt, die stets gegen:

I f{x)g(x)dx

konvergieren, wenn von den zwei Funktionen /(.r) und ,§ (x) die eine integrierbar, die andere geschränkt

ist. Im Falle der trigonometrischen Reihen entspricht jedem der bekannten Summationsverfahren auch ein

analoges Summationsverfahren für die Reihe:•&-

v=l

Wendet man auf das singulare Integral /„(/, x) die Parseval'sche Formel an, so erhält man Summations-

verfahren für die Reihenentwicklung von /nach den Fimktionen eines Orthogonals^ystemes. Versteht man

unter
/,j (/] .r) ein Integral, das gegen die OT-te Ableitung von/ (.r) konvergiert (ich habe solche Integrale

in meiner 1. Mitteilung eingehend bebandelt), so erhält man Prozesse, die aus der Reihenentwicklung von

f {%) nach den Funktionen des Orthogonalsystemes Ausdrücke herleiten, die gegen ß"'\x) konvergieren

überall, wo diese Ableitung existiert. Die Anwendung auf trigonometrische Reihen ergibt neben den be-

kannten Summationsverfahren bei Benützung der wohl einfachstmöglichen Kerne eine Kette sich immer

verschärfender ^'erfahren, deren zwei erste Glieder die sogenannten Riemann'schen Summationsx'erfahren

sind; ferner erhält man Summationsverfahren iür die durch ;;/• maliges gliedweises Differenzieren der

Fourier'schen Reihe gebildeten Reihen, die überall gegen /'"> {x) konvergieren, wo diese Ableitung existiert.

Es hätte wohl keine Schwierigkeiten, all dies auch für kontinuierliche Orthogonalschaaren durch-

zuführen, deren wichtigstes Beispiel die Theorie der Fourier'schen Integrale bildet. Ich habe mich auf eine

Bemerkung aus der Theorie der Fourier'schen Integrale beschränkt, die das Annalogon des Poisson'schen

Summationsverfahrens, das ich in meiner ersten Mitteilung angegeben habe, sowie das Analogon des

Summationsverfahrens von de la Vallee-Poussin betrifft.

I.

Unter Benützung eines Gedankens von W. H. Young^ beweisen wir den Satz:

I. Sei (p (^6, ,r) eine im Rechtecke « ^ ? ^ Z', a' ^ ,ir^ Z?' meßbare Funktion der zwei Ver-

änderlichen X, i. Als Funktion von .rsei sie für alle Werte ^ aus <: a, &>-, abgesehen von

einer Nullmenge, integrierbar" in <: fl.', &'>-, und es gebe ein ilf, so dass, wieder abgesehen

von einer Nullmenge:

(1)

r'bi

I \^{i, x)\dx <: M für alle i von <:a, b:

Ja/

1 Comptes lendus, Bd. 155 (1912), p. 30.

2 Das Wort »integrierbar« wird stets im Sinne der Lebesgue'schen Integration gebraucht.
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Darstellimg gegebener Funktionen. 659

Ist dann/(i) eine in <: a, &>> integrierbare Funktion, so existiert das Integral:

(2) i{f,x)= rfi^)^(^,x)di

für alle x von < a', b', > abgesehen von einer Nullmenge, und ist eine in < a', Z?' >- integrier-

bare Funktion von x.

Wir beweisen den Satz zunächst unter der Annahme;

(3) w(i,x)^0; /©^O.

Bezeichnen wir mit <!>., (i, x) die Funktion, die aus/(^)«'f (?, x) entsteht, indem man alle Werte dieses

Produktes, die > v sind, durch v ersetzt, so existiert das Doppelintegral:

I / <J>v ii x) di dx

und man hat bekanntlich:^

4>, (a, X) di dx=1 *v (a, X) dx \ dl
Ja \tjaf j

Wegen Voraussetzung (1) existiert nun das Integral:

r /©[ r T a X) dx\ di = n nm rv (^, .t) dx\ d^

und nach einem bekannten Satze hat man daher weiter, da ^., (6, x) mit v monoton wächst:

f(i)l 'f (i, X) dx\ di = hrn^ U *, (i, X) dx\di;

wegen (4) aber heißt das nichts anderes als: es existiert das Doppelintegral:

rb rbi

(5) r i^ f{^'^{i,x)didx.
Ja Jal

Nach dem schon vorhin benutzten Satze von Fubini existiert dann auch, abgesehen von einer Null-

menge, das Integral:

X
stellt eine in <: a', b' :> integrierbare Funktion von x dar, und es ist:

^b'f rb \ rb rbi

(6) r'i r / (I) 'f Ä X) ^i] dx = r r/n) ^ a, x) di dx.

Jal \Ja I Ja Jal

Damit ist Satz I nachgewiesen unter der Annahme (3), und es ist obendrein der Wert des Inte-

grales

"l(J,x)dx
Jal

durch ein Doppelintegral ausgedrückt.

Jal

Den allgemeinen Fall führt man auf diesen speziellen zurück, indem man setzt:

9 (I, X) = (p, (I, X) - '^., ii, X) (?, (5, .r) ^ 0;
'f, {i, x) ^ 0),

/ (I) =/, (?) -f. («) C/i (I) ^ 0; /, (£) ^ 0).

1 Siebe etwa Ch. J. de la Vallee Poussin Cours d'analyse infinitesimale, II (2. cd), p. 122 (»Theoreme de M. Fubini<).
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660 H.Hahn,

Unter Berufung auf (6) ergänzen wir die Aussage von Satz I durcli:

I'. Unter den Voraussetzungen von Satz I existiert das Doppelintegrai (5) und der

Wert von:

'''l{f,x)dxrJa/
ist gleich diesem Doppelintegrale.

Eine weitere Ergänzung von I lie

I". Ersetzt man in Satz I die Voraussetzung (1) durch die Voraussetzung, es sei das Quadrat von:

Eine weitere Ergänzung von I liefert der ebenso zu beweisende Satz:

4>(S)=p'|(p(|,^)! dx
Ja/

integrierbar in <: fl, &>>, so gilt die Behauptung von Satz I für jede Funktion/, deren Quadrat in

*c ö, Z' >> integrierbar ist. — Ersetzt man in Satz I die Voraussetzung (1) durch die Voraussetzung,

es sei $ (i) integrierbar in <: a, ö >-, so gilt die Behauptung von Satz I für jede in < a, /; > ge-

schränkte, meßbare Funktion /

Wir denken uns nun den Kern tp (i, x) noch abhängig von der natürlichen Zahl ii. und setzen,

wo dieses Integral existiert:

Ja

dann können wir folgenden Satz beweisen:

IL Sei < a', &':> ein Teil Intervall von <: «, b^-,^ und es sei cp (^, .r, m) meßbar im Recht-

ecke a^i-^b, a'^x^b'. Abgesehen von einer Nullmenge sei f (^, x, n) für jedes x von

<: a', b' >- nach i integrierbar in < a, Z' >-. Ferner genüge tp (6, x, n) folgenden Bedingungen-

1. Es gibt ein M, so daß für alle x von <: a', b':>-, abgesehen von einer NuUmenge,
und für alle n:

£
b

(f {i, X, n)\ di<:M.

2. Es gibt ein M, so daß für alle 5 von <: a, & >-, abgesehen von einer Nullmenge,

und für alle n:

r-bl

I jtp (I, X, vi)\ dx <. M.
Ja'

3. Abgesehen von einer Nullmenge, gelte für alle x von <: a', Z?' :> folgendes: für jede

im Intervalle <: a, Z? >- der Veränderlichen ? gelegene Punktmenge %x, die im Punkte x

die Dichte- 1 hat, sei:

lim / rp (I, X, n) di =1.
" = °o Ja..

1 Es kann natüi-Iich < a', b' :> auch mit < a, b :> identisch sein.

- Eine PunUtmenge 81 hat im Punkte ;v- die Dichte p, wenn t'üi- den Inhalt ; (h) ihres ins Intervall < x— h, x -h h > fallenden

Teiles die Beziehung gilt:

1

lim . / ih) = p.
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1

Dann gilt für jede in <:a,bz>' integrierbare Funktion/ (4) die Beziehung:

-b'

lim r\f(x)-I,Jf,x)\dx = 0.

Es sei zunächst folgendes bemerkt: nach Satz I angewendet auf den Spezialfall / =: 1, existiert

das in Bedingung 2 auftretende Integral:

jtp (i X, n)\ dx

für alle i von <: a, b ;>, abgesehen von einer Nullmenge. Ebenso lehrt Satz I die Existenz von /„ (f, x)

für alle x von -< a', b' >, abgesehen von einer Nullmenge.

Aus Bedingung 3 folgt, daß für jede im Intervalle <: a, b >- der Verändarlichen i gelegene

Punktmenge 33.v, die im Punkte x von <: ß', b' -:>- die Dichte hat:

(8) lim f \<i} {i, X, n)\ di —

ist. In der Tat sei Si^' der Teil von '^Bx, auf dem
-f {i, x, n) ^ 0, und ^'x' der Rest von ^x- Sind dann

%T und 2(!|' die Komplemente von i8i" und 93i"* bezüglich des Intervalles <.a, b >, so haben

31«' und 31^^' im Punkte x die Dichte 1. Es ist also nach Bedingung 3:

lim / tf (€, X, n) di = 1 ; lim .' tp (^, x, n) d^=z \; lim 1
(f (^, x, n) di= 1,

n = oo Ja n=oo J^Kl) n = oo J3[(2i

woraus sofort:

lim / 'S Cl, X, n) c/S =: 0; lim / a (j;, ,v, «) d^ = 0,

it=ooj(8(i, " = ooJa(ä)

und somit auch (8) folgt.

Sei nun s > beliebig gegeben. Wir bezeichnen mit 3^. die Menge aller Punkte ^ von < a, ^^ >,
in denen:

(9) \f{i)^f(x)\^B

ist, mit 58;^ ihr Komplement bezüglich <:a, b>. Nach einem bekannten Satze' hat dann für

jedes X von < a', b' >-, abgesehen von einer Nullmenge, 31.,. im Punkte x die Dichte 1, und daher

^x im Punkte x die Dichte 0.

Wir schreiben:

(10) . /„ (f, x)-f(x) = f (fa)~f(x)) '5 (i .r, «) d^+f(x)
j f 'f (i X, n) dt, - ll +

J^x

1 »Abgesehen von einer N'ullmenge ist, \venn/(|) integriei^ar ist, l/(J) — et Überali Ableitung seines unbestimmten Integrales

für alle Werte von C' (de la Vallee-Poussi n, Cours d'analyse II, 2-ed, p. 1 15). Es ist also, wieder abgesehen von einer N'ullmenge:

limim J_
I I

Ist also i (h, e) der Inhalt der Menge aller jener Puni<te von <:x— h, x H- /; >, in denen |/(?)—/(.v')i > ^ ist, so haben wir:

1

lim — i (h, s)= n.

Ä=o 2Ä

Das aber ist die Behauptung des Textes. . . .
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Wegen (9) ist:

JSI,.
I

Ja

und mithin, wegen Bedingung 1

:

(11)

Nach Bedingung 3 ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <: a', b'
:

lim ) i
'f (<;, X, n) di—l\ = 0,

und nach Bedingung 1 ist, wieder abgesehen von einer Nullmenge:

n) ä^—1 j<: y¥+l./ tp (fe. X, n

(12)

Daraus folgt nach einem bekannten Satze:

im \f(x)} '5{h,x,n)di - 1 dx = 0.

Sei endlich (c (^, .r, h) für jedes einzelne .r in den Punkten von 93a,- gleich |(p (i;, x, n)\, sonst

gleich 0. Dann ist, nach (8), abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von -<z a', b' :>-:

(13)

(14)

lim
n= oor*

{i, X, n)di = 0.

Ferner ist:

/ (I) (f (S, X, n) di
SS* Ja

(p (^, ;r-, M) di.

Nach Satz I' haben wir:

(15)

(16)

rv ri/(^)i ?'(^, X, n)di\dx = rV(^)i[ r? (^> ^. «) ^-^^w-

Nach Bedingung 2 ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle i von -<: a, b :> und alle

0^1 f (i, X, u) dx ^ M.

Wegen Bedingung 1 ist, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <c a', b' >» und alle w:

O^C ^ii,x, n) di <: M,

und somit wegen (13):

Da aber nach Satz I'

lim [
[ I f (i X, n) di]dx — 0.

n=ooJa< \Ja

Ja' \Jb
!p (i.,x, n) di\dx=:nb'? (i X, n) di dx
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Darsfellufi^ gegebener Funktionen. 663

ist, so haben wir:
b rb'

lim / 1 <p (s, X, n) di dx =: 0,

" = °°Ja Ja'

und somit, dacp ^ ist, auch für jedes Teilintervall <c a, ß :> von <: a, Z; >-:

(17) lim
\ [\ f (i ;v, m) dx\di = 0.

Setzen wir also:

^ (5, ;;.) =
1

(p Ca, .V-, /«) ü(;i-,

Ja'

so sehen wir aus (16) und (17), daß $ (?, ;/) folgenden zwei Bedingungen genügt:

1. Es ist in <:ö, ^ :> abgesehen von einer Nullmenge;

i 4> (<;, ;?)
I

< M für alle n.

2. Es ist für jedes Teilintervall < a, ß >- von <: a, /?>-:

lim r <& {i, H) dh — O.

" = °0 Joe

'

Nach einem Satze von Lebesgue ' ist aber dann für jede in < tz, i >- integrierbare Funktion i^(|):

lim 1 F (6) <l> (5, //) t/S = 0.

Nach (14) imd ('15) haben wir also auch:

('18) lim / ( /(f) -i a, .r, ;/) J| J.r = 0.

li— CO

iJie Formeln ( lüi, ( 1 1 1, ('12), (18) aber ergeben zusammen: es ist für alle hinlänglich großen ;/:

i 1
1, (f, x) -f (xY^dx <s (M ih' a')+ 1 ),

imd da s beliebig wai;, ist das die Behauptung (7) von Satz II.

Man kann sich \'ielfach eine Untersuchung, ob Bedingung 3. von Satz II erfüllt ist, ersparen durch

die Bemerkung:

II'. Ist bekannt, daß, abgesehen von einer Nullmenge, für jedes in <;t7, /' :^ integrier-

bare/in jedem Punkte A' von <ia', ö' >, in dem:

(19) lim — r
'

\f(x + t) -~f{x)\ dt — Q

ist, die Beziehung:

(20) lim I„(f,x)=f(x)

gilt,-so ist Bedingung 3. von Satz II erfüllt.

In der Tat, sei 9( eine den Punkt .v enthaltende Menge, die im Punkte x die Dichte 1 hat und sei

/(4) =^ 1 in den Punkten von %, sonst = 0, so ist (19) erfüllt, es gilt somit wegen (20):

lim /
'f (I, X, H) di= 1,

"=°°J<n

somit ist Bedingung 3. von Satz II erfüllt.

Annales de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 52 (Satz I meiner 1. Mitteilung.)
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Von den zahlreichen Anwendungen \'on Satz II seien einige hervorgehoben.

Sei r,„ <: 1 und lim r„ ^ 1. Wir setzen:
n = oo

(21) '£ (*, .r, m) = 1 l-r„2

2t. l-2r„cos(6-.r)+ 7'„2

Da die Beziehung:

1 C' l—r-
lim f{t) -_ diz=f{x)

r = i-o 2t. J_, 1 ~2r cos (g-,r)+ 7-2

für jede in -< — ti, - >- integrierbare Funktion in jedem Punkte .r von (
— :t, tt) gilt, in dem/ Ableitung

seines unbestimmten Integrales ist, ^ entnehmen wir aus II' sofort, daß für den Kern ('21) alle Bedingungen

von Satz II erfüllt sind für —t-^^^t.; — - ^ .v^ tt.

Setzen wir noch, der Übersichtlichkeit halber:

-

P (r, x)= / V (?) -^—^ di.
1 r%,.. l-r2

1 -2r cos (|-;tr)+ r2

so haben wir also für die Annäherung des Poisson'schen Integrales an eine beliebigein

-< —jr, 51 >- integrierbare Funktion /(a'):

lim
I \f (.1

••=1-0 J_-
x)~P (r, x)\ dx= 0.

Diese Eigenschaft des Poisson'schen Integrales wurde bewiesen \on W. Groß. ^

Setzen wir:

I sm n
1

I sm n

f (i, X, n)

so wird:

F.. (X) =

litu . i — x\'
sm —-r— /

bekanntlich das Fej ersehe arithmetische Mittel aus den « ersten Gliedern der Fourier'schen Reihe von

f{x). Da die Fejer'schen Mittel für jedes in <: —z, - 5> integrierbare/ überall in (
—

~, :r) konvergieren,

wo:^

lim-
/

\f(x+t)^f(x)\ dt = 0.

sind die Bedingungen von Satz II erfüllt, und wir erhalten folgenden Satz über die Konvergenz der

Fejer'schen Mittel gegen/(.r): Es ist für jede in <; — :r, t: >- integrierbare Funktion/:

lim f \f(x)~F„(x)\dx = 0.

1 Zuerst bewiesen von P. Fatou; siehe meine I. Mitteilung, p. 69 [65y|.

2 Es ist dies das sog. Poisson'sclie Integral. Bekanntligh ist, wenn mit i?,, b-, die Koefizienten der Fourier'sclien Keihe von

/ (x) bezeichnet werden

;

oo

P (r, x) = -H > r'' (öv cos -j x -^ b; sin vxi (für = c < 1 1.

v=l

a Wien. Ber., Abt. Ua, Bd. 124, p. 1024.

i H. Lebesgue .A.nn. de Toulouse, Serie a, Bd. 1, p. 88.
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Dasselbe gilt für die von de la Vallee Poussin angegebene Summierung der Fourier'schen Reihe;

setzen wir:

.(i...)^-i.2--i!^fcos^r
' - (2m)/ l 2 j

so wird, ' wenn mit a,, b,, die Koeffizienten der Fourier'schen Reihe von f (x) bezeichnet werden:

V„ ix) =
j ^

f (I) ^. (^, .-, n) di =- + 2. („+,)f„+ 2)...(«+v:)
('^' "^"^ "^'+^' "'" ^"''

und es ist für jedes in -< — ir, tt >> integrierbare/:

/(.r) - lim V„(x)
n=oo

in jedem Punkte x von ( -rt, ir), in dem/(-r) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. - Es ist daher

Satz II anwendbar, und ergibt für die de la Vallee Poussin'sche Summierung der Fourier'schen

Reihe, bei beliebigem in -<: —7t, ir :> integrierbarem f(x):

lim pl|/(,^)-F„(.r)|d.v = 0.

Setzen wir endlich, nach Landau und de la Vallee Poussin:

^{^,x,n) = . I^Lil-i^-xn",
\ IC

so w'ird:

i„W= f(i) ?(l,-v, «)rfa

ein Polynom in .v. und es ist für jedes in <: 0, 1 >> integrierbare/:

/ (x) — lim L„ (x)

77 = OO

in jedem Punkte x von (0, 1), in demf(x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. ^ Daher ist Satz II

anwendbar und ergibt für die Annäherung der Landau'schen Polynome an die beliebige in

<: —1, 1 ^ integrierbare Funktion/(.r):

lim r\f(x)-L„(x)\ dx = 0.

§2.

Wir wollen nun die bisher bewiesenen Sätze auf unendliche Intervalle übertragen:

la. Sei cp (5, .r) eine in der ganzen | a:-Ebene meßbare Funktion. Als Funktion von .r sei

sie lür alle ;, abgesehen von einer Nullmenge, integrierbar in (— oo, +oo), und es gebe ein M,

so daß, wieder abgesehen von einer Nullmenge:

(1) /

"^^
|cp (i .v)| dx < M für alle i

J- oo

' eil. J. de la Vallee-Poussin, Bull. Bi-uxelles, Classe des sciences, 1908, p. 232.

2 Zuerst be^\iesen von H. Lebesgue, vgl. meine 1. Mitteilung, p. 47 [631].

3 Zuerst bewiesen von Fr. Riesz; vgl. meine 1. Mitteilung, p. 47 [631].

Denkschriften der mathem.-nalurw. Klasse, 93, Band. gg
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666 H. Hahn,

Ist dann_/"(^) integrierbar in (—00, +00), so existiert das Integral:

(2) JCf,--^)=r'7(^)?(^,-'^)^i
J— 00

für alle x, abgesehen von einer Nullmenge, und ist eine in (— 00, +00) integrierbare Funktion.

Es genügt wieder, den Beweis unter der Annahme:

(3) cp(^,.r)^0, f{i)^0

zu führen. Wir zeigen zunächst, daß für jedes endliche Intervall <:a,h:>- das Integral:

Ja

für alle x, abgesehen von einer Nullmenge, existiert und eine in (
— 00, +00) integrierbare Funktion von x

darstellt. Wird ^., {^, x) eingeführt, wie beim Beweise von Satz I, so wird es genügen, die Existenz des

Doppelintegrales:

(4)
'

<i>., (^, X) dUx

nachzuweisen, da im übrigen der Beweis derselbe bleibt, wie für Satz I.

Für jedes endliche ^ >» existiert sicherlich das Doppelintegral:

*v (a, -r) di dx.

Wegen (3) ist 4>v {i, x) ^ 0, so daß das Integral:

X
A

$v (^, .1^) dx
A

mit A monoton wächst. Es ist somit;

lim r* (I>v (ä, x) dx\di = lim f [' f' *., d, x) dx\ dl
A= +coJ_ji I A = + QOj^ \^__4

WO das links stehende Integral sicher existiert, da wegen (1):

f'V {i, x) dx^fÜ) r°°cp (I, x) dx ^ Mf{i)
J— A J— 00

ist. Da nun aber:

lim
/ ^,{h,x) dx\di- \xm \ \

^., {i, x) di dx-
\ \

<P, (i x) di dx
^ = + 00Ja \J-A j ^=+°°Ja J-A Ja J- oo

ist, SO ist die Existenz des Doppelintegrales (4) bewiesen.

Um nun Satz I a selbst zu beweisen, wird es wieder genügen, die Existenz des Doppelintegrales:

(5) ^.,{i,x)dkdx
X+00

p+s.

00 J— oc

nachzuweisen. Nach dem eben Bewiesenen existiert für jedes endliche ^ :> das Integral:

$, {i, X) di dx = *v (i X) dx\di ^ /(€) / rf («, X) dx\ di,

ao J—A \J— 00 / J— 00 \ J— 00 /
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und wegen (1) hat die rechte Seite dieser Ungleichung einen endlichen Wert. Daraus folgt die Existenz

eines endlichen Grenzwertes:

I ^v (6, x) di dx,

Aj-oo

da das unter dem Linuszeichen stehende Integral mit A monoton wächst. Dieser Grenzwert ist aber

nichts anderes als das Doppelintegral (5), dessen Existenz hiemit bewiesen ist.

Wie Satz I, kann auch Satz la ergänzt werden durch die Bemerkung:

V a. Unter den V^oraussetzungen von Satz \a existiert das Doppel integral:

X+oo
r'+a

oo J— oc

f {k) '^ ii, X) di dx
J— oo J— oo

und der Wert von
••+00

J {f, x) dx
l oo

ist gleich diesem Doppelintegrale.

Auch die zu I" analoge Bemerkung bleibt richtig.

Wir lassen wieder
'f (I, -f) abhängen von einer natürlichen Zahl n und setzen:

X+oofi^'f(^,x,n)di
oo

Dann können wir den zu II analogen Satz beweisen:

II a. Sei '{! (^,.r, 7t) für jede natürliche Zahl « meßbar in der ganzen ^ .r-Ebene. Abgesehen

von einer Nullmenge sei
'f (?, X-, 7/) für jedes .rnach^ integrierbar in ( — oo, +oo); ebenso sei,

abgesehen von einer Nullmenge, rp (|, ,r, ;/) für jedes | integrierbar nach x in(— co, +oo).

Ferner genüge 's> {i,x,n) folgenden Bedingungen

:

1. Es gibt ein M, so daß für alle x (abgesehen von einer Nu 11 menge) und alle n:

fJ- c

j'f (6, X, ii)\ dh<.M.

2. Es gibt ein M, so daß für alle i (abgesehen von einer Nullmenge) und alle n:

I (f (I, X, n)
i

dx <. M.f
S.Fürjede geschränkte Punktmenge 31^,. der Veränderlichen ^, die im Punkte |^ .r die

Dichte 1 hat, gilt:

lim 1 9 (§, X, n) <i| = 1.

" = oo Jn^

4. Für jedes h > undjedes i, ist:

XI
— h r'+oo

I (f {i, X, n) \dx = 0; lim I |

'f (I, x, n) \ dx = 0.

oo '' = ooj= + /,

Dann gilt für jede in ( — oo, +oo) integrierbare Funktion/(.r) die Beziehung:

(6) lim r^
°°

1/ (.V)- J„ if, X)
I

dx = 0,

,i=ooJ_oo

Um das zu beweisen, können wir ganz ähnlich vorgehen, wie beim Beweise von Satz II. Sei^''(.r)

eine durchwegs positive, in (— oo, +oo) integrierbare Funktion, und sei s >> beliebig gegeben.
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Wir wählen ein beliebiges ä :> 0, bezeichnen mit %x die Menge aller Punkte | von -^.x— h,

X + h ::5», in denen:

(7) -[fii)-f(x)\^e.gix),

und bezeichnen mit ^^ das Komplement von 'äx- Nun schreiben wir:

(8) Jn (f, X) -fW = r C/' (^) - / {^)) ? (^, ^, n) di +f ix) / r ? (?, X, n) d^ - 1)1 +

+ /(l)cp a.r, M)^|.

Aus (7) folgt:

(J {i)-f {X)) cp {i, X, 11) di^z.g (x) \w(i, X, n)
I

di,

und mithin, wegen Bedingung 1.

(9) r°° { if{i)~f{x))^{i,x,n)d% £-M
I

{x) dx.

Qt2.v\z so, wie Gleichung (12) in § 1 nachgewiesen wurde, wird hier gezeigt:

(10) lim
I

« = oo J _

,

fix)} ffl (^, a;, 71) dh--\ dx — 0.

Wir setzen auch hier: tp (i;, ,t, 7?) zz
|

© (^, a-, 7«) |
in den Punkten von Sß^:, sonst := 0. Die durch (14)

und (15) von § 1 ausgedrückte Schlußweise ergibt (bei Berufung auf Satz I'a):

(11) / (^) ? {i, X, n) di dx^ \\fm\ ? {k, X, n) dx\di.

Wir setzen nun zur Abkürzung:

i^ {i, n)=
I 'f (?, X, n) d x,

und zeigen, daß <I> (6, n) folgenden zwei Bedingungen genügt:

a) Es gibt ein M. sodaß, abgesehen von einer Nullmenge, für alle i und alle n:

!*(?, m)| <M.

ß) In jedem endlichen Intervalle <: a, ß > ist:

lim 1 4> (I, n) di = 0.(12)

Bedingung a) ist eine unmittelbare Folge von Bedingung 2. von Satz II a. Was Bedingung ß) anlangt,

so wählen wir A so groß, daß < a, ß > in {— A, A) liegt und setzen:

^.^ (I, n)=z ( if (i, X, m) t^x-

*2 ii «) = r ? (^'
^'^

J— CO

«) c/a'
(f (5, A, m) t^A-,

so daß wir haben:

ft (4, n) - $1 (a, M)+ *2 (a, M).
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Nun ist;

r <J>i (I, «) di= C |T ip (I, a;, 7^) di] dx.

Aus Bedingung 3. folgt unmittelbar für jedes x:

lim 1
(f (^, X,,n)di= Q-

aus Bedingung 1. folgt:

Es ist daher:

I TL
; n) di M für alle w.

(13) lim
I

4)j (^, w) rf^ = 0.

Ferner ist nach Bedingung 4. für alle | von <: a, ß>-:

X
— .4 .-•+0O

(f
(i;, ;tr, ??) dx = 0; lim I tp (i, a-, !f)

ß?A- = 0,

oo « = oo J^

und wegen Bedingung 2. für alle i von <: a, ß :> und alle «

:

x:
(p (^, ,r, w) Jar <:M; r (p (5, ;t, n) dx M,

und somit

(14) lim
I

4>.,

« = °° Ja
(1, «) ^^ = 0.

Die Beziehungen (13| und (14) zeigen nun, daß (12) erfüllt ist, das heißt, daß $ (^, «) auch der

Bedingung ß) genügt.

Da nun ^ (6,«) den Bedingungen a) und ß) genügt, so ist ^ für jedes in (- oo. +co) integrierbare F:

lim r F(?)*(i w)rf6 = 0.

Es ist also msbesondere auch:

1/(4)1 f {%,x, n) dx\d^-0,
oo \J- oo /

und mithin nach (11):

(15) Um I i I

"=«>J^oo IJsb

/(4) tp (6, a;, «) di, dx — 0.

(16;

Die Beziehungen (8), (9), (10) und (15) ergeben aber (6). so daß IIa bewiesen ist.

Es sei zunächst folgende Anwendung von Satz II<:7 erwähnt: wir setzen nach Weierstraß:

li

s (i, X, k)— -—= e-*=(4-A.-r-.

Vit

Dann wird für jedes k^^O. wennf(i) in ( — oo, +00) integrierbar ist, der Ausdruck:

w (X, k) = r°°f (5) tp a, X, k) d 51
1 Nach Satz 1 a meiner 1 . .Mitteilung.
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eine ganze transzendente Funktion ^ in x, und es gilt an jeder Stelle .r, wo /Ableitung seines unbestimmten

Integrales ist:^

fix)=z lim W{x,k).

Daraus entnimmt man, daß Bedingung 3 von Satz IIa erfüllt ist, und da die anderen Bedingungen

dieses Satzes offenkundig erfüllt sind, haben wir: das VVeierstrass'sche Integral (16) liefert zu

jeder in (
— oo, +oo) integrierbaren Funktion/(:v') eine ganze Funktion W (x, k), für die die

Beziehung gilt:

(17) lim / [f (x)-W (x, k)\dx= 0.

* = + <» J-oo

Man könnte glauben, daß Bedingung 4 für die Giftigkeit von Satz II a überflüssig ist. Es sei also

noch an einem Beispiele gezeigt, daß eine Bedingung dieser Art jedenfalls erforderliph ist.

n 1 1

Sei
'f„

(m) = — in <:
,
— :> ,

tp„ («t) = 1 in <: n, n+ 1 >-, sonst rp,, (u) = 0. Wir setzen:
? n n

JJf,x)= f{i)'^„{i-x)dl
J— oo

und haben offenbar, wenn/(.rj integrierbar ist in (— oo, +oo), in jedem Punkte .r, in dem /Ableitung

seines unbestimmten Integrales ist:

f{x)=z lim J„(/,r),
/j — oo

woraus man entnimmt, daß Bedingung 3 von Satz IIa erfüllt ist. Daß Bedingung 1 und 2 erfüllt sind, ist

offenkundig, ebenso daß Bedingung 4 nicht erfüllt ist.

Wir haben:

M nx+— nx+n+l

Jn (/, ^)-/W = V / 1
"-^ ^^ ^^ ^-^ ^^-^

"^ -^ ^^^ ^^-

-' Jx Jx+n

Aus Satz IIa folgt ohneweiteres, daß:

X+oo I

j,, fX+ —
\f{x) / "f{i)di dx =

oo
i

2 Jx-l
I

'^

ist. Hingegen haben wir:

X+

oo / fx-vn+l
\ p+ oo / fx+l \

/ f(^)di\dx^ / / f{i)dh\dx.
oo \Jx+n j J— oo \Jx 1

Diese Größe ist von u unabhängig, und im allgemeinen gewiß =jrO, so daß (6) nicht bestehen kann.

Zum Schlüsse seien noch von .Satz IIa zwei Anwendungen auf die Theorie der Fourier'schen

Integrale gemacht.

Wie ich in meiner 1. IVIitteilung gezeigt habe,-' gilt für jede in (— oo, +oo) integrierbare Funktion

f{x) die Beziehung:

1 r+°°
'

1

/(;.)= lim — f{i) . di

P 1

1 Siehe zum Beispiel E. Borel, Le^ons sur les fonctions de variables reelles, p. 53.

- Siehe meine 1. Mitteilung, p. 50 [.334].

3) p. 67 [651], 71 [655].

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



Darstclhmg gegeheuer Fituktin'ueii. • 671

in jedem Punkte .r, in dem f(x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. Daraus folgt, daß, wenn p„

irgend eine Folge positiver Zahlen mit lim p„ := bezeichnet, der Kern
n — CO

1 1

'? ii X, n) -

\ Pn

der offenbar den Bedingungen 1, 2 und 4 von Satz IIa genügt, auch der Bedingung 3 dieses Satzes

genügt. Setzen \v\t also;

1 r+°° 1

^•pj-oo j^
(i-x-'

\ 9 j

so lehrt .Satz IIa das Bestehen der Beziehimg:

(18) lim
I

/(.rj—n Cr, p)j rf;v=Ü

für jede in ( — oo, +co) integrierbare Funktion /(".ri. Nun hat man aber, ' wenn gesetzt wird:

1 /"•+ oo 1 ''+ oo

(19) A 0.) =—
1 / (i) cos U di; B(K} = --- f (i) sin U c/i

^ J-oo 't J-oo

die Beziehung:

,'•+ oo

n (x, p) = I e-p'- (A (X) cos kx+B (X) sin Ä,v) dk,

J— oo

und es kann die Formel:

_/" (x) = lim 11 U', p)
,0 = +

als eine Summationsformel für das Fourier'sche Integral betrachtet werden, die, da sie der Poisson'schen

Summierung der Fourier'schen Reihe analog ist, auch hier als die Poisson'sche Summierung bezeichnet

werden möge.

V\'ir haben also, in Analogie mit einem in
J;

1 für die Poisson'sche Summierung der Fourier'schen

Reihe bewiesenen Satze: Für die Poisson'schen Summierungsausdrücke 11 (.i, p) des Fourier'schen

Integrales einer beliebigen fn ( — oo, -f-oo i integrierbaren Funktion/(.v) gut die Beziehung! 18i

Um ein zweites Resultat ähnlicher Natiu- zu erhalten, knüpfen wir an die bekannte Formel - an:

i
+ 00 /

>— r-
• cos Z 7. [

Setzen wir hierin;

a.z^k (5 --.r); 2k v =z X,

so erhalten wir

—
I

e V2*'' (cos /4 cos /.,v+sin ht, sin kx) dk = —r^-*- ^'-•''- •

Führt man dies ins Weierstrass'sche Integral (16) ein, so erhält man, wenn man wieder von der

Bezeichnungsweise (19) Gebrauch macht; für jede in (--oo, +oo) integrierbare Funktion/(;v) gilt

in jedem Punkte, in dem sie Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist, die Formel;

,'+ oo

f(x)-= lim / i'-
?'

(.4 fX) cos X.v-)-/? (X) sin X.v) t/X.

f-' = +"J-oo

1 Vgl. 1. Mitteilung, p. 71 [655].

- Siehe zum Beispiel Ch. J. de la Vallee-Poussin, Cours d'unalyse 11 ;i. cd . p. 82,
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Auch diese Formel kann als eine Summationsformel für das Fourier'sche Integral betrachtet werden

Da sie auch durch einen Grenzübergang aus der de la Vallee-Poussin'schen Summierung der Fourier'schen

Reihe gewonnen werden kann, so möge sie als die de la Vallee-Poussin'sche Summierung des

Fourier'schen Integrales bezeichnet werden.

Setzen wir noch:

r'+ oo

V (x, p) = / e^p^' (A (X) cos X x+B (X) sin Xx) dX,

X oo

so lehrt die für das Weierstrass'sche Integral bewiesene Beziehung (17): für die de la Vallee-

Poussin'schen Summierungsausdrücke V{x, pj des Fourier'schen Integrales einer beliebigen

in (— oo, +00) integrierbaren Funktion /ü-) gilt die Beziehung:

lim P °°

i
(/ {x} - V (x, p)

I

dx = 0.

S3.

Wir müssen nun zwei Hilfsätze beweisen, die wir im Folgenden benötigen werden. ^

III. Ist 'i.„ (I) (11 =1,2,....) eine Folge in <: a, b^^ integrierbarer Funktionen, für die:

lim / i(p„ (l)jö'l = + 00
"=°°Ja

(1)

ist, so gibt es eine in <c 0, ^ :> stetige Funktion g (i), fü r die:

(2) lim 1 g (t) 'f„ (5) Jl = + 00.

Sei ??„ (I) definiert durch:

h„ {k) = 1, wo 'D„ (i) ^

Dann ist, wegen fl), auch:

r''
lim //„ (i) (fi„ ii) de.=z + 00.

Es hat keinerlei Schwierigkeit,- aus den, im allgemeinen unstetigen, /;„ (i) stetige Funktionen^,, (?)

herzuleiten, die der Ungleichung genügen:

(3) ignm^\,

und für die gleichfalls:

(4) lim g„ (?) (f,, (?) di — + 00
«=00 Jii

ist. — Wäre nun für eine dieser stetigen Funktionen ,4;,: (?j die Folge der Integrale:

(f)) fV,- (?) cp„ (?) rf? (M. = 1, 2...)

1 Der Beweis dieser Hilfssätze beruht auf einem von A. Haar und H. Lebesgu e zu ähnlichem Zwecke verwendeten Gedanlcen.

Vgl. § 2 meiner 1. Mitteilung.

'- Vgl. meine 1. Mitteilung, p. 9 [593].
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nicht geschränkt, so wäre damit unsere Behauptung bewiesen; wir hätten nur,§'(^) =^,(5) oder =—_§,• (C)

zu wählen. Wir werden also annehmen, es sei für jedes einzelne i die Folge der Integrale (5) geschrünl<t:

(6) r gi (^) ?„ (^) di .Mi (K=l, 2...).

Wir setzen noch zur Abkürzung:

fVf« (^)l di = L„ und h («)= f« (^) ?„ (i) ^i
i/a Ja

Wir können nun aus der Folge der Indizes nz=: \,2,. . ., eine Teilfolge h^, «.,,..., n,-,. . . heraus-

greifen nach folgender Vorschrift:

Es sei «j :=z 1. Ist iii gefunden, so werde 7i, + i (>>«,) in nachstehender Weise bestimmt:

1. Es sei:

(7)

2. Ist:

^«..i>S-

(8) ;» ! &i't
"""

1

\
2L,„

^„,.
I

< A^,- für alle m,
Oi-\ T

so werde «,-+i so groß gewählt, daß:

(9) I„^^,(gniJ>(Ni+ i+l)2'.L„..

Forderung 1 kann erfüllt werden, wegen Voraussetzung (1). Was Forderung 2 anlangt, so ist

zunächst eine Ungleichung der Form (8) tatsächlich erfüllt für alle in wegen (6), und es kann 7«,>i so groß

gewählt werden, daß (9) gilt, wegen (4).

Setzen wir nun

:

g (5) = gn, (^) + —— gn, (^)+ • .

1

9 T """ ~ ' oi-iT
gn: (S)+ . .,

so ist, wegen (3) und (7), diese Reihe gleichmäßig konvergent, und es ist daher ^(?) stetig in <: a, &

:

Ferner ist:

4 ^) - Im te,) + —-- I,n {gn)+---+ —— /,„ fe,,)+ • • •

Wir haben also:

(10) /„. {g) ^
91—ir hi (£„) I>H U». +

2L„

+
^ ^ni-2

g"i-l

00

V \

* = >+!

l'i (gnt)

Hierin ist, wegen (9):

(11)

sodann wegen (8):

2'-i r
•4,-&,-)>^'\'-i+'';

(12)

endlich folgt aus (3):

Ugn + :;^g>H+--- +
2L,„ - 2'-sZ,„._3

gnf-A^^^i-^'

\Iniign^\^L,,p
Denkschriften der mathem.-nalurw. Klasse, 93. Band. 90
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und daher weiter, unter Berücksichtigung von (7):

(13)
1

oo

^ni sSni) 1.

Aus (10) zusammen mit (11), (12), (13) aber ergibt sich:

(14) I,,.{g)>i-\.

Damit ist unsere Behauptung (2) erwiesen. In ganz derselben Weise zeigt man:

HIß. »Ist cp„ {i) (m = 1, 2,. . .) eine Folge in ( — cx), +oo) integrierbarer Funktionen, für die:

lim
fi= oo J-oc

|cp„(|)| J|= + oo

ist, so gibt es eine in (— oo, +oo) geschränkte, für jedes i stetige Funktion g{i), für die:

lim"
I

"?
(^) ?„ (^) ^1 = + oo«.lim r

"=oo J_c

Wir kommen zum Beweise des zweiten Hilfsatzes:

IV. Ist tp„(?) (?« ^ 1, 2,. . .) eine Folge in<:a, Z?^- integrierbarer Funktionen, und gib t es

in<Ci7, Z'>- eine Folge von Teilintervallen <: «j, ß,>» und eine Folge von Indizes /;,- mit

lim Ui =: oo, so daß:
j= CO

(15) lim
;= oo

(5) di= + OO,

so gibt es eine in -<. a, &> absolut stetige Funktion g {^), für die:

lim
I
^ (g) 'f „ (S) t^? = + oo.

Wir beschränken nicht die Allgemeinheit, wenn wir die Voraussetzung (15) ersetzen durch:

(15a) lim I (p„ (S) J4 = + oo,

da das darauf hinausläuft, statt der vorgelegten Folge der (p„ (|) eine Teilfolge zu betrachten.

Sei hfl (4) definiert durch

:

K (^) = 1 in < «n. ß« >
Ä„ (i) = außerhalb <. a„, ß„ :>.

Dann ist wegen (15 a) auch:

lim
H = oo> r K (^) ?« (^) ^a = + CO.

Wir wählen nun ein a„ > so klein, daß:

ß»-a»

und so klein, daß:

/ |T„(?)|^?+/ |9„(l)| di'< 1.

Sodann definieren wir .ö",, (?) durch die Festsetzung: in <: a„ + a,„ ß,, — a„ >- und außerhalb

a», ß«;> stimmt gn (?) mit //„ (gj überein, in <; a,„ a„+ o,, >= aber, sowie in <ß„— a,;, ß„>- mit
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derjenigen linearen Funktion, die in den Endpunkten des betreftenden Intervalles ^ /«„ (|) ist. Dann ist

offenbar:

Ja Ja
1,

und wir liaben in den g^ (4) eine Folge absolut stetiger Funktionen vor uns mit folgenden Eigenschaften:

Es ist

0^gji)^\;

die Totalvaiiation von gn (i) in <: a, b '>- hat den Wert 2, und es ist:

(16) lim r^„ (6) <p„ (S) ^S = + oo.

" = °o Ja

Wäre nun für eine dieser Funktionen ^'V ('s) die Folge der Integrale:

Ja
gi(i)<oAi)di in= 1,2,...)

nicht geschränkt, so wäre damit unsere Behauptung erwiesen, indem wir g(i)-=:gi(i) oder =r -,^,- (^)

setzen. Wir werden also annehmen, es gelte tür jedes / eine Ungleichung der Form (6).

Die beim Beweise von Satz III eingeführten Abkürzungen L„ und /„ (w) behalten wir bei. Wie dort

bestimmen wir die Teilfolge der Indizes: Mj, ;;.,,. . ., ;/,-,. . . Daß (7) erfüllt werden kann, folgt nun aus

\''oraussetzung (15), daß (9) erfüllt werden kann, aus üß).

Wie dort definieren wir die Funktion g (^) und wollen uns überzeugen, daß sie absolut stetig ist

in < a, b >-. Das heißt wir haben zu zeigen: ist s :> beliebig gegeben, so gehört dazu ein -q >> 0, so daß

für jede Menge sich nicht überdeckender Teilintervalle Oj, 8.,,. . ., Sj., . . . von <: a, b :>, deren Gesamtinhalt:

ist, die Ungleichung besteht: ^

(18)

'^1 + '^.'+ • •
+^^'- + •

^ V(S, S*) < s.

* = i

Da jedes g,, (s) in <: a, b >- die Totalvariation '1 hat, kann zunächst /„ so groß gewählt werden, daß:

^®= Ii4r-*"®
in <: ß, ^7 >. eine Totalvariation <: — hat. Dann ist erst recht, für jede iVlenge sich nicht überdeckender

9

Teilintervalle S^ von <: a, Z»

(19) y vig*,h)<^
*=i

Da jede der endlich vielen Funktionen gn, (I), gn. {i),- , ,?«,• (4) absolut stetig ist, kann •/) > so klein

gewählt werden, daß aus (17) folgt:

(20) 2^^fe..-.5.)<^ (.•=i,2...,g.

* =1

Aus (19) und (20) aber folgt (18), womit die absolute Stetigkeit von g{i) nachgewiesen ist.

1 Es bedeutet V (g, S^,) die Totalvariation von g im Intervalle S^.
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Endlich beweist man wie oben das Bestellen von Ungleichung (14), womit der Beweis von Satz IV

beendet ist.

Ganz ebenso beweist man:

IV fl. »Ist tc„ (6) (m^I, 2, . . .) eine Folge in (— oo, +oo) integrierbarer Funktionen, und gibt es eine

Folge von Intervallen <: a,-, ß,- :> und von Indizes m,- mit lim «,• = oo, so daß (15) gilt, so gibt es eine in

/ = oo

(— oo, +oo) geschränkte, in jedem endlichen Intervalle absolut stetige Funktion g{i), für die;

X+oo
CO

§4-
Sei Wj (.r), coj (;tr), . . . , (ö, (.r), ... ein normiertes Orthogonalsystem des Intervalles <: a, & >, das

heißt es sei:

/ w^ (.r) • Wv (;*•) dx =:0 ([jl ::^ v)

(cüv (.r))2 ^.r = 1.

Das Orthogonalsystem heißt vollständig, wenn es keine Funktion w (.r) gibt, deren Quadrat in

<: a, b :> integrierbar ist, und für die:

r 'w (,r). Wv (.r) dx=:0 (v = 1, 2 . . .); f (w (x)y dx z}z .

Ja Ja

wäre.

Für jede Funktion /(,r), deren Quadrat in < a, Z; > integrierbar ist, existieren die »Fourier'schen

Konstanten« in bezug auf unser Orthogonalsystem: ^

(1) /v= r/(^)a).(4)^| (v=: 1,2. .),

Ja

und bekanntlich ist das Orthogonalsystem ein vollständiges dann und nur dann, wenn für jede Funktion

f{x), deren Quadrat in < a, ^ ;> integrierbar ist, die Gleichung besteht;

oo

Y^fi-^{ifwdi
V = 1

Eine unmittelbare Folge daraus ist, daß für jedes Paar in <^ a,b ^^^ quadratisch integrierbarer

Funktionen /(,r) und^(,r), deren Fourier'sche Konstanten in bezug auf unser Orthogonalsystem /, und ^v

seien, die Gleichung besteht:

(2) Y^f.'g.^j f{i)'g{i)di.

V = 1

Wir wollen diese Formel als die Parseval'sche Formel bezeichnen,- weil sie die Verallgemeinerung

des bekannten Parseval'schen Theoremes aus der Theorie der Fourier'schen Reihe ^ auf beliebige

normierte vollständige Orthogonalsysteme darstellt.

1 In der Tat ist in der Definition des normierten Orthogonalsystemes die Tatsache enthalten, daß jede seiner Funktion ^^{x) in

; fl, i> > von integrierbarem Quadrate ist.

- D. Hubert bezeichnet sie als »Vollständigkeitsrelation.«

3 Siehe zum Beispiel Ch. J. de la Vallee Poussin, Cours d'analyse, tome II (2 ed), p. 165.
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Es existieren die Fourier'sciien Konstanten (Ij nicht nur für jede in <: a, b ^^ samt ihrem Quadrate

integrierbare Funktion, sondern für jede in < a, b ^> integrierbare FunI<tion dann und nur dann, wenn

jede einzelne Funktion oj, (,t) unseres Orthogonalsystemes in <: a,b >- geschränkt ist, abgesehen höchstens

von einer Nullmenge.

In der Tat, ist ein (o., {x) nicht geschränkt, und kann es auch nicht durch Abänderung seiner Werte

in einer Nullmenge in eine geschränkte Funktion verwandelt werden, so gibt es sicher eine in -< a, ?i >-

integrierbare Funktion /(.\'), für die das Integral;

i

•t

f(x) oy, (x) dx

nicht existiert. ^

Wir nehmen also an, es sei jedes einzelne co., (.vi in <: ü, ö :> geschränkt (abgesehen höchstens von

einer Nullmenge). Ist dann/(;i;) in <; a, ^ >» integrierbar und g{x) in -< a, /'>> geschränkt, so existiert das

Integral

:

L
und wir können die Frage aufweifen, ob nun die Parseval'sche Formel (2) für jedes Funktionenpaar /(.v),

^(.r) gilt, von denen in <: a, ö >- die eine integrierbar, die andere geschränkt ist.

Sei zunächst g (x) eine gegebene in <: a, Z? :> geschränkte Funktion. Dann gilt der .Satz.

V. Damit bei gegebenem, in -<:ci,b^=' geschränkten ,§ (a-) die Parseval'sche Formel (2)

für jedes in <«, b > integrierbare/ gelte, ist notwendig und hinreichend, daß es ein Mgibt,

so daß für alle x von < a, b >-, abgesehen von einer Nullmenge, und alle ;;.:

(3) y g, i,i, (x)

I

M.

In der Tat, die Frage nach der Giltigkeit von (2) ist gleichbedeutend mit der Frage nach der

Giltigkeit von

:

(4)

Wir setzen

:

\\m^ C/mgii) - v^°'" "'' (^) '^^ = 0-

g{i)- £^v<o, (6) = <?„(?).

V = 1

Nach einem Satze von Lebesgue - gilt nun (4) für jedes in < a, b >- integrierbare/ dann und nur

dann, wenn '.p„ (5) folgenden Bedingungen genügt:

1. Es gibt ein M, so daß, abgesehen von einer Nullmenge, für alle x von <: a, b'> und alle 11:

2. Für jedes Teilintervall <: a, ß > von <c a, b >' ist:

lim
I 'f„

" = 00 Ja
(I) di = 0.

Hievon ist, da nach Voraussetzung ^(|), abgesehen von einer Nullmenge, geschränkt ist, Bedin-

gung 1. gleichbedeutend mit (3), und Bedingung 2. ist sicher erfüllt. In der Tat setzen wir: /(?)=! in

1 H. Lebesgue, Ann. de Toul. Serie 3, Bd. 1, p. 38.

- Satz I meiner 1. Mitteilung.
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: a, ß :> und := außerhalb <: a, ß >-, so können wir, da, die Funktionen /(^) und^(|) nun beide in

a, b ':> samt ihrem Quadrate integrierbar sind, Formel (2) anwenden und erhalten:

C'g{^)d^=
Y^g,

rv^rfi

Damit ist Satz V bewiesen. Wir sind nun auch in der Lage, die aufgeworfene Frage zu beantworten:

M. Damit die Parseval'sche P'ormel (2) für jedes F'unktionenpaar /(;i;), ^§ (,t) gelte, von

denen in <: a, &>- die eine geschränkt, die andere integrierbar ist, ist notwendig und hin-

reichend, daß es ein 71/gibt, so daß für alle .r von <: (T, ?' >- (abgesehen von einer Nullmenge)

und alle n:

(5) y CO, (£) c.j, (x) cU M.

Die Bedingung ist hinreichend: in der Tat, sei g{x) in <: a, b

\g (x)
i

<: G in <: a, A :>.

Dann ist (abgesehen von einer Nullmenge):

'b

geschränkt:

L<§v Wv W f y g (s) Wv (4) («v (x) di,\^G r
}
y CO, (4) cu, (.r)

j

di <G'M.
Ja -

—'' Ja
I

^-—
',

Es ist also für jedes einzelne geschränkte ^'(.r) Bedingung (3,i von Satz V erfüllt.

Die Bedingung ist notwendig: angenommen, sie sei nicht erfüllt; es gäbe dann zu jeder natürlichen

Zahl i eine in <: a, b >- gelegene Menge .1// mit von Null \'erschiedenem Inhalte, so daß zu jedem Punkte .r

von Mj ein Index ii^- gehört, für den:

^6) f l-, (i) 1% (x) di.

Abgesehen von einer Nullmenge ist überall in <: a, h >- <o, (x) Ableitung seines unbestimmten

Integrales. Es sind daher auch weiter überall in <: (/, b >-, abgesehen von einer NuUmenge, sämtliche

(0, {x) Ableitung ihrer unbestimmten Integrale, imd es gibt daher auch in jeder Menge Mi einen Punkt .r,-,

in dem jedes lo, (x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist.

Wir entnehmen also aus (6): es gibt eine Punktfolge ,r, in <:a, ^'>-, sowie eine Indizesfolge -n,-, so daß:

lim /

'

' = +«> Ja
y (0, (^) (0, (xi)

V = 1

di,=. + o<3,

und so, daß in jedem Punkte ,r,- jedes (o, (x) Ableitung seines unbestimmten Integrals ist.

Indem wir nun in Satz III setzen:

rp,- (?) = y (0, (I) <o, (Xi),

sehen wir: es gibt eine in -<a, ^>> geschränkte (und überdies stetige) Funktion g (x), für die:

lim / y ^- (?) öj, (?) oj, (.r,-) di
i=°°Ja -^

v = l

+ OO
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ist. Da aber:

ist, haben wir weiter:

(7)

£ g (?) (0, (I) di = g.

lim 2_,^v w, (Xt) — + oo.

Zufolge der Wahl der Punkte Xj ist nun in jedem Punkte x,- die Funktion:

(8) y Ä wv (x)

Ableitung ihres unbestimmten Integrales, so daß (7) besagt: die rechtsseitige obere Ableitung des

unbestimmten Integrales von (8) ist nicht nach oben geschränkt für alle ii und alle x von <: a, b :>.

Nun unterscheidet sich der Ausdruck (8) von dieser rechtsseitigen oberen Ableitung nur in einer

Nullmenge; und da eine geschränkte rechtsseitige obere Ableitung ihre obere Grenze in einem Intervalle

nicht ändert, wenn Nullmengen vernachlässigt werden,* so sehen wir, daß der Ausdruck (8) auch

nicht durch bloße Wertänderung in einer Nullmenge in einen für alle x von <:a,b:> und alle ;/

geschränkten Ausdruck verwandelt werden kann; es genügt also die Funktion g (x) der Bedingung (3)

von Satz V nicht. Damit ist Bedingung (5) von Satz VI als notwendig erwiesen.

Als Beispiel eines die Bedingung von Satz VI erfüllenden Orthogonalsystemes diene das bekannte

Haar'sche Orthogonalsystem. - Ein Beispiel eines die Bedingung von Satz VI nicht erfüllenden

Orthogonalsystemes liefert das trigonometrische Orthogonalsystem; denn es ist bekanntlich:

(9)

„ sm ii—x)
1 ,1 V?, .

.
. . . , 1 2+ — y (cos Vs cos VA.' + sm vfe sm yx) =

2ll TT i^ 27t . ^—x
v = i sm

und:

1 C'^
lim — l

n=oo 2rt J_^

sin
2n-hl

2
(4--X)

. i-
sm—

2

X
di 4- oo.

Es gibt also in <:

—

t:, Ä>-eine integrierbare Funktion/ und eine stetige Funktion^,

für die die Parseval'sche Formel aus der Theorie der Fourier'schen Reihen nicht gilt.

VII. Damit die Parseval'sche Formel (2) für jedes Funktionenpaar/(.r), «•(.r) gelte, von

denen in < a, ft :> die eine geschränkt und von geschränkter Variation, die andere inte-

grierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daß es ein 3/gibt, so daß für alle Teilintervalle

<: a, ß > von <: a, & >-, alle x von <: a, b >, abgesehen von einer Nullmenge, und alle n:

(10) r V 10,, (4) (Uv (x) di M.

Die Bedingung ist hinreichend. Denn ist

\g{x)\<.G \r\<.a,b>,

1 .Siehe zum Heispiel 11. I.ebesgue Le9i-ins siir riiitcgratitin. p. 80.

- Alath. Ann. 69, p. 361 Ü.
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und ist V die Totalvariation von g in

(abgesehen von einer Nullmenge):

a, b:>, so liefert der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung ^

11 n

Vg, (0, (x) = f g(i) y (0, (i) (0, (X) di\ ^ (G+ V).M.

Es ist also für jedes einzelne g (x) geschränkter Variation Bedingung (3) von Satz V erfüllt.

Die Bedingung ist notwendig. Angenommen, sie sei nicht erfüllt. Dann gibt es zu jeder natürlichen

Zahl / eine Teilmenge M; von <:: a,b .

Teilintervall <: a^, ß» :> von <: a,b ::::

=> mit von verschiedenem Inhalte, zu deren jedem Punkte x ein

und ein Index n^ gehört, so daß:

'1 = 1

cov (I) lü., (x) di

Wie beim Beweise von Satz VI sehen wir: es gibt in <z a, b
.

a,:, ß,:
>- und eine Punktfolge x,-, sowie eine Indizesfolge n,; so daß:

eine Folge von Teilintervallen

lim
)' = oo

Wv(6)Wv {Xi)d^ = + oo,

und so, daß in jedem Punkte ,r,- jedes <a., (x) Ableitung seines unbestimmten Integrales ist.

Somit gibt es also nach Satz IV (oder IV a) eine Funktion g (x), die in <: a, b :>- geschränkt und von

geschränkter Variation (ja sogar absolut stetig) ist und für die:

ni 1H

g{i) y to,, (i;) i,).,{xi)di = lim y §-., Oh (x'i) =: + CO,

= 1 V = t

woraus man, wie beim Beweise von Satz VI weiter schließt, daß g (,v) der Bedingung (3) von Satz V
nicht genügt. Damit ist gezeigt, daß Bedingung (10) von Satz VII notwendig ist.

Satz VII lehrt für das trigonometrische Orthogonalsystem, daß die Parseval'sche Formel in der

Theorie der Fourier'schen Reihen gilt für jedes Paar von Funktionen/und g, von denen in

<: — TT, :r:> die eine integrierbar, die andere von geschränkter Variation ist;- es folgt dies nach

Satz VII unmittelbar daraus, daß für den Kern (9) bekanntlich eine Ungleichung gilt:

2n+l
1 rß

sm (^-.1^)

sm-
i-x

di M

für alle n, alle x von <: —x, tt >- und alle Teilintervalle <: a, ß >> von <: — -rc, tt :::>.

Wählt man für g (,r) speziell die Funktion, die = 1 ist in einem Teilintervalle <; a, ß >» von

<; — jc, 7r>, sonst = 0, so liefert die Parseval'sche Formel das bekannte Theorem'^ von der Integration

der Fourier'schen Reihe einer beliebigen in <: — 7t, tt >» integrierbaren Funktion/

Satz V liefert übrigens unmittelbar, indem man unter ^ (.t) die Funktion versteht, die = 1 ist in

<: a, ß >-, sonst = :

Damit für jede in -< a, b:>- integrierbare Funktion/ und jedes Teilintervall <: a, ß >-

von<:ö, b :> die Formel gelte:

(11)
I
f{x)dx^= / f^> \ '^i W ^^>

1 Siehe zum Beispiel H. Lebesgue Ann. de Toul. Serie 3, Bd. 1, p. 37.

" Zuerst bemerkt von W. H. Young. Proc. Royal Soc. A, 85, p. 412.

3 Siehe zum Beispiel de la Vallee Poussin, Couis d'analyse, tome II (2. edj, p. 134.
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ist notwendig und hinreichend, daß zu jedem Teilintervalle <: a, ß :> von <; a, ^ :> ein M
gehört, so daß für alle ;/, und alle x von <. a, b :> (abgesehen von einer Nullmenge):

(12) y' r (0,(^)^1. c-i,(.v) M.

Diese Bedingung ist sicher erfüllt, wenn die Bedingung von Satz VII erfüllt ist.

Hingegen reicht Bedingung (12) noch keineswegs aus, um das Bestehen folgender Beziehung sicher-

zustellen, die wesentlich mehr besagt als (1 1):

(13) lim
I

/(.r) — V/v lOv (x) dx = 0.

Das Bestehen dieser Beziehung für jedes in <: a, ^ >» integrierbare /hat nämlich, wie aus einem

Satze von Lebesgue i folgt, das Bestehen der Parseval'sehen Formel für jedes integrierbare/und

geschränkte ^ zur Folge. Es kann also, wenn es sich zum Beispiel um Fourier'sche Reihen handelt, (13)

nicht für jedes integrierbare /gelten.

§5.

Nachdem wir gesehen haben, daß die Parseval'sche Formel keineswegs für jedes vollständige nor-

mierte Orthogonalsystem (o.; (-v) und jedes Paar von Funktionen /(.r), ,§'(.v-) gilt, \-on denen die eine

geschränkt, die andere integrierbar ist, wollen wir die Frage behandeln, ob sich nicht Summalionsverfahren

angeben lassen, durch die aus der Reihe:

z /v.^v

eine Folge von Ausdrücken hergeleitet wird, die stets gegen:

f(x)g{x)dx

konvergiert, wenn von den beiden Funktionen / und ^' in <^a,b^>- die eine geschränkt, die andere

integrierbar ist. Zur Lösung dieser Aufgabe werden wir geführt durch fo'genden Satz:

VIII. Es genüge der Kern
'f (I, -r, m) allen Voraussetzungen von Satz II. Ist dann/(.v) in

<: a, & :> integrierbar und ^'(.v) in <: a, ö >> geschränkt, so ist:

(1) r / ix) g (X) dx = lim r 4 (f, X) g (X) dx.

Ja " = °° Ja

In der Tat, nach Satz II ist:

um
H= OO .

l/(.v)-4C/;.r)| J.r = 0,

daher, wenn g (x) in <z a, b:> geschränkt ist, auch:

und somit auch:

(2)

wodurch (1) bewiesen ist.

lim r 1^
»=PoJa

lim r g (,i

'•=°°Ja

{x)\.\f{x)-I,(J,x)\ dx = 0,

x)(J-(x)-I„tf,x))dx = 0,

1 Salz III meiner ersten Mitteilung.

Denltschriflen der mathem.-nalurw. Klasse, 03. Band. 91
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Dieser Satz wurde unter wesentlich engeren Voraussetzungen über tp {i,x, n) bereits von H. Lebes-

gue bewiesen. ^

Eine unmittelbare Folge aus Satz VIII ist folgende Bemerkung:

Sei (Ov (.t) (v =1,2,...) ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem des Intervalles <: a, b >-, und

sei jedes einzelne w., (.r) in <: a, b :>• geschränkt. Es existieren dann in bezug auf dieses Orthogonalsystem

sowohl die Fourier'schen Konstanten /^ von/(.r) als auch die Fourier'schen Konstanten is, («) von I,i{f,x)

und zwar ist:

(3) /, = lim F, (n).

n = oo

In der Tat, wir haben, um (3) zu erhalten, in (1) nur^'(.r) durch lü^ (,r) zu ersetzen. Dies legt den

Gedanken nahe, daß man das gewünschte Summationsverfahren einfach erhält, indem man in der Reihe:

oo

v= l

immer _/v durch i^; («) ersetzt und den Grenzwert lim bildet. Wir werden sehen, daß dies in der Tat,
H = oo

unter weiteren Einschränkungen über tp (?, .r, w) richtig ist, und zwar ohne jede Einschränkung

bezüglich des Orthogonalsystems der to., (.r).

IX. Es genüge
'f (?, .V, «) für a ^ ^^ Z^, a ^ ;i.' ^ Z' außer den Voraussetzungen 1., 2., 3., von

Satz II noch folgender Voraussetzung:

4. Zu jedem« gibt es ein Af„, so daß im ganzen Quadrate: a -^i-^ b, a-^x ^b die

Ungleichung gilt:

!tp(€, .-t, m)| <M„.

Ist dann ü).; (,r) ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem in<:(7,^>>, und wird

gesetzt:

F, (n) =
f ll fi^)'f (i ^> «) äi\'i^, (X) dx,

so gilt für jedes in <; a, ^ >- integrierbare/ und jedes in <: a, & >» geschränkte ,§' die Formel:

/ f {x)g {x) dx = lim ) F^ (w).^v.

Ja K=oo i—J
v= l

Unter Berufung auf Satz VIII genügt es nachzuweisen, daß:

(4)

(5)

ist. Wegen unserer Voraussetzung 4. ist nun aber:

n (/, ^;l ^ C\f (?) ? a -1-,
^'')i

di ^ M, C\f{h)\ di,

Ja • Ja

das heißt für jedes einzelne n ist /„ (/, x) in <: a, ^ >- geschränkt. Da nun die i% (w) nichts anderes sind,

als die Fourier'schen Konstanten von /„ (/, x) und für jedes Paar geschränkter (und somit samt ihrem

Quadrate integrierbarer) Funktionen das Parseval'sche Theorem gilt, ist (5), und damit Satz IX bewiesen.

1 Ann. de Toul. Ser. .3, Bd. 1, p. 105,
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Um aus Satz IX speziell Resultate über die Koettizienten der 'Fourier'schen Reihe zu erhalten, haben

wir für die o}.,(x) das trigonometrische Orthogonalsystem für das Intervall <: — -,-:> zu nehmen:

cos yx, —-=sm yx ty := l, 2,. . .).

\/2 ir \A s/'^

Wir ss'tzen:

«v = — fV© cos v£ d^: b., = — Cfi^) sin v^ di,

ci.., = '- g (^) cos V? dt ßv = — ( ,(^) COS V? (^s; ßv = — ,§ (i) sin vt dt

Wir nehmen weiter an, der Kern
'f (i, v, 7t) habe die Gestalt:

rp (6, a;, H) —
'f
(^— -v, m),

wo
'f

(w, «) für jedes it in <: — 2 ä, 2 7r>> definiert sei und den Relationen:

« C
— m) =

'f
(u); 'i («4-2 t:) =: (C (/t)

genüge. Setzen wir noch:

/ <p (m, m) cos VM rf/( =: tpv (m),

so wird:

—1=^
\ i 1 f(^) 9 (i~x, n) dV\ cos vx dx —

7=
I
/(^)' / 'f(w, "") cos V(|—/i)^wUf| = v/TT.tpv W ßv,

—^,-= / / /(4) '^ (I
—

A', m) tZ^ sin v,r ^a- ^\/'r '-Ov (n)'b.„

und (4) geht über in:

1 r*
(4a)

ii
I

/(-^•).§(^) ü?-^= lim |'f„
(V) -'?^- + y rp, (m) (a,a,^-^ßv)i

Jfl // = oo 2 -^

Hier wird also die Parseval'sche Reihe summiert, indem ihre Glieder mit denKonvergenz erzeugenden

Faktoren
'f.,

(n) multipliziert werden.

Wählen wir dann für 's(it,ii) den Poisson'schen Kern:

1 l—r^
'f

{u, ») =—- :;

—
;

{r„ < h lim ;'„ = 1 ),

zu 1 — 2 r„ cos //+ r,-, « = oo

so wird:

und Formel (4a) ergibt:

(6)
1 r- 1

°°

—
I ZW.?W dx — ^-a^fx^-h lim V r'- (a.. cl,+ h%)

TZ J_j 2 r = l-0 ^--

für jedes Paar von Funktionen /,^, von denen in <: — ic, ir 2> die eine integrierbar, die andere geschränkt

ist. 1 ormel (6) wurde bewiesen von W. Groß. '

1 Wien. Ber. Abt. U.i, Bd. 124, p. 1025. Sie ergibt sich übi-igens, ebenso wie die Formeln (7 und (S) auch als Spezialfall

einör Überlegung von W. H. Young. Hroc. lioyal Soc. .\., S5, p. 401 fl'.
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Wählt man für '^{u,n) den Fejer'schen Kern:

? («, 11) = 1

;wz

mi
sin

2

sin —
2 -<

SO geht (4a) über in:

(7)

^P^""''

1

;;v)^(,r)J.r = — ^^«0+ lim
2 ;i = oo ^J \ ?i

M = l

Wählt man für '£ {ti,n) den Kern von de la Vallee Poussin:

7t (2?0/ l 2

so geht (4a) über in:

(8) -
j
fix) g (.r) dx = — a, a, + lim ) — —
- 2 « = oo Z_j (m— v)/(«+ v)/

v=l

(ava,+ Z7,ßv),

und die Formeln (7), (8) gelten für jedes Paar von Funktionen, von denen in <: — 7t, +7t

intesrieibar, die andere geschränkt ist.

die eine

§6.

Der im letzten Paragraphen zur Summation der Parseval'schen Reihe verwendete Gedanke kann

auch zur Summation der Reihenentwicklung:

^/; Wv (x)

einer gegebenen Funktion /(-r) nach den Funktionen oy, (x) eines vollständigen normierten Orthogonal-

systemes verwendet werden. Man erhält so augenblicklich folgendes Summationstheorem:

X. Ist f (i, x,n) für jedes ;; und je des x \'on (a, b) nach i samt seinem Quadrate integrierbar

in < a, b >», und wird gesetzt:

(1) <&v (.V, «.) =
f 'f (i X, 11) (0., (6) di,

so gilt, wenn/(,v) in <r a, Z'>> samt seinem Quadrate integrier bar ist, die Formel:

oo

(2) f{x)= lim V/, 4>, (.r, M)
11 = 00 i—i

v = 1

in jedem Punkte ,r von (a, Z7), in dem:

(3) /W= lim
\

fi^)'!i{h,x,n)d%;
" = °°Ja

sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a, ß :> von (a, b). in dem (3) gleichmäßig gilt.

Bedingungen für
'f (I, ,r,«) unter denen (3) in jedem Punkte von (a, &) gilt, in dem die Funktion/

stetig, oder erste Ableitung ihres unbestimmten Integrales, oder m-te Ableitung ihres w-fach iterierten

unbestimmten Integrales ist, sowie Bedingungen, unter denen (3) gleichmäßig in jedem Teilintervalle

-< a, ß >- von (a, b) gilt, in dessen sämtlichen Punkten/(A-) stetig ist, findet man in der wiederholt zitierten,
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für diese Theorie grundlegenden Ahiiandlung von H. Lebesgue, ' sowie in meiner 1. Mitteilung übei-

diesen Gegenstand.

Es handelt sich noch darum, uns von der Voraussetzung frei zu machen, daß auch das Quadrat

von/ in <; a, .& >> integrierbar sei. Damit die Fourier'sche Konstanten
f.,

für jedes integrierbare/

existieren, müssen wir dabei wieder voraussetzen, daß jedes einzelne w,, (i) geschränkt ist in < a, b :>.

Satz V liefert uns dann folgendes Summationstheorem;

XI. Sei cp (?, .r, M) für jedes einzelne;; und jedes einzelne ,r \'on (a, Z?) eine in -< c?, ö >-

geschränkte Funktion von i. Ferner gebe es zu jedem ;; und jedem ,r \'on ü;, h] ein .1/, so daß

für die durch d ) definierten Funktionen ^-Ax, ") die Ungleichung:

My *v (x, nyoy, (g)

V = 1

gilt für alle u. und alle i \"on <:a, b :>-.

Dann gilt für jedes in <: rf, ö 5^ integrierbare/die Formel (2) in jedem Punkte .v von

(a, ö) in dem (3) gilt; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilin tervalle <; a, [5 :> \'on uz, Z'), indem

(3) gleichmäßig gilt.

Besonders einfach gestaltet sich, wie M. Schechter bemerkte,- die Summationsformel (2) für den

Fall des trigonometrischen Orthogonalsystemes im Intervalle -< -^, tt 5*, wenn 'j (^, .v, ;;) die Form hat:

'f,
(«, X, n) = (E (I

—
-v, n),

wo
'f

('/;, ;;) eine in -< —2 ir, 2 te >> definierte, gerade Funktion der Periode 2 t: ist.

Sind dann c7.„ ^., die Koeffizienten der Fourier'schen Reihe von f, und wird wieder ('wie in § 5)

gesetzt:

'i,, (n) = I
'f

(;;, ;;) cos v;; ilii,

so nimmt (2) die Form an:

(4) f (x) ^ lim }— (E|, (n) a^^ + \ % (;;) {a,, cos v.r+fc., sin '/x)\.

" = ~|- ' .,^,

'

I

Alle gebräuchlichen Summationsformeln der trigonometrischen Reihen sind Spezialfälle dieser

Formel.

In meiner 1. Mitteilung habe ich Bedingungen für
'f

(g, ,r, in entwickelt, unter denen überall, wo die

in-\.e Ableitung/("'^ (;vi von/(,r) existiert, die Relation gilt:

(5) /('") (.r) = lim / f{i)'s(lx,u)dllim /

sowie Bedingungen, unter denen diese Relation gleichmäßig in jedem Teiliniervalle -< a, ß :> von (a, ^)

gilt, in dem/(,r) ///-mal stetig differenzierbar ist. Und wir sehen:

XII. Gilt (5) in jedem Punkte .r von (a, ^), in dQmf'^"'Hx) existiert, und zwar gleichmäßig

in jedem Teilintervalle <: a, ß >» von (ß, Z»), in dem/(.r) ///mal stetig differenzierbar ist, so

gilt, vorausgesetzt, d a ß rp (g, .r, ;;) den Bedingungen von Satz XI (beziehungsweise Satz X)

genügt, dasselbe von der Formel:

oo

(6) fO") (x) — lim y y; <!),, ix, u)

1 .Sur les integi-ales singulieres, Ann. de Toul. Serie 3, Bd. 1, p. 25 ff.

2 Monatsh, f. Math. Bd. 22, p. 224.
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für jede in <: a, ^ >> integrierbare (beziehungsweise samt ihrem Quadrate integrierbare)

Funktion /(.r).

Handelt es sich um das trigonometrische Orthogonalsystem und hat cp (4, x, ii) die Form (c (i
—x, n),

wo cp (m, n) gerade und von der Periode 2 z ist (dies kommt nur bei geradem m in Betracht), so reduziert

sich (6) wieder auf:

(7) /('") (x) ^=. lim )— '^Q (n) a^ + \ tp., («) {a-, cos v,i' + h., sin v.r)J

Hat hingegen (was bei ungeradem vri in Betracht kommt), «p (?, .v, m) die Form rp (I
—

.r, «),' wo tp («, m)

eine ungerade Funktion der Periode 2 :: ist, so reduziert sich (6) auf:

{1 a)

worin gesetzt ist:

j\m) i^^ --
ij,i^ ) \ tpv(M)(

—

<^; sin v,r + ^, cos v;t;)\,

äv in) z:^
j

'£ (m, //.) sin v/-/ t///.

Wohl der einfachste Kern eines singuiären Integrales ist der folgende, wo /; eine beliebige positive

Zahl bedeutet:

f 1

(8)

Setzt man:

so wird:

'5 (?, X, h) — ' 2 h
in (x—h, x+ h)

außerhalb (x— h, x + h).

F(x) — \ fit) dl,

F (x + h)—F(x~h)
f(i) '-i (i, ,1-, /;) c/i

—
2 h

und somit gilt die Beziehimg:

(9)

in jedem Punkte .v von (a, b), wo:

(10)

fix) = lim /(E.)
'f (fe, ;r, h) dg

f (x) = lim
F{x+h)-F {x-h)

2h

ist, insbesondere also dort, wo /Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. Nach Satz XVIII meiner

1. Mitteilung gilt (9) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß >- von (a, b), in dessen sämtlichen Punkten/

stetig ist. Aus X und XI haben wir also:

XIII. F'ür jedes normierte Orthogonal System von <;«,&> gilt die Formel:

1 x:-'\
/"'+''

fix)=^ lim —- ) / oi.,{i)di

'x-h

für jede in <: a, b ::> samt ihrem Quadrate in^legrierbare Funktion /in jedem Punkte von {a, b),

in dem (10) gilt; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß > von (0, ^), in dessen
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sämtlichen Punkten/stetig ist. — Dies gilt für alle in -< a, ^ >» integrierbaren Funktionen,

falls es zu jedem Teilintervall <:a, ß>- von (a, h) ein ilf gibt, so daß:

(12)

fü r a 1 1 e .r V o n <; a, & >- u n d a 1 1 e |Ji.

Der einfachste Kern, der/'(ar) durch /(;!;) darstellt, ist der folgende:

(13) 'f {i, X, h) =1 in ix, x+2h), z= in (x~2h, xj, sonst = 0.

4h^ 4 h-

Wir haben hier:

'f(^,i^,x,J^)ä,=
n^^2k)-2Fix)^F(x-2H)

und es gilt die Beziehung:

/(:>:)= lim f f (^)
'f (i x, Ji) di

in jedem Punkte x von (a, b), in demf (x) existiert. Sie gilt nach Satz XI meiner 1. Mitteilung gleichmäßig

in jedem Teilintervalle -< a, ß 5> von (a, &), in dem/(.r) stetig differenzierbar ist. Aus Satz XII haben

wir also:

XIV. Für jedes normierte Orthogonal System \'on <: a, ^7 >- gilt die Formel:

oo
1 ^ I /^x + 2h

(14) / (x) z= lim —- ) /, CO, (^) di - OK ii) d^\

für jede in <: a, Z> >- samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion/^ in jedem Punkte von

(a, Z)), in demy(a;) existiert; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß >- von (a, &), in

dem/stetig differenzierbar ist. — Ist Bedingung (12) erfüllt, so gilt dies auch für jede in

-<. a,b:> integrierbare Funktion/.

Um zur Darstellung der höheren Ableitungen /^'"•'(,-k) zu gelangen, definieren wir z (c, x, li) für h :>

durch die Vorschrift:

(15) !>(i,xJi)—(-\y ^ {'^\ \n(x+{in-2k-\)Ii, x+ Hn-2k+\) li) (k — Ö, 1 mj.
(2/4'" '•<U/

außerhalb aller dieser Intervalle sei •£ (^, x, li) =: 0.

Wie man sieht, wird dann, wenn /? so klein ist, daß das Intervall <: ,r— (;;/+!) /', .v-t- (;;?.+ 1) /; :> in

<ca, ö >- liegt:

Hl

f'fd) 'f (I, X, h) di= ^ y (-ly r'^]{F (x+ (i„^2k+])h)~F (x+un- 2k~\) h)}

(16)
1 v^ . ..Jm + i

(2h)"' *-^ /-j

Wählen wir/(;i') = x\ so wird:

(.t— a)'-!

y (- 1)* ^'\f{x+ m-2k+ 1) h).

F (x) =
i+l
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und da bekanntlich:

«1 + 1

(17)
' V (-iy^h + >(.v+ («.-2>fe+l)/0 = Öfürf w := (,,.-«)' (/ = 0, 1,..., m)

(2 lif"
+

1 ^^ \ -^ / U '«+ 1 ) ' für i^ (a') = {X- a)"' +

1

ist, so sehen wir, daß der Kern (15) alle Voraussetzungen von Satz VII und Satz XI meiner 1. Mitteilung

erfüllt. Das liefert den Satz:

XV. Für jedes normierte Orthogonalsystem von <£?, i^> gilt die Formel:

oo I in . , \

(18) /('")(;,) = hm V/;.y(-l)M (Ov(l)^l

für jede in <; a, ^ >- samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion/, in jedem Punkte von

{a, h), in dem/("') {x) existiert; sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß :> von {a, b)

in dem/ OT-mal stetig differenzierbar ist. — Ist Bedingung (12) erfüllt, so gilt dies für jede

in 'cz a,b ::> integrierbare Funktion/

Wir wollen nun die Formeln (11), (14), (18), speziell auf die trigonometrischen Reihen anwenden, für

die Bedingung (12) bekanntlich erfüllt ist. Da der Kern (S) die für die Giltigkeit von (4) erforderliche

Gestalt hat, kann (4) angewendet werden. ^ Dabei ist:

1 C' , ä'mvh
'f.,

(n) = —
I

cos vudn =:
,

2/«J_;, vh

so daß (^1 1) hier lautet: In jedem Punkte .t von ( - t^j-k) in dem /"zu seinem unbestimmten Inte-

grale i^in der Beziehung steht:

f [x) = hm ^ -
,

;; = n 2h

gilt für jedes in <; —tc, jt :> integrierbare/ die Formel:

(19) / {x) = hm {-^ + ) (a.j cos vx+b., sm vx)) ;

Ä = o 2 -ii-i v//.

sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß >> von(— 7r,u), in dessen sämtlichen

Punkten/stetig ist.

Betrachten wir nun den Kern (13). so kann (7 a) für in =: 1 angewendet werden. Dabei ist:

1 n'' . .
1 r" . , /sinvÄ\2

'S)., (n) =z
I sin v/A au -- 1 sin vm dti = v» -

4h^~Jo 4/i2J_,„ [\ vh

und wir erhalten: Für jedes in <: — 7t, ir 2> integrierbare/ gilt in jedem Punkte von (— it, tt), in

dem die Ableitung/' existiert die Formel:

oo
sin vM

(20) f (x) ^zz lim ) j
\ (—v-a., sin vx+ V'b,, cos vx);

ft= /

—

I \ v/i /
V = 1 ^

sie gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß :> von (— it, 7t), in dem/stetig differenzier-

bar ist.

Betrachten wir den Kern (15) für ungerades m, so können wir wieder (7 a) anwenden, und zwar

erhalten wir nach (16):
m + 1

».; (n) = — V ( — 1)*
(^*

1 cos (m— 2k+l) vÄ.
(2Ä)'»+i V. 4-J \ Ä '

1 Vgl. M. Schechter a. a. 0., p. 232.
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Das ist der reelle Teil von

H + 1m + 1

1 1 V^ . .,:./»' + 1 \ , , „ ,x ,. • 1 l , , . , ^ ;n + 1^ ' ' " ' ' ' n/A.i.. '•/hl ^—vÄA'" + i —

= _,•,« + ! '
sinvÄV»*^

(2Ä)'»+i V 4-j \ k j {2 h)

— _ /"i +W

—

und da /;/ ungerade ist, so ist /"' + i reell, und es ist somit:

. , / sin vÄ V""^^ ,„

(pv (m)

v&

Betrachten wir den Kern (15) für gerades m, so können wir (7j anwenden, und zwar erhalten wir

nach (16):

m +

1

1 1 V , ,s. /W« + 1

(E, (n) = \ (- 1)M ^ sin (m-2 k+ 1 ) vÄ.

(2Ä)

Das ist der imaginäre Teil von:

m + l

_ J_ V (_1)*[ )
e(w + l-2Ä-)v/!i — jm +1 V

(2Ä)'»+i V Zj \ ä / \ v/z

und da w gerade ist, so ist ?"'+i rein imaginär, und es ist somit:

.
/sinvÄ\'"+i ,„

Tv (^^) = ^"' -^^ '

Wir haben somit das Resultat: Für jedes in <: — -, - >> integrierbare/ gilt in jedem Punkte

von (— 7t, 7t), in dem die m-te Ableitung/^"') existiert bei ungeradem ;;/:

OO »/ +1

(21) /(") (x) = — /'"+! lim y
[

^'" '^
'

)
(-v"' a, sin v.v+V" b., cos v.r),

/i = o -^ \ vh
V = 1

bei geradem m:
OO m+l

/sin v7i\
(21 ß) /'") (x) = ?'" lim y

1
(v'" a, cos v.r+v'" ^^ sin v.r).

7j=o z_i \ v/f. y
V = 1

Diese Formeln gelten gleichmäßig in jedem Teilintervalle <; a, ß 5» von (
—

t:, z), in dem/
«2-mal stetig differenzierbar ist.

Wie man sieht, erhält man die rechte Seite dieser l'ormeln, indem man die Kourier'sche Reihe von/

/sin v/z\"' +

'

gliedweise «z-mal differenziert, jedes Glied multipliziert mit und den lim bildet.

\ V h ) li= n

Bemerken wir zunächst, daß, wie die Herleitung der Formeln (21) und (21 ci) zeigt, auf ihrer linken

Seite/"") (,v) ersetzt werden kann durch den etwas allgemeineren Ausdruck:

»1 + 1

lim i y (- 1)* r' "^ M F (.r + du - 2k+ 1)//),

;. = o (2/0'"-^! /L^ ' \ k '

in dem F{x) das unbestimmte Integral von/(.rj bedeutet.

Setzen wir bei ungeradem m:

OO

Ft„ (x)=: —/'«-! y _ (—a., sinv.v+^, cosv.-k),

v= 1

Denkschriften der mathem.-nalur«-. Kl.i-;.'!!', 91. fiand. f)o
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bei geradem m:

°°
1

i^,* (.r) = i"' ) — (ßv cos v;i?4-&v sin v;t:),

v= l

so ist i^*j {x) ein «w-fach iteriertes unbestimmtes Integral von/(;t;) — — . Wenden wir auf F,*,_i (a;) die ent-

sprechende der beiden Formeln (21), (21 a) an, so erhalten wir den Satz:

Für jedes in<:— :r,:ü>- integrierbare/ gilt in jedem Punkte von (— Jt, it), indem/mit
seinem w-fach iterierten unbestimmten Integrale Fm {x) in der Beziehung steht:

(22) fix) = lim -^ y (-1)* r i^,„ (^+(m-2*) Ä),

insbesondere also überall dort, wof{x) m-te Ableitung von Fm (x) ist, die Formel: ^

OO 771

^, ^ an \n fs\nvh\
(23) /(^)=-^+lim ) {a-t cos vx+b^ smvx).

2 H = o ^ \ vh
V = 1

Diese Formel gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <: a, ß:> von (— x, it), in dessen

sämtlichen Punkten/stetig ist.

Ebenso wie die Formeln (21), (21 a) ledighch einen Spezialfall von (18) darstellen, ebenso ist (23)

lediglich ein spezieller Fall eines allgemeinen Summationstheorems für Reihen nach Orthogonalfunktionen,

das noch kurz envähnt sei.

Wir bezeichnen den Kern (15) mit tp("') (6, x, h):

(24) (5('") (i, X, h) — (- 1)*
^-

r''\ in {x+(m-2k~ \)lt, x + (m-2k+ l)h) (k = 0, 1, . . ., m)
' (2/0'"+i \kj .

' ' .

cp("') (^, X, h) ^= außerhalb dieser Intervalle,

und führen die iterierten unbestimmten Integrale von tp^'") {i,x,]i) ein durch:

(25) $(«)(!, .-ir,A) = tp('»)(a,^',/0; 4>(»')
(5, ;v, Ä) = T ^TH^, ^, h) dl

Jx — («j + 1) h

Zunächst sehen wir, daß wir außerhalb (x—(m + 1) h, x + (m + l) h) haben:

(26) a>(f ) (I, X, Ä) = (i = 0,l,..., m).

In der Tat, dies ist richtig für / = 0. Angenommen, es sei richtig für i ^ «g, so wird es auch

für /g+1 gelten, wenn:

Xx + (m + l) h

$(;") (?, X, li) di =
~(m + l) h

ist. Durch mehrmalige partielle Integration finden wir aber:

Xx
+ (in + l) h

- (m + 1) Ii

( 1 V'o rx-¥(^m + l) h

*(|;') (£, X, h) d i = -^--^ / tpC«) (i, X, h) . i'o d i,

'o • Jx — (m + 1) h

und wie wir m (17; gesehen haben, ist dies tatsächlich =0 für /p < w, wodurch (27j bestätigt ist.

Und damit ist (26) durch vollständige Induktion bewiesen.

1 Für m = 2 ist dies die bekannte Riemann'sche Sii mmationsmethode, vgl. M. Schecliter a. a. 0., p. 233.
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Sei nun x ein Punkt von (a, b), und /? > so klein gewählt, daß <: x—(m+ 1) h, x+(-m+ 1) h :> in

{a, b) liegt. Dann haben wir, unter Berücksichtigung von (26), durch partielle Integration ("wobei mit

Fi(x) die iterierten unbestimmten Integrale ^ von /(;i;) bezeichnet sind):

rv,„ (I) cpc«) (% X, h) di

=

(- 1)"' r /© $(,f) a X, h) dl
Ja Ja

Da nun, wie wir wissen:

f{x) = lim r f,„ (?) tpC".' (1, -r, A) di
^ = '^Ja

ist in jedem Punkte von (a, b), in dem/(.r) die m-te Ableitung von F,„ (x) ist, oder allgemeiner, wo:

in + l

(28) / (^) = lim -—-— y (- 1)*r ?
1 ^» « (-^+ (^^ - 2 Ä+ 1) Ä)

;» = o (2Ä)'»+i Z_i \ k J

ist, so ist in jedem solchen Punkte auch

f(x) = lim (-1)'" f/d) *W (I, -r, Ä) dl

Wenden wir auf dieses Integral die Parseval'sche Formel an, so erhalten wir schließlich:

XVIII. Sei der Kern #(,'f> (i, x, h) nach (25) aus dem Kerne (24) hergeleitet und es

werde gesetzt:

(- 1)*"
/

^'^^'^ Ä X, h) '"v (4) di = QC> {X, h).

Für jedes normierte Orthogonalsystem von <.a, b:> gilt dann die Formel:

oo

(29) f{x)= ^Hm 2]/v Q^rK*, /^)

V = 1

für jede in <:a,b:>' samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion f, in jedem Punkte

von (a, b), in dem (28) gilt, insbesondere also in jedem Punkte von (t?, &), in dem /(///+ l)te

Ableitung seines (OT+l)-fach iterierten unbestimmten Integrales ist; sie gilt gleichmäßig

in jedem Teilintervalle <:a, ß r> von (a, b), in dessen sämtlichen Punkten / stetig ist.

Dies gilt für alle in <: a, b:>- integrier baren Funktionen/^ falls es ein 7\/ gibt, so daß

(30) y i w., (s) d^'(ü.,{x)\<: M
|v = l

für alle Teilintervalle -< a, ß r> von (a, b), alle x von <i:a, b >' und alle ji.

Eines Beweises bedarf nach dem Gesagten nur mehr der letzte Teil der Behauptung, und auch

dieser Teil wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß, wenn Voraussetzung (30) gilt, auf das Integral:

I /(l) *i^"> ii ^', h) di

Das heißt, es ist foW =/(«); Fi .yt {x) ^ i Fi (x\ d

x
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6U2 H. Hah u , Diir^tcllnug gL\iit'bt'ner Fiinktionen.

für jedes in <:t7, Z'>- integrierbare / das Parseval'sche Theorem angewendet werden kann. Dies aber

wird, nach Satz V, der Fall sein, wenn es zu jedem /; >- und jedem x von (et, b) ein Abgibt, so daß:

(31) > I
«>(»')

(6, 5;, 7«) CO, ® Js-co, (a;) 7V

für alle jj. und alle .v von -<t!, Zi ;> . Nun ist jedes <l>.5,',") (i, ,v; /?) in <ca,b>- geschränkt und von

geschränkter Variation. Bezeichnet 4> {x, h) eine obere Schranke für
|

$$,'") (I, x, h)\ für alle ^ von

<:a, Z'>- und F (^, h) die Totalvariation von <!>(,',""•
(6, f, //) in <: a, &:>, so liefert der zweite Alittel-

vvertsatz der Integralrechnung, bei Berufung auf (30):

i/a

^ifi {% ^, J') 2 Wv (5) o)v (.r) ^i ^ (4>(J, 70+ F(*, /i)).ilf,

wodurch (31) bewiesen ist. Damit ist der Beweis von Satz XVIII beendet.

Die Berechnung der Ausdrücke ü^'"^ (x, h) in (29) ergibt für in =: 1 und m =z 2:

Q<,1) (x,h) = —^ r (i-x+2h) (0., (I) di -
(2 70U.-2;, i2hyj.

(a".v-27?)co, (^) 6/i

1 1 i^x — h 1 /'*-+/!

Q(?) ix, h) =: - —

—

(6-;.+370-^ CO, (5) d^ - —

—

{(^-,ry—3h2} co, (1) ^4 +
2 (27«)3 J;,_3,, (2 7;.)3 J.^_,,

1 J
/^.^- + 3 Ä

2 (270^J,,„
($-;i.'-37z)2oj, (^) J6.

Endlich sei noch erwähnt, daß wir, unter Berufung auf Satz II und auf Formel (4a) von § 5,

die durch (23) gegebenen Summationsformeln der trigonometrischen Reihen ergänzen können durch

die Theoreme:

Setzt man:
oo

-r,. ^ , ,^ t^n V^ (sin vh\"'

,

äC») (x, 7«) = —2- + y (ß, cos vx+b., sin v,r),

v= l ^ '

so gilt die Beziehung:

lim /
"

[f (x)- R('"> ix, h)
\
dx — 0.

/( = » J_-

Für jedes l^aar von Funktionen /" und g, von denen in <: - k, 70-die eine integrierbar,

die andere geschränkt ist, gilt:

oo

1 r/(.),-(..)..v=^+lim y(^MVa.+ Z.„ß.).

v= l
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