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BRECHUNG UNO REFLEXION

DES LICHTS AN ZWILLTNGSFLÄC HEN
OPTISCH-EINAXIGER VOLLKOMMEN DURCHSICHTIGER MEDIEN.

VON

JOSEPH GRAILICH.
VllllGKI.KGT IN ni;u SITZUNG DKR MATHK.M ATISCH-NATUUWISSENSCHAKTLK'HKN CLASSK A51 1. KKliKl' AU Ix:,:-,.

ÜBER DIE BRECHUNG UND REFLEXION DES LICHTS AN ZWILLINOSFLACHEN ÖPTLSCH-EINAXIGER

KRYSTALLE.

Uer geometrische Charakter der Zwillingsbildungen ist seit dem Beginne dieses Jahrhunderts

ein Gegenstand scharfsinniger und erschöpfender Ax'beiten gewesen; die Schöpfer und ausge-

zeichnetsten Fortbihler der heutigen Mineralogie haben nach einander die bewmiderungs-

würdige Kraft ihrer Anschauung an dem Studium der Hemitropien versucht, und es ist zu

erwarten, dass Leydolt's schöne Methode den letzten Stein zur Vollendung dieses Werkes

liefern werde.

Über den geometrisch-krystallographischen Charakter hinaus erstrecken sich aber diese

Forschungen nicht. Die Physik dieser Bildungen blieb bisher unbeachtet, oder doch unbetrachtet.

Es ist einleuchtend, dass in den Gesetzen, welche die Molekularactionen der Individuen aus-

sprechen , auch die der Zwillingsbildungen enthalten sein müssen. Aber aus dem symmetrischen

Gefiige muss ein Zusammenhang zwischen den Erscheinungen dies- und jenseits der Zusammen-

setziuigsfläche resultiren, welcher das Gepräge jener Symmetrie wiederspiegelt und den Geist,

der sich überall am Harmonischen und Gesetzmässigen erfreut, zur Betraclitung einladet. Dazu

gesellt sich ein anderer Umstand, durch den die optische Untersuchung, welche Avir hier niit-

theilen, eine Ergänzung und Vervollständigung einer physikalischen Theorie wird. Man liat

nämlich die Gesetze der Brechung und Reflexion studirt für den Fall soAvohl, wo die beiden

sich begrenzenden ^ledien isophan sind — Fresnel, Green, Cauchy — als auch für den,

wo das eine Medium krystallinisch und doppelbrechend, das andere einfach brechend ist —
Neuinann, Mac-Cullagh, Cauchy (vergleiche den zweiten Abschnitt); der Fall aber,

wo beide Mittel anisophan sind, wurde noch nicht in Untersuchung gezogen. Es würde kaum

der Mühe Averth sein, so lange noch eine grosse Zahl \'on wichtigen Fragen ungelöst vorliegt,

dieses Problem allgemein aufzulösen, da zAvar nichts im Wege steht, es als eine Aufgabe

Denkschriften der mathcm.-ji.iturw. C'l. JX. Jiil. Abhaudl. v. Nichtmitgl. ^
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58 Joaeph Grailick.

niatlu'iuntischerNatur aufzufassen, dagegen die physikalische Bedeutung wesentlfcli fehlte, indem

Aveder die Natur noch auch die heutige Kunst optische Combinationen von verschiedenartigen

Krystallen aufzuAveisen hat. Nur in den Zwillingsbildungen, wo zwei Individuen derselben

Natur in verwendeter Stellung — etwa wie Bild und Spiegelbild — gesetzniässig mit einander

verbunden sind , zeigt sich ein Gegenstand für diese erweiterte Anwendung der Theorie. So

liabe ich die Aufgabe aufgefasst und ich werde versuchen darzustellen, welche specielle Modi-

ficatioiien die allgemeinen Gesetze der Lichtbewegung imter dem Einflüsse der symmetrisch

gelagerten Moleküle der hemitroj^en Combinationen erleiden. Dabei beschränke ich mich auf

die Betrachtung- optisch einaxiger Medien, iim die verwickelten Formeln durch eine allgemeinere

Behandlung- nicht noch complicirter zu machen.
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Brechung iiwl Jteflpxion des Lirhts an Zioillingdfläcken. 59

ERSTER ABSCHNITT.

§• 1-

KK'HTUXG DER REFLECTIRTEN UXD GEBROCHENEX WELLEN UXI) STRALEX.

In den Pifferentialgieichungeii der Liclitbeweg-ung- treten als A^ariable die Coordinaten

des Raumes x-, ?/, z und die Zeit t auf; da es nach Cauchy's frühesten Untersuchung-en zu

einerlei Ergebniss führt, ob man die Differential gleichungen durch Wellentlächen doppelter

Krünunung- oder durch ebene Wellen integrirt, welche die Wellenfläche einhüllen, und da die

(Jscillationsbewegung eine nach Zeit und Ort periodische ist, so kann man die particulären

Integrale proportional setzen einer Exponential- oder trigonometrischen Function des Quadri-

noms ux -\- vy -\-wz— stj wo u, ?j, w proj)ortional sind den Cosinussen der Winkel, welche

die Normale einer ebenen Welle mit den Coordinatenaxcn einschliesst. Da an der Trennungs-

ebene zweier Medien die Bewegung, wehdie ein Athermolekül erhält, insoferne sie sich auf

jene Grenze bezieht, dieselbe sein muss fiir alle Wellen, und in einem doppclbrechenden

Medium jede einfallende Welle an der Grenzfläche die Entstehung von zwei reflectirten Wellen

erregt, so dass in einem Zwillinge dic> Zahl der an der Zwilling-sflä(dic wirksamen Bewegungen

5 sein wii'd . die Functionen sind von

/.; (« X + V 1/
-\- w z) — .st

k'„ («'„ X 4- v'„ 7j + io'„ z) — .y'„ t

k\ [ii! ^ X + t\. y -|- io\ z) -^ *•', t

k"„ («"„ X -4- v"„ y -\- lo" „ z) — .s"„ t

k'\, [u\. X + v'\. y -\- 'io'\ z) — *•",, t

(wo die einfach gestrichelten Buchstaben sich auf die reflectirte , die doppelt gestrichelten auf

die gebrochene, der Index o auf die ordentliche, e auf die ausserordentliche Bewegung bezieht;

u, v^ tc die Cosinusse der Normalen bedeuten und ^ = l die Wellenlänge, '— =z T die

Uscillationsdauer bezeichnet), so hat man für den Fall, dass die Trennungsfläche der zwei Indi-

viduen die A'y Ebene ist. für z^n

k [ux^ -f-
vy) ~ st = k\ («'„ x + v\ y] — s\, t = k\ [u, x + v\ y) — .•>•', t = U\, [u „

x -f

Dies ist es, was Cauchy das Princi]) der correspondirenden Bewegungen nennt. Da

diese Gleichung unabhängig von den speciellcn Werthen der Variabein sein soll, so muss

ii
*
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60 JoNC'ph Grailich.

hu = Ä;',, a\^ = k\ «',, = /i"„ «"„ := /i;'\. u"

,

kv = k'„ ?•'„ = //, v\ = /i;"„ r"„ = /l"„ ?/'^

sein. Die letzte dieser (Tleielmui^en zeigt, dass

ist. fülglieli bei der KeÜexion und Brechung' an Zwillingsfläche keine Farbeniinderung statttinden

kann; die ersten zwei Gleichungen weisen nach, dass die Tracen der einfallenden reÜectirten

und gebrochenen Wellen in eine einzige Gerade zusammenfallen. Nennt man c,
f''„

. . . den

Einfalls-, Reflexions Winkel, o) das Azimuth der Einfallsebene der Wellennormalen, so

hat man
u = sin

(f
cos (1) V = sin c sin cd w = cos if

«'„ = sin
<f'„

cos CO „
?•'„ = si)i c'„ sin co„ w' „ = cos cf\,

folglich

k sin (p cos co = U „ sin cf\ cos w'„ = k\ sin cp ^ cos co ^ = /ü",, sin cp"„ cos co"„ = k'\ sincf'\ cos cd"
,

k sin cp sin cd = /u',, sin cp\^ sin co „ = Ic ^ sin cp\ sin co,. = U\ sin cp'\^ sin co\, = lc\ sincp' ,. sin co" „.

Dividirt man die zweite Zeile durch die erste, so findet man

tg CO ^ tfj CO „ = trj co , = tg co\, := ff/ co",

d. i. die Wellennoi-malen bleiben in der Einfallsebene; folglich

k sin cp = />;'„ sin <p\, =^ k\ sin cp\ = U\ sin cp'\^ = /,;",. sin cp"

^

und dies gilt, wenn man fiir k, k'„ . . . die Werthe setzt und bedenkt, dass — die Fortpflan-

zuno'so-eschwindiffkeit ii der Welle ist, wegen Erhaltung der Schwino-unafsdauer

sin cp : sin cp' ,^ : sin cp\ : sin cp"
,^ : sin cp'\ = il : Li! „ : il\ : i2"„ : ii\.

Diese fiir Combinationen beliebig zAveier Krystalle allgemein geltenden Sätze sind

nun auf Zwillinge optisch einaxiger Medien anzuwenden. Dies ist bereits in zwei früheren

Aufsätzen geschehen , welche sich in den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie der

Wissenschaften, mathem. naturw. Cl. Band XI, 817 (Betrachtung einer einzelnen Welle, eines

einzelnen Strales) und Band XII, 230 (Betrachtung eines Wellen-, Stralenkegels beim Durch-

gange durch die Zwillingscbene) abgedruckt finden. Wir verweisen auf die dort erhaltenen

Resultate, um sie hier weiter zu verfolgen. Es fand sich, dass die Brechungswinkel gleich

sind den Reflexionswinkeln; da nun für eine einfallende ordentliche Welle der Reflexionswinkel

der ordentlich reflectirten Welle gleicli ist dem Einfiillswinkel, so wird dies auch der Brechungs-

winkel; folglich pflanzt sich die einfallende gewöhnliche AVelle ohne Richtungsänderung in das

zweite Medium fort. Ist die einfallende Welle eine ausserordentliche , so finden ebenfalls ein-

fache Verhältnisse zwischen ihr und (U^n durch sie erres-ten ausserordentlichen reflectirten und
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Brechung und Reilexion des Lichts an Zioillingsflächeu. 61

g-cbroc'heiien Wellen statt; wir fanden nämlich, dass, wenn c, >^. C die Cosinusse der Winkel,

welche der einfallende Stral mit den Coordinatenrichtuno-en einschliesst (und es ist der Haupt-

schnitt des Krystalles für die XZ , die Zwillingsfläche fiir die A'l' gesetzt), und q'\ 3^/', f,,"

die entsprechenden Cosinusse des gebrochenen und |„', 3^/, C/ die des reflectirten Strales

bezeichnen, und

cos aQ = (—

T

1) sin o.

P=l — (~~l)siHrr

bedeutet — wo o, e die Geschwindigkeit der ordentlichen und ausserordentlichen Wellen senk-

recht zur optischen Axe , und « die Neigung der optischen Axe gegen die Zwillingsfläche ist

folgende Eelationen

r' =-.7= P?-2(2^ p,

V'4(3r(<2f-PO + i'^ l^4V,'(Vf—PO -\-i"'
c\

p:

V4QiQ:—FC}+P-

Aus diesen Gleichungen ziehen wir nun folgende Resultate:

1. Da -l^^-^, so muss der gebrochene Stral mit dem einfallenden und der Axe der A'

stets in einer Ebene bleiben; die Axe der X aber ist die Projection der optischen Axe auf die

Zwillingsfläche.

Da für den reflectirten Stral |'^ = c",, r^'e= ^/'ci Ce ^ — C'e i^*^? so wird — ^ = ^r ; es wird
Sc s

daher, wenn wir die Ebene, die durch den Stral S, 8\, S"„ und eine der Coordinatenaxen durch

{8, X), {8\ X) bezeichnen, der Winkel (.S^, X) (XZ) gleich sein dem Winkel {S\ X) (XY),

Diese zwei Sätze enthalten eine merkwürdige Erweiterung des oben erwähnten, zwischen

den ordentlichen Stralen waltenden Gesetzes. Sie lassen sich folgendermassen aussprechen:

Nennen wir die Ebene , welche sich durch irgend einen ausserordentlichen Stral und die

Projection der optischen Axe legen lässt, die Ebene dieses Strales, und den Winkel,

den diese Ebene mit der Zwillingsfläche einschliesst den Incidenz-, Reflexions-, Brechungs-

winkel der Ebene des einfallenden, reflectirten, gebrochenen Strales, so ist der ßefle-

xions- und Brechungswinkel immer gleich dem Einfallswinkel der Stralen.

2. Dividiren wir in jeder der drei Gleichungen Zähler und Nenner durch P, so kommen

die Constanten des Zwillinges nur noch unter der Form — vor. Nun ist dieser Quotient nichts

anders, als die Tangente des Einfallswinkels jenes Strales,

der zu einer Welle gehört, die parallel ist der Zwillings-

ebene. In der beistehenden Figur ist AA die einfallende

ausserordentliche Welle, welche auch im zweiten Indivi-

duum parallel der Zwillingsfläche XY bleibt, und durch

BB' bezeichnet ist. In diesem Falle Avird der einfollende

Stral JO nach HO gebrochen {<JOZ = ^BOZ'), und
Q

es ist tg JOZ = tg BOZ' = — = tg ix. Dieser Winkel /i,

durch den der Zwüling vollständig charakterisirt ist,

nenne ich den charakteristischen Winkel des

die Formeln fiir den

A
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62 Joseph Grailich.

c
w^i^ztgntci,,..':-^) ' ' VTTiTTiJTiTTfir^^ " yi^i:tff,xi:tg,i-^

3. Der gebrochene Stral Avird aus der Einfallsebene abgelenkt. Nennen wir das Azimutli

der Einfalls-, Reflexions- und Brecliungsebene o), w',, <y", , die Winkel des einfallenden, refleo-

tirten und gebrochenen Strales mit dem Einfallslothe ^, ^\, ^'\, so ist

fgco -.
-

^ cos la f

, r/e r/'e cotgip', f^ '"

.

„ rj"e co/i/a>'\ • f.

Der reflectirte Stral bleibt mit dem gebrochenen und dem Einfallslothe in einer Ebene.

Nennen wir die Azimuthab wei chung (d.i. denAVinkel, den die Reflexions- oder Bre-

chungsebene mit der luufallsebenc einschliesst) ^, so ist o)— co'^^co— co",, = o und dies nach

den gegebenen Formeln entwickelt, führt nach einigen leichten Reductionen auf den Ausdruck

2 sin vj fq ß
tgo =

i()0— 2 cos oj t(j fx

Man sieht , dass die Abweichung nur im Hauptschnitte verschwindet. Am grössten wird

sie für Stralen, die senkrecht einfallen; denn da die Formel dafür o ^ co gibt, das Azimutli

eines senkrecht einfallenden Strales aber beliebig gross, also auch 90" genonnnen werden

kann, so ist in diesem Falle das Maximum der möglichen Abweichung gegeben. In der That,

setzen war co = 90", d. i. lassen wir die Stralen einfallen in einer Ebene, die senkrecht auf dem

Hauj)tsehnitte steht,- so wird

fgd = ,

dies gibt für rj einen Werth, der sich ohne Ende 90" nähert, je kleiner der Einfallswinkel ^^

wii'd.

J:. Die innio-en Beziehunsfen, Avelche zwischen den ausserordentlichen Stralen und der

Projection der optischen Axe herrschen, machen es interessant zu untersuchen, welche Verliält-

nisse stattfinden zwischen den Winkeln, Avelche diese Richtungen unter einander einschliessen.

Nennen wir den Winkel , den irgend ein einfallender ausserordentlicher Stral mit der Axe der

A' einschKesst, / und den Winkel des zugehörigen, gebrochenen Strales /"„, so ist c, = f'«;/,

^" = cos /\; nennen wir ferner den Winkel, den die Ebene des Strales mit dem Ilauptschnitte

einschliesst, r, so ist, da nach 1) - gleicli ist -',= -",, der gebrochene (reflectirte) Stral vcdlkommen

bestinnnt durch die (rleichung

,, cos •/ — ^tg u. cosT siny
COS2 ,

= -— ^ —
Vi -[- itg IL cos T sin-/ (tgii. cos r siny— '^o^'/.)

welche sich auf den, den gewöhnliclieu aufs Einiallsloth bezogenen Formeln analogen Ausdruck

sin •/",'' 1

sin /'• 1 — \tg (i cos r sin y [cos /— fg JJ. cos r sin y )

liriugen lässt. p]s stellt somit dei' Ausdruck reciits einen variable u Bre ch uiigs i ude x.

Iiczüglich der Projection dei" optischen Axen dar.
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zwillingsfl'dchen. 63

Für den Ilauptsclmitt gibt dies wegen ~ ^ o

sin^ ,'
—

1— ^tg II sin y {cos y — tgti sin y)

und für die auf dem liauptsolinitte senkreelite Ebene

.s/n 7 - = „•

Dies zeigt, dass sämmtlichc Straleu, Avelche in einer Einfaüsebene liegen, die senkrecht

auf dem Hauptsclinitte stehen, durch Brechung wieder in eine Ebene zu liegen kommen, welche

durch die Axe der F geht tuid mit dem Einfallslothe einen Winkel X einschliesst, dessen Tan-

geute dojipelt so gross ist, als die Tangente des charakteristischen Winkels. Denn setzt man

in der Gleichung in 2) c ^ o so wird

e" " ^ff ß i „" — ^ ,
f-i' — ?

Eliminirt man zwischen der ersten und dritten (jlleichung if, so findet man den eben aus-

gesprochenen Satz. Hieraus ergibt sich nun folgende Construction für die gebrochenen Straleu,

wenn die Einfallsebene senkrecht auf deren Hauptschnitte steht:

Man legt zuerst eine Ebene senkrecht gegen den Hauptsclinitt, die mit

der Zwillingsfläche den Winkel 90 — / einschliesst, wo ^i durch die Glei-

chung (f/ A= 2 (f/// gegeben ist; hierauf eine zweite Ebene durch den einfallen-

den Stral und die Projection der optischen Axe auf die Zwillingsfläche.

Der Durchschnitt der beiden Ebenen ist die Richtung des gebrochenen
Stral es.

Ich bemerke, dass dieser Winkel l die allgemeinen Gleichungen in 2) noch einfacher

macht , wenn man ihn für /i substituirt ; doch schien mir der Winkel /i so merkwürdig wegen

der Eigenthümlichkeit, dass für ihn der Einfallswinkel gleich ist dem Brechungswinkel und

der reflectirte Stral schief nach rückwärts in die Eichtuug des einfallenden geworfen wird,

dass ich es vorzog, diesen als charakteristischen Winkel des Zwillings hervorzuheben.

Die reflectirten Stralen werden auf dieselbe Weise gefunden, nur muss dann die Ebene,

welche senkrecht auf dem Hauptschnitte steht , im ersten Medium construirt werden. Übi-igens

muss sie in beiden Fällen so gestellt Averden, dass sie zwischen das Einfallslotli und die optische

Axe des betreffenden Individuums fällt.

Wenn die einfallenden Stralen sämmtlich in einer Ebene liegen, so Averden die gebro-

chenen und reflectirten im Allgemeinen in einem Kegel vierten Grades sich befinden , mit Aus-

nahme der beiden Fälle , avo die betrachteten Stralen in dem Hauptschnitte liegen , oder in

einer Ebene senkrecht dagegen. Nennen Avir im letzten Falle -^ ^a, so Avird

l/j_-t-i?^M('?/* — a)

''

\/ ^-t'i^tffßiiffß— a) ' " Af _}_+ ^ tg ß (tg p.— a)

und die Neigung der Ebene, in der die gebrochenen (reflectirten) Stralen liegen, ist gegeben

durch

^ = a — -ltrjij., ^ = 2tgn— a.
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64 Joseph Graih'ch.

Da nun jeder einfalleiRlo Stral in einer Ebene liegt, die senkrecht auf dem Ilauptschnitte

steht (denn man braucht, uni diese zu finden, nur durch den Sti'al und die Axe der yeine

Ebene zu legen), so erliält man folgendes allgemeine Constructionsverfahren , durch welclies

die Lage des gebrochenen Strales gefunden wird, ohne Zuhilfenahme der Huy ghens'schen

Construction

:

]\Ian lege durch den einfallenden Stral eine Ebene, die senkrecht
steht auf dem Hauptscli nitte und bestimme den Winkel ?', den diese Ebene
mit der Zwillingsebene einschlies st. Die Cotangente dieses Winkels ist n.

Nun construire man <>ine zweite Ebene senkrecht auf dem Hauptschnitte,

welche mit der Z willingsfläche einen Winkel einschliesst, dessen Cotan-

gente a — "^ tg IJ^ ist; und lege endlich durch den einfallenden Stral und die

Projeetion der optischen Axe eine Ebene, so ist der Durchschnitt der

zwei letztgezeichneten Ebenen die ßichtung des gebrochenen Strales.

ZWEITER ABSCHNITT.

§. 1.

ÜBER DIE PRIXCIPIEN, WELCHE DER UNTERSUCHUNG ÜBER DIE INTENSITÄT DES REFLECTIRTEN UNI)

GEBROCHENEN LICHTS ZU GRUNDE GELEGT WERDEN.

Vielleicht in keinem Kapitel der 0}itik tritt die Unzulänglichkeit der Emissionshypothese

und die allumfassende Fruchtbarkeit des Undulationssystems so klar hervor, als bei dieser Frage:

während erstere nicht einmal eine erste Vermuthung rechtfertigt, nicht die einfachste That-

sache ableiten lässt , ist letzteres eben an dieser schwierigen Aufgabe stark geworden und gross

gewachsen. Zwei merkAvürdige Entdeckungen, die der Polarisation durch Reflexion
unter einem bestimmten Winkel '), und das Tangent enges etz"), nacli welchem jener Ein-

fallswinkel der Polai'isationswinkel ist , für den der reflectirte Stral senkrecht steht auf dem

gebrochenen Strale, mussten vorhergehen, ehe die Frage theoretisch ergriffen werden konnte

;

sie reichten aber völlig hin, dem genialsten unter den Physikern dieses Jahrhunderts die Macht

1) Entdeckt durch Malus 1808.

'-) Entdeckt durch Bre WS ter 1815. Malus scheint nach einem Gesetze gesucht zu haben; in seiner Theorie de la double refraction

p. 224 sagt er, dass der Polarisationswinkel im Allgemeinen grösser sei für stärker brechende Körper, dass sich aber keine bestinnnte

Relation angeben lasse; vom Kalkspath wird p. 241 behauptet, dass ersieh wie ein einlach brechender Körper verhalte. Ganz

ausdrücklich aber spricht sich Malus aus in Gilb. .Vnn. 1811, 1 und 1811, 7 ; am letzteren Orte sagt er: J'aidcterminesurbeaucoupde

substances l'angle de reflexion sous lequel la luniiere incidente est le plus completement polarisee et j'ai reconnu ne suit ni Tordre des

puissances refractives ni celui des forces dispersives. C'est une propriete des corps independante des autres modes d'action qu'ils exer-

cent Bur la luniiere. Brcwster gibt 1815 (Phil, trans.) 18 Substanzen (unter denen jedoch 6 doppelbrechende: Quarz, Kalkspath.

Schwefel, Topas, Zirkon, Spinell und der starkl)recliende Diamant) an denen er sein Gesetz constatirt; spater (Phil, trans. 1810)

macht er auf die Abweichungen , die aus der Doppclbrechung entspringen, aufmerksam
;
jedoch erst durch Seebeck (Observa-

tiones de corporum lucem simpliciter refringentium angulis polarisationis 1830; Pg. XX, 27 ; XXI, 2'JO; X.XII, Vld ; XXXVIII 27C)

werden Beobachtungsreihen an einfachbreehenden Substanzen und am Kalkspath gegeben, an denen eine feinere Theorie sich

erproben konnte. Hierher gehören auch Neu m a n n's ausgezeichnete pliotonictrisclie Untcrsucliungen, von denen unten.
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Ih-cchung nufJ Urflcxion des Lichts an ZwiUingsfl'dclien. 65

z;u bieten, unter der leitenden Idee einer glüeJciiehen Hypothese die Schleier zu lüften, unter

denen die wunderbaren Erscheinungen des Lichts für immer verborgen zu bleiben bestimmt

scliienen. Fresnel hatte erst die Allgemeinheit des Brewster'schen Gesetzes bezweifelt ')

:

(loch Ijald überzeugte er sich von der Giltigkeit desselben, wenigstens innerhalb der Grenzen,

welche durch die ihm zu Gebote stehenden Beobachtungsmittel gesteckt wurden. Indem er

seine hieher bezüglichen theoretischen Arbeiten mit der kühnen Hypothese der Transversalität

der Atherschwingungen beginnt, behandelt er zuerst den Fall, wo die Schwingungen senk-

recht gegen die Einfallsebene stehen -) ; bald aber gibt er eine allgemeine Theorie für gerad-

linige Oscillationen jeder Art^). Seine Annahmen sind:

1. Jene Vibrationscomponenten der einfallenden, reflectirten und gebrochenen Wellen,

welche parallel der Trennungsfläche der beiden Mittel entfallen, ändern sich nicht Aveiter,

wenn die Schwingungen sich von dieser entfernen. Diese Hypothese soll die Berechtigung

bieten aus den Beobachtungen der Eigenschaften des reflectirten oder gebrochenen Strales einen

Schluss zu ziehen auf die Veränderungen , die an der Trennungsfläche die Amplitude und

Phase erfahren.

2. Die horizontalen Componenten der absoluten Geschwindigkeit (wenn nämlich die

Trennungsebene horizontal gedacht wird) , welche die einfallende Welle lierbeiführt, hinzuge-

fügt zu der horizontalen Componente der absoluten Geschwindigkeit, welche die reflectirte Welle

erzeugt (genommen mit dem ihr zukommenden Zeichen) , muss gleich sein der horizontalen

(Komponente der absoluten Geschwindigkeit , welche die Moleküle des zweiten Mediums in der

durchgelassenen Welle besitzen. Von den Componenten, die senkrecht gegen die Trenuungs-

fläcjie entfallen, wird dabei gänzlich abgesehen.

3. Die Erhaltung der lebendigen Kraft, d. i. wenn 1, y, u die absolute Geschwindigkeit

der Moleküle in der einfallenden, reflectirten und gebrochenen Welle, untl m, m^, ?«„ die in

gleichen Zeitabschnitten erregten Massen in diesen Wellen bezeichnet, das jedesmalige Statt-

finden der Gleichung m = m„ v' -f- m„ u'.

4. Gleiche Elasticität in beiden Medien bei verschiedener Dichte. Diese Annahme ist

wesentlich wegen der Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche hiernach umge-

kehrt proportional der Quadratwurzel der Dichtigkeit in jedem Mittel ist; d. i. Avenn e^, c-„,

»/„, f/„ die FortpflanzungsgeschAvindigkeit im ersten und zAveiten , und ebenso die Dichte

bezeichnet c„ : c„ = V c?„ : \ cZ,,.

Bei der Totalreflexion beobachtete Fresnel schon sechs Jahre ehe er seine Reflexions-

theorie veröflentlichte , eine theilweise Depolarisation des einfallenden polarisirten Lichts; die

Erscheinung Hess sich erklären, Avenn man annahm, dass diejenige Componente der einfallen-

den ScliAvingungen , Avelche in die Einfallsebene entfällt , um einen Bruchtheil einer Undulation

gegen die senkrecht gegen die Einfällsebene entfallende Componente der einfallenden Schwin-

gungen beschleunigt Averde, oder, Avie Fresnel sich ausdrückt, dass die beiden C'omponenten

nicht in gleichen Tiefen reflectirt Averden. Die bekannten Interferenzregeln geben dann sämmt-

liche Phänomene. Es AA-ird nicht überflüssig sein, zu zeigen, auf welchem Wege Fresnel

>) Thomson, Chemie, Paris 1822, p. 93; Pg. Ann. XII, p. 22ö.

-) Betrachtungen über die Polarisation lies Liclits. Ann. phys. eliim. XA'II. 179, 312 (1821); Pg. XXII, (iS.

') Üljer das Gesetz der Modificationen, welche die Reflexion dem polarisirten Lichte einprägt. Ann. ph. eh. XLVI, 205: eigentlich

schon 7. Jan. 1823 der Alvademie vorgelesen und erst 1830 unter den Papieren Fourier's wieder aufgcCnndcn. — Pg. XXII, 91).

Denkschriften der mathem.-naturw, CI. IX. Bd. Abhandl. v. NieilIInjI^I. i
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6

6

J<^> '>' c'ph G r a i l i c li.

zur Ablcitunii- dieser Resultate aus seinen Formeln gelangte. Er gesteht zu, dass sie die wirk-

liche Erscheinung in der Natur nur näherungsweise darstellen können, da sie nur für den

speciellen Fall angelegt seien, w^o die Elasticität des Äthers in beiden Mitteln dieselbe ist.

während in der Natur dies nur in wenigen Fällen stattfinden könne; da sie ferner auf iVnnahmen

beruhen, die nur für diejenigen Wellen evident sind, deren Vibrationen senkrecht auf der

Einfallsebene stehen, während sie im entgegengesetzten Falle des Beweises bedürfen: sonder-

barer Weise aber gewinnen durch die ausgezeichnete Übereinstimmung der Formeln mit der

Erfahrung in einigen speciellen Fällen dieselben ein so entscheidendes Übergewicht gegen alle

Zweifel, Avelche die von Brewster schon 1819 bemerkte Unvollständigkeit der Polarisation

durch einmalige Reflexion in Fresnel erregen musste, dass er nach Abwägung aller Bedenken

erklärt Ui'sache zu haben, sie für strenge zu halten, da sie nicht blos durch Thatsachen

bestätigt seien, sondern auch auf, schon an sich sehr wahrscheinlichen theoretischenBetrachtungen

beruhen. Hierauf stützt sich seine Überzeugung , dass sie auch die Erscheinungen der Total-

reflexion, welche dem Lichte Modificationen ganz eigener Art einprägten, errathen lassen

müssen. Setzt man in den Formeln sin i' = 6 sin i (wo 6 der Brechungsindex), so erhält man.

wenn 6 sin z' > 1 , allgemein für jede der beiden Intensitätsformeln einen Ausdruck von der

Gestalt a -\- b y — 1 und zugleich in beiden a' -\- h' = 1. Da nun nach dem Interferenzprincip

das durchgelassene Licht (wenigstens für einen Punkt der sich verglichen mit einer Wellenlänge

in sehr grosser Entfernung von der Trennungsfläche befindet) in diesem Falle Null ist , folglich

nach dem Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft die Intensität des reflectirten Lichtes

gleich der Intensität des einfallenden sein muss, so zeigt die Intensitätsformel allerdings an,

dass das ganze Licht reflectirt wird, sobald man nur annimmt, dass der reelle und imaginäre

Theil die Amplituden zweier in derselben Ebene schwingenden aber um eine Viertelundu-

lation gegen einander verschobenen Wellensysteme anzeigen: denn die Interferenzformeln

zeigen, dass in diesem F'alle das Quadrat der Amplitude des resultirenden Strales gleich ist

der Summe der Quadrate der Amplituden der componirenden Stralen. Es zeigt daher die

imaginäre Form eine Verschiebung der Phasen an: da im Allgemeinen diese Verschiebung für

den Stral, der in der Einfallsebene schwangt, eine andere ist, als die der senkrecht dagegen

vibrirende Sti-al erfährt, so muss, sobald der einfallende Stral ein anderes Azimuth als oder

90" (und Vielfache davon) besitzt, der durch Totalreflexion entstandene Stral elliptisch polari-

sirt sein, und die Ellipticität desselben bestimmt Fresnel nach den von ihm gegebenen

Interferenzregeln

.

§.2.

Fresnefs Theorie wurde zum Nachtheile der Wissenschaft durch mehrere Jahre der

Öffentlichkeit vorenthalten; der Anstoss, den seine und Brewster's Forschungen gegeben,

äusserte sich darum eine Zeit lang vorzüglich in der Aufsammlung von neuen Thatsachen.

Seebeck ') setzte die von Brewster begonnenen Untersuchungen über den Einfluss kry-

stallinischer Körper auf das reflectirte Licht mit grosser Präcision fort und versuchte.

>J über den Polaiisationswinkcl am Kalkspath. !'<?. XXI, -IW. Nac.litrag hierzu XXII, 126. — Bemerkung über die Polarisirunir des

Liclites durch Spieeeluiig besonders an dopiielbreclienden Köriiern. XXWTTI, 277. — Über die Puhirisirunp des Lichts durch

Spiegelung an Krj'stallcn. XL, 462.
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zioillingsfl'dchen. (37

sobald die Fresnersclie Abliandlmig bekannt wurde, die Ableitung seiner empirischen

Formeln aus der gegebenen Theorie; Brewster^) lieferte durch seine Beobachtungen über

die elliptische Polarisation des von Metallflächen reflectirten Lichtes eine

Reihe ganz neuer der damaligen Theorie völlig unzugänglicher Thatsachen ') und Airys

Beobachtungen über die an der Oberfläche des Diamanten bewirkten Verände-

rungen in den Phasen der einfallenden Stralen^) schienen einen Zusammenhang

anzudeuten zwischen der Reflexion an durchsichtigen und metallischen Oberflächen.

Dieses vermehrte Material, das zu bewältigen die Fresnel'schen Annahmen nicht aus-

reichten, suchte Neu mann und Mac-Gullagh durch Einführung umfassenderer Grund-

hypothesen unter theoretische Gesichtspunkte einzuordnen. Der Metallreflexion gegenüber,

gestehen sie offen die Unzulänglichkeit der Theorie. „Man darf nicht hoffen , sagt Neu mann,
die Erscheinungen , welche das an Metallflächen reflectirte Licht zeigt , aus einer allgemeinen

Theorie des Lichts zu deduciren, bis man eine genaue optische Definition hat von dem, wo-

durch der grössere oder geringere Grad von Undurchsichtigkeit bewirkt wird, wozu ungeachtet

der Vorarbeiten durch die mannichfaltigen Untersuchungen über die Absorption des Lichts

namentlich von Brewster und Herschel, doch der Schlüssel noch zu fehlen scheint'' *). In

seiner Untersuchung '') geht er daher von folgenden Annahmen aus :

1

.

Zerlefft man die Schwinffungen im reflectirten Strale nach der Einfallsebene und senk-

recht dagegen und nennt die Vibrationsintensität in den ersteren B, , die in den anderen B^
,

so hängt das Verhältniss B„:B, von der Grösse des Einfallswinkels ab, und zwar so, dass es

ein Kleinstes ist für den Polarisationswinkel mid von da an nach beiden Seiten hin wachsend,

an den Grenzen und 90" die Einheit als Maximum erreicht. Das Licht würde sich demnach

dem partiell reflectirten an unkrystalHnischen durchsichtigen Medien analog verhalten , wo auch

B'.B, ein Minimum unter dem Polarisationswinkel erreicht und von da aus wachsend an den

Grenzen der Einheit gleich wird , während bei der Totalreflexion B^ : i?, constant bleibt.

2. Dass wie bei der Totalreflexion der zu B^ gehörige Stral gegen den zu B, gehörigen

um einen Bruchtheil einer Wellenlänge zurückbleibt, jedoch dergestalt, dass diese Verzöge-

rung an einer von den Grenzen 0" und 90" verschwindet, an der andern ein Maximum erreicht

und einer halben Wellenlänge gleich wird , während bei der Totalreflexion an durchsichtigen

Substanzen die grösste Verzögerung zwischen den Grenzen der totalen Reflexion liegt und ihre

Grösse von den Brechungsverhältnissen der beiden Mittel abhängt , an deren Grenze die Total-

reflexion stattfindet. Die Verzögerung beträgt genau eine Viertelundulation unter dem Polari-

sationswinkel , da eine zweimalige Reflexion unter diesem Winkel die geradlinige Polarisation

wiederherstellt.

Dass unter diesen Annahmen die Brewster'schen Beobachtungen sich ableiten lassen

kann nicht verwundern, da sieinderTliat dieselben sind, die sich als Folgerimgen einer Theorie

ergeben, die sich in all ihren Consequenzen so wunderbar der Natur anschliesst, dass man sie

M On tlif iiheiiomena <aiid laws of elliptical ijolarizati.m hy tlie action ot' metals on tlie liglit. Phil. Trans. 1S3(». II, '287, Pg. XXI, 219.

-) lirewstor kann mit Recht der Entileclcer der empirisclien Gesetze der metallischen Reflexion genannt werden; denn die Arbeiten von

Arago (Pg. XXVI), Nobili (Pg. XXII) und Airy (Pg. XXVI) lieferten mehr Anregung als Aufldiirung über die absonderlichen

Erscheinungen.

3) Pogg. Ann. XXVIII.

^) Über den Einfluss der Krystallll. bei der Reflexion des Lichtes. Berlin 1835, p. .S.

^) Theorie der elliptischen Polarisation des Lichts, welche durch die Mctallreflexion erzeugt wird. Pg. XXVI, 89.
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8

Jose j) li G r (Uli c k.

wolil als Massstab der Eiclitigkeit an alle früheren Yersuclie legen darf; Neumann'sGrundliypo-

tliesen finden sich mit geringen Modificationcn unter den Corollaricn der Cauchy'schen Analyse.

Mae-Cullagh') leitet seine Formeln aus einer analytischen Fiction ab, die zwar gar keine

physikalische Auslegung zulässt, doch mit Anwendung der Fresnel'schen Gleichungen auf die

Beobachtungen führt. Er setzt nämlich in den Frcsnel'schen Intensitätsformeln den Brechungs-

index imaginär, indem er ihn unter der Gestalt

m {cos / -f •'>'''" / • V — 1

)

in die Rechnung einführt. Er findet unter dieser Voraussetzung Formeln, die genau die Cau-

chy'schen sind; eigentlich beruhen sie doch nur auf einer Erweiterung des FresneTschen

Raisonnements, dennMac-Cullagh leitet zuerst einen imaginärenAusdruck <z(co5f?-t- sind)/— 1)

für die Amplitude ab, deutet dieseii wie Fresnel seinen totalreflectirten 8tral und setzt sodann

die beiden, senkrecht zur Einfallsebene und in derselben vibrirenden componirenden Stralen

zusammen.

Mac-Cullagh vergleicht seine Rechnungen mit Potter's") Messungen und findet alle

Übereinstimmung die bei Potter's Beobachtungsmethode mu' irgend zu erwarten war.

Mit g-rösserer Sicherheit fassen die beiden Forscher das Problem der k r v s t a 11 i n i s c ii e n

Reflexion an vollkommen durchsichtigen Medien an und obschon beide unabhängig von ein-

ander, und von verschiedenen Gesichtspunkten aus. an die Lösung gehen, so gelangen sie doch

zu denselben Grundannahmen. Es kann auch kaum von einer Priorität die Rede sein, da beider

Arbeiten nahezu in dieselbe Zeitfallen, in den Zwischenraum zwischen den Jahren 1835 und 1 840.

Keumann ^) legt seiner Theorie folgende Voraussetzungen zu Grunde:

1. Die Verschiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in verschiedenen Mitteln, oder

die Brechung des Lichts, rührt bei voUkonnnen durchsichtigen Medien allein her von der Ver-

schiedenheit dei- Elasticität des Äthers ; die Dichtigkeit desselben ist in allen diesen Mitteln

gleich. Es ersetzt dies die vierte Annahme Fresnel's: da man sich für eine der beiden ent-

scheiden muss , so glaubt Neu m a n n sich für den von ihm ausgesprochenen Grundsatz ent-

scheiden zu müssen, da man sich wohl verschiedene Elasticität nach verschiedenen Richtungen,

nicht aber verschiedene Dichtigkeit denken könne ^). „Beide Voraussetzungen zugleich schliesst

die Natur der durchsichtigen Körper aus, da alle Phänomene der Reflexion und Refraction

allein vom Brechungsindex abhängen : es Aväre aber möglich , 'dass bei den metallischen und

anderen in so weit sie nicht vollkonnnen durchsichtig sind, eine Verschiedenheit in der Ela-

sticität und Dichte zugleich stattfände."

2. Das einfallende Licht besteht aus Transversalschwingungen und erzeugt bei der Re-

flexion und Refraction nur eben solche Schwingungen.

') On the laws <if reflexioii tVmn metals. riiil. Mg. X, 38'2. t'ber seine Reclamation de priorite relativement ä certaines form. eet. s. unter

C a u li y.

2) Edinb. Journ. of Science III, 278 (1831). Pg. XXII, 600. — Phil. Mg. VIII. 00.

'') Tlieorie der dopiielten Stralenbrechung. Pg. XXV, 418 (1832). — Über den Einfluss der Krystallrtiichcn bei der Ketioxion des

Lichts und über die Intensität des gewöhnliehen und ungewöhnlichen Strales (1835). Aus den Abh. der Berl. Akad. Berlin 1837.

— Photometrische Versuche die Intensität der ordentlichen und ausserordentlichen Stralen zu bestimmen. Bemerkungen zu Hrn-

Cauchy's Vervielfältigung des Lichts in der totalen Reflexion. Reproduction der Fresnerschen Formeln über totale Reflexion.

Pg. XL, 497. — Beobachtungen über den Einfluss der Krystallfläche auf das reflectirte Licht und über die Intensität der ordentlichen

und ausserordentlichen Stralen. Pg. XLII, 1 (1837).

») Vergl. Mac-Cullagh, Trans. .J. Ac. XYIII, p. G9.
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Brecliung und Reflexion des Lichts an Zioilling.sfläclien. 69

3. Die Richtung der Vibrationen liegt überall in krystallinisflii-n und nielit-krystallini-

schen Medien, in der Wellenebene. (Nach Neumann's Thenrie der doppelten Stralen-

, brechung macht die Richtung der Bewegung der Theilchen inx Allgemeinen einen kleinen

Winkel mit der Wellenebene.)

4. Die Polarisationsebene fällt mit der Schwingungsebene zusammen. Eine nothwendige

Folge dieser Annahme ist, dass der Stral immer senkrecht steht auf der Richtung der

Bewegung der Athermoleküle (die Äthermoleküle der ausserordentlichen Welle schwingen

senkrecht gegen die Ebene, die sich durch Stral und Wellennormale legen lässt).

5. Über die Reflexion und Refraction an der Oberfläche vollkommen durchsichtiger

Jviirper werden folgende Vorstellungen zu Grunde gelegt:

Die Tracen der reflectirten und gebrochenen ebenenWellensysteme schreiten gleichförmig

längs der Trennungsfläche fort, so dass sie stets in eine gerade Linie zusammenfallen.

Die Geschwindigkeit der verschiedenen Wellensysteme ist den Sinussen der Winkel pro-

portional
,
welche die Wellenebenen mit der Trennungsebene einschliessen.

Die Comp onenten der Bewegung, welche den Theilch en der Trennungs-
ebene von der einfallend en und reflectirten W e Uen eb ene erthci 1 1 Avird, sind

gleich den C omp onenten der Bewegung, welche ihnen von der gebrochenen
Wellenebene mitgetheilt wird.

Diese Voraussetzung, die die Fresnersche 2. ersetzt, berücksichtigt die Gesammt-

wirkung der transversalen Vibrationen, und folgt aus den Navier'schen Grundgleichungen,

welche Neumann seiner Theorie der doppelten Stralenbrechung zu Grunde gelegt.

6. Die lebendige Kraft in der einfallenden Wellenebene ist gleich der Summe der leben-

digen Kräfte in den reflectirten Wellenebenen und in den gebrochenen Wellenebenen.

„ Dieses Princip," sagtNeumann, „hat die hier zu entwickelnde Theorie gemeinschaftlich

mit der Fresnel'schen Theorie. Ich gestehe aber, dass es dasjenige ist, Avelches von der

theoretischen Seite am meisten Zweifel in Beziehung auf seine Zuverlässigkeit erregen muss:

denn man begreift nicht, wie nicht ein Theil der lebendigen Kraft der einfallenden Wellen-

ebene z u 1 o n g i t u d i n a 1 s c h w lügenden Wellen, die nicht als Lichtwellen wahrgenommen

werden , sollte verwandt werden ; es müsste ein Theil des Lichts immer verschwinden , weil

seine Intensität eben durch die lebendige Kraft der transversal schwingenden Wellenebenen

gemessen wird, und es existirten eigentlich keine vollkommen durchsichtigen Körper. Dieses

Pi'incip kann also nur auf den Grund der l]rfahrung genommen werden, dass es wirklich

Körper gibt, bei welchen die Intensität des einfallenden Lichts gleich ist der Summe der

Intensitäten, mit welchen das Licht reflectirt luid gebrochen Avird."

Die aus diesen Annahmen abgeleiteten Gleichungen geben die Fresnel'schen Inten-

sität.sformeln Avieder. Für den Kalkspath findet Neumann folgende Relationen, die AA'ir

hier mittheilen, da AA'ir uns im Verlaufe unserer LTntersuchungen auf dieselben zu beziehen

bemüssigt sehen Averden. Sind 7?^, Ä,, D', D" die Amplituden der senkrecht zur Einfixllsebene

und parallel dieser schAvingenden, reflectirten und der ordentlich und ausserordentlich gebro-

chenen Welle, so ist

:

I) =2 -^— ' <Fs?.n [^ -\- ^ ) A sin <o— b [0 [sin cf cos (p sm (f + cos
(f

sni
(f

')

— A cos o) [cos <p" cos
<f
sin (p -\- sin

(f"
cos

<f'~) ]

1)
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70 Joaepli G )• ailich.

-j 1) r=-2, ^ lrsm[(p-\-(p){Lsia<f — Aco6u)cos(p)^bsm[<fA-(p)cos[(p— <p)Asmm\

3) B^=pP+,S E^ = jj P -{- s S

wo j} = — hin (^^ -\- ^') [G sin (p — ^-1 cos m cos (p') ^G {sin (p" sin (p cos (p — cos (p' sin cp"^) —
Acos (i)[cos (p" simp cos cp

— sin (p" cos (p-) ]
-\- Ä~ sin or sin[(p— (p')cos{(p A- (p')sin[<p -\- <p")\

1 i.
S = 'i*'"^

-V )

{<p — <p') (G sin (p — ^-1 cos ü) cos f') [ C (sin (p" sin (p cos <p -\- cos (p" sin ^'^)

Acos (o (cos ^" sin ^ cos ^ -{- sin(p" cos^'')^ -{- Ä' sin ax^ si7i{(p -\- (p')cos[(p— (p')sin{<p— (p")j

p =
1

A sin (o(G sin (p'—A cos co cos f) sin 2 ^ sin [<p' — (p")
|

s = ~\A sin CO (Csin ^' -\- A cos co cos ^') sin 2 (p sin [<p' — <f")\

y= si}i {(p -f (p') (G sin (p' — A cos CO cos ^') [ G [sin <p" sin <p cos (p -\- cos <p" sin (p"-) — A cos w

[cos (p" sin p cos cp -\- sin p" cos ^'") ] -|- -"i" -s*''« (o'~ sin [(p -\- (p') cos [(p — p) sin [p -\- p")

wof^, p, p" der Einfallswinkel und die Brechungswinkel der ordentlichen und ausserordentlichen

Welle , 0} das Azimuth der Einfallsebene ist
,

;-' y" die Cosinusse der Winkel , welche die

ordentliche und ausserordentliche Wellennormale mit der optischen Axe einsohliesst, A und G
die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der brechenden Ebene mit der optischen Axe
und einer in der Einfallsebene liegenden auf der optischen Axe senkrechtenRichtung einschliesst.

7' und 8 sind die Amplituden der senkrecht zur Einfallsebenc und in derselben oscillirenden

einfallenden Wellen.

Die Übereinstimmung dieser Ausdrücke mit der Natur hat Neu mann nachträglich durch

sorgfältige photometrische Messungen constatirt, welche aber, wie es scheint, niclit weiter

bekannt worden sind, da Cauchy noch vor kurzem einiger ungefähren Messungen erwähnt,

die er mit Soleil angestellt, und die durch Neumann's Versuchsreihen reichlich geboten

worden wären.

Mac-Cullagh ') wurde durch eine eigenthümliche geometrische Construction auf seine

Theorie geleitet. Indem er unter dem Namen der Transversalen eines polarisirten

Strals diejenige Gei-ade in Betracht zog, welche senkrecht gegen den Stral in die Polari-

sationsebene fällt, fand er aus den Fresnel'schen Gleichungen, dass die Transversalen des

einfallenden, reflectirten und gebrochenen Sti-als bei isophanen Mitteln in eine Ebene zu

') Mac-Ciillagli's liierhorgehörige Uiitcrsucliungcn, welche in seiner Heiniatli mit iler n-rössten Auszeiclinung aufgenoiiimcM und mit der

höchsten wissenschaftlichen Ehren gekrönt wurden (sein Biograph im Pliil. Mg. stellt ihn neben Newton), während sie im Auslande

nicht überall dieselbe hingebende Bewunderung gefunden, sind theils in den Transactions of tlie royal Irisli Academy, theils in den

Proceedings derselben und dem Philosopliical Magazin enthalten. Die oben mitgctheilte kurze Darstellung ist aus folgenden Abhand-

lungen gezogen: On the laws of ery.staliino reHcxion and refraction 9. Jan. 1837. Transaet. XVIII, 31. — An Essay towards a

dynamical Tlieory of erystalline lieüexion and Refraction 9. Dez. 1839, Trans. XXI, 17. — On the laws of reflexion from crystallized

surfaeee. 1835, Phil. Mg. VIII, 103, — On the laws of erystalline reflexion Dez, 1S3G, Phil. Mg, X, 42, 1837, XI, 134. Die erste

Erwähnung seines Prineipcs der Äquivalenz der Vibrationen finde, ich in einer Note vom Aug, 1835: A short aceount of some recenf

investigations concerning the laws of reflexion ,ind refraction at the surface of erystals Phil, Mg. VII, 29.'),
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Brechung und Reflexion des Lichts an ZwillingsfiUchen. IV

liegen kommen; und was noch auftallender ei'schien: es zeigte sich, \Yenn man die Transversalen

gleich den Amplituden machte, dass dieselben in einem solchen Verhältnisse stehen, wie die

Sinusse der gegenüberstehenden Winkel, d. i. die Vibrationsgrössen setzen sich zusammen nach

dem Kräftenparallelogramme. Nun fallen aber nach Fresnel's Theorie die Schwingungen

senkrecht gegen die Polarisationsebene, während die Transversalen in dieser liegen, und es

lag nahe, zu vermuthen, dass Fresnel's Ansicht von der Natur abweiche; doch dann entstand

eine neue Schwierigkeit, indem bei Mac -Gull agli's Constructionsweise die Erhaltung der

lebendigen Kräfte verletzt wurde, sobald man nicht im Gegensatz zu Fresnel annahm, dass

die Dichte des Äthers in allen Mitteln gleich sei. M a c - C u 1 1 a g h hält aber gerade diese

Annahme a priori für die plausiblere , da eine Verschiedenheit der Dichte nach verschiedenen

Richtungen in Krystallen von doppelter Brechung etwas Undenkbares sei '). Darum hält er

sieh für berechtigt von Fresnel's Grundansichten abzugehen und seine Construction auch auf

anisophane Mittel auszudehnen: sie ist in der That ein Denkmal eines gewaltigen synthetischen

Geistes, und rechtfertigt die Bewunderung seines Biographen ").

M a c - C u 11 a g h hat eine dynamische Theorie entworfen , welche zu diesen Constructionen

führt ; ej' setzt voraus

:

1. Dass die Dichte des Lichtäthers eine unveränderliche Grösse ist, und zwar unverän-

derlich sowohl durch die Bewegungen, die Licht hervorbringen, als auch durch die Gegenwart

materieller Partikel , so dass sie dieselbe ist im freien Räume und in Körpern und dieselbe

bleibt selbst bei den heftigsten Vibrationen.

2. Dass die Vibrationen in einer ebenen Welle geradlinig sind, und dass, während die

Welle parallel mit sich selbst fortschreitet , die Vibrationen parallel einer fixen geraden Linie

bleiben ; dabei ist die Grösse und Richtung dieser Geraden eine Function der Richtung der

Wellennormale.

Aus diesen beiden Voraussetzungen folgt mitNothwencUgkeit, dass nur transversale Wellen

entstehen können. Dadurch unterscheidet sich diese Theorie von der Green's und Cauchy's

von vorneherein. Die Gesetze der Lichtbewegung werden nach der von Lagrange in der

M^canique analytique vorgezeichneten Methode entwickelt. Ist x^ ?/, z der Ort eines Partikels

vor, aj-t-c, y-^'^ii •s+ 'f nach der Verschiebung, wo c, 5?. ^Functionen des Orts und der Zeit

') Tliose vvlio maintain that the density of the ether is different in different media ought to consider tlie tollowing question : What func-

tion ofthe 3 principal indices of a doubly rel'racting crystal, represents the density of the ether within the crystal? Diese Frage

scliciiit kaum schwieriger zu beaIlt^Yorten , als wenn man statt density setzt elasticity ; eine anscliauliche Vorstellung von verschie-

denen Dichten liat mir im Gegenthcile immer leichter geschienen und die Anschaulichkeit in den l'rincii>ien kann nicht strenge genug

gefordert werden.

-) Es sei der Incidenzpunkt auf dem Krystalle, <>T und OT die gebrochenen Stralen, T und J" auf der Wellenfläche gelegen.

Entsprechend dem T, T gibt es zwei andere Punkte 1' und M auf einer anderen Fläche, welche die reciproke der Wellenfläche ist.

Die Lage von P und 3/ wird nach einer einfachen Kegel bestimmt. Um nun zu erfahren , nach welcher Richtung der einfallende

ötral polarisirt sein muss um OT' verschwinden zu machen , lege man durch <> eine Ebene A senkrecht auf OTl' und parallel TP.

Diese schneidet die Ebene der einfallenden und reflectirten Welle in 2 Geraden, welche die Transversalen dieser Wellen sind, so

dass wenn der einfache Stral polarisirt ist parallel dem ersten Schnitt , der reflectirte parallel dem zweiten polarisirt ist und nur

der einfach gebrochene Stral CT vorhanden ist. Eine Gerade durch O senkrecht zu OTP liegt In jener Ebene und ist die Trans-

versale von OT, und wenn man vom Puiüvtc () die Länge der 3 Transversalen misst, welche die Amplituden darstellen, so ist

die Amiilitude des gebrochenen Strales die Diagonale eines Parallelogrammes , welches durch die '2 Amplituden im einfallenden

und reflectirten Strale gebildet wird. Ganz so wird verfahren, wenn nur OT vorhanden ist. Ist der einfallende Stral polarisirt in

einer mittleren Richtung zwischen den 2 Transversalrichtungen, die einen einzigen gebrochenen Stral geben, so kann er zerlegt

werden in 2 Vibrationen parallel diesen Transversalen. Die reflectirten Vibrationen, die von jedem der eomponirenden des einfal-

lenden Strales entstehen, werden nach der vorliergchcnden Kegel gefunden und dann zusammengesetzt.
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72 Jos ejj h G rail i c h.

sind, so ist durch die gleichzeitige AiiAvenduiig des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten

und des (rAlembert'.schcn Princips

fffdx dy dzQ d^ 4- "^^ drj + ~ oX ) =J]J'^^-
^^1/ 'l^ 'iV

und es ist nur die Function T zu bestimmen : da diese aber für das Differentialelement rfa- .</_?/. c?,3

nur von der Kichtung der Krystallaxen und der durch die Vibrationsverschiebung eintretenden

Winkelveränderung in den Seiten dieses parallelepipedischen Elementes abhängen kann,

und d Ffür den Zustand des Gleichgewichtes verschwinden muss'), die Lage des Coordinaten

werde gewählt wie immer, so ist (unter A^cM-nachlässigung der Potenzen, die die zweite über-

schreiten)

WO a, b, c constante Grössen und die Coordinatenaxen die Hauptaxen des Krystalles sind. Sub-

stituirt man dies in der obigen Gleichung , so erhält man rechts ein dreifaches und 3 zweifache

Integrale: jenes repräsentirt die allgemeinen Bewegungsgesetze innerhalb eines und desselben

^Mittels nnd zeigt, dass nur in der Wellenebene Bewegung stattfindet , wie es nach den Grund-

annahmen der Theorie nicht anders zu erwarten ist"). Die Doppelintegrale beziehen sich auf

die coordinirten Ebenen und jedes derselben gibt die Bedingungen, welche sich auf dii'

Trennungsfläche zAveier Medien beziehen, je nachdem man diese oder jene dieser Ebenen als

brecliende Fläche wählt ; sie geben das Sinusgesetz , die Erhaltung der Schwingungsdauer, die

Äquivalenz der Amplituden und die Erhaltung der lebendigen Kraft.

Diese Theorie, so plausibel sie scheint, enthält nichts, was nur den geringsten Aidschluss

über die elliptische Polarisation zu geben vermöchte , die bei der Reflexion bei weitem das

allgemeinere Phänomen ist''). Dass das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte, wie es

bei jeder richtigen Theorie der Intensität des Lichts geschehen muss, aus dieser als Corollarium

hervorgeht, darf nicht irre machen : es folgt nur luiter der Voraussetzung, dass bei der Reflexion

und Brechung die Phasen ungeändert bleiben.

') Mac-C uU agil weiidot liiei- dasselbe Kaisoiineiiieiit an, ilas Lagrange in einem analogen Falle gebrauchte. Mecan. Anal. I, (JS.

-) In the ingenious bnt altogetber unsatisfaetory tlieory bywliichFresnel lias endcavoured to account for bis beautiful laws the direc-

tion of the elastic force brought into ]day by the displacements of the ethereal molccules is in general inclineJ to the plane of the

wave. He suiiposes however that the force normal to that ]ilane does not produce any apjireciable etfect by reason of the great resis-

s-tance -whieli the ethcr ofl'ers to compression. Das Unbefriedigende der Fresncl'schenTheorie liegt aber nach dem, was die Unter-

suchungen Greens. Cauehy's und Jamin's lehren, gewiss nicht darin, dass nach ihr Longitudinalselnvingungen möglich

sind, vielmehr in der ungerechtfertigten Elimination derselben.

ä) Was die metallische Keflexion betriftt. so sagt M ae-Cul lagh selbst : Ifwe wi,>-hed to give a reason for the hypothesis of Kquivalence

of vibrations we niight say that the motion of a particle nf ctlier at tlie common surface of two media ought to be the same, to which

soever medium the particle iseonceived to belong: and as the incidcnt and retleeted vibrations are superposed in one medium and the

refracted vibrations in the other, we might infer that the resultant of the fonner vibrations ought to be the same, both in length and

direction as the resultant of tlie latter. At hrst siglit this reasoning ajipears suftjciently plausible; but it will not bear a elose exa-

mination. For as the argunient is general it would prove tliat the jirinciplc of the e(pnvalencc of vibrations is true for metals as well

as for crystals . which it certainly is not. It i.-i not ea.sy to see wby the ]irinciple should hold in tlie one case and not in the other;

but it is probably jirevented from holding in the case of metals by the same cause, whatever it is, which produces a (diangc of phases

in metallic reflexion. In einer Note sagt er allerdings: a few days after this paper was read I found reason to persuade myself that

in metals the vibrations jiarallel to the surface are ecpiivalent but not those j)erpendicular to it , and that in metals as well as in cry-

stals the vis vivais preservcd; doch ist M ae -Gull agh ein viel zu klarer und nüchterner Forseher, um nicht einzusehen, dass dies

höchstens zu der Hofl'nung berechtigt „that kimlred subjects, such as metallic and crystalline reflexion will one day be brought

under the same theory", eine Hoffnung, die zur Zeit als sie ausgesprochen wurde, bereits realisirt w.ar, wenn auch auf anderem

Wege und durch andere Männer, als Mac- (Juli agh erwartet hatte.
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Brechwig um/ Reflexion des Licht.'i an Zwdiincjsflilclien. 73

i?.

Das vorzüglichste Resultat, das Neumaiin's und Mae- C ul la gli's Arbeiten für die

Theorie geliefert, darf ein negatives genannt werden; man sieht nändich, dass unter der

blossen Berücksichtigung transversaler Wellen weder die metallische Reflexion noch die am
Diamanten , noch irgend eine andere wo Phasenverschiebung stattfindet , erklärt werden kann.

Neumann sah, wie die oben mitgetheilte Stelle aus seiner ausgezeichneten Untersuchung

über die Reflexion an Krystallen deutlich zeigt , die Nothwendigkeit der Betrachtimg der Mit-

wirkung longitudinaler Oscillationen an der Trennungsfläche zweier Medien, sehr klar ein;

doch der erste, der sie wirklich in denCalcul aufnimmt, ist Green
')
(Cauehy schon vor ihm,

wie man aus dessen Briefen an Libri und Ampere vom Jahre 1836 sieht: doch gibt er seine

Theorie im Zusammenhange erst 1 84:0, und von der zusammenhängendenTheorie ist hier dieRede).

Green's Arbeit ist ausserdem noch dadurch höchst merk^vürdig, dass sie für die durch

Ca.uchy in dem letzten Jahrzehend gegebenen theoretischen Ansichten, die durch J am in's

Experimental-Arbeiten eine so schöne Bestätigung-gefunden,noch einen weiteren der Theorie selbst

entnommenen Beweis der hohen Wahrscheinlichkeit derselben liefern; indem beide Forscher, von

denselben Principien ausgehend, einen verschiedenenWeg in derAnalyse einschlagen , ihre Difi'e-

rentialgleiehungen durch etwas abweichende particuläre Integrale befriedigen, und (Avenigstens

mit Berücksichtigung der in der Note citirten Bemerkungen Ha ughton's) auch zu verschiedenen,

wie es scheint auf einander nicht reducirbaren Endgleichungen gelangen, welche gleichwohl

mit gleicher Vollkonnnenheit die Naturerscheinungen wiederspiegeln. Green bedient sich des

Calculs, den Lagrange in der Mecanique analytique angegeben, und von dem auch Mac-

Cullagh Gebrauch gemacht; es liegt nicht im Plane dieses Aufsatzes, der nur die Principien

anzugeben hat, eine Mittheilung dieser Analyse zu bieten. Das Gesetz der Reflexion, das

Sinusgesetz, die Erhaltung der Schwingungsdauer wird in der Theory o/'/So?«ifZ im Allgemeinen

für jede Oscillationsbewegung abgeleitet; für das Licht werden folgende Annahmen gemacht:

1. Der Lichtäther besteht aus einem System von auf einander anziehend und abstossend

wirkenden Molekülen. Wie diese auch aufeinander wirken mögen, immer wird die Summe der

Producte aus den inneren Kräften in die Elemente ihrer respectiven Riehtungen ein Vollständiges

Differentiale irgend einer Function sein, da sonst jede Lichterregung in alle Ewigkeit fort-

vibriren müsste.

2. Wo immer bei derBrechung dieDirection der Vibrationen sich ändert, da müssen loiigitudi-

nale Oscillationen entstehen und dieselben dürfen in der Rechnung nicht vernachlässiget werden.

3. Die Wirkungssphäre eines Moleküls ist verschwindend klein gegen eine Wellenlänge.

4 Die Dichte der verschiedenen Medien ist verschieden. Ihre Elasticität Avird gleich

angenommen, indem in einem analogen Falle, nämlich bei der Schallfortpflanzung in Gasen es

nachgewiesen ist, dass die Elasticität unabhängig ist von der Natur der verschiedenen Gase und

^) On tlie laws of the Reflexion and Kefraction of Light at tlie common Surface of two non erystallized Media (t 1. Dee. 1S87). Canibr.

I'liil.' trans. VII, 1. Die darin entwickelten Gesetze werden unter einer einfacheren Form mitgctheilt in einem Supplement to the

Menioir on the Reflexion and Refraction of Light (6. Mai 1839) VII, 115; er bringt sie da unter gleiche Form wie die Gleichungen,

welche in der gleichzeitig mit der ersteren gelesenen und mit dieser im innigsten Zusammenhange stehenden Abhandlung: On tho Iteflexion

and Refraction of Sound Cambr. Phil, trans. VI, 102 gegel)en sind. Die ModiticationeuHaughto n's anGrcenV Fornirln. wodurch

iliese mit den Cauchy'schen gleichwerthig . wenn schon nicht gleichlautend wcnlen, s. I'liil. Mag. VI, S2.

Deiikschrificu der matlic-m.-n.atiirw. Cl. IX. Bd. .\liluiidl. v. Niclitmitgl. li
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7-i Joseph (1 ) all teil.

diese Annahme so lanye (IiutIi ihre EinfacJiheit sich empfehlen muss, als nicht Thatsachen

Ydii ilu'er Unrichtigkeit zeugen.

5. Die Geschwindigkeit der Fortpflanzmig der longitudinalen Oscillationen ist unendlich

gross gegen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der transversalen Vibrationen.

Letztere Voraussetzung ist von Haughton dahin modificirt Avorden, dass dies Verhältniss

nur sehr gross, nicht aber unendlich gross sei. Cauchy selbst hatte vermuthet, dass es unendlich

sei, indem er /'^ 1 setzte: doch da er die Formeln in ihrer allgemeinsten Form gab, so vermied

er diesen Irrthum.

Unter diesen Voraussetzungen gelangt Green zu folgenden Resultaten:

1. Die Bedingungen, welche an der Grenze zweier Mittel stattfinden (Avenn c, :^, C, Zi-yji- C,

die Verschiebungen im ersten und zweiten Medium, »',?/, z die Coordinatenrichtungen, s _?/ die

TrenuunQ-sfläche und r das Einfallsloth bedeuten, und die einfallende Welle der Axe der

z parallel fortschreitet), sind für .r :=r>, fiir die Oscillationen senkrecht zur Einfallsebene

^ — ^ ^ — :[£'
^ "" *"

,i,«
~

,(..

und i'i\y die (.)scillati(inen in der Einfallsebene

^ * ''S __ '''1 ''V 'iVi

c — si ' y] — 2ji ,
—- —- , -r- — -

' dx tix dx dx

dies sind die beiden vonGaue hy mit dem Namen der Principien derÄquivalenz der Schwingungen

xuid der Contiiuiität der Bewegung bezeichneten Gesetze. Da aber im Falle der totalen Reflexion

die Bewegung nicht in das zweite Mittel hineinschreitet, oder doch nur auf eine höchst geringe

Distanz von der Trennungsfläche , so muss die Verschiebung im zweiten Medium statt durch

eine Kreisfunction, durch eine Exponentielle dai'gestellt werden, deren Modulus eine negative

Coustante ist, da die Bewegung im Fortschreiten erlisclit ; dadurch werden aber in die DiflPei'ential-

ausdi'ücke, welche die Bedingungen an der Grenze zweier isophanen Medien enthalten, sowohl

Cosinusse als Sinusse treten, und es wird denselben nur so Geniige geleistet werden können,

dass die Bögen, deren Sinus die Bewegung im einfallenden und reflectirten Systeme proportional

ist, um gewisse Constante vermehrt werden ; wodurch der analytische Beweis für die Nothwendig-

keit der Phasenverschiebung geliefert ist.

Vergleicht man Green's Theorie mit der Cauchy's, so zeigt sie in Principien und

Resvdtaten (worunter Avir zunächst die in den Bedingungen für die Grenzfläche enthaltenen

Gesetze der AquiA\alenz der Vibrationen und der Continuität der Bewegung rechnen möchten,

da sie aus den höhern Principien der Theorie gefolgert Averden und daher nicht Avie Haughton
es thut, unter diese Principien selbst gereiht Averden können) die Avcsentlichste Übereinstimmung;

Cauchy's Theorie, auf die wir nun übergehen, hat aber den grossenVorzug allgemein und

A^ollständig- zu sein. Wir avollen A'^ersuchen mit einigen Zügen eine Idee von den unterscheidenden

Principien zu geben, nach Avelchen der grosse Forscher seine Theorie gesehaff'en hat ').

') Da ein ausführliches Eingehen in die Theorie Cauchy's im Texte nicht möglich ist. so ergänzen wir das oben Angedeutete durch

ein möglichst vollständiges Verzeichniss der Literatur, in welcherCauchy's Arbeiten über diesen Theil der theoretischen Optik ent-

halten sind. InFerussac's Bulletin desscienees befindet sich der erste Artikel „Surlarcfloxionet la refraction de lalumiere" Jul. 1830,

wo angenommen wird, die Polarisationsebene falle mit der Oseillationsebene zusammen, und die Bedingungen bezüglich der

Trennungsfläche aus der Gleichheit gewisser Pressionen abgeleitet werden, wobei die Dichte constant gesetzt ist. Docli schon im

August 1836 Hess Cauchy in Budweis ein Memoire „Sur la Theorie de la lumiere" lithographiren, das die Grundzüge der ganzen

heutigen Theorie enthält (deutsch bearbeitet v. Prof. M o t h, Wien 1842) ; gleichzeitig erschienen die Briefe an L i b r i und A m p e r e

,

in denen die neuen Principien sammt einigen Folgerungen bezüglich der elliptischen Polarisation durch Reflexion an durchsichtigen
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Brechung nur] Beflexion des Lichts an Zwillincisfl'dchen. I •')

Cauchy beginnt nicht damit den Lichtätlicr in den differenten Medien mit bestimmten

Eigenschaften auszurüsten, und daraus die Bewegungs- und Bediugungsgleichungen abzuleiten,

sondern er behandelt die Gleichungen unendlich kleiner Bewegungen in ilirer allgemeinsten

Form und zeigt dann nur, dass die Lichtbewegung ein speeieller Fall derselben ist.

Da nach diesen Cxleichungen die Quadrate der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der in

einem solchen Medium mögliclien Stralen durch eine Gleichung des dritten Grades gegeben

sind , so muss bei der Reflexion aucli auf den dritten Stral Rücksicht genommen werden, der zwar

und opaken Körpern ndtgetheilt wurde (Compt. rend. 183ü, 1, 3-11, 427, 455— 182, 20", 364; Pg. Ann. XXXIX. 4S,i
; die Bedin-

gungen an der Grenze zweier Medien wurden ausfülirlieher entwieliclt im Memoire sur la dispersion de la lumiere (Prag 1836) §. ö,

§. 10 und in den >;ouv. Exerc. de Matli. VII livr. 1836. Mit dem Jalire 1838 beginnt eine fortlaufende Reihe von Memoiren in den

Comptes rendus ; der VII. und VIII. Band enthält das Memoire sur la refle-xion et la refraction de lumiere (besonders abgedruckt im

Recueil de mem. sur divers points de phys. math. p. 1— 63) ; worin nur der allgemeine Gang der Operationen und die Resultate

angegeben werden ohne Zuziehung des Calculs; im „Methode generale propre ä fournir les t^uations de condition relatives aux

limites des corps" (C. r. VIII, 1839 — Ree. 64—94) werden die Bedingungsgleichungen, welche in den früheren Memoiren v. 1836

angedeutet sind, strenge abgeleitet, die dann unter elementarerer Form, Band X (17. Febr., 2. Miirz 1840), XV (1842, 12. Sept.),

XXVII (1848, 24. Juli) mitgetheilt werden; B. XVI (Jan. 1843) enthält eine „Xote sur les pressions supporties dans un corps

solide ou fluide par 2 portions de surface tres voisines . l'une ä l'exterieur l'autre ä Finterieur ä ce meme corps" die sich auf die

physikalische Begründung jener Bedingungen bezieht. Die Formeln, die aus diesen Principien für die Intensität und Phasenver-

schiebung abgeleitet werden, sind in folgenden Memoiren enthalten : Xote sur la quantite de lumiere reflechie sous les diverses inci-

dences jiar les surfaces des cori>s opaijues et s]iecialemcnt des metaux (C. r. VIII, öö3. 15. .\pr. 1839: erste Bekanntmachung der

Formeln für metallische Reflexion). — Sur rintensit(;- de la lumiere polarisee et r(5fleehic par des surfaces miStalliques (VIII, 658.

Anwendung dieser Formeln auf 4 Metalle). — Memoire sur la reflexion et la refraction d'un mouvement simple (C. r. VIII, IX, 1839.

Exerc. d'Annal. et de Phys. Math. 133— 177 ; die Schlussformeln für das in der Einfallsebene schwingende Licht sind unrichtig, und

das Versehen wird in einer späteren Xote berichtigt. Ex. 233). — Memoire sur la Polarisation des rayons rcflechis ou refractes par la siirface

de Separation de 2 corps isophanes et transparents (C. r. IX, 1839 — Ex. 212— 260, nächst der Methode generale das Hauptwerk).

Notes sur les milieux dans lesquels un rayon simple peut etre complutement polarise par reflexion (C. r. IX, 726). — Mem. sur la

Polarisation incomplete produite ä la surface de Separation de certains milieux par la reflexion d'un rayons imple. (C. r. I,\. 727, 1839,

2. Dee.) — Sur la reflexion des rayons lumineux produite par la seconde surface d'un cori)S isophane et transparent (C. r. IX,764).

—

Die bisher entwickelte Theorie befindet sich besprochen mit besonderer Hervorlicbung der Principien durch v. Ettingshausen,

Pg. L, 409. Caucliy fügte nur noch zwei Noten hinzu (C. r. X,347,XV, 418). Dann ruhten diese Arbeiten bis Jamin's Untersu-

chungen ihn aufs neue auf diesen Gegenstand zurückführten ; er begann damit auf seine schon früher gegebenen Metallreflexionsfor-

meln aufmerksam zu machen (C. r. XXVI, 86; Pg. Ann. LXXIV, 543) und seine Theorie bei Gelegenheit der Besprechung der

Jam in'schcn Messungen zu erläutern (C. r. XXVIII, 121 ; XXXI, 112). Dabei verliess er aber die Form der Bedingungsglcichungcn,

welche er in der Methode generale mitgetheilt hatte, indem er die oben im Texte n]itgetheilten Principien aufstellte und nach diesen

die Formeln für isophane Körper, welche Rotationsvermögen besitzen, entwickelte (C. r. XXXI, 160, 1850. 5. Aug.; XXXI, 225)

und endlich auf Krystalle ausdehnte (Mem. sur la reflexion des rayons lumineux ä la surface exter. ou inter. d'un cristal XXXI, 257,

1850, 26. Aug. Dazu zwei Noten XXXI, 6G6 — XXXI, 76C). Im XXXI. B. der C. r. p. 532 wird auch angegeben, dassCauchy ein

Mem. sur les lois de la reflexion et refraction operees par la surface d'un cristal überreicht habe und dass dies im XXIII. B. der

Mem. de l'Acad. erscheinen sollte; leider ist dies unterblieben. Endlich hat noch Cauchy in den letzten Jahren ein besonderes

Interesse der speciellen Betrachtung der evanescirenden Strahlen zugewandt (C. r. XXVII. 621 ; XXVIII 8. u. 15. Jan. 1849; XXXI,

297). Eine lichtvolle Besprechung sämmtlichcr hier erwähnten .Vrbeiten gibt Moigno im Repertoire d'optique moderne. I, IV. die

zum Theile aus den Einleitungen Cauchy's zu seinen verschiedenen Memoiren gezogen ist und sich im .ausdrucke strenge an das

Original schlicsst. Da Cauchy von seinen Formeln die Ableitung nicht mittlicilt und überhaupt trotz der staunenswerthen Anzahl

seiner Mittheilungen doch mehr zerstreute Andeutungen und Verweisungen auf s]iäter Auszuführendes gibt, so hat Beer die sehr

dankenswerthe Arbeit unternommen, die Theorie durch die vollständige Ableitung der gegebenen Endformeln aus den gegebenen

Principien zu ergänzen (Begründung der Reflexionstheorie durch Herleitung der verschiedenen Stralen aus den allgemeinen Diffe-

rentialgleichungen der Lichtbewegung. Pg. XCII, 522. Herleitung der allgemeinen Cauehy'schenReflexionsformeln für durchsichtige

und undurchsichtige Körper. Pg. XCII, 402. Herleitnng der Gauch y'selien Formeln für durchsichtige Mittel, Pg. XCI, 467 — für

Totalreflexion, Pg. XCI, 268 — für Metallflächen, XCI, 561 — Herlcituug der Fresnel'schen Formeln, XCI, 115). Wir bedauern nur

dass der Verfasser die C au chy'sche Ausdrucksweise verlassen und in Zeichen und Richtungen Veränderungen getroffen, welche dem

an Cauchy's Analysen Gewöhnten fremdartig sind. Die Architektur der Cauchy'scheu Methoden wird an Leichtigkeit und Eleganz

nur schwer übertroften und darym nirgends gern verniisst werden.

k *
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Jo H c-p h G r a U ic li.

bis jetzt nicht gesehen werden konnte, dessen Existenz nber eben wegen der nnr dureli seine

Mitwirkung ei'zielten elliptiselien Polarisation des reflectirten Liehts nicht bezweifelt werden

kann, ja Cauehy vennuthet, dass es nielit unmöglich sei, dass man ihn mittelst geschickter

Versuche sichtbar niachen werde: die Moleküle dieses Strals bewegen sich in Ellipsen, Avelche

in der Einfallsebene liegen, während die Wellen senkrecht stehen auf der P^infallsebene und

der brechenden Fläche. Die zwei ersten Wurzeln der erwähnten Gleichung, welche die sichtbaren

Stralen liefern, sind gleich für isophane nicht rotatorische Medien, während sie ungleich, aber

nur wenig verschieden sind für doppelbreehende Körper, dieselben seien Krvstalle oder

isophane 3Iittel mit Ilotationsvermögen.

Bezüglich <ler (Irenzfläche macht Cauehy die Voraussetzung, dass der Halbmesser der

A\ irkungssphäre eines Moleküls verschwindend klein sei gegen die Länge einer Lichtwelle,

dadurch aber wird die Dispersion unmöglicli, da sie gerade aus den höheren Gliedern derEeihe

f "' + '.'/ -r w'- — 1 abgeleitet wird, welche nach dieser Voraussetzung vernachlässiget werden

müssen: tbese Voraussetzung ist aber nothwendig, man bediene sich der in A&v Methode generale

dargestellten Ableitungsmetliode oder des Princips der Continuität der Bewegung^).

Über die Verscliiedenheit der Constitution der beiden Medien werden a priori keine Voraus-

setzungen gemacht, doch geht aus der näheren Untersuchung der einfachen Lichtbewegung

(Theorie de la di.^pers.§ 9) hervor, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im llaume eine reine

Function der Dichte ist, und somit in verschiedenen Medien der Äther gewiss in verscliiedener

Dichte enthalten ist.

Die Gesetze der Reflexion und Brechung werden aus dem Princip der correspon-
direnden Bewegungen und dem der Continuität der Bewegung abgeleitet. Das
crstere gibt die Gleichungen, welche die Riclitungen der Wellenzüge bestimmen, und wir

haben uns desselben im ersten Abschnitte bedient. Es ist bereits von Fresnel, Neumann,
Mac-C ul 1 agh — kurz von allen, die sich mit den Reflexionsgesetzen beschäftigt, angewendet
worden. Nach dem zweiten wird die Verschiebung eines Äthermoleküls gemessen längs den

drei rechtwinkeligen Coordinatenaxen in einer unendlich geringen Distanz von der Trennungs-

fläche denselben AVerth behaupten, während die BcAvegung aus dem ersten in das zweite Medium
sich fortpflanzt, und dasselbe gilt für die Derivirten dieser Verschiebungscomponente. genommen
in Bezug einer Coordinate, die senkrecht steht auf der reflectirenden Ebene. Dies sind sonach

dieselben Bedingungsgleichungen , die Avir oben bei G re e n's Theorie mitgetheilt. Die aus diesen

Principien abgeleiteten Forniehi werden durch Jamin"s -) Messimgen für isophane Körper
vollständig bestäti.o-t. Die elliptische Polarisation unter dem PoIarisati(UiswinkcI (eigcntlicli

) \ ergl. C. r. X, 200 -27. i; X\ I. 151— 155, wo nachgewiesen wird, dass Po i sso n's Annahmen über die Grenze der Körper nicht streng

riclitig sind. Über die erwähnten Dispersionsglieder s. ausser den Mem. sur la disp. die Mem. sur les mouv. inf. p. Ex de M. p. 7,

und sur la refl. Ex. p. 150. Dass sie wegfallen auch in der späteren Theorie s. Green Cambr. Tr. VII, 4. Trotzdem sagt Cauehy
1«. Dec. 1S48: dans le cas oü les equations sont d'un degre plus elev^ que le second on devra joindre de nouvelles conditions aux

precedentes que Ton deduire inimediatement du principe enoncc. d. i. aus dem Princip der Continuität, und er spricht kurz darauf

(1.1. Jan. 184'.)) von einer Intensitätstheorie mit Berücksichtigung der Dispersionsglieder. Wie die Theorie jetzt stellt, schlic.ssen

sieh aber Dispersion und Kegelmässigkeit in den Reflexionserscheinungen gegenseitig aus.

-') M6m. sur la Polarisation metalUque, Cr. XXI, 4.S0; XXII, 477; XXIII, 1103. Pg.LXIX, 45>». Erg. B. -iOO, 437. MOm, sur les .ou-

leurs des m^aiix C. r. XXVI, 83. Ann. Ph. Ch. (III) XXII, 311. IV. LXXIV, 528. — Mem. snr la refl. de la lum. par les subst. transp.

0. r. X.XVI, 383. Pg. LXXIV. -248. — Mem. sur la rcri. de la lum. C. r. XXVII, 147. — Mem. sur la refl. de la lum. k la surf des

Corps transp. C. r. X.XVIII, 12U. — Mem. sur la refl. totale XXXI, 1. Pg. Ann. LXXXII, 149. — Mem. sur la refl. des liquides

C. r. XXXI. COG. Pg. LXXXII, 279. — Hierzu kömmt nun iiucli H ans li t on: On some new laws of reflexion of pol. light. Phil. Mg.
^ro. 55, j.. 507 über die Lage der Axen der Ellipsen.
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Brechung und Reflexion des Lichts an ZioiUinfjsfl'dchen. 77

incidenee prinei]iale) ist die allgemeine Ersclieinung: geradlinig wird sie am Minilit und der

Hexaederfläclic des Alauns. Während bei Metallen die PhasendifFerenz von der senkrechten bis

zur streifenden Incidenz von der Grenze t: bis 'iir allmählich anwächst bleibt sie für die gewöhnlichen

durchsichtigen Substanzen in der Nähe jener Grenzincidenzen constant tt luid 2^7 und erst in

der Nähe desjenigen Incidenzwinkels , für Avelchen der reflectirte Stral sieh senkrecht gegen

den gebrochenen stellt, geht sie von t: in 27r über; im Allgemeinen ist dieser Übergang rascher

bei schwächer brechenden Substanzen; für die obengenannten zwei Körper, für welche die

FresneTschen Gleichungen gelten, ist derselbe plötzlich. Jamin hat als zweite Constante

die Differenz £= bestimmt; k , Ic' sind die Exstinctions-Coefficienten Cauchy's für die

verscliiedenen Stralen unter der senkrechten Incidenz in den zwei Medien; s ist J am i n's

Ellipticitäts - Coefficient.

Wir bemerken, dass Cauchy das Princip der Continuität nur für isophane, also nicht

krystallinische Körper in der Methode generale abgeleitet hat; die Bedingungsgleichungen,

welche er dort, so wie in den Memoiren des IX. Bandes der Comptes rendus und der Exere.

findet, sind unter der Beschränkimg angewandt, dass sich die 6 Constanten der allgemeinen

Bewegungsgleichungen auf 2 zurüclcführen lassen. Aber es ist klar, dass die Bedingungs-

gleichungen für krystallinische Medien sich in derselben Weise entwickeln lassen, und Cauchy
schlägt daher den kürzeren Weg ein , indem er das Princip der Continuität ohne weiteres auf

doppelbrechende Körper anwendet. Er findet dann 3 Ellipticitäts-Coefficienten und berechnet die

Veränderungen, welche der einfallende Stral bei seinem Übergange in den reflectirten und

gebrochenen erleidet, näherungsweise; doch ist diese ganze Theorie noch sehr skizzenhaft,

wenigstens so wie sie in den Comptes rendus enthalten ist; das in der Note erwähnte Memoire

waren wir aber noch nicht so glücklich zu Gesichte zu bekommen. Die Folgerungen, die Cauchy
stellenweise mittheilt stimmen mit N cum an n's Resultaten, und die Messungen, welche

Cauchy zur Constatirung seiner Folgerungen erwähnt, sind von Neumann schon vor Jahren

in umfassenderWeise ausgeführt worden. Und doch wäre eine vollständige Theorie der Reflexion

an krystallisirten Körpern wie wir sie für isophane Medien seit Cauchy's (und setzen Avir

hinzu Beer's) Arbeiten besitzen, in hohem Grade zuAvünschen, seit durch Haidinger's merk-

würdige Forschungen über Körperfarben ein neues, für die Theorie, wegen der unaus-

bleiblichen Anknüpfung an die Frage der Dispersion, wahrhaft unabsehbares Feld sich

eröffnet hat.

Wir kommen nun zur Darlegung der Principien. welchen wir bei der Lösung der

Intensitätsfrage gefolgt sind.

Aus der in den vorigen Paragraphen gegebenen Darstellung ist ersichtlich, dass diejenige

Theorie, welche Longitudinalscliwingungen für den Incidenzp unkt mit in Rechnung zieht, wenn

die Oscillationen der einfallenden Wellen in der Einfallsebene vor sich gehen, nicht nur mit

den anscliaulichen Vorstellungen, die wir uns von den Äthervibrationen bilden müssen, im vollsten

Einklänge steht, sondern dass sie auch in allen ilu-en Folgerungen durch die Erfahrung bekräftigt

und bestätii^t wird. Es ist desshalb auch der Cauchy'sche Beweis für die Lage der Polari-

sationsobene so kräftiü; als der von Stokes; beide Beweise stützen sich auf den allgemeinen
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78 ' Jose'pli Gr all ich.

Satz: wenn zwei Voraussetzungen sicli gegenseitig ausscliliessen, eine davon aber nothwendig

stattfinden niuss , und die Folgerungen aus beiden in allen Fällen gleich sind , bis auf einen, so

reicht dieser eine Fall vollständig' hin, über die Richtio^keit der einen oder der andern Voraus-

Setzung zu entscheiden.

An der Trennungsfläche zweier Krystallindividuen werden nun gewiss durch die Reflexion

und Brechung evanescirende Stralen erregt, die sich in Ellipsen fortrollen, welche gegen die

brechende Fläche und Einfallsebene eine gewisse Neigung haben, ohne jedoch bedeutend von

der letzteren abzuweichen. Die Differenz in den Abmessungen und Neigungen dieser Ellipsen

bcAvirktdie Correction, welche die Fresnel'schenFormeln erhalten müssen um die Erscheinung

Avirklich zu repräsentiren. Aus der Symmetrie der Zwillingsbildung folgt aber, die einfallende

Welle sei eine ordentliche oder ausserordentliche, dass die Abmessungen dieser Ellipsen in

beiden Individuen gleich, die Bewegungen in denselben aber entgegengesetzt sein werden , so

dass sich die evanescirenden Sü'alen gegenseitig in ihrer Wirkung annulliren. Es werden hier

somit jene Correctionsglieder wegfallen.

Das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte involvirt zwei andere Sätze. Zuerst die

Erhaltung derPhasen ausserhalb der Grenzen der totalen Reflexion; dies ist inMac-Cullagh's

Analyse nachgCAviesen imd folgt von selbst, wenn man die Bedeutung jenes Princips überlegt,

sowie es wenigstens in den Intensitätsforschungen eingeführt wird. Es heisst nämlich hier weiter

nichts, als dass die ganze Bewegungsgrösse, welche das Auge im einfallenden Lichte walu-nimmt,

von demselben in der Summe des reflectirten und gebrochenen Lichts empfunden werden wird.

Da aber einTheilder einfallenden Beweffunff auf dicBilduno- lonyitudinaler, vom Aug-e als Licht

nicht empfindbarer und nach der Natur des Lichtäthers auch nicht über die unmittelbare Nähe der

brechenden Fläche sich fortpflanzender Vibrationen verwendet wird , wobei nothwendig eine

Phasenverschiebung eintreten nuiss, für welche das Auge unmittelbar keine Empfindung besitzt,

so kann der Satz der lebendigen Kräfte in der Weise, wie ihnFresnel, Mac- Cullagli und

Neu mann in Rechnung führen, nicht auf vollkommen genaue Ergebnisse fühi-en. Bei Zwillings-

krystallen aber, avo eigentlich dies- und jenseits dasselbe Medium vorliegt, kann keine

Phasenverschiebung stattfinden. — Der zweite Satz, den man bei Anwendung des Princips der

Erhaltung der lebendigenKräfte in die Rechnung legt, ist der der Erhaltung der Oscillationsdauer;

denn indem man die Geschwindigkeit in den zwei Medien den Sinussen des Einfalls-, Reflexions-

und Brechungswinkels proportional setzt, und ebenso bei Berechnung der bewegten Massen

die Dimensionen der Volumina senkrecht gegen die Wellenebene nach demselben Masse misst,

supponirt man dass das homogene einfallende Licht seine Farbe nicht ändere. Der letztere Satz

liegt übrigens durch das Cauchy'sche Princip der correspondirendcn Bewegungen, das wir

im ersten Abschnitte der Untersuchung über die Richtungen der reflectirten und gebrochenen

Stralen zu Grunde gelegt, bereits in unseren Gleichungen. Der erstere hingegen macht es uns

möglich das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte bei der Lösung unserer Aufgabe

beizubehalten. Es haben uns hiezu noch f ilgende Betrachtungen bewogen.

Die verschiedene Phasenverschiebung in den 2 senkrecht gegen einander polarisirten

Componenten (in die sich jeder einfache Stral zerlegen lässt) kann nur in dem Falle, wo das

Medium, in welchem sich die reflectirte Bewegung fortpflanzt, isophan ist, durch die Ellipticität

der Oscillationen des reflectirten Strales gemessen werden; aber welches ]\Iittel gibt es, diese

Vei'scliiebung zu messen, wo die zwei reflectirten Componenten nicht in dieselbe Richtung

fallen, wie dies bei Zwillingskrystallen geschieht? Wir würden die ohnehin höchst verwickelte
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Brechung und Reflexion den Lichts au Zioiilingsflächen. 79

licehiumg noch mehr compliciren, wollten wir die Anomalie der zwei Stralen, die, wie wir

gezeigt liaben, gewiss von der Nulle nur äusserst wenig, ja wahrscheinlich gar nicht ver-

scliieden ist, aulsuchen, und dann doch nur Formeln liefern, für deren empirische Bewahr-

heitung, wenigstens gegenwärtig, es gar kein Mittel gibt. Wir haben uns daher auf die

Bestimmung des Verhältnisses der Amplituden beschränkt, und zwar in einer Approximation,

die, wie Neumann's Messungen zeigen, der Vorwurf geringer Genauigkeit nicht trifft.

Wir verweisen auf die Resultate, die er Poggend. Ann. XLII, 1 — 30 mittheilt: und diese

beziehen sich doch auf einen Fall, wo das Mitwirken longitudinaler Vibrationen ausser Zweifel

gesetzt ist. Einer Theorie, die zu solchen Ergebnissen führt schliessen wir uns um so zuver-

sichtlicher an, als es uns bei der Aufgabe, die wir uns gestellt, mehr um die empirische als

theoretische Seite derselben zu thun war, mehr um die Constatirung des Thatsächlichen , als

um die Erhärtung einer theoretischen Ansicht. Und es haben ausgezeichnete Autoren in

ähnlichen Fällen ähnlich gethan; Hers

c

hei, in seinem Treatise on licjht^ leitet die Richtung

der im Doppelspath gebrochenen Stralen aus dem Principe der kleinsten Wirkung, also der

Emissionstheorie ab, obschon Herschel gleichzeitig gewiss nicht minder fest von der

Wahrheit der Wellenlehre , als der Verfasser von der Richtigkeit der C a u c h y'schen

Theorie überzeugt ist. Es hat mich vorzüglich die voraussichtliche unvermeidliche Com-

plication der Reclnmng bewogen, mich an Neumann's schöne Arbeit anzuschliessen , da

die obigen Betrachtungen die Überzeugung gaben , dass dieselbe in dem speciellen Falle der

Zwillingskrystalle zu demselben Resultate führen müsse wie die Theorie, welche auch longi-

tudinale Vibrationen berücksichtigt.

p]he ich zur Entwickelung der Grundfornieln schreite, fühle ich mich noch ge-

drungen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Regierungsrathe von Ettingshausen,

für die äusserste Liberalität zu danken, mit welcher er meine Arbeit in jeder Beziehung

unterstützt hat.

DEITTER ABSCHNITT.

ENTWICKELUNG DER GRUNDGLEICIIUNGEN FÜR DIE INTEN SITÄTSVERIIÄLTNISSE.

ORDENTLICHE WELLE.

§.1.

Wir behalten dasselbe Coordinatensystem bei , welches in den beiden im ersten Abschnitte

erwähnten Aufsätzen zur Bezeichnung der Richtungen des Lichtstrales gegen die Constanten des

Krystalls gebraucht wurde. Die Zwillingsfläche ist die Ebene der A' F, dasEinfallsloth die dritte

coordinirte Axe: die Ebene, Avelche durch die optische Axe und das Einfallsloth geht, ist die

A'if, folglich die Abscissenaxe die Richtung der Projection der optischen Axe. Wir stellen

uns dabei den Krystall in eine solche Lage gebracht vor, dass diese Projection nach rechts

hin fällt, und bi-tracliten die Abscissen positiv in derselben Richtung.
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80 Joseph Grailich.

Die Cosinusse der Winkel, welche dieNormale der einfallenden Welle mit den Coordinaten-

axen einschliesst, bezeichnen wir mit

die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der reflectirten ordentlichen und die der

reflectirten ausserordentlichen Welle mit den Coordinatenaxen einscldiesst, mit

11^.. v'„ w'„

die Cosinusse der Winkel, welche die Normale der gebrochenen odentlichen und die der

gebrochenen ausserordentlichen Welle mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit

«"„ v'\ id\

it!\ v'\ io"„

und bedienen uns zur Bezeichnung der Eichtungen der zu diesen Wellen gehörigen Stralen

der Buchstaben f, t], C; ?.„ v'o, C; c«, r/^, C\\ T», 3y"„, Co] f'e, V'.5 rV Dabei kann gleich jetzt

bemerkt werden, dass nach dem Satze, dass derReflectionswinkel der ordentlichen und ausseror-

dentlichenWelle gleich ist dem Brechungswinkel der ordentlichen und ausserordentlichen Welle

ic\ = u"„ v'„ = w"„ io'„ = — io"„

ii\ z= ii\ v\ = v'\ to\ = — id\

sein muss, wo noch aus der Natur des Zwillingskrystalles die Gleichungen

u = — m'„ = — iC\,

V ^ — v\ ^ — -y",,

hinzukommen.

Die Oscillationsrichtungen werden dann analog mit den grossen Buchstaben bezeichnet

;

es stellen daher

V, F, W

die Cosinusse dar, welche die Oscillationen der einfallenden Welle mit den Coordinaten-

axen einschliessen

;

JJ' V TF'

V\ V\ W\

die Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationen der reflectirten ordentlichen und ausser-

ordentlichen Wellen

TJ\ V\ W\
U".. V'\. W'\.

die Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationen der gebrochenen ordentlichen und

ausserordentlichen Wellen mit den Coordinatenaxen einschliessen. Wir müssen vor allem

diese als Functionen der Richtungen der Normalen und der Richtung der optisclien Axe

darstellen.

I

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Brechung und Bpflexion des Lichts an ZwiUinfisßärkcn. 81

a) Einfallende Welle. Ihre Useillationsebene geht (IuitIi die Normale und (iptisclie Axe,

wek'lie mit den 3 Axen Winkel macdit, deren Cosinusse

sind; die Gleiehunir der Schwinffunofsebene ist somit

— V sin a X -\- {u si)i a — w cos a) y 4- v cos « . .s =: (

)

die Schwingungen U, V, TF stehen senkrecht auf der Normale, daher

üu + Vv + Ww =

sie liegen in der Einfallsebene, folglich

— V sin a. ZT -\- (u sin a — lo cos a) V^ v cos a . \V^ (

)

und es ist

Aus diesen drei Gleichungen erhält man

T uw sin a — (1 — w^) cos a
u

Vi — (w sin a -^- u cos a) -

V (w sin a -{- u cos a)

Vi — {w sin u. -\- u cos a)^ )

-TTy uwcosa— (1 — to^) sina

Vi — (wsin a -\- u cos a) 2

h) Reflectirte ordentliche Welle. Die Gleichung der Reflexionsebene ist dieselbe, wie

die Einfallsebene:

V sin a. X — [u sin a — w cos a) y — v cos a . z =
und die Schwingungen U\ , V'„, W\ stehen senkrecht auf der Normale, daher

TJ\u -f V'„v — W'„w =
sie liegen in der Einfallsebene, folglich

V sin a . U'„ — (u sin a — lo cos «) T"„ — v cos o. . W\^ =
und eS' ist

TJ': + V; + W': = 1

Dciikscliriften der matluiii-iiahirw. v\_ IX llil. AMiainil. v. Niclitmit;;!. i
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82 Joseph Grallich.

Aus diesen drei (ileichunyen erhält man

jT( ino sin a + (1 — u^) cu$ a

Vi — (u> sin a — n cus «)-

V'.. = p {w sin a — u cos a)

Vi — (w sin a — u cos a)-

-rrp nw cos a -\- [l — w^) sin a

Vi — [w sm a — u cos «)-

c) Reflectirte ausserordentliche Welle. Die Scliwingungen ü\, V\, W ^ stehen senkrecht

aui der Normale, daher

U\ II,. + V, V,. + TF', io\ =

sie stehen senkrecht auf der Axe, tblg'lich

Tj\ cos a -j- W\ sin a =
und es ist

IV2^ + V'\ + W"\. = 1

Aus diesen drei Gleichungen erhält man

jTi t>'e sin a

6) V\ =

W = ^___ ^
Vi — {iv'e sin a -)- u!e cos a)'^

(/) (iebrochene ordentliche Welle. Die Oscillationsebene ist

— V sm a X -\- {u sin a ^ w cos a) y — v cos a.z = . . . (-£"'„)

,

welche Gleichung sich nur durch die Beziehung auf die untereAxe von der Gleichung der Einfalls-

ebene unterscheidet. Die Schwingungen ü"^, V"„, W"„ stehen senkrecht auf der Normale, daher

ü"„u + V'„v + W"„io =
sie liegen in der Ebene (£"'„), folglich

— V sm fj.
. U"„ -\- (u sin a -\- w cos) V'\ — v cos a W"„ = (»

und es ist

U'-\, + F"-„ + W"-\, = l

Aus diesen drei Gleichungen folgt:

u w sin a. \- [l — v?') cos a
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Brechung und Beflexion des Lichts an Zioillingsflächen. 83

eJGebrofhene ausserordentliche Welle. Die Selnvinmino-eii U" . V" , TT"" stehen senkrecht

auf der Normale , daher

sie stehen senkrecht auf der optischen Axe , folglich

ü'\ cos a — TF"„ sin « r=

und es ist

U'",^ + V"\ + W"\ = 1

Aus diesen drei Gleichungen folgt

:

8)

U"
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84 Joseiih Grailicli.

Ist io das Azimutli der Einfallsebene , und , da wir nur Wellennormalcn , keine Stralen,

betrachten , auch das der Reflexions- und Brechungsebene , und (p der Einfalls-, f der Bre-

chungs- und Reflexionswinkel der ordentlicli gebrochenen und reflectirten ,
(f"

der Brechungs-

iind Reflexionswinkel der ausserordentlich gebrochenen und reflectirten Welle, so erhalten

wir. da <p' = ^p

12)

u
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86 Joseph Grailich.

Nun ist, wenn man auf -i) und 13) Rücksiclit nimmt:

TJu {- Vv + Ww = :

ferner, aus 5) und 13):

-, [(1 — w~) sin a + uw cos al
.^ V.. -r r ^ -r r , ^ — — -^ '" ^-^^

ans 9) und 13):

U'u + Vv + Wto = — 2 wj
,VI — y''

TT/, tth ttti, ,

(uv" — u"v) sina — (vw" -\- v"u!) cos a
U U -\- V V \\ ?ü = -i-

-5^

,^ Vi- r'"'

r"u -J- V"v ' W"w = -1-
(»^" - ""'•) "'•"" + (""'^ - ""'") ""'"

^ -r -r -t
^j _ ^„2

aus 5) und 13)

:

JJ'u + F«; — W'w =
wodurch wir folgende Gleichung erhalten

:

-;- '-^, "^ 111 (1 — tu") 52««+ ?t w COS a. \ -\- —

-

—-^ I

(uv"— u'v)sina— i^iiw" -\-
v"w) cos a\

= -— - (?!?/" — Mw") .«?«« -f-
(^'^<;" — v"w) cos a.\

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen 18) mit A, die zweite mit B , die dritte mit C,

und addirt diese 3 Gleichungen , so findet man

:

^{UA+VB+ WC) + ai'„ (
UA + V'B + WC) — 21',

(
U'A + V"B — W"C) =

2l"„
(
U'A + F5 — WC) + 51",. ( f^'Vl + V"B + TF"(7).

Mit Berücksichtigung von 4) und 14) findet man:

UA-\- VB+ WC =
von 5) und 14):

jTi t , 77' D 1 TIA'r" 2 VW cos a (u cos a -\^ u> sin a
]

von 8) und 14):

y-T,, t TT,, Tj TV"/^ *'" "'" (""" "t"
»?^") — s»i o CO« a (m"w — uw") -^- cos a'^ (uv" -f ww")

von 5) und 14):

irA+ V'B ~WC= 2e-.ma.o,a

von 8) und 14):

TT" J T/" /? TT/""/^ — *''" "^ ("m" + »»") + cos a^ {vv" -j- «••io") -|- sin a cos a {u"u> — tito")

+ +
'

—
i/(i - f') (1 -T^

Avodurcli wir folgende Gleichung erhalten

:
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Brechung und Ueüexion des LiclüK an Zwälingsfl'dchen. 87

3l'„

; VW cos a (u cos a-\-w sin a) + :^=== \sin a^uv!' + vv")— sin a cos a{u'w— uw") -|-

Vi — r"^ Vi— r

r
4- cos a^ (vv" — ww")\ ^= - 2 v sin a cos a + -^—'— f— sin ar [uv" + riv") + 20)

COÄ a^ (vv" -|- w?o") -f .s«M o. cos a (xi'io — m«o")1

Ebenso findet man, wenn man die 3 Gleichungen 18) der Eeilie nach mit — m, — v, w mul-

tiplicirt und dann addirt:

5i
(
üu + Vv — Ww) 4- 2l'o (

JJ'u + Vv — TFw) — 3l'„ ( ?7"?t + F"?; + W"io) =
21".

(
V'u + F'y + TF'w) + 21". ( C'^"ii + V'v — TF'tü)

Mit Berücksichtigung von 4) und 13) findet sich:

TJu + Fy — Ww = "M»""^°» «-(!-"'-)«•»«]
.

von 5) und 13):

JJ'u + Fü — Ww =
von 8) lind 13)

:

von 5) und 13):

von 8) und 13) :

TTn , ITil r TT77/ S™ '"'' («2'" v!'v) + COS tt [v"W Vw")ü u -\- V V 4- W w = ^

.

—-5^^ Vi-r"~

TJ'u 4- Vv -f Ww = -"» [»"^ ^°
!_g_+ (1 - "'^)

l"."].

Cr'ii + F't; — W"w = sm a (m"?' — «zj") -j~ (?os a [t/'w 4- ;ü"r)

fi - r"-

w^oraus man folgende Gleichung erhält:

—^'

—

-UV [uw cos a — (1— zü") sin a] -\- '

^^ ^

[s?'na(u?/'— ii'v)-^cosr/.(v"io— vw")]^

'~J' ^~J,

"

21)

\ ^^

2 io[{\— w'-) sin a -\- uw cos a] + '„^ [sin a (u'v— uv") 4- cos a (v'w -j- ic"v)]

Multiplicirt man dagegen die drei Gleichungen 18) der Reihe nach mit A',^, B\, C'„ und addirt

dieselben, so hat man:

%{UAo + VB'n + WC'o) + "S^oiU'Ao 4- VB'o + WC\) — ^,{U"A,, + V"B'„ — TF"C'„) =
W'oiü'Ao + VB'o— WC „) 4- ^"e{U"Ao + V'B', + W'C'o)

wo man wieder nach 4), 13) und 14) findet:

TT A' 1/Ti' _L TJ^f' '^" '" '"'^ " (" '^°^ a -\- w sin a)

I

nach 8), 13) und 14):

TT" A' _L T^" 7?' JVn' *"* "^ ("*" "*" *"*") — *'" " ""ä "^ {uw" -\- u"w] — cos a? (v>w" -f- vv")
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88 Joseph Grailicli.

nach 5), 13) und 14):

ü'Ao + V'B'o + W'C'o =
nach 8), 13)imd U):

T-rn I,
, T-"7?' I TI/'V"^'

s/»t «- (iw" + fp") + sin a cos a {uw" + V tp
)
— cos a- {

nv" —jow^
L Ao + y Jj o + >' '^

y ^ _ ,r2

ach 5), 13) nnd 14):

U Ao ^ y 1^ o — n '- o
— yj—TS

es ist daher, wenn man diese Ausdrücke substituirt, die obige Gleichung:

- 2 vio (10 sin a + u cos a) + ~=^:^=-

\

— sin o: Ucu" + vv")— sin a cos a {uio" + a"ic)

9

^^, „ -.-rj-, ,, sin a \w" (1 — w-) — w (uu" + vv")] + cos a [ii {vv" -\- ww") — u" (1 — ti-)\

üu + ^ ü — W w =—
Vf^f^

1
91"

2\ — cosor (ww" + iw")] = — .
°

,^
2v cos a \im cos <z + (1 — lo') sin u] +

'
'

- \siii d: {uu + vv") + sin o. cos a {lao" -\- u"w) + cos er [uw" — i'v")\

Vi — y"' ^

Ebenso erhält man diu-eh die Multiplication der ersten Gleichung mit ^^", der zweiten mit v",

der dritten mit — w" , und durch die Addition

:

5t (C7,," + Vv" — Ww") + füoiU'u" + Vv" — Ww") — 21'« (U"u" + V"?>" + W'io") =
To{U'u" + V-v" + Wio") + 1i',(ü"u' + V"v" — W"w")

substituirt man aus 4) mit Berücksichtigung von 13), so findet man:

yr I, TT7 '/ sin a [tv {uti," + vv") + w" (1 — w'^)] + cos a [m {vv" — lew") — m" (1 — u-)]

Uu + VV — Ww =^ — .

VI — y-'

und aus 5) und 13)

:

If'u" + V'v" —

und aus 8) und 13):

U"u" + F"?;" + Tr"2o" = U

aus 5) und 13):

__ „ ,T, ,, TT7-, „ sin a [tc {uu" + vv") + w" {1 — tc-)] + <:os a [» (t«w" — vv") + «" (1 — tC')]

aus 8) und 13):

iT"ti:' + V"v" — W"iö" = — ^^

"

"""'""

wodurch obige Gleichung folgende Gestalt annimmt

:

fsm a \io [uu!' + w")— tc" (1— w"')] + cos a [i(,{vv" -\- tow") — u" (1— ^<-)]] +

23) ^^J!_p^ f.s/« a [w" (1 — iü")— 10 (uu" + «?/') ] + cos « [?< {vv" + ^ü^o")— m" (1— ir) ]1 +

,^=-[sin a [iv {uu" + v?") + to" (1— tv-)] + co.v « [^t {iow"— vv") + w" (1— tr)]) +

'— 2 w" w" c'o.v a =
t/r
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Bfeclumg und Reflexion des Lichts an Zwillingsflächen. iS9

Multiplicirt man dagegon die 3 Gleiclumgen der Reihe nach mit cos <z, «, sin «, so

erliält man

:

5( {U cos a + W sin a) + 5i; {V: cos a + W sin a) + 31/ (— V" cos a + W" sin a) =
W'„ {ü' cos a — W sin a) + 91", {Ü" cos a + W" sin a)

Avo man wieder, diu"ch Berücksichtigung von 4) mid 13) findet:

U cos a -\- W sin </. = — Vi — ;'"

von 5) und 13):

von 8) und 13):

von 5) und 13):

von 8) und 13):

U' cos a + W' sin a :^ — Vi — /-"'

— ü" cos a 4- W" sin a — K)

TT-, Tjr, . (1 — !<•-) sin a? — (1 — «-) cos a-
U cos a — W sm o. =

.

Vi — r"^

TT II
, TjTii l.v" sin a cos

a

U cos a -\- W s/n a =
Vi

wodurch wir folgende Gleicliuni»- erhalten

:

'ö"

5( Vi — ^' + 3l'„ Vi — f + 77^=> [(1 — *"') sin o? — (1 — ir) cos o:] +

+ " '
2 v' sin a cos a = 0.

^ Vi-r"'

91 4)

Auf dieselbe Weise finden wir ferner durch ]\Iultiplication der Gleichungen 1 8) mit+ ?/",
-f-

•«", + w"

und Addition derselben:

% (üu" 4- Vv" + Ww") + 9t; {ü'ic" + V'v" + W'io") — 9t; iü"u" + V"v" — W"io") =
9i;' {U'^i' + V'v" — w'w") + 2t;' {U"it" + Vv" + ww")

(1. i. wenn man 4) und 13) berücksichtigt:

TT II 1 Tr // , TT7- " «'" " ["* (""" + ''") "" "'" (1 -^ """)] + ™* " [" ('"" + "'"'") ~ " " (^ ~ '*^)]

UU + KW + IKZO = ,
.,VI — j-^

und wenn 5) und 13):

-rri ,, TTi II , TT^' // Si» a [«> (««" + »»") + «'" (1 — «••-)] + <'°^ " [" ("""" "~ '"""' + "" ( ^ ~ "'^)J

L' «i -\- V V + H ?0 ^ ^,VI — / -

und wenn 8) und 13):

XJ"^^' + V'v" - TF-^o" = - -';:^"

luid wenn 5) und 13):

T,-, ,, . -tri II iJTi II
«» « K' (1 — «>-) — «> («»" + "»")] + eos a [ « (»?." -f ww") — n" (1 — «-)]

t/i« -j-Kü — KFW; = .^

Donksrliririoii lU-r m.lthi-m.-n^turw. f'l. IX. Bd. Aljliandl. v. Niclitmitsl. m
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90 Joseph Grailicli.

und wenn 8) und 13):

C7"ji" + V"v" + W"io" =
folglicli wird unsere Gleichung:

sr

= {sin a [w {uu" + vv")— lo" (1 — id'')] + cos a [u [vv" -f tow")— u' ( 1 — «-)]]
•

25) — ^'^ ,- [sin a [lo {uii"+ vv")+ w" ( 1 — to")] + cos a [u {ww"— i:v") + u"{\ — ir)]) 4-

+ '^ °

„, (*•/« « [io {Uli' + i-ü")—Zü" ( 1
— 10-)] + CO* « [u{\— W-) — « (t'?'" -t- ww")]^ 4-

+ ,
2 ?•" Zü" CO* « =

Und ebenso, wenn man die erste Gleichung mit cos «, die zweite mit o, die (h-itte mit — sina

multiplicirt und addirt

:

Qt {Ucos a — Wsin a) + ^'„ {W cos a — W sin a) — 51', {U" cos a + W" si» a) =
= 5l"„ (f7' COÄ « -f TT" sin a) -f 51", (C^" cos a — TT"' .sv». a)

wo, mit Rücksichtnahme auf 4) und 13,

TJ cos a — W sin a = — (1 — ir) cos o^ -\- {\ — lo') sin o:

ist, wodurch diese Gleichung sicli in folgende verwandelt:

9f r/1 ...i\ „•„ „2 /-i .,2N _„ v-'i ,

Sl'

26)

1/

'

[(1— vr) sin a:— (1— iC~) cos «-] + '
°

[(1 — e«-) sin a: — (1 — lir) cos a'-\

-^^- 2 v" sin a cos a + 5t„" Vi — r- =
1^1 -j-"-

Die Gleichungen 19) bis 26) können nur zur Elimination dreier Unbekannten dienen; doch

lassen sie sicli viel einfacher darstellen , wenn man statt der Cosinusse «<..., ti ... die Einfalls-

und Brechungswinkel und das Azimuth der Einfallsebene in dieselben einführt. Aus 12) sieht

man nämlich, dass

2 w (sin r/ (1 — w") -{- tm cos «)=-}- sin 2 (p (sin a sin (p \- cos o. cos f cos ui)

sin a (uv" — li'v) — cos a. (vw" -\- v"ic) = cos o. sin w si)i (^ -\- ^")

sin a [uv" — ic"v) -\- cos a (v"w — vto") = cos a sin co si)i
(<f
—

f')

was mit Berücksichtigung von 15) die Gleichung 19) in die folgende verwandelt:

27) — 5t,; sin 2
,f

cos 0' + ^|
"
^^^ (5t; sin

(<f + f")
— 51/' sin (> — ^")) =

r

ferner wenn wir

28) sin (s) cos a =^ sin d

setzen

,
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zioillingsfl'dchen. 9

1

2 r:w [a cos o. -\- lo sin a) = sin 2 ^ sin d [sin cp cos cü cos a -\- cos f sin a.)

sin fj: (Uli!' -\- vv") — sin o. cos a (ii'w — uio") -|- cos a: [vv" — icio") =
cos o.' cos (<p + <p") — .!>"/;; o. cos o. cos o) sin (^ — ^") — sin <p sin <p" [sin o.' — cos a' cos co'-j

2 V sin (j. cos fj.^^2 sin (p sin a sin d

— si)i. (j: [au' A- vv" ) -\- sin a cos a [u"w — uw") -\- cos a [vv" + icw") =
— cos (j'r cos

[(f
—

(f")
-\- sin a cos a cos w sin [f

—<p") -\- sin
<f

sin <p" cos d'^

was in die Gleichung 2U) zu substituiren ist:

SCo SC— '
„^ sin 2

<f
sin u (si/i (p cos o) cos a -f cos p sin a) + ——'-^ \cos o? cos (<p— <p"y—

— sina coso. cosiosin\<p—
(f")
— sin fsin (f"

(sina'— cos a' cos w' )^ ^~~=;^2sin(fsinasin(j -f 29)

-|—irzi— [

—

coso? cos
{(f
— ^"] -j- sin ij. cos >j. cos 0) sin

[(f
—

<f"]
-|- sin (p sin cp" cos d'\

Es ist forner:

sin a \io iiiu' 4" vv") + lo" (1 — w') ] -j- cos a [« ivv" — low") — li' (1 — «r)]

= — si.n [ip
-f- (p") [sin (p sin a — sos (p cos a. cos oj)

sin a \m" (1 — id') — lo [iiu + vv")\ + co*' o. \u [vv" -\- wio") — u' (1 — «")]

= — sin {<p — (p") [sin <p sin a -\- cos (p cos a cos w)

sin a \io [hu" + vv") + lo" (1 — w'-) ]
— cos a [?( [vv" — ww") — ?<" (1 — ir)]

= — si)i [^ + f")
(*''"'^ ^ '"''' <z + cos f cos a cos o))

2 v" lo" cos fj. = sin 2 ^" sin co cos a

was mit Berüeksiclitigung von 15) und 28) die Gleiclumg 23) in folgende einfachere verwandelt:

— %sin [^ + ^") cos ()-{-%'„sin (f

—

<p") cos t^' + ^l"„sin[^-\- ^")cosß' -{- -J!===sin2^" sind^O 30)

d. i.

— % sin [^r -f ^") cos + cos 0' [sin (p cos <p" (%\ -\- %"„)
— cos <p sin <p" (21 '„

— 2I"J] +

+ ,, '
„.,

sin 2 ipi' sin <? = 31)

ferner

sin (jr (1 — vy) — cos o: (1 — u') = sin <p:' [sin a: -|- cos d' cos cd'-) — cos d:

2 v" sin o. cos « = — 2 sin (p" sin d sin a

was mit Berücksichtigung von 28) die Gleiclumg 24) in folgende verwandelt:

%\T~f-^ 31' VI— r'2"4- -^^^ [sin w-cos d- — cos a?) — ,^Ll_^ 2 sind' sind sin a = ^) 32)
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92 Joseph Graihch

Ebenso findet man

sin o. \iD [im" -f vv") — lo" (1 — w-)] + cos a \u [vv" + icio") — it!' (1 — ;<-)] =
^= sin

[(f
—

(f")
[sin o. sin (p — cos o. cos (p cos w)

— si)i a [zo (im" -|- vv") + -lo" (1 — w'-)] + cos a [u {vv" — wio") — «" (1 — «-)] =
= sin (p + f") (•'^^'n o. sin

<f
-{- cos a cos

<f
cos lo)

sin a [w {uii" + vv") — w" (1 — ?o^)] — cos a [u (vv" + icw") — h" (1 — u")] =
= sin

{<f
—

(f")
(sin a sin ip + cos o. cos

(f
cos ü))

2 io" v" cos a = sin 2 ^" sin w cos a

was mit Berücksichtigung von 15) und 28) die Gleichung 25) in folgende verwandelt:

33) 51 sin (p— ^") cos li— 2l'„ sin {<f
-(- <p") cos &— 2t"„ sin {<p~f) cos 0' + '^^

„.^
sin 2 f sin d=()

d. i.

2( sin (p — ^") cos — cos 6' [sin
<f

cos
<f"

(51
'„ + 5("„) + cos (p sin cp" [%' — 5(" )1 +

34)
SC.

+ ,- „. mn iw sm u = {)

Vi — Y
- '

ferner

sin «- (1 — W-) — cos rr [l — li') = sin (p- cos J- — cos o:

was die Gleichung 26) in die folgende verwandelt:

^^)
\VT^r-i + VT^^J ("^"^ ^' ^^^ ^^ — ^'^^ '^^) "t- y'y

1' »2 2 sin (p" sin d sin a -\- 'i\ "„ VI — f-= 0.

Der Gleichungen 30), 32) , 33) und 35) können wir uns nun bedienen um 3 der Unbekannten

als Functionen einer Unbekannten und der bekannten Grösse 5t auszudrücken.

Eliminirt man nämlich 5l"„ aus 30), und 32), so erhält man:

36) 5t", = -
^,,

' "

wo a"^ = sin {<p -{- <p") Vi — y"- [cos d [sin f- cos ö- — cos o:)
-f-

cos 6' V(l — f) (1 — ;-"-)]

37) li\ = cos 0' Vi — y"'
[(1 — y") sin {(p + ^") — [sin (f cos S' — cos ar) sin [f

— {?")]

<i'
e
= - sin <p" sin d [cos f" (sin f^ cos d^— cos ci:) + sin acos 0' V i — y'- sin {(p + (p")\

Eliminirt man ferner 5l"„ aus 33) und 25), so erhält man:

38) W,- "''•' + ^''^'°

wo a, = — sin {<p~<p") V{l~y'-){l~y"-)[cos ßV {l~y-){l--y') + cos ff[sinf cos o"— cos «-)]

39) b\ = cos ff V(l—y-){l—f") [(1 —y-) sin (p + f)— sin {(p^f) {sm f cos d'— cos a-)\

c , = 2 sin f" sin d V{1 — f){^ — 'f') ['^os (p" VT — y"^ + sin a cos ti sin {f
— <p")]

Eliminirt man endlich 5(", aus 30) und 32), so erhält man:

40) 5r'„ = ""° "' + ^'"° -''°
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Brechung und Reflexion des Llclits an Zioilllngsfläc]ie)K

a"„ =V l — f- [.s/n (^ + ^") cos U sin o. — cos
(f"

\\ — ^-]

//'„ ^ — Vi — ;-'" \sin {<p — (f")
cos 0' sin a -f- cos

<f''
V\ — y"-)'\

c"„ = sin [<p 4-
(f")

cos 0' \ 1 — Y" sin a -(- cos (p" {sin
(f'

cos (f— cos or).

or,

411

§.3.

Zu diesen 3 Gleichungen 36), 38), 40) tritt nun noch die vierte, welche die Bedinguni;-

der Erhaltung der lebendigen Kräfte in sich enthält. Nehmen wir, getreu der Hypothese

Neumann's, an, die Dichte in den verschieden brechenden Mitteln sei gleich, so können Avir

die Massen proportional setzen den Voluminibus, welche von der Bewegung diesseits und

jenseits der Zwillingsfläche in gleichen Zeiten durchschritten werden. Diese Volumina werden

wir zunächst bestimmen. Nennen wir

B den Eaum, der sämmtliche Bewegungszustände der einfallenden Welle innerhalb einer

gewissen Zeiteinheit in sich enthält;

R\ dasselbe für die reflectirte ordentliche Welle;

i?', dasselbe für die reflectirte ausserordentliche Welle;

B" „ dasselbe für die gebrochene ordentliche Weile

;

B" ^ dasselbe für die gebrochene ausserordentliche Welle

;

so ersehen wir wieder schon im vorhinein, dass gemäss der Gesetze der Gleichheit der Reflexions-

und Brechungswinkel, bei der Symmetrie der Zwillingscombination

B =B\
B' = B"

B'

sein müsse , wesshalb wir nur die Volumina B imd B'\ aufzusuchen haben.

Es stelle PQ die Zwillings-

ebene dar; Aa sei ein einfallender

ordinärer, acZderzugehörige ausser-

ordentlich gebrochene Stral. Die

Lincareiulieit sei Ca, aa! = a ein

beo-renztes Stück der einfallenden

Welle ; wir nehmen an, dass in dem

Augenblicke, wo eine einfallende

Welle durch die Ebene AA' BB'

sehreitet, eine gebrochene sich in

der Lage CG' DD' befindet und

dass in der Zeit, innerhalb welcher

die ordinäre einfallende Welle bis

bb' aa! gelangt, die extraordinäre

gebrochene die Lage cc dd' erreicht.

Es ist dann AA BB' aa! bb'= B
CC DD'cc' dd=B"
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94 Joseph Gr ailich.

a) Das Voluin R ist, da der Stral mit der Welleimormalc in der einfallenden Welle

zusammenfällt, gleich dem Producte aus der Basis aa W in die Höhe aA, d. i.

Ti = ah . a . Aa.

Nun ist a b offenbar =: cos <p , und Aa ^ der Geschwindigkeit der einfallenden Welle,

diese aber ist diesseits und jenseits der Zwillingsebene, proportional dem Sinus des Winkels, den

die Welle mit dieser Ebene einschliesst, hier also proportional sin
(f.

folglich wenn wir in vor-

hinein schon den o-emeinschaftlichen Factor wey'lassen

42) Ii =L a. sin
<f

cos
(f.

h) Das Volum i?" ist, da der Stral in der extraordinären Welle nicht mit der Normale

coincidii"t, gleich dem Producte aus der Basis CG' DD' in die durch die Normale ag gemessene

Höhe Gg\ d. i.

R" = CC DD'. Gg

CG' DD' ist ein Parallelogramm; legt man durch Ca eine auf diesem Parallelogramm senk-

recht stehende Ebene, so schneidet diese in CIT, und nelmnen wir den Winkel dieser Trace mit

der schiefen Seite cD := /jl, so linden Avir

43) CC DD' = CC . CD cos /i = a . CD cos /x.

Es ist aber

CD cos /i = CG + GR r=CG — GD cos 0;

denn es ist Gag die Brechungsebene der Wellennormalen. Dag der Hauptschnitt der gebroche-

nen Welle. Die Ebene, welche die Normale und den Stral enthält, muss auch die optische Axe

in sich fassen; denn jede Beriilirungsebene an ein Rotationsellipsoid steht senkrecht auf der

Ebene, die sich durch den Berülirungspuidct und die Pole (Stral und Axe) legen lässt, es muss

daher letztere Ebene die AYellennormale in sich enthalten. Die Winkel dieser beiden Ebenen

aber haben wir 0" genannt (s. 15). Nennen Avir ferner J3 den Winkel zwischen Normale und

Stral, so haben wir (s. Sitzungsber. 1853, Seite 830):

fii ll + (? — 1) cos o'^] u" — (j— 1) sin a cos a. v?'~
Vi + r"-{r- 1)

Vi + r"-(i- - 1)

^,, |1 + (ij — l) sin a-] w" — (y — 1) sin a cos a . n"

wo y = — : folglicli

44) cosn = u" r + v" r." + w" C" = \
+ ^°' ~ ""^

^"'

Nun ist GC r= cos
<f"

folglich

GD =^ aCr . tgp = sin (p" tgp

CD cos ß = cos (p' — sin
(f"

tg p> cos 0"
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Brechung und ließexion di's Lkhts an Zwilli)igi>ßächen.

d. i. wenn wir au.s 44) und lö) sul)stituiren

( 7> coa /JL = cos
<f'
— üin

<f".
'-—

^

Es ist aber

9;-)

, [e- — 0-) y" V \ — y"'- sin <p" sin a -\- cos <p" cos a cos w
c- — (e- — o-} y -) /l — y"2

sin (p" [sin (p" sin a -(- cos ip' cos a cos co) = si)i o. — y" cos
(f"

folfflioJi endlich

CD cos /i = cos (p — -^ 1
'

:^:^^ — = cos
(f

e'-i — (e- — o-') y"'

was in 43) substituirt Averdcn kann. Man erhält

^/'S
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96 Jo s ep li Graili c h.

Multipliciren wir 47) mit 48), so wird das Product

49) [(51 cos Ü — 2t"„ CO., O'Y — 21'/ cos 0'] cos
<f

sin <p = [%": — 51'/) ^_ „J sm ?y

Addiren Avir Iiiezu die Gleichung 4G), in der wir der Kürze halber

, / sin a \

0\J) '<•"«
'P ' 7.

e- -t- lo-J— e-) /' -

setzen , so finden wir

c orvw cos fl cos fl (1 — /- -/ . , „ ,— 2 5151" ; coA- (p sin c? ^ 2 5( ,- co* er av;« t? .

Vergleiclicn Avir liiemit die Gleichung 32) und dividiren wir die entsprechenden Coöfficienten,

so haben wir

nr" 3
. ,., I, n—^ . sin 0- sin (p cos (p

'-^ '- = 7^=^ sin r) ^^^ = 51". a",

J^' sin d sin <f" siu a Vl-f'- «'" «

Vi — r"-^(sin d^ \

(s/h (J- n

^
(1 + 4) (1— r"-)>^ _ SC

^
sm ^2 + (1 + ^) (1 — ^"2) cos 0' -\

3l'„a'„

(s/« d- \

cos ff"^ 1 „,., ,,
,

,, ,, ,,.,, . .V.,

(1 +k){l-r ^}) _ ^yr„ ./-. _ ,,. (
cosO-jl+k) {l-r -)-smo- . _

SI"„ „ ., ..
"

' \il+k)[i — r"'){sin<p^cosd^ — cosa:^))
"^ " '' "

— (sin o- cos S' — cos a-)

Vi — r'-

Wenn wir nun 32) in folgender Gestalt schreiben

51 a + 5r„ «'„ + 5l"„ «", = 51", a\

und diese Gleichung mit einer ähnlichen, von der Gestalt

53) cos
(f

sin f (5{ a — 5l'„ a'„ + 5l"„ a"„) = 51", a"„

(wo a, a'„, a"„, a"„die aus 52) ersichtlichen Werthe repräsentiren). multiplich'en, so erhalten wir

das Product

cos <p sin <p {51- aci — 5r„- «'„ a',, -\- 5r'„«"„a"„ + 51 [51',, «a — r>!a'„) + 5("„ («a"„ + «"„a)]

+ 5r„r„ (a'„a"„ — «"„a'Jj = 51"/ <a",

wo r/ a = cns 0"-
-\

(l-r"^)(l-|-i)

, , , .,
sin d 2

„ „ „„ s/h';2
/z a „ = cos —

„ „ . „ „ «•« o^-

y r 1-/-"-
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Brechung und Reficxiou des Lichts an Ziodl/uf/sfiächcn. U~

ist, und ('S miiss, (iaiiiit öo) ein Faetdr von 51) sei

<z'„a — «a'„ = ()

a a"„ + a"„a = — 2 cos 6 cos 0'

sein. Dies soll zunächst untersucht werden. Es ist

V 1-r- (i+*)(i->'"2)

V i-r'- (1+4) (1-/'-)

Setzen wir die beiden Ausdrücke einander gleich und sondern wir die (rlieder mit dem Fa<t<ir

(1 + k) aus, so erhalten Avir

(1 +k)il— f') [cos d' (1 — y-') — cos d" (1 — f)\ = sin ,r iy" — r)

.

54)

Ebenso ist

, „ . . , o. cose'-i (1 + ^-j (1 — r"^) -sinä-i

'" "
'

' ' [l ^- k) (l — y"
-) (sin <p- cos 3- — cos a-)

,, ,
sin <p- cos S'i — cos «2 sin iJ- -f (1 f i) (1 — /'-} cos f>'-

Setzen wir die beiden Ausdrücke einander gleich und sondern wir die (Uieder mit dorn Factor

(1 + k) aus, so erhalten wir

(1 + /.•) (1 — y"-) cos ^/- [(1 — y")- — (sin f cos d- — cos «-)-] = '

. .

sin d' [[sin (f cos 0' — cos </.")" + (1 — f ')']

Dividiren wir 54) durch 55) und nndtipliciren hierauf beiderseits mit den Nennern, so lallt

(1 + k) (1 — /-"') heraus und Avir erhalten die (Jleichung

[ras tP (1 — y'-) — cos 0"'
(1 — r)] [(*'« f '^^s ff- — cos o:)- + (1 — /'")'] =

ij'- — ;--) [(1 — y')- — [sin
(f-

cos d' — cos o?)'] cos &".

AVenn wur nun in diese Gleichung die entsprechenden Werthe substituiren und die Rechnung

ausführen, deren Detail wir jedoch ihres negativen Resultates so wie ihrer grossen Ausdehnung

wegen nicht mittheilen, so finden wir dass sich dieselbe auf Null nicht reducirt, dass folglich

46) nicht den Factor 32) in sich enthält und dass wir uns allgemein mit der Auflösung der

quadratischen Gleichung befassen müssen , wodurch eine Zweideutigkeit in die Ausdrücke der

Amplituden der gebrochenen und reflectirten Wellen kommt, die eigentlich in der Natur der

Aufgabe, in der Begrenzung innerhalb welcher wir sie auffassen, nicht enthalten ist. Über die

Wahl der Zeichen Avurde daher nach speciellcn Fällen entschieden, welche aber erst im folgenden

Abschnitte mitgetheilt werden können. Aus 36), 38), 40) und 46) erhalten wir

gr ' ^ m 1''° ~ '^"° '^
'

''"' ^ 1

"

5 6

)

Dcnkscliriftcn der mathcm.-naturw. Cl. IX. Bd. Abhandl. v. Mclitmitfl. n
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98 Juticpk Grailick.

wo p „ = — » et" „ b"„ d c"/ — n c'V" («'. l> , f"," -|- «", l>'
,.

<:' ;)

q,, = <: c; IV {c; + h': — d':) + ««" [r",; {c; (6"/— a"/) + f"r (^'/— «'/.)) —
— <'; («"„ ^',.— «'. «":)'— ^''/ (^",> ^". — ^". 6"J'] — ""' ^"„' («". ^'. —y .

^".)'

tei'm'i-

57) 9r,=9t'''- +
^""^:''^'"- ^^"'

' 's,
wo

2/„= r'„ (r": n \d,. (b",r + f"/) — «"„ 6'.
^>"„J + b\ c'.r n" {d^ b'\ — «"„ //;))

'/'. = ?'"

.v',. ^ .V'„

forner

öS) 31" = 51
^^^^^^--^^'^'

WO

y„= a"„ r'/ f'7 r"„ w + f-"„ ??"
f6'.,

e"; (a", U,~d^ b"
,) + 6"„ r'/ («"„ i",— «"„ 6";)]

endlicli

59) 5(" = 51
7'"- + '•"o <'' i'"' ^q"'

WO

^j", =«-•", [(•'/ n[a", (c",; + 6"/) — (f"„ b", //"„] + c",; //,, w" («", 6',. — a'„ //',)]

'y"c = '/

•'•",. ^ *'„

Ehe wir zur Diseussiuu dieser Gleichungen übergehen, wullen wir die aiialn.üen («rossen

für die eiidanemie aussernrdentlielie Welle aufsuchen.

.\ U S « E I? (> 1! D K N T l> l ( H E W E L I, i;.

^Yir bedienen uns zur Bezeichnung der liier in Betracht konmieiiden (Irössen analoger

Zeichen, wie hei d(>r ordentlichen Welle; so nennen wir auch hier

u V w

die Cosinusse der Winkel , welche die Normale der eiid'allenden Welle mit ilen ( 'oordinaten-

axen einschlicsst

:
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Brechung und Iifßex/on des Lichts an ZwilUnfj.sjläcken. 99

u\ v' ,^ w'

„

n' ,. v\ io\

(lio (Josimisse der Winkel, welche die Normalen der retieetirten urdcntliclien inid ausserordent-

iicdion Wellen;

ii\ v" „ w"

„

i^'e V\ ld\

die (Cosinusse der Winkel, welclie die Normalen der gebrochenen ordentlichen und ausser-

ordentlichen Wellen mit den Coordinatenaxen einschliessen. Dabei ist wieder, nach demCxcsetze

(h'r (lleichheit der Reflexions- und JJrechuneswinkel

li ^^
= a"„ w'„ = ü"„ w'„ ^ — 2d"„

h\ = l('\. i\, = ?'",. ic\ = — io'\

doch kann nicht mehr u = ii' , = u" . u. s. f. wsetzt werden, da hier auch Ix'i der einfallenden

Welle der Winkel in Betracht kommt , den die Normale derselben mit der dptischen Axe ein-

schliesst. Forner nennen wir ebenso

r r \v

die Cosinusse der Winkel, welche die ( )scillationsriohtunü- (h'r(M"idallendeii Welle nn't den (""oor-

dinatenaxen einscldiesst

:

U\ V\ 11",,

TV^ V, W'..

die ('osinusse der Winkel, welche dii^ Oscillationsrichtuuo-eu der ()i-dentli(dien uiul ausserorrlent-

lichen reflectirten;

v\, v"„ ir"„

v\ v\ w\
<lie Cosinusse der Winkel, welche die Oscillationsrichtungen der ordentlichen und ausserordent-

lichen gebi'ochenen Welle mit den Coordinatenaxen einschliessen. Diese müssen zunächst als

Functionen der Richtungen der betreff'enden Wellennormalen dargestellt werden.

a) EinfalleiKh^ Welle. Die Schwingungen UVW stehen senkrecht auf" der Noi'male,

f'olglicli

Uu -f Vv -f Ww — i)

sie stehen senkrocht auf der Axe, folglich

U cos a -)- W sin « =
und es ist

ir^ ^ v^ j^ w- = 1

woraus folgernde Werthe abgeleitet werden:

TT i" «'» «

7 nf'n 11)^
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I

100 Joseph Grailich.

b) Reflcftirte ordentliche Welle. Die Sclnviiigungen U\ V'„ W'„ stehen senkredit auf der

Normale, fol.fflich

sie liegen in der Ebene, die sich durch die Normale und Axe legen lässt: folglich

— U'„ v' ain a -\- F'„ [u sin 0. — ic' cos a) -\- W'„ v cos o. = ^\

und es ist

TJ': + V'.: + TF/ = 1,

woraus folgende Werthe abgeleitet werden:

61j

U'.,

r'„ =

TP,

u' ic' s/71 a — (l — u'-j C06 u

Vi — («' cos a -\- w' sin a)'^

p' (w' sin a -\- m' cos a)

Vi — ("' cos a.
-f- w sin «)-

u' ic' cos a — (1 — ic'-) sin a

Vi — (k' cos a
-f- w' sin a)-

c) Eefleetirte ausserordentliche "Welle. Die Sclnvingungen U\ l', IV, stehen senkrecht

auf der Normale, folglich

sie stehen senkrecht auf der Axe, folglich

U', cos a -f W\ sm « =
und es ist

TJ'; + V'; + W; = 1

,

woraus f(dgcnde Werthe abgeleitet werden:

6-2)

Vi — (u" cos a — w" sind)'-

d) Gebrochene ordentliche Welle. Die Schwingungen V"„, T"'„, IT",, stehen senkrecht

auf der Normale, folglich

ü\^t + V\v' -W\io' =^i).

sie liegen in der Ebene, die sich durch Normale und Axe legen lässt, folglich

U" ,-, v' sin a -\- ] "„ [lo' cos a — ii sin a) -|- TF"„ ?/ cos o: = < >

und es ist

U"; 4- V",: -f TF'„- = 1

,

woraus folgende Wei"tlie abgeleitet werden:

U'
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Brechung und Reflexion den l.idds an Zioillingsflächen. 101

e) Gebrochene au.s.serordentliclie Welle. Die Sclnvinoung-eii JJ" ^ V'\ W" , stellen auf der

Normale senkrecht , fulgiicli

ü'\ u" + V\ V" + W\. ic" = 0,

sie stehen senkrecht auf der Axe

U'\ cos a — TP', ain a =
und es ist

Avoraus folgende Werthe abgeleitet werden

:
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\()2 Joseph G railich.

Nennen wir femer, wie oben

r den Cosinus des Winkels zwischen Normale der einfallenden Welle und Axe

;

-/^ := y"^ = Y den Cosinus des Winkels zwischen der Normale der ordentlich reflectirten

(gebrochenen) AVelle und optischen Axe

;

Y ^ = y" ^ z= ;-" den Cosinus des Winkels zwischen der Normale der ausserordentlich reÜec-

tirten (gebrochenen) Welle und optischen Axe; so erhalten Avir

Y =: u COS o. -\- 10 sin a = sin
(f

cos co cos a -f cos
<f

sin a

QQ\ Y = " '-"'I 'J- + '" -^'"^ ^ = — *'^* 9 -'''' ^ ^^*' "^ + '-'''* F *'" '^

Y"
= ti" cos a — w" si)i o. =z — öi)i

(f"
coa lo cos a + cos er" sin o..

Sind .1, -B, G die Cosinusse der Winkel, welche die Normale des Wellenhauptsclmittes (s. oben

§. 1) mit den Coordinatonaxen einschliesst, so erhalten wir

I

— ;• sin a p n sin a — lo cos a /~i v cos a

Vi — f ' Vi — f
'

Vi -- r-

., — /' xin a j3, /(' sin a — ic' cos a y-^,

I

vr=7^ ° vr=7^ " vr^T^
— e" sin a n ;;" si>i n -j- ic" cos a /^, v" cos a

,

,

— ; SVna T>, V sin a ^ ic cos a ^,
1 , = .

ii , = , ^ e
=

07) - ' Vi-r"-' " V\-Y" " Vi-r"-

l„
/' sin <i T)ii — "' "'* "• + "'' ''"' " /"»" ^' ''"^ "

^ »~ Vf^y^ '
~~

vr=^7^ ' " ~ Vi-r-
,,, v" sin a -ni — «" sin a — w" cos a /^„ v" cos a

Vi-r"- ' Vi-r" Vi -y"-'-

Man hat daher wenn wieder den Winkel zwischen Wellenhauptschnitt und Einfallsebene

bezeichnet

:

/' sin « sin w -j- (u sin a — !c cos a) cos lo sin <p si)i a — cos <p cos a cos uj

COS 6 =

cos d'„ =
Vi - r ' Vi-r-

sin a sin w -{- in' sin a — w' cos a) cos lu sin tp' sin a -\- cos if cos 'i cos w

Vl-r'- Vi -;-'-

„
7-" .SV» a sin w 4- (n" sin a + w" cos a) cos m sin tp" sin a -j- cos <p" cos a cos tu

^,, — V sin a s/n w -j- {w' cos a — u s/'n a) cos tu shi ip' sin a -\- cos <p' cos a ros m

Vi — r^ Vi — r^

,,„ — ;•' sin a sin w — (u" sin a + iv" cos a) cos tu sin tp" sin a -f fos 9" C"-' " ^"^ '"

COS „ = .

= , .

Vi- r"' Vi-r -

Audi hier ist sonach

COS d\ = COS 0"„ = COS H'

cos d\ = — cos 0'\ = — cos ti"

.

Die Amplituden der verschiedenen in Betracht kommenden Wellen bezeichnen wir so wie

es oben bei der ordentlichen einfallenden Welle geschah; die Gleichungen, welche aus der

(rleichheit der ( ,'omponenten abgeleitet werden, sind sodann:

51 U + 5('„ U' — 5r., U" = 3t"„ U' + 3l"„ ü"

m) ^^l
' 4- 51',, \" — 51',. V" = 5["„ ]" + 51", V"

s}[ w + o('_ ir' -f 51',. IF" = ' 5r„ W + 5(", W".
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Brechung und Eeflexkm de.s LiiJits an ZwilUng.sflUctien. KK)

Aus diesen drei Cxlcicliuug'en werden wir wieder zur künftigen Benützung eine Reihe von

Gleiclunigen ableiten, dei'en jede um eine Unbekannte weniger in sieli entliält.

IMultipliciren wir zu dem Ende die erste derselben durch u, die zweite durcJi v. die dritte

durch IC und addiren wir:

A (Uu + Vv + Ww) 4- ^'jU'n + V'r + Wie) — 51', {U"u 4- V"r — W"w) =
2t"„ (U'u + V'r — Ww) + 5l"„(r'"?f + V"r + Wzo).

Nun ist nacli GO) und 66)

Uu + J'r + Ww =
nach 61 ) und 66)

rn ,
Tri , jj'i W (""' + ''''') — "' (^ — tf'-)] ain a 4- \n' (;?' 4- w w' ) — h (1 — u"')\ cos a

i ii 4- r ^' + II IC = ^ —

—

-^

Vi — r'-

\ic' [Uli 4- ?•'•') + '<' (1 — «'")] s'" " -T ["' («''' — tele') — II (1 — »'-)] cos a
r» tt>

nach 63) und 66)

r'u + Vv — Ww =

r-fi, . TT-//
_

-iTTii
,

(«r" — ii"v) sin II — (/•«" + r"tf) cos a

{?/?•" — ?/"?;) s/« a — [i-^w" — v'ic) ras fi

U"u + 1-^. + Ww
VT^=r^

Avodurch die obige Gleichung folgende Gestalt gewinnt

:

.
' "

,„ l[w' i^uu -\- vv')— w (1

—

w"')] ai)i a -\- [u [rr -\- wie') —-u (1

—

u"-yjcosaj-\-

.

' '

„, [.SV« a (u"v — uv") -\- cos a iinv" 4- r"««)] =
Vi. — r

' •- ^ ' V I /j
^Q-j

5t"n f > r \
, " ,.; [[w' (uu -f

^"^'') + ?0 (1 '^''')] '^''t '^- + ["'
C^'^''

Wld) U (1 H-)\c()So\-V

St"
"

„.^ [("?'" — «"^O <'*''« "^^ — {vw" — v"w') cos a].

Wenn wir dagegen die erste Gleichung mit m.s a, <lie zweite mit 0. die dritte mit st)/ a multl-

pliciren, und addiren:

% {V cos a -f W sin o.\ + 5('„ [U cos a -f Tl" sin a] + %\ [— U" cos a + W" sin o.\ =
5l"„ {V cos a — W sin a\ + 51", [ü" cos a + W" sin a].

Nun ist nach 60) und 66)

U cos <i. + W sin a = <l

nach 61) und 66)

V cos fj. -j- W' sin «7. := — y \ 'f-

7-7-, JTTi • (1 w"-) 5''" «" (1 "'") ™« "'"

L C06- a — 11 sin o. =
,

Vi — •/-

nach 63) und 66)

— U" cos a + Tl^" ,S7// « =
TJ" cos a -\- W" cos o. = 2 sin a cos a . v

Vi-r"^

wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt:

"

1(1 — li'-) cos ar— (1 — w' -) sin o}\ = 51',, Vi — r"' + ,
' "--: 2 v" sin a cos o. 71)
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104 Joseph Graili eh.

Multipliciren wir Aveiter die drei Grleichiingeii der Reihe nach durch li v' lo' und addiren wii-

21 {Ua + Vv' + Ww') + 3t; [U'u + y'>y -f W'w') — 2t; {U"u + V"v — W"w') =
= 2t;' {U'ii + Vv' — W'w') 4- 2i;' {U"a + V"v' + Wio').

Es ist nach 6U) und 66)

nach Gl) und 66)

?7'«' + Vv' + fPiü' = ()

tV t( + I ^' — II w ^ —
Vi — ;-'-'

nach 63) und 66)

xin a (n" «•' — u' v") -\- cos a [v' w" -\- v" w')

Vi

TTii I , Tri) I MTit I Sin a (v' r" — «" »') — cos a iii' w" — f" w')U u -r V V — \V w = —
Vi - r"-

wodurcli die obige Gleichung in folgende sich verwandelt:

SC,
- \(uv' — uv) 8111 o. + Um' — v'io) cos a] + -

,

'
'

\(it"v' — u'v") sni a +
~^~) + (v'io" + ?/'^o') cos «]

^ -=üz=r 2?o' [(1

—

w"-)sm a— li id cos o?\^ —==\{^ v"— iC'v')sma.— {y'io" — v"w') cosa]

.

Wenn Avir dagegen die erste Gleiclumg mit A'^, die zweite mit i?'„, die dritte mit ^ "„ multipli-

ciren, und addiren

:

2t {ÜA'^ + VB', + WC'„) + 2t'„ {U'A', + V'B', + TF'C'J - 21'. {U"A'„ +
+ F"-B'„— TF"(7'J =

r. [U'A', + V'B', - TF'C'J + 2t", {JJ"A', + V"B' + WC).
Es ist nach 60), 66) und 67)

Vi —
J--

nach 61), ^lo) und 67)

^'.4'„ + V'B', + TP(7'„ = o

TT-/ ,j , 1 f T>' TT/'' /"" - '' '"' " ["''c' ™-' a — (1 — w"-) sin a\

Vi — y''^

nach 6o), ^^) und 67)

r^" A' _1_ I''' 7?' TT/" r" '"'" "'" ("'"" + '''p") + sm a cos a (u'w" — u" w') -f cos a^ (vv" — w'w')

o + — ^ „ — ^

Vf^f^
Tjn AI Tr// Tti

1 ITA"/'"" •"'* "" (n'u" + t''«") — s/k rt cos a (ti"w' — n'w") — cos a? U^'p" -\- w'w")
L A^ + \ li

„ + ii' c „
=

vf^r^

wodurch die obige Gleichung naclilblgende Gestalt gewinnt:
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zwillingsflächen. 105

'-- '-—
-^ [sin o: [uit! -\- vv') — sin o. cos o. {iCio + ?««') + cos a" (vv' + ^c^ü')] -|- '

'

\sin 0? (u'ti" + v'v") -\- sin a cos a {ii'io" — u'io') -j- cos a? {v'v"— io'io")^= —'—

VT—^- 73)

"-^ V cos a [(1— io'')sin o. — vlio' cos a] -\- y^^—

^

,
[cos a: [v' v" -\- id lo") -\- cos a sin a

{id'io' — ii!io") — sin a: (tiii!' -f ^''^'")]

Multiplicirt man ferner die 3 Gleiclinngen der Reihe nach mit i(!\ v" , — lo" und addirt:

21 {Uli!' + Vv" — Ww") + 5l'„ {U'id' + V'v" — W'io") — 51', {ü"ii:' + V'v" + W"io")

= 2t"„ [U'tc" -{- V'v" + W'to"] + 51", {U"it" + V'v" — W"io"\.

Nmi ist uaeli 60) mid 66)

TTT II j, jr II T\T II («"" — u"v) sin a — [v"w + vw") cos a

nach 61) und 66)

TTi II
I

T/-/ // Will" f"'" (^ — '"'^^ "^ '"' ("'"" + ^'"")] «'* " — W (1 — "'^) — «' ('''*'" — w'u>")] COS a
fi -r V — —

vT^yi

TT' " _l_ 17' " ' Wi " [~ "'" ^^ — ^"^^ "^ '"' ("'" " + v'v")\ sin a — [m" (1 — u'-) — u' {rv" + w'w")] cos a
H

,

V -r- —
vT^T^

nach 61) und 66)

U"i,:' 4- v"v" + w"w" =
1^1 — ^'

und es verwandelt sich unsere Gleichung in die folgende:

3t r • / '/ II \ r II
, //M ,

5t'

;^
[siti et [uv" — ii!'v) — cos a (v"w + rio")] -\- ' °

_

\sin a (lo" (1 — ^ü'") +

+ lo' (ii' u" + v'v")) — cos a hü" (1 — «'-) — u' [v'v" — w'to")]l =

^sin a ^lo' (ii'ii' + v'v") — w" (1 — w")]+ cos a ^u'[v'v" + w'w")— it"{l— u-)\\ —
74)

St"
2 v"io" cos «.

"Wenn man dagegen die erste Gleichung mit cos a, die zweite mit o, die dritte mit sin a multi-

plicirt und addirt:

51 {Ucos a + W sin a) + 51
'„
(ü' cos a + W sin a) — 51', (TJ" cos a — TF" sin a) =

= 5I"„ (CT' cos a — W sin a) + 51", (U" cns a + TF" sin a)

und es ist nach 60) und 66)

TJ cos a -\- W sin <z =
nach 61) und 66)

ü' cos a + TF sin a — — V\ — f.'2

U' cos a — W sin a = iL- ">") ^'^ °^ - i\- '^ <=o^ «^

V\ - r'-

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. IX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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lOG Joseph Grailich.

nach 64) und 66)

XJ" cos a — W" sin « =
TTii TTrn • 2 v" sin a cos Ä
U COS « + W Sin a =

wodurch unsere Gleichung diese Gestalt erhält:

Vi - f"

sin a cns a._ 2l'„|/l - -r = ^^ [(1 - «'") -^^-'^ « - (1 - U-) cos a\ + ^^^ 2 V"

Multiplicirt man ferner die drei Gleichungen der Reihe nach mit ii, r\ — lo' , und addirt:

51 {Jjii + T>'' — Wio') + 2r„ [TJ'ii + F'?/ — TF'?ü') — 2t, {V"ii + F'?/ + W"w")

= W\ (U'u' + V'v + W'id) + 31", {V'ii: + F"?;' — W"w')

wo wieder nach 60) und 66)

t/«< 4- yv — Wio = —
,

nach 61) und 66)

Uli + V V W W = 2 to ' -^

VI — ?-:

U'u' + Fi'' 4- TF'w' =
nach 64) und 66)

TTif , TT/i I , TTr/i I {ii"v' — u'i") sin a + iv'w" — v"w'') cos a
U U 4- y V -^- W 10 ^= ^ —

,

{u"v' — n'p") sin a + {i-'ic" + r"u!') cos u
U"u' + V"v' + W'io' = —

VI r̂

ist, wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt:

—
[
(uv'— u' r) 6772 a— (^i-io' 4- v'io) cos a] -\- — '

"
-- 2 ?ü

[ (
1 — w' -) sin '/.— v!io' cos a] +

75) —=== [sin a {u"v' — u'v") + cos a {y'io" — v"io')^ =
[sin a (u'v" — u"v') — cos a {v'w" + v"io')\

Wenn man dagegen die erste Gleichung durch 4"„, die zweite durch 5"„, die dritte durch C"„

und addiren wir

%\Uj^„-\- F5"„+ TFa"J + 3t'„[Z7'.4"„+ F'5"„+ TF'C"'J-2r,[f7"yl"„ + F"i>"'„- TF"^"„] =
2r'„ [UÄ', + V'B"„ - TF'C'J + 21". [U"Ä'^ + V"B"„ + ^"C"J

imd es ist nach 60), 66) imd 67)

(JA „ + V-D
„ + yvo „

=
;7F=^?

nach 61), ÜÜ) und 67)

C7'.l",

Ü'A", + V'B"„ ^ TFC". =
TT' 1" -1- V'Tl" 4- TFT"'

2 v' cos a [w'gg' coa g — (1 — lo"^) sin a]
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Brechung und Beßexion des Lichts an Zwillingsflächen. 107

nach 64), 66) und 67)

TT" A" V'VJ' W"P" (it')«" + v'v") sin a? -\- {u"w' — v'w") sin a cos a -(- {t''v" + iv'io") cos a'

(7 ^ „ + ^ n „
'-y ^' o yi _y,i

'

TT" All T/" 7?" TT/"/^" (u'ii," + v'v") sin «2
-f- (m'w" — u'w") sin a cos a -{- (»'»" — zc'w") cos a-

u Ji „ + y -D „+ yy ^y „
^

y^__ „^

wodurch unsere Gleichung folgende Gestalt gewinnt

:

[— (««' + vv') sin d: -)- {iCio -j- uid) sin a cos a + {vr-i — tow') cos «"] -|-

^
°

, 2 y' eo.s a \uio' cos a — (1 — ic''^) sin «1 + ' "

„ f— {ii!'ii! + v"v') sin d: -f
VI — y'ä L - ' J ' )/i_j,"a L \

__

<

(m"iü' — 26' ic") */«. a cos a + (y'?'" + w'to") cos er] = ' '

„., [
{liii' + v'v") sin o: -\-

[u'io" — id'io') si)i a. cos a -f- (v'v" — idio") cos «-].

Multiplicirt man die 3 Gleichungen endlich der Reihe nach durch ?«", ?'", ^o", und addirt:

5t [Ui^' + Vv" + Wio"] + 5rj?7V' + Tz/' + TFto"] ~^X,[ü"ii' + ^"2;" — IF"2ü"J = '

^\[U'u + P?'"— TF2ü"] + 2r'J?7"?f" + F"r" + W"io"]

und es ist nach 60) und 66)

TT II . TT II , TT'- // sin a luv" — u"v) — cos a (i/'w — v lo")

Uu + Vo -f \yio = ^

;
r 1 — /-^

nach 61) und 66)

TTi II TP II ]\ri II sin a[w' [h'u" -\- v'»") — w" (1

—

10"-)] ^ cos a [u' {«'b" -\- w'w") — «" (1

—

u"^\

y 1 — )-
-

jj, I, jT, II jjp ,1 sin a [w' (u'u" -\- v'v") + ic" (1 — '»'")] + cos a [«' [v'v" — w w") — jt" (1 — jt'-J

^ Vl — f''

nach 64) und {j(j)

ü"ic" + V"v"— W"to" = — -''"'""'""--

[7"^(" ^ P^"y" + lF"?o" =

wodurch wir durch Substitution zu folgender Gleichung gelangen:

.
1 ;/» a [av" — it'v) — cos a {v"w — 2? tu") + .

' °

,^
\sin o. \io' [ihi' + v'v") —

(1 — id'-) to"\ + cos a r«' [v'v' + lo'io") — ii' (1 — "'"))] + ^ '_'
„.^ 2 «"m" cos « = 77)

-
^

' °

,^
[^-ma (iü'(«'M" + r't'") + ?6?"(l— «o'-)] + co5<z(?f' (y'i'" ^ to'io") — ?t"(l — "'"))]•

Wenn wir dagegen die erste Gleichimg durch cos «, die zweite durch 0, die dritte durch

— sin (j. multipliciren , und addiren

:

'

2t {O cos a — W sin a] + 31', [ü' cos a — W sin a] — 31', [ü" cos a + W" sm o] =
3("„ [ U' cos a + W sin «] + 31", [

ü" cos o. — W" sin a]

welche Gleichung durch Substitution aus 60), 61), 64), 66) sich in nachfolgende vorwandelt:
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108 Joseph Grailich.

-^=—- 2 ü .s^?^ a coä «
,

Ui« « (1 — ic ) — cos a (l — ?* ) +

,

'^''

„, 2 ü" 5«H « CO« a = — 2l"„ VI r'—

^

Diese Gleichungen lassen sieh nun wieder durch Einführung von
(f,

(p' , tp" und o) mannigfaltig

vereinfachen und kürzer fassen; aus 65) folgt nämlich

Uli! + vv' = — sin (p sin (p

uv! — vv' = — sin f sin f cos 2 w

Uli ± wio' = — sin (p sin (p cos or ± cos (p'^

uv!' -\- vv" = — si7i <p sin <p"

uit' — vv" = — sin <p sin f cos 2 o>

uv!' ± wio" = — sin f sin (p" cos co^ + cos <p cos (p"

uv' + v!v = — sin f sin <p' sin 2 o>

uv' — u!v =
uv" -\- id'v := — sin (p sin (p" sin 2 w

UV — UV =
uro' ± u'to = ± si)i (^ + ^') cos o)

uw" + u!'io = — sin (^ ± ^") cos o)

idii' -{- v v' = sin <p' sin (p"

tili' — v'v' = sin (p' sin tp" cos 2 co

u'u" ± lü'iü" = sin (p' sin f" cos ur + cos f cos (p"

%iv" + li'v' = sin (p! sin f" sin 2 (o

v:v" — id'v' =
idw" ± vl'io' ^ sin [<p' + (p") cos ü)

vv' ± tüw' r= — sin p sin p sin cd~ ± cos p cos p

vv" + wio" =^ — sin (p sin (p" sin or + cos (p cos (p"

vid ± i''io = sin (^ + p') sin w

vw" + v"w = — sioi [p ± p") sin co

v'v" ± w'io" = sin p sin p" sin or + cos p cos p"

v'io" ± v"io' = sin (p + p") sin w.

Substituirt man diese Ausdrücke, so findet man:

[to' [ini! + vv') — w {1 — w'-)] sin a + \ii, {vv + xow'') — (1 —-u'-) xi\ cos a = —
sin p sin {(p \- p) sin a — [«/« p cos [p + p) + sin ^] cos co cos a

(u"v— tcv") sin a + {viv" -\- v"io) cos ry. = — sin [p -f p") cos a sin co

[ic' [ini -\- vv') -\- w (1— W-)'\ sin o. -f [«' (rr'— loio') — u (1 — /(")] cos a = —
sin p sin [p— p) sin a + [sin p cos {cp— p) — sin p^ cos co cos a

{uv"— ib'v) sin a — {t-io"— v"io) cos a ^= sin (p— p") sin co cos a

wodurch die Gleichung 70) in folgende sich verwandelt:
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Brechung und Bcflexkm des Lichts an ZioiUingsflächen. 109

91',,

=- \sin
{(f + (f')

sin (p sin o. + [sin <p' cos
[(f

-\- cp'
) + sin cA cos co cos o.\ -{-

Vi — r

S)r' ^[" r
-{ :==== sin [<p + (f")

cos o. sin co •= -j- \sin
{(f
— <p') sin f sin o. — 79)

— {sin <p' cos [<p — <f')
— sin<p\ cos (o cos a]— '

^^^^
sin (er — ^") cos a sin w

ferner wird durcli Substitution:

(1 — v!') cos or — (1 — w'-) sin o: = cos a: — sin ^'" (1 — cos rr sin oy)

2 sin o. cos o.
v" = — sin (p' sin 2 o. sin co

wodureh die Gleichung 71) in folgende sich verwandelt:

Sl",

2t'„ J/ 1 — r"= °
\cos rj:— sin (p'Hl — sin or cos «-)] + '

sin <p" sin 2 a sm co 80)

ferner wird durch Substitution:

sin a (iiv' — liv) + cos o. [rid — r'w) = sin {cp + <p>) sin co cos o.

sin a (ii'v — liv") -|- cos a {v'io" -\- v"w') = sin [p — p") sin co cos a

2 ?ü' [(1 — w'') sin o. — u'w' cos a] = 2 sin cp cos p (sin p sin. a + cos p cos a cos co

sin (j. (liv"— li'v') — cos a (v'io" — v"%o') = — sin (p + <p') sin co cos a

wodurcli mit Berücksichtigung von 68) die Gleichung 72) in folgende sich verwandelt:

- sm (p + p) 4- 7^==^ s,n ^ — j, + 51 „_^ -^ Vf=^ "" ^^ + ^' ^
== *"' ^^^

ferner durch Substitution

sin «- {iiu' -1- vv') — sin a cos a (uio + mo') + cos a: (vv' -|- wto') = cos o: (cos p cos cp —
sin p sin p sin ur) — sin p sin p sin o: — sin (p — cp) sin a cos o. cos co

sin «- (v'v" -f- u'u") + sin a cos (j. (nw" — tt'w') -J- cos o: (r v"— w'to" ) = cos a? (cos cp cos p" +
4- sin p sin cp' sin co') -\- sin cp sin cp' sin o: -]- sin (pl -|- p') sin o. cos a cos co

— 2 v' cos a [u'io' cos a — (1— to'-) sin «J
=— 2 sin p' cos « sin co (sin cp sin o. -f cos p cos a cos co)

was wieder mit Eücksichtnahme auf di eEelationen 68) die Gleichung 73) in folgende verwandelt

:

^cos er (cos p cos p— sin p sin p'sin of)— sin a:. sin p sin p— sin a cos a . s/n
( p— p )cosco\

4-
' - [cos a}(cosplcos p"+ sinpsin p'sincir) -f sin o:. sin p'sinp" -j- sin a cosasin(p'+ p") cos w]

^^-r"' SO)

^= 21" 2 sin cp- cos a sin co cos d' + '
'

[cos a: (sin p sin p" sin co' — cos p' cos p") — sin a cos a

sin (p -{- p") cos o. — sin «"
. sin cp sin p"]

ferner durch Substitution
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IIU Joseph Grailicli.

v'n o. (uv" — u"v) — cos o. [v"w -(- vw") = sin [f -\- cp") sin w cos a

sin a [lo" [l — w'') -{- lo' [u'u" + ^'t'")] — ^^''* ^ [**" (^ — ^^'") — *^' (^''^'" — ?" ^^")
] ^ — ^''^ (f'

—
i''")

(««« f sin a -j- eo.v f cos o. cos w)

sin (j. \to' [u'u" + v'v")— lo" (1 — W'')^ -\- cos a [«' [vv" -f- lo'to") — ii!' (1 — u'') ] = .9??* {(p + ^")

(si« f sin a -f crw cp' cos a cos od)

2 cos a v"w" =^ sin i (p" sin co cos a

was wieder mit Berücksiclitigung von 68) die Gleicliung 74) in nachfolgende verwandelt:

83) r
''

,̂

sin {f^ <p") + -
'' '

^^_^
sin i <p"^ sin cocosaA^ [31'^ sin (^'— (p") + 2("„ sin {(p + (p"\ cos6'=

ferner durch Substitution

sin o. iiiio' — u'v) — cos a {^vio' \- v'io) = — sin [(p — (p') sin w cos a

2 lo' [(1 — lo'') sin a — idd cos «] = sin 2 f [sin <p' sin a -j- cos (p' cos a cos co)

sin (j. («"r'— uf") -]- cosa{r'ic"— v"id') = sin {(p' -\- <p") sin w cos a

sin a (h"v' — ii'v") + cos a [v' lo" -\- z'"w') = sin {(p — ^") sin a cos a

was wieder mit Berücksichtigung von 68) die Gleichung 75) in die folgende verwandelt:

ferner durch Substitution

—
( Uli! -\- V v') sin or -|- {vv' — w lo') cos o?" -\- {liio \ u w') sin a cosa^— cos or {sin cp sin cp' sin or +

-|- cos p cos (p') -\- sin o. cos a sin {(p— (p) cos o) -\- sin (p sin p sin a'

2 v' cos a ui'w' cos a— (1 — lo'') sin a ^ ^ -(- 2 sin p' sin co cos a {sin (p' sin a -{- cos p cos o. cosco)

— (u'u" -)- v'v") sin u' -\- {v'v" -\- to'w") cos o: + {iiw' — uw") si)i a cos a = cos </: {sin p sin p" sin to-—
— cos p cos p"

)
— sin a cos u sin {p -\- p") cos co— sin p sin p" sin a'

{u'ic" -f- v'v") sin a: -)- {v'v"— idio") cos o: -\- {uw'— uio") sin a cos a =^ cos f/r [sin p sin p" sin or -(-

-|- cos p cos p" ) -|- sin o. cos o. sin {p -\- p") cos cd -\- sin p' sin p" sin o:

wodurcli die Gleichung 76) folgende Gestalt gewinnt:

W--^ \sin o: . sin p si)i p -f sin a cos a . sin {p
—p')cos co— cos (r{sin p sin p'sin co' -\- cos p cofi pr

— % ^ 2 sin p''~ sin co cos o. . cos '

-f
'

[— sin p sin p" sin d"— sin o. cos a . .sin {p -f p"j cos co -\-

85)
1 - r

-

Sit"

-{- cos o? {sin p'sin p'sin co'— cosp'cosp")j ^—^^i^^r^j^sinp' sinp" sind' -^sinacosasin(p' ^ p")c(isco

-\- cos o: {sin p sin p" sin co' 4- cos p' cos p")^

ferner durch Substitution:
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Bi-echung und Ileflcxion des Lichts an ZioiUingsfläclien. 111

[av"— «"?') sin a -)- {jfio + vio".) cosa^— sin co cos a sin {(p— f')

{w' {liii' + v'v") — w" (1— ?ü'-)] .57» a -f {v: (r'?;" + lo'io")— iC (1 — n'-)\ cos a= sin [f + f)
{sin

(f'
sin a -\- cos <p' cos o. cos o))

2 v"io" cos a = sin 2 ip' sin lo cos a.

\w' (liii' + v'v") + w" (1— ««'")] sin o.-\- \ii [v'v"— w'w")— ii!' (1— «'")] cosa^— sin {(p — f")

{sin <p' sin a -{- cos <p' cos a cos co)

wodurch die Gleichung 77) folgende Gestalt annimmt, wenn man zugleich auf 68) Rücksicht

nimmt

:

r— si7i {(p— f') + -—^— sin 2 ^"1 sin w cos a= [W„sm [ap + f") + '^'„sin {d— (p')\ cos 6' (S6)

und endlich durch Substitution:

2 V sin a. cos o. = 2 sin <p sin m sin a cos a

sin rr {1 — zo'-) — cos o: (1 — iil') = — cos o: + sin (p'' {siit o: -|- cos o: cos o)']

2 v" sin a cos « = — 2 sin. p" sin o» si)i a cos a

wodurch die Gleichung 78) folgende Gestalt gewinnt:

21 .
,

?[',

2 (

—

sin w A— '

sincp'x sin w si)i o. cos o. + 51'' VI — /"

° — (^cos (j? — sin (p'' {sin ar -j- cos or cos uy)\ ^ 0.

87)

1^1

Der Gleichungen 80), 83), 86) und 87) können wir uns bedienen um drei der Unbekannten als

Functionen einer Unbekannten und der bekannten Grösse 3t auszudrücken. Wir nennen wieder

sin u) cos a = sin d

daher

sin o: -\- cos a? cos ar = cos d'.

Durch Elimination von 2t"„ aus 80) und 83) erhält man:

88) 51". = ''''' +,"'' -''"

88)

wo

a!' ^= [sin [(p -j- p") {cos rr— sin cp'^ cos r)-) sin d] Y 1 — y"

'

b"^^z[sin{^'— (pl'){cosr/:— sin p' cos ff') -\^ sin{f \ <p'){^ — ;-"')] co.s ö' ^"(1 — r)(l— T"')

c", = \si.n {p + p') cos & V 1 — ;-'
" sin a— cos p" {cos o:— sin p ' cos ff'

] ] 2 sin p" sin d\ 1— f'

durch Elimination von 5l"„ aus 86) und 87) erhält man:

(jj/
g'. 81 H- b'.: Sl'o ^g\
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112 Joseph Grailich.

wo a ^^[sin{<p — (p")V'^ — r'' + '2-^'"
if'
— (p")sm(pcosd' sma?^ sinuV [l — y"') (1

— y"-)

h\=^[s/ii
{<f' -r f") (1

—

y"') + sin{<p'— (p"){coso: — s>n<f'' cos (j-)^ gosO'V{1 — y') [^
— y"')

c\ = [sin (<p' — <p") cos 0' sin a -\- cos f" |/1 — y''] 2 sin cp" sin o \ (1— y^) (1 — y''')

(lurcli Eliuiliiarioii von 31', aus i^^) und 87) erhält man:

90) 51 „
= -^

wo a ,^^sin \ip + (p') sin u sin o. Vi — ^'-

6"„ :^ — \sin
{(f

-{-
(f")

cos & Vi— y'- sin o. -j- [cos d: — cos d'~ sin f'-) cos (p'\ V 1 — y'

c"„ = V[l — /'") (1 — y'-) [sin (y — ^") cos 0' sin a — cos cp" Vi — ;''-].

§. G.

Es ist nun die aus der Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kräfte resultirende

Gleichung einzuführen, und wir verfahren genau so, w^ie es oben für die ordentliche einfal-

lende Welle geschah, nur mit dem Unterschiede den die Verscliiedenheit der hier betrachteten

Elemente bedingt. Die einfallende Welle ist exti-aordinär ; es wird daher das Quadrat der

Amplitude derselben mit dem Volum jenes schiefen Prismas zu multipliciren sein, welches die

Bewegungen der Welle während einer beliebigen Zeiteinheit in sich schliesst; zur rcflcctirten

lind gebrochenen ausserordentlichen Welle gehören wieder zwei schiefe , zur reflectirten und

gebrochenen ordentlichen zwei gerade Prismen.

Wir nennen wieder diese Volumina:

i?, B\ R\ E\ E\

und bemerken, dass auch hier

R„ = E'\ = B' 7?;, = 7?", = B"

sein muss, während jedoch 7? von allen diesen verschieden ist, aus demselben Grunde, durch

welchen die Verschiedenheit des f von ^' und f" bedingt wird.

et) Zur Entwickelung des W^erthes von B braucht nur das oben angewandte Verfahren

umgekehrt zu werden. Es sei nämlich ad der einfallende Stral, ag die Normale auf die zuge-

hörige Welle und cd ein gewisses begrenztes Stück der Welle, so wird eine bereits an die

Trennungsebene der beiden hemitropen Individuen gelangte Lichtwelle im zweiten Individuum

als ordentliche Welle (Stral) bis axi vorrücken, während cd bis CD gelangt. Das Volum

cdd'c'CDD'C stellt unser B, das Volum BAB'Äbah'ci dagegen unser B' dar.

Nun ist

B = GDC'D .G(j

da Gg senkrecht steht auf CD',- fallt man von C ein Perpendikel auf die gegenüberstehende

Seite des Ehomboides CDCD und nennt den AVinkcl DG11 = fi, so ist
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BrechaiKI nitd Iicßcxinil des Lirhts (1)1 ZloiUilKJsßHrli eil. li:

und CS ist

und

ab ah' = ad . a/j ca.s [i = (ui [Ga') — Gl/ w.v Ü'j

G n = r-o.v
(f

Gb ^^ CG . Uj
i>

(e- — O') Y Vi — Y- 1 r<rf r 1 ]• 1

tq n =
.,

, /,
'

ST—o— inul L Cr = •im er, lolffhcli

7 («- - 0-') r VT^^fi . ,.

a co.v 11 = cn.'i (p — , . i ,,— , - sin c . ro.v li
'

~
e' -{ (o' — e-) Y'

~

und da Gg wieder proportional ist dem Sinns des P]infallswinkels

AÄ bb' ^::^ ad . Ca . -siit (slco.s er + -%

—

^-f—.,~/ -säi c ci-s (>],

WO \vi(Mler

wddurcli endlieh

sin (p cos t) V V — y'" := sin a — y ros (p.

( (o^-«^)r(---r)\
Ä = ^ . Ca sin

<f
cos ,p \\ + ^_^___^^^-____j.

') Um ilic Figur Jurch Überladung niclit unverstämllicli zu maclien, sind in derselben die ('uelistabeii (1 , ij . II . ;j. ,
/i we^rgelasscn.

welche aus der Figur g. 3 leicht zu ergänzen sind.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. IX. Bd. Abhandl. v. Xichlniit;;!. p
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114 Joseph Grailich.

b) Das Volum, das zur ordentliclien Welle gehört, ist das gerade Prisma

li' =zCG' .Cb,.b,B

wo Ch^ = cos ^', und />, Z?, proportional sm <p' folglich

i?' = ö-
. Ca . cos (p sin <p'

c) Das Volum, das zur ausserordentlich refleetirten und gebrochenen Welle gehört, wird

gefunden wie das einfallende : ohne die Ableitung , welche nach der vorstehenden Figur leicht

wird, zu wiederholen, schreiben wir es sogleich hin, iiidem wir überall für ^, j-, das zu diesen

WelhMi gehörige ^", y" substituiren. Wir erhalten somit

(o- — e- Y I — r\\
\ros <p J \7-11, r< II " I 1 I

^™'
i ^ a . Ca sin (p cos «11--^

.,
, , o

;

denn auch hier ist cos 6" \ i — y"' sin (p" = sin a — y" cos <p"

.

Wir haben somit die gesuchte Gleichung, wenn wir die gemeinschaftlichen Factoren beider-

seits weglassen

!) 1 ) 51- sm cf cos <p\l+ ^3 + („.,_;,)^a )
— (51 ." + 2( /) sin cp cos p [l -{-—

,2 + („2 _ ,2)
,.-

2

)

= (91'/ -f 5r'„-) sin (p cos p.

Wir werden zunächst die Irresolnbilität dieser quadratischen Gleichung durcli irgend eine der

oben entwickelten linearen Gleichungen nachweisen.

Addircn wir zunächst 83) und 86), so erhalten wir

-JL= [sin (p + p") + sin (p— p") ] sin d + (3l'„ + 21"J [sin {p + p") + sin {p — p")] cos
0'

VI — Y-
svr" Sit'

,- Sin 2 p sin O rr: ü
Vi — r'-

und da

sin [p -j- p") + sin {p — p") = 2 siji p cos p"

sin (p' + f") + sin {p — p") = 2 sin p cos p"

so erhalten wir durch Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 2 cos p"

^ - sin p sin r) + (SC,, + 3("„) cos ff sin p + 3
"'~"|;, sin p" sin d = 0.

VT-=^ ^
'

^""
'

"<" - VT

Subtraiiirt man dagegen 86) von 83), so findet man

' - [sin {p + p')— sin {p— p") ] sin d + (51",,— 51V)
[sin {p -L p")— sin ip — p') ]

cns ff

Vi — r
r;, + sc

VT
,

sin 2 (p sm i» = 0,

und da

sin {p + (f")
—

- sin [p — p") = 2 sin p" cos p
sin [p 4- ^o") — sin [p — p") = 2 sin p" cos p

so erhalten wir durch Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 2 sin p"

•'

cos <p sin d + (51" — 51',) cos p cos ff + '
^ ' + ^'

cos p" sin o = (».

VT^~^- ^ ^ \ ' «I r Vi—r"-

Bringen wir in den zwei Gleichungen die Summe und die Differenz der Amplituden dei'

ordentlich refleetirten und gebrochenen Wellen auf die andere Seite des Gleichheitszeichens

und nniltlplicircn sodann die zwei Ausdrücke, so finden Avir
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Brechung und Beflexion des Lichts an Zwillingsflächen. 11.5

92)
(21" „- — 21'/) sin (p cos cp =

, [ ^ .,
sin

<f
cos <p + '_ ,'./ sin f cos

(f ^-

A -~ r ' + '''
sin (f cos w" + '

' sin 0" cos w\ 1.

Multipliciren wir nun SO) durch

cos ft- — si}i <p''^ cos d~

fäo erhalten wir

— 2l'„ (c05 «^ — sin (p cos d') -\- -—
'—"-TT- (cos «' — sin <p'

' cos d'-) - -\-

-f- .
(cos a: — sin cp - cos rr) sui « ^ (>,

multiplicirt man dagegen 87) durch

so findet man

2t 2 sin <p sin d sin a y ^
~\f- +2t'„ {cos ar — sin ^'^ cos o-) — 21', 2 s/n (p' sin d sin rj. V jt^ttv-j

-2r„(i-r'^0 = O;

addirt man nun diese beiden Gleichungen, so bekommt man

?t"„

vr
2 sin (p sin d sin a .Vi — f- -f ^J_

"^ [(cos «'^
•— sin ^''' cos d')' — (1 — r'')'j —

SC=^=^ 2 .SM?
c>" sin d sin aVl — r'^ 4- —. '— 2 sm cp" .sm (?sm a

Nun ist aber, wenn man 66) und 68) berücksichtigt

cos fj} — sin (p' - cos (7' = 1 — ^'
" -j- 2 sin 0. sin (p cos 0' \ \ — y''

folglich

[cosd-— sin <p"' cos 3')"— (1 — y 'Y =^ A: sin o. sin (p cos & (1

—

-f') (Vi — /' -]- sin (p' cos 6' sin r/^

und ebenso

.vm (p" sin a sin d (cos ar— sin (p' ' cos d'') = sin <p" sin a sin d (J/l — f'^
-j- 2 sin a sin (p> cos &)V \— ;-' -

substituirt man diese Ausdrücke in unsere letzte Gleichung, so verwandelt diese sich in die

folgende

.,,„ r^ . I /!/ (1^1 — r"^ -\- sin a sin 0' COS 6') ST» .
// i/l T^ S( . «/^ To

21 ,zsmw coso
:
—

^

-^ —Mnw VI— r siinpv 1

—

r-
" ' sm li (/j j,"2 ' '

Y\ yi ' '

IMultipliciren wir ferner 80) durch

===== *'^'" 9" (^1 — T' + 2 sin a sin (p' cos ()').

*"

93)

Vi— r'-

so erhalten wir

>
— 21',, (1 — r") 4- 2l"„ {cos o: — sin <p"' cos rT) + 21", 2 sin <p" sin d sin a Vf^J = <»

und 87) durcli

cos a- — sm <p ' cos <

Vi — r'2
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116

so finden -wir

3( cos a-— sin a'- cos

-2siH(r .süi o ö-nia

J s ej) h G r a 1 1 ic h.

51'

Vi-f-
+ J^

°
, o (c'06- a'— din (f- cos ä-f— 5l"„ [cos a:— sin

(f"-
cos f)')

51'
, . rus a- — sin <p' - cos 3-

-
, 2 sin w sin o sin a ,,

:

Vi — r'"-
VI — r-

adilirt man diese beiden (jrleicliungen

9(

VT r-

(/s a- — sin IC"- cos ü- .
91',

2 siu
(f

sin u sin o.
'- ^

sr. ros a- — sin fp'~ cos t}

-^_^2 [{cos a: — sin (p
" cos o y — (1 — y ) \

Sl",

, 2 sin c .sin o sni <j. .. ^
-!— '

'

. 2 sin <r" si)i ()sin a.\ 1— r ' = O,

Avas sicdi Aviedei- durcli die oben angeführten lleductioneu in folgende Gleieliung v(r^van

dein lässt:

91'.

04 ) 51 2 sin c cos (I
'- ^.. =^ ._

r

— sin
(f' (

\ 1 —
'f"'

-\- 2 sin fj. sin c cos 0")

— - '
- sin

<f
[Vi— /'"- + 2 sin a sin

<f
cos 6 )

— -
, __„^' sin

(f
Vi — ;-

".

Addiren -wir 02) zu Ol), so finden wir, Avenn Avieder der Kürze lialber

(sin a \

cos ip J /,

.2 + (,ä _ ,2) f.

^

f sin fi \

fo2-e2^-/' --r")
\cos <p ) ;."

«- + ("-— c-') j-"2

nennen, folgende Summe:

51" ^ 2 sin <f' cos w =%' sin c cos c
[
—-^^ + (1 + Z;)] — 51',/ sin

<f"
cos

<f""TT ' * \cos n " [l — y} f

05) (1 + U H rl — 51 ; cos
<f

sin
<f

\l -^ Ic —7-, — + —
/9r", + 91',

. „ ,

9i"„-9r, . „ N

subtraliiren Avir aber 92) von Ol), so erhalten wir folgende Crleiehung:

51',; 2 sin if'
cos ^'' = 51' sin ip cos

(f [\ + k—
^.^^^

^.t"
, _.,^)

— 21',"' sin jr" cos
<f"

\{^X\ + 51',.) sin
(f

cos if" + (51",— 5('„) sin ip' cos <p\

Soll nun die (juadratisehe Gleichung in rationale Faetoren zerlegbar sein, so nuiss 03) ein

Factor von 05). und 04) ein Factor von 06) sein. Dividiren Avir gliedAveise, so finden wir

sin <P

9t"„ fi' Vi — r"- s'" 39["<,2 2 sin <p' cos
<f'

cos 0'- sin 3

9("„ 2 sin tp' cos fi' {y l — y"^ -^ sin a simp'eosfi') Vi — /' (^^"^ f' + *'" " *'" ^' '""* ^
)

( *"* ^'
, A

91- sin a> cos <pl -j- {l + <•) cos fi"- I

cos(p' = 5t"„(a"„)'

— 91 sin <p \l [—

91 sin3i + (1 4-A-) cosfi'^- (1 - f^) g„_^.^, =— <>( (a)'

vr=~p' v-r:^'i
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il\sm<p"yi—I^

Brechung und Beflexion des Licltts an Zxcill'nKjsflnelien. 117

a/.v^"=— 91', (aV)'

9t' ,2 sin <p" cos 9"[— h (1 + h") cos ft'AY Y y^_y,.i^\ ^ ) j,[.^ ^ 8»; r?-' + (1 + k") cos 0"^ (1 — y ~)

Vi — /"^ Vi — r'^

81";- sin <p" cos <p" [ (1 + 4") cos fiA
^ ^ Kl-fi ^ ^ > ) S("^ sin 8^ - [l + k") cos 6'^ {\ - y"-) „ at" / •' ^'

^ <
. „f., T.1

,
„ ' o'\ VI—/- Vi — y'2 4- 2 s»? a COS e>' POS ^' ^

<: .
"'— —— s/u ip [Vi.— Y'-l-^sinasnKp cosp

)

' ' ^

Vi — f-

^t'o^ 2 sin <p' cos ip' cos 6'^ sin 3 9l'o _ sin d . cos 6' Vi — y'-
_

' at' -' y
iV „ i sin <p' cos V {y l — y"- }- sin tp' cos $' sin aj Vi — y'- Vi — y"^ -[ siu<p' cosü' sin a[sin d- -|

(1 4- k) cos fl-
I^-J 91 sin J2 _ (1 -^ 4) SOS 0'- (1 — Y-)

•^
. T./-, /.>

I
„ . I ai 1 Vi — /- Vi — y- + 2 sin iti cos P' sin a—

_^

sm tp [VI— j'-=-)-2s?J8p cosfl smaj ' ' '

C(iS<f = 91 (a)"

[sin fJ- -|

(1 +/.;") cos (>'- —

•

^1

** "•

,, t,/ ro
I

£> • 1 ai ~l
Vi — y"' Vi — r"' + 2 sin <?' cos fl' sin a

sin aW I
— •/'4-isincD rnsfl sina\ ' '

1 '
^rr^ sin ip" [Vi — y''+ - *'"

f

'

'^°^ ^' *'" "
1 "2 4/-; Tj^ I n ..•.. ,.' -„. O' .;„ _ ~

' ^ ''

Vl—y [sin 0- -i

^ ' 'l-H^ 9r, _ .
sin ,T2 + (1 + k") cos fl 2^1 - y^)

^_^^^
^.,^ 5t"(a"J'

Sehreibcn wir nun 93) kui'z folgendennassen:

51", («"„)' = 5l'„ («',)' — 2( («)' — 21",, («"„)'

und ebenso 94)

5r„ («'„)" = 2r, («'„)' — 21 («)" — 2t", {a",)"

und nudtipliciren ^vil• die erstere mit der Gleicluing

2l"„ (a"„)' = - 2t (a)' - 2t', (a'.,)' - 2t".. (a",)'

uiul die zweite mit der (lleichung

5l'„ (cVj" = 2t (a)" + 2t', {a\)" + 21", (a",)"

so nniss in dem Produete

21",; {a"„)' (a"J' = 2i^ « [a)' — 2t'/ («',/ (a',)' + 2t"/ {a\y {a'\y + 2t [2t', (('/)' (a',,)'— (^/j'(a)') +

+ %",((a)' {a"y + («"„V (a)')] + 2t', 2t", [(«",)' (a',)' — («',)' (a",)']

für den Fall der Zerlegbarkeit

\/ / ; \, // \> I \i sin [0 — <p") sin Ifl

(«) (a ,) + {" J GV) —
V{i - y-) (1 - -D

(«",)' (a',)' - («',)' (a",)' =
und in dem Produete

'2f,; (r/„)" (a'„)" ^ — 2l=(«)" (a)" + 2t'
;^ («',)" (a',)" — r,'-' («",)" (a",)" + 2t[2t',((r/,)" (a)" —

— (^^)" (a'J")— 5t".((«)" (a",.)" + {"-X Oi')")l -+ 5t', 2t", [(«',)" (a",)"— («",)" (a',)"J

fiir den L'^all der Zcrleübarkeit
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118 Josej)li Grailich.

(a,) (a) -(«) (a,) - - ^^^_==^^==^

(a) (aj +(«',) (a) --^^^=-3^===^

(«'..)" (a",)" - («"J" (a'O" -

sein. Dies wird nun zu untersuchen sein.

Substituiren wir in die erste dieser seclis Bedingungsgleichungen die entsprechenden Werthe,

so erhalten wir nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors K(l — f) (1 — f') folgende

Gleichung:

[sin^ + (1 + k") (1— f) cos 6'-) cosf sin <p— [sin (?'+(!+ k) (1 — f) ^os ö'"] sin <p" ms <p =
= sin

{(f
—

• (p") sin r?',

ordnen wir diese nach den Coefficienten von sin 8- und cos &-

sin J- sin {f
—

(f") + cos ff- [(1 + ^") (1 — f") <^os f sin (p — {l+ k) {l—f) '^in f cos jr] =
sin (^ — ^") sin d'

folglich

97) (1 + k") (1 — f) cos f sin ^^ = (1 + k) (1 — f) sinf cos <r.

Substituiren wir dagegen in die vierte Bedinguugsgleichung die entsprechenden Werthe, so

finden wir nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors J/(l — f) ( 1 — ;-'"') folgende

Gleichung:

[sind^-— {l + /.•) (1—r) cosiy"]sin (p" cos <p — [siniJ' — (1 + ^") (1 — f') ^-os 0'") sin
<f

cos
<f"
=

= — sin {<p
— ^") sin J^,

ordnen wir aucli hier nach den Coefficienten von sin d' und cos Ö'-

— sin 0- sin (f
—

Jj")
— cos Ü'-

[(1 + /.') (1 — r) sin f cos {?—(! + /j") (1 — f-) cos f sin (p\
-=

r= — sin {(p— (p") sin d^

was somit auf dieselbe llelation

(1 + k) (1 — /--) sin (p" cos j? = (1 + W) (1 — ;-"-) cos <p" sin (p

führt. Substituiren wir nun in die zweite und lunfte Bedingungsglcichung und multipliciron wir

beiderseits mit

(yi —y'+ 2 sin <p' cos 6' sin a) J/(1 — f) (1 — ;-'-) (1 — f')

so erhalten wir

(1 _ f')[sin (f— (1 4- k") (1 — /-'") cos Ö") cos f' sin <p + (Vi— ^" + 2 sin (p' cos 6' sin «)- (sin rT -

+ (1 + k){l—f) co.sf/-) sinf cos (p — sin {<p+ <p") sin o^V 1—r" (V 1—r"+ ^^ ^i'i <p cos 6' sina)

\\—f- + 2 sin (p> cos ' sin af [sin <?' + (!+ k") ( 1 — f-) cos 0'-) cosf sin ^ + (1 — y'-) [sin (f -

_ (1 + Z.') (1—r') cosir^sin ip'cos <p—— sin {f+ <p") sin (TV l—f- ()/I^^+ 2 sin (p> cos ff sin a).

Addireii wir and onlncu wir zugleich nach sin a' und cos ff-, so finden wir
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Brechung und Beflexion des Lichts an Zwillingsflächen. 119

sin ff' sin (j?4-f") [(1— r") + {Vl—r"^-\-^sin f cos 6' sin «)-] = cos 6"-
{{\~f-)— (V'l— ^'- +

-(- 2 sin (p cos 6' sin «)-] [(1 + W) (1 — ^"") av« ^ cos (p" + (1 -f /j) (1— y-) sin <p" cos^]

Substituiren wir dagegen in die dritte und sechste Bedingungsgleiclumg , so erhalten wir,

indem wir jede derselben mit

Vi — j-'ä (Vi — y"' -\- 2 sin <p' cos 6' sin a)

sin <p" cos <p"

multipliciren, aus jeder die Relation

{Vl—y- + 2 sin (p' cos 0'- sin af [sin ff' + (1 + k") (1 — f") cos 6") = ( 1 — f') [sin d'— (1 + k")

(1 — f") cos ff")

und wenn wir auch hier nach sin d" imd cos 0'' ordnen

(1 + /b") (1 —r'") cos 0"[{l —f-) + (Vl—f' + 2 sin (p cos ff' sin ry.)-] =.«« ff'[{l —y-)

— (|/l — Y'-
-|- 2 sin (p cos ff' sin </.)"].

Dividirt man durch diese Gleichung die Relation 98), und substituirt man in diese aus 97) den

Werth von (1 -|- k!') (1 — /'") sin <p cos <p", so erhält man schliesslich die Gleichung

• f I "\ (1 — r'-) + (^1 — r'- + 2 sin <p' cos ft ' sin af „ . " (1 — T'^) — [Vi — y'^ + 2 sin a' cos $' sin a)2
Sin {(p4-w )—

\
-^ 2 smacosa '—^—^

' ^- '-

^^ ^ ' {V—y"i) — Wl —y'-^'lsinq)' cosd' sina)l' ^ ^ (i _ ^'2) + (y-i _ yi _|_ 9 ^in <p' cos ' sin af

welche, wenn man sie auflöst sich nicht auf Null reducirt; womit der Beweis der Unauflösbar-

keit geführt ist.

Nennen wir in 91)

(1 -{- k) Sin (p cos <p = n

(1 -{- k") sin <p" cos cp" = n"^

sin <p' cos (p = n'„

so erhalten wir aus 88), 89), 90) und 91)

2l'„ = — 31
P'0-C',C\C-„V^^^

-^QQ^
S o

wo ^y„ = n", c-f (a', b', c": + «". b", c'/) + n'„ «"„ b"„ c'/ c"/

y'„ = n [{b'f c"; + b": cf) n", c-:- + (c"/+ i"/) n'„ c'/ c"/] - n": c": («', b" ^ -
— a ,h,y — n; c; c ; a ; — n„ ?*,[(«„ b, — a, b „)- c ;{^ a ,b ^

—
^fi I'f \^ / 9 I / f •* ff 2 I ff ^ f ^\ // '>1— a . « o) c/ + («,.- c / + rt ,- c/) c „-]

•s . =n ^c ; (b ; c ; ^b ; c ;) + « „ c / c ," (6 „- + c ,;)

ferner

2{" ^ j^
j)"» — c^ c''f v'„ yg" „

101)

wo jy'„= n".. c'„ [&', o"; (d,. b",. - «"„ 6',.) + b", c'/ (a". 6"„ - a"„ 6",)]- «'„ «"„ c"„ c',^ r-"/

'i . = ?.

ferner
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120 Joseph Grailich. Brechung und Eeflexion des Lichts an Zwi.lUngsflächen.

]^(}2) 5J'
^::: 2(

/, — h\ e", c' „ Vg\

wo jy,= n'\ c"/ c'^ b'\ (a",. b\ — a, b",.) — «'„ c\. c"f [a\ (//'„ - + c'\;) — b\. a",, b"„]

y'. == '/..

s
,,
= *'„

endlich

103) 51",, = — 5t
' "' ^ "''

r̂
""" ^'"^

wo p'., = d\ c"„- c", i', («',. />", — ä\ b',) — ;«'„ c'/ c"„ [a"., (ft",; + c',;) — b\ . a"„ b".)

'/'. = 'J. .

Die einfachen Gesetze, Avelclie in diesen CHeiclniii^en cntliaitcn sind, wci-den im folgenden

Abschnitte abgeleitet.

(Sohluss im niiclisteii üaiido.)
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