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Annotation es
ad

theoriam atque historiam perturbationum coelestium

pertinentes

auctore

Carolo Guiel. Andr. Pfaff,

Pi'ofessore Noribergensi.

5. I. i) i\upcr illustrissimus La Orange *), dum demonstratlo-

nem analyticam pararet propositionis a Poisson propositae : sci-

I

licet aequationem saecularem axis majoris planetarum non existcre,

si vel ad terminos formae in' in' vel mm' respiciatur, vel ad se-

cundam potcntlam massarum (ut ajunt) -^ aequationes novas per-

turbatrices proposuit, quae et forma et simplicitate sunt memora-

biles.

Nexum

•) Mcmoircs de l'Iastitut Tome IX.
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Nexum herum aequationum atque istarum, quae hactenus ab

astronomis usitatae fuerunt, hoc §pho ostendere conaborj opera, ut

spero, non inutilis, cum et ad vulgares istas aequationes lux exinde

aliqua redundet, simplicitati istarum proficua.

Demonstratio haec ex ipsis clementis perturbationum petita,

formam supponet aequationum, quae et legibus quibusdam, quas per-

turbationes reciprocae sequuntur, farere videtur, casusque qui in

mutua coEporum coelcstium relatione quoad situra planorum atque

axium obtincre possent, simplici ratione complectitur.

2) Cum aequationes novae variationibus functionis cujusdam fl,

pendentibus a variatione elementorum, (seil, axis, eccentricitatis , no-

di etc.) innitantur, natura atque mutationes hujus functionis ante

omnia sunt explicandae.

Sumatur, (omisso ut in sequentibus factore qui a massa

pendit)

_r (P)
/2=iS ^— ~7T> dum 5 mutuam planetarum perturbationibus af-

fectorum distantiam, y' radium rectorem planetae turbantis designet

:

obtinebitur (P? ^> 9 distantiam perihelii a nodo3A

d fl c l I) <?(-P) < nodumj inclinationem adpla-i

dp \y'^ 6^1 ''P ( '"*'" fixum designantibus. )

d Sl t i I j d{P) p', b', 9 , eaedem quantitates relatae

dö ()'^ gl) dt) ad planetam turbantem.

dn _ u_ i\ d(P)

d9 -Ir' §') d<p

3) P quantitas ut ita dicam symmetrica est, a coordinatis

(planetarum mutuo agentium) in orbita pendens, coefficientibusque,

qui observationibus determinantur. Sint itaque x, y) x', y' coordi-

natae rectangulares in plauo planetae turbati, atque turbantis 3 erit
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(P) = (A) XX' + (ß) yy' + (C) xy'+ (D) yx<

\A)--\-ra^-Lh->r Mc— J^'d «= cos.(b'— t»)

(ß) = -|- Fi>-\-La+ Md— Nc h= cos.(b'—b)cos.9'cos.5)+ sin. p'sin.j)

(C)—— Lr+Mö— iVa— Fd. c^sin. (b'— b)cos.5)

(£>)=+ L'i

—

Ma-\- i:ib J^Fc d=sin.(b'— b)cos.9'

F=cos.pcos. p'j L= sin.p sin.p'} iU=8in. p cos.p'j iV= cos.p sin.p'.

Quantitas liaec (P) oritur retlucendo functionem sjmmetricara

XX'+ l'l' + ZZ' (in qua X, Y, Z . . designent coordinatas orthogona-

les ad planum fixumj ad coordinatas x,y..

Coclficiontcs (^), (S), (Cj, (Z?)'variis redüctionibus, rarias induere

formas in aperto est.

4) Es forma coefflcientium 3) proposita confestim obtlnetur

d(P)
-^=(D)xx' — (C) yy'+ (B) xy'— (A) yx'

simulquc proclivis est obserratiö : planum fixum, cum arbitrarium sit

in dispositione generali, transire posse per punctum intersectionis orbi-

tarumj hinc et b' ;= b sumitur, et c:=d= o evanescit. Itaque si ea

sit rautua planetarum constitutio, quoad situm axium, ut p = p' = o

sumi possit, aequatio formam hanc simplicem obtinebit

d(P)
-j— = COS. (?>'— ©) xy'— yx'.

5) Aequationes, quibus a, 6, c, d detfermtnantur, bas suppeditant

da db
j- =o} j~ = — sin. <p COS. (V— b) COS. 9' + sin. f' cos. fy

de d.d

^=— sin.(b'-b)sin.9; ^= 0.

Ex bis conflatur aequatio

21 =* d(P)
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d(P) ( db de \ l db de)

( db de A { db dcj
yy' «=os-p (

+

df "'''p'- d? ''" p'

(

yy' i^d^-^do]
!db de

j
( db de\

+ ^cos.p'_^sIn.p'J a:j'(M^--L^J
( db de ) I db dc\

yx'cos.p
j+^ sin.p'+^ cos.p'

J

T^c' (
iV^ + F^

J

Obserrare licet (nro 4), suml posse in disquisitionc generali

ci e
^

db \ \ 1 • •

b' = b; hinc et -7- evanescit) -r- obtinetur = sin. (9'

—

f); hinc si ea

sit mutua planetarum constitutio ut suml possit p^=p'=o; aequatio

aderit -^— = sm. (9'— o) yy'.

6) Denique adsunt aequationes ex 3)

da db
.

de
-TT = sin. (b'— 6); -Tr= sin,(b'—b)cos.®'cos.j)j -Tr=— cos.(b'—b)cos.95

dd
7T-= COS. (b' b) COS.9'

Es quJbus sponte fluunt sequentes inter a, b, c, d, atque illarum va-

riationes,

db da d e
d.cos.9-^ = o; ccos.9-^=^.sin.j.

de dd db
a.cos.9 +^ = o öcos.?+^=^.sIn.9.

Ex his aequationibuSj difierentiando aequationes 3), quibus natura

quantitatis (P) determinatur, eruitur sequens, juucta aequatione

nro. 4)

cos.



d(P) d(P) /
(

tZ6)N /
(

du)

de)
I-M^acos.9+ ^^^\

( dd)
,

•iVJ/jcos.S)+ ^j|
'

(
da

+ F jccos.f)—
^jj

( dd)
\
+ M]bcos.<p +

^\r

j-iv|acos.!p +
^j

+ xy'
dd)

Fl hcos.f+^

de,

acos.9+^

db\

M{ dcos.f-j^

N\—ccos.f~\-
da

di

+ jx' •acos.p-^

dd,

"di
Li— öcos.p-

M\— ccos.p+ -TZ

nI
d6;

+ dcos.<p--^^

COS.f

scilicet,

d^P; d^'PJ .
t ^db dc^ . . , dh . , de

,-

—

—-=:+ xx'l iV-r- + i' — 5 siD.i»=: iin.ilixx'cos.p
l + -r-s\n.p'+-j-coi.p')

'dp <ib ( dip dipi ^ ^
' ) dif, ' df ' i

!dh dc) ( db de
j-^%-^

^d^l
""-^ + s.n.<pyy's.D.p j-_cos.p'+^sln.p'j

!db -dc| . / db dc _
>

^d^-^d^j ^'"-^ +s.n.<pxy'cos.p
j
+ -cos.p'--sin.p'|

f

d6 dei ( db dc i

~^d^-^d"j *'"-^ + sin.^yx'sin.p j--s;„.p'-^cos.p'|

Ex qua aequatione apparet, coefficientes his termlnisjunctos eosdem plane

, dP
esse quam eos qui in aequatione j- occurruntj mutatia signis termim

se-
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secundi ac quartij. atque loco sin. p posito cos. p et vice rersa)

additoque factore sia. f.

7) Quibus jam paratis ad aequationes ipsas transearaus.

Aequatio nova pro parametro quam per g designamus, quam affert

Ea Grange^ baec est

dg dP. ,—--= 3— ; Itague secundum ea quae hactenus tradita sunt
2 Vg dp ' ^ ^

Aequatio hactenus usitata häec erat

= {^- pj
^+[(A)xx'+(S)yy'+(C)xy' + iD)yx'] jax^^+ajl^li

Reductionibus adhibitis, oritur

dx dy,
-Ml

scilicet

Ai^-lA {^cF-^dfi HB)r+^{D)x'-y{A)x'-y{C)y] ;

est aequatio nova, cujus demonstrationem quaesiTimus , identica prae«

cedenti novae.

8)



8) Aequatio noi>a, rariationes paramctri determinans haec est:

d\) ein

(-1 l]dP
=— \~r\

— ~i I :5~ es uro. 2)

=- xx'6.n.p|^-sin.p'+ ^cos.p'J 1^^ _-pJ

fd6 cZc ^f— jj'cos,pj^^^ cos.p'-^ sin.

p'jI

-xy sJn.p
] ^^ cos.p'- 'g sin.

p'J j

de

df'

(db de ^\ .—yx' cos.p r- sin.p'+-j cos.p' 11 ^^ ^^°- 5)'

Aequatio vulgaris, rariis sub formis proposita, si deducatur ex

aequationibus in Mecanica coelesti *) pro tribus quantitatibus de,

de', de" prolatis, ita se habet

— VgS'n-?-d7=[^— pj
[^sin.p+ jcos.pJ

jX'sin.bsin.j) — 1'' cos. 6 sin. 9 + Z' cos5>|

Factor hanc aequationem intrans, pendens a coordinatis orthogona-

libus (ad planum fixum relatis) planetae turbantis X', Y', Z', r.e-

ductione ad coordinatas in oibita facta, methodo usitata prodibit

-j- sin.b sin.f» ! |cos.t'cos.p'— sin.b' sin.p' cos. j)'|
x'

— ccos.b' sin.p'+sin.b'cos.p' cos.y)'| y' 1

— cos.

•) Libro II. Cap. VIII. §. 64.
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— cos.bsin.oj |sin.b'cos.p'+ cos.b' sin.p'cos.yj'j x'

— Jsin.b'sin.p'— cos.b'cos.p'cos.p'j y' 1

-\- cos.pj sin.p' sin.p' x' + cos, p' sin. p' y' !

es quibus formulis factor iste tandem obtinetur

— x' cos.p'sin. (b'—b) sin.<p

— x' sin. p' |cos. (b'—b)cos.9'sin.<p— sin.fi'cos.fj

_]- y' sin. p' sin. (b'— b) sin.p

— y' cos.p' |cos.(b'—b) cos.p'sin.©— sin.p' cos.
^1

de db
cujus coefficientes congruunt cum T~" et -^ nro. 5).

Exlnde prodit aequatio

r I i^ , . A f . (^^ dc\
—V£sin.9.db=| -v

—

"~t| jxsin.p+rcos.pj 1+ ! sin.p'-—+ cos.p' — Ix'i

b'^ 5^J * Ml df ' dpj I

\ ( dö . de)
,1+ I cos.p' :; sin.p' —- 1 x'V

quae plane congruit cum aequatione nova, cujus demonstrationem

paravimus.

9) Aequatio nova rariationes Inclinatlonis determinans^ a La
Orange proposita, haec est

dffl d.n dSl

^g. sin.p. ^ = cos.p. ^-;^
Aequatio haec, adhibltis reductionlbus nro. 2) et 6), in hanc abit

III
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df (II db de
+ XX' COS.p f ". Sin.p'+;- COS. pdf

db

df

de
+ yy' sin.p j— — cosp'+— sin. p\

( dö de
+ xj' COS.p j+ — cosp'— — sin. p'

( d6 Je )

+ yx's.n.pj--sin.p'-^cos.p'j

sin.ji

Acquatio usitata prorsus et dcmonstratione et forma similis aequationi,

variationcs Nodi determinanti; haec est:

-V
. dp

er I

° dt
\—^—"TT

I
(xcosp—jslnp)(A''sinbsinp— I''cosbsin9+ Z'cos.9)

quae reductionibus nro. 8) adhibitis in hanc abit

d(p (I I
)

~^S-d^= j^-;p} (X COS.p-j sin.p) + cos.p'^Jx'+ Jsln.p'^-

!db . dc)
cos.p'^- sin.p' ^jj'

Quam plane Identicam esse cum aequatione nova, sponte ap-

parct.

10) Demonstratum jam est, aequationes novas, quibus variatio-

nes parametri g, Nodi b, Inclinationis 9 determinantur I, II, III, fa-

cili negotio derivari ab aequatlonibus vulgo notis. His additur ac-

quatio pro variatione axis magni, quam a variatione functionis Si

penderc olim ab illustrissimo la Grange ostensum fuit: ita ut

unica tantum acquatio supersit;

2J 11)



ii) Antequam ad hanc probandam transeamus, adnotationes

quasdam, quas forma singularis aequationum propositarum postulare

videtur, hie proponemus. Positis b' = b, quae hypothesis semper

locum habet, cum situs plani fixi sit arbitrarius, casu quo duorum

planetarum se turbantium ea erit constitutio ut p':^p=.o poni queat,

aderunt aequationes

db (I I
)

V^g . iin.f -Jl—— ]y3—^^ sin. (9'— 9) yy'

d'p (I I )

12) Si rariationes mutuae duorum planetarum considerentur,

forma aequationum hactenus tractatarum symmetricam quandam prae

se fert speciem, si ad quantitates xx', yy', xy', yx' respicias.

Coefficientes solummodo, quibus hae quantitates afifectae sunt, diver-

si sunt; factorque f -jj — -rj ), si de perturbationibus reciprocis

quaestio est, abit in ( -j- — ~1 ) 5 ita ut in his perturbationibus

mutuis ivßnita occurrat terminorum niultitudo, qui in ratione con-

stanti sunt, scilicct in ratione horum coefficientium.

13) Simili ratione apparet perturbationes unius ejusdem pla-

netae quoad parametrum g; Nodum b; incHnationem f continere

muhitudinem membrorum, quae coefficientibus tantiim dlfFerantj ita

ut calcuü numerici explicatio solummodo sola quantitate 52 intrica-

tior
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tior fiatj qua eiplanata rcliquae sint satis erpeditae calculi partes.

Hacc annotatio ipsiirn calculi praxin adjuvare potcst.

14) Hanc disquisitioncm excmplis lUustrare, commodum erlt.

Pallas et Juno actione atque attractione niiitua sc pctentes in cal-

culuiu voccntur. y designct radium rectorem Palladis
3 j' radiu

vcctorem Junonis^ rn, in' massas (ut ajunt) planetarum j tres aequ

tioncs, de quibus liüc §plio scrmo erat, ita sc habebunt {^x, y; x',y

denotant ut supra coordinatas orthogonales in orbita).

Aequationes determinantes rariationesparametri etc. actione Pal-

ladis et Junonis reciproca oriundae.

Aequationes pro Pallade, turbata Aequationes pro Junone turbata

a Junone

}

a Fallade.

'•f.=
(1 1) (— o,88'76i xx') ä^' (1 I] C+o,()o322a;x'

- ">' = V SJTä- -^3J
\_o,9o322 rr( Tt^-'^^^^'W~^ )+o,8836. yy
l+o,3()6i8 xy

^
1— 0,82847 xy'

(— 0,32847 yx) ( -|- 0,39618 yx'

(Zb m' ( 1 1 1 l— 0,24767 -i^^^'J db' w ( 1 \\ (+0,23-94 XX'
' dt~ VB-s'"?ir'^ J^) )+ 0,11607 3T'f dt \''g,'%\nf\-^ j^j 1— 0,10420 vy'

1— o,i454Bxy'^ !-{- 0,i3j7i xy'

i '+0, 10760 3-x') (— 0,19804 yx'

iip _ m' f I 1^1 /+o,i()-rtoxr'^ d^_ ^ (_|^ ^\ r+- 0,18571 xx'
'"• 'dt~~Ys, iv^~ i"' )f 0,14548 yy'f dt — vg ^ ^^ \^ 0,19804 yy'

J
j- o, 1 1607 xy-l

J
— o, 1 0420 xy'

(+ 0,24-^67 yx') f— 0,25794 r-r'

T5) Aequationes dilTcrentiales allatae prImi gradus, in quibus

t denotat tempus, integrationem directam adraittuntj quando ö
"" '

27.
'' expli-
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explicari potest per terminos cosinus aut sInus motus medli conti-

nentcs: quod in systemate planetarum scmper locum habere, de-

monstrandum erit in sequentibus. Quantitates x, y; x', y' similiter

ita explicari atque erolvi^ notum est.

i6) Restat jam aequatio^ qua rariationes perihelii determi-

nantur.

Jam formulae sequentes ex theoria motus clliptici sine ne-

gotio derirantur

dy dx a^sin.u* dx
' de ' de y

•' dt

dy e dy ae sin.u e y dy

nayf i—e-

Ex bis, substitutionibus factis, obtinetur
1

dP.

d7

!l i) y ( dx dy dx dy)

+ 8~ ax

Jam si ex aequationibus hactenus usitatis, quas ofiFert "Vlechan. celest. *)

ex aequationibus pro quantitatibus df, df\ df" deducatur aequatio

rariationes perihelii exhibens, obtinetur (introducendo coefficientes

d

•) Lib. U, Cap, VIII. $. 64.

il
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dp
^+ C08.5

db { Ay ». ä(P) {aY'—!iX'

dt dt cos.y.e

cos.psin.j) f—
I

'

cos.5> ^

. db
cos.psm.j) -T

df^
-s.n.p.^J

y—y2^1 L
dt ) e

Ut hacc aequatio analoga reddatur praecedentJ, notandae sunt for«

mulae sequentcs, quarum demonstratio obriaj scilicet

y dt

dy
V'g I (^)x'+ (C)j'

I
; (^ et (C) nro. 3 determinatae

}

dy ^dy

Similiter ex acquationibus II et III nro. 8 et 9. sequitur

( (db de
/<!r

dt) dj) r ^ I ^
cos.p sin.p^ - sin.p^=- ,n|^-

-3

j

ni lao ac \ \

Jj|cosp|^cos.p'-^sin.p'jj

( {dh de i"\

/^|ä'°-Pid^^'"-P,'+d^'=°«Plj

Porro cum coefficientes a, ß his aequationibus determinentur

a = cos.l) cos.p— sin.b sin.p cos.p

/B= sin.b cos.p + cos.fc sin.pcos.j)

atque valores V, X' ope coefficientium, qui quantitatibus a, /S ana-

log! sunt ad coordinatas y', x' reduci queantj colligentur aequatio-

nis termini productis yy' atque yx' juncti, ope reductlonum, quas

de
offerunt aequationes acos.b'— asin.b'— cos.p sin.9. 3— atque

db
(iSsin.b' + acos.b')cos.9'+ cos.p sin. j) ^,

Quo

*>^ = .^-i-
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Quo facto identitas coefficientium, prodncta yy' yx' comitaii-

t!um in aequationibus tum nora tum prius usitata sponte apparebit:

^cujus evolutionem solummodo brevitatls gratia omictimus).

17) Caeterum simili ratione qua termini e membris

{a.Y'— ßX'\ ydy cos.psin.j)
f

db , <£p^
j

I

—— atque ! 00s. p sin. © ~ — sin.p -p
|

^ cos.pe J dt cos-jj ^^ dt dt )

reductionibus coalescunt, eadem quantitatcs y —j— atque termini

rcductionibus superioribus oriundi coalescunt, ita ut aequatio cradat

simples satis

(dp db'] I ( dx d(P)
( ) 1 . 3 ,

IV. 4i+-«?d-J=p:rgi[^d^--V+^° {(^)x'+(c)y)j j+5-x/g

quam inter aequationes perturbatrices recipere nee usus practicus

vetabit.

Ig) Hacc aequatio differt forma ab aequationibus I. II. III.

de
. .

verum demonstrari potest aequationem, qua -j- (rariationes eccentri-

citatis) determinantur simili plane forma gaudere: ita ut symmetria

quaedam hac ratione reatituatur.

vn.
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