Uber den Foucault'schen Pendelversuch
Dr. Tammen.

A. Einleitende ]:h}t.ruulltllugeu.
I. Zur Kritik der Vorgeschichte.

Vorarbeiter Foucault's. Wenngleich die indirekten Beweise fiir
die Drehung der Erde um eine Achse in ihr so zahlreich als
iberzeugend sind, so werden doch direkte Jeweise fiir dieses
Phiéinomen jederzeit das Interesse der Physiker sowohl wie der
Astronomen in hohem Grade in Anspruch nehmen. Diesen Ge-
danken sprach schon Galilaei aus; und wenn man bedenkt,
dals gerade G alilaei, besonders durch seine Betrachtungen iiber
den freien Fall und die Pendelbewegung, in ausgezeichnetster
Weise den spitern direkten Beweisen fiir die Erdrotation wvor-
gearbeitet hat: so ist es vielleicht nicht uninteressant zu erfahren,
dals Galilaei die urbringung eines solchen Beweises fiir ebenso
unmiglich als wiinschenswert erklirte.

Erst Newton erkannte die Miglichkeit der Erbringung eines
direkten experimentellen Beweises fiir die Erdrotation; derselbe
schlug niimlich am 28. Nov. 1679 in einem Briefe an Hooke der
konigl. Gesellschaft zu London den freien Fall eines Kiorpers aus
groiser Hiohe als ein Experiment vor, wodurch die von einigen,
z.B.von Tycho Brahe noch immer bezweifelte Achsendrehung der
Erde bewiesen werden konne. In den von Ho oke auf diesen Vor-
sechlag hin angestellten Versuchen betrug die Fallhihe nicht mehr
als 27 Fufls; deshalb gaben dieselben kein Resultat. Auch die
von Guglielmini im Jahre 1791 auf dem Turme degli Asinelli zu
Bologna bei einer Fallhthe von 90 Fuls angestellten Versuche er-
gaben kein sicheres Resultat. Erst Benzenberg gelang es glin-
zend im Jahre 1802 durch Fallversuche auf dem Michaelisturme
zu Hamburg bei einer Fallhthe von 235 Fuls, und wiederholt im
Jahre 1804 durch Versuche im Steinkohlenschacht zu Schleebuseh
in der Grafschaft Mark bei einer Fallhthe von 262 Fuls, die ist-
liche Abweichung des fallenden Korpers von der Lotlinie und
damit die Rotation der Erde um ihre Achse direkt experimentell




nachzuweisen. Die sehr genauen Versuche, welche Reich im Jahre
1832 1m Drei- Briider-Schachte zu Freiberg bei einer Fallhthe von
488 Fuls anstellte, bestiitigen die Versuchsresultate Benzenbergs.
Uber einen Fehler in der von Olbers fiir die Benzenberg’schen
Versuche gelieferten Berechnuug der Ostlichen Abweichung eines
fre1 fallenden Korpers s. Arb. d. Vert. Carls Repert. Bd. XVIII p. 282.

Ein anderer bedeutender Mathematiker und Physiker, Poisson,
welcher durch seine Betrachtungen iiber die Bewegung eines Pro-

jektils iiber der Oberfliche der rotierenden Erde (Journ. de I'Ecole

Polytechmique Heft 26. 1837) die wesentlichsten Schwierigkeiten
tiir die Erbringung des zweiten direkten Beweises fiir die Achsen-
drehung der Erde aus dem Wege riumte, war iiber die Ausfiihr-
barkeit des von ihm vorbereiteten experimentellen Beweises einem
ibmhchen Irrtum unterworfen wie Galilael.

Der von Poisson vorbereitete Beweis fiir die Achsendrebung
der Erde wurde durch Foucault geliefert. Derselbe setzt ein frei
schwingendes Pendel voraus und zeichnet sich vor dem ersten
von Benzenberg gelieferten Beweise dadurch aus, dafs aus ihm
die Rotation der Erde um ihre Achse nicht so sehr erschlossen
zu werden braucht, als vielmehr direkt wahrgenommen werden
Kann, wenn man nur die experimentell leicht zu zeigende Kon-
stanz der Achsen rotierender Korper mit in Anschlag bringt.

Poisson aber war so weit davon entfernt, in seiner eleganten
Behandlung der relativen Bewegung eine Vorbereitung und eine An-
leitung zu dem s. g. Foucault’schen Pendelversuch zu erkenmen,
dals er sich zu der Ansicht bekennen konnte, die Kraft perpen-
dikuliir zur Oszillationsebene des Pendels sei zu klein, als dafs
sie das Pendel merklich aus seiner Ebene herausbringen und auf
dessen Bewegung melsbaren Einfluls haben kinne. Poisson be-
dachte nicht, dafs sich die kleinen stets in demselben Sinne wirk-
samen Einfliisse summieren, und dafs bei einer sehr grofsen Zahl
von Schwingungen die Summe der einzeln betrachtet sehr kleinen
Einfliisse sgehr wohl merkbar werden kann.

Ob schliefslich Foueault durch das Studium der Poisson’schen
Untersuchungen zur Anstellung seines beriihmten Pendelversuchs
veranlafst wurde? Ich michte es bezweifeln, gleichwie ich be-
zweitle, dals Poisson zu seinen mathematischen Untersuehungen
angeregt wurde durch die Kunde von den Erfahrungen der preus-
sischen Artillerie, nach denen Geschosse, weleche aus ungezogenen
Geschiitzen geworfen sind, bei richtig erfalstem Ziel regelmiifsig
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ein wenig rechts vom Zentrum der Zielscheibe einse hlagen. Denn
die W L'L}l‘wt[“li[allll”‘ zwischen der in der Sprache der s. ¢. hihern
Mathematik, d. i. der Differentialgleichungen, “whwmn Theorie
and der lltﬂhlllll“‘ durch das Ix]nnmrnt ist nmh jetzt keines-
wegs eine besonders lebhafte: und dies diirfte noch mehr gelten
fiir die Zeit Poisson’s und Fouecanlt’s,

Der Schlufs von der zeitlichen Aufe ianderfolge zweier Ar-
beiten auf einen innern Zusamme nhang liegt bei kritisch littera-
rischen Betrachtungen sehr nahe: ich mag deshalb um so weniger
die Schuld leichtfertiger Anwendung dieses Schlusses anf mich
laden. Wenn niimlich auch f{ feststeht, dafs Foucault die Arbeiten
Poissons kannte, so steht doch dem gegeniiber, dals Foucault
sich genitigt sah, Binet um eine analytische Be hnnHzmu des von
ihm experimentell behandelten Problems zu bitten. Jedenfalls aber
hat Foueanlt — also wie ich anzunehmen geneigt bin, nach-
traglich — ganz richtig erkannt, wie nahe Poisson der Lilsung
des Problems gekommen ist, durch welche er selbst Beriihmtheit
erlangen sollte; denn Foucault sagt Compt. rend. t. XXXII
p. 135, Poge. Ann. Bd. 82:

pum Schlufs noch eine Bemerkung, niimlich die: dafs die
beobachteten Thatsachen unter den Umstiinden, in welche ich mich
versetzt, vollkommen mit den Resultaten liberemmstimmen, die
Poisson in einer sehr merkwiirdigen _-U:h;'mdhm;_-' am Montage
den 13. Nov. 1837 in der Akademie vorgelesen hat. In dieser
Abhandlung behandelt Herr Poisson die Bewegung der Projek-
tilen in der Luft mit Riicksicht auf die tiigliche Bewegung der
trde und zeigt durch Rechnung, dafs unter unsern Breiten die
gegen irgend einen Punkt des Horizontes fortezeschleuderten Pro-
jektilen stets eine Abweichung nach der Rechten des am Aus-
gangspunkte befindlichen und der Trajektorie zugewendeten Be-
obachters erleiden. Es scheint mir, dafs die Masse des Pendels
vergleichbar sei einem Projektil, welches beim Entfernen von dem
Beobachter rechts abweicht, und welches also notwendig  bei
der Riickkehr zu seinem Ausgangspunkte in umgekehrtem Sinne
abweichen muls, was dann die fortschreitende Verschiebung der
mittleren ﬁth‘ﬁl]]“llll“‘ und die Richtung desselben bedingt. Jedoel
bietet das Pendel den Vorzug, dafs es die Effekte hiiuft und sie
aus dem Bereiche uh‘*' Theorie in den der Beobhachtung iibertiihrt.*

*'”'zi’f?*’i*'“f des . r‘r'e'”*wh setzes aus der ftrfffa"wffﬂ{rs-fum..' eines ro-
jektils. Die Poisson’schen dynamischen ]_"hﬂuunml rleichungen
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sind identisch mit denjenigen, welche Kirchhoff in seiner Me-
chanik p. 93 abgeleitet hat. Ich wiihle in Folgendem blofs des-
halb die Kirchhoff’schen von vielen Autoren adoptierten Bezeich-
nungen, um im weiteren Verlauf der Arbeit keine Veranlassung
AL Qiruh.-run;__wn in der Bezeichnungsweise zu haben. Nach Lor-
rektur eines Druckfehlers lauten die von Kirchhotf p. 93 gege-
benen Differentialgleichungen:
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Hierbei bedeutet:
¢ die Gravitationskonstante, sowie dieselbe aus der Erd-
anziehung und der Zentrifugalkraft resultiert,
w die Winkelgeschwindigkeit der Achsendrehung der Erde,
r die geographische Breite des Beobachtungsortes.

Die Voraussetzung unendlich kleiner Amplituden bat sich bes
vollkommen strenger Behandlung des Foucault’schen Pendel-
problems bis jetzt als unumginglich erwiesen. Unter dieser Vor-
aussetzung aber bewegt sich der Schwingungsmittelpunkt ganz
wie ein Punkt auf einer Ebene um ein in dieser Ebene gelegenes
Attraktionszentrum unter dem Einflufs einer Kraft, welche dem
jeweiligen Abstande des bewegten Punktes von dem festliegenden
Attraktionszentrum proportional ist.

Wiihle ich nun als diejenige Ebene, in welcher die Bewegung
vor sich gehen soll, die Ebene der (2, y), so vereinfachen sich die
Gleichungen 1) wegen der Bedingungen: :;; — o und :i-; == 0, 1IN
welchen ausgesagt ist, dafs der Massenpunkt des mathematischen
oder der Schwingungsmittelpunkt des physischen Pendels auf der
Ebene der (z, y) zu bleiben gezwungen sei, zu:
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Der Schwingungsmittelpunkt befinde sich ruhend in der Ruhe-
lage und werde durch einen momentan wirkenden Stofs in Be-
wegung gesetzt. BEs soll die Kriimmung der Trajektorie fiir den
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Anfangsmoment bestimmt werden; oder was auf dasselbe hinaus-
kommt, es soll der Radius des Kreishogens bestimmt werden, auf
welchem sich der Schwingungsmittelpunkt in Folee des Stofses
fortbewegen miifste, wenn er nicht von der Ruhelage aus durch
Attraktionskriifte behindert wiirde und sich also gleich einem frei
beweglichen Projektil bewegen kinnte.

Fine einmalige Integration der Gleichungen 2) ergiebt:
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und die Interpretation der Konstanten 4 und B hat gar keine
Schwierigkeit, wenn ich voraussetze, was ohne Beschriinkung der
A]i-'venlmnhmt der Untersuchung geschehen kann, dafs sich der
bewegliche Massenpunkt fiir die Zeit ¢ = 0 im Koordinatenanf: \ng
punkte befinde.

Nach Multiplikation der Gleichungen 2) mit resp. da und
erhalte ich nimlich durch Addition mit Beriicksichtigung der G lei-
chungen:
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die leicht zu integrierende Differentialgleichung:
dax ‘d x d y d
4 - .rf(_h.) =.d _‘)-—;‘:.
8, 7% NE)ita (._fr
aus welcher folgt:
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Wenn ich demnach noch mit « den Winkel bezeichne, welchen
die Richtung der Geschwindigkeit I' (s. 5) fiir die Zeit t=—o, d. i
fir den Anfang des Zeitelementes, withrend welcher der “'ulmmﬂ'
11ng&m1ttc1;11111]~.t das betrachtete Stiick Trajektorie durchliiuft, mit
der Richtung der - Achse einschliefst, so folgt:

6) A=TI.cos ¢: B=T".sn .

Setzt man aber die in 3) enthaltenen Werte der ersten Dif-
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ferentialquotienten in 5) ein und beriicksichtigt dabei die Glei-
chungen 6), so erhilt man:
(2wsiny .y Teosa)®*+(2wsinyY .2 — I'sine)* =17,

' "
der: | b | 74 4 o
( . [’ 08 )— [ ( I’ 8in ¢ = '
7) y =1 - —— = g e—eesae = Y i
) J 1 2qwsinw 2 W 8in 4 w? gin®

Die Gleichung 7) aber ist die Gleichung eines Kreises mit
dem Radius I': 2w sin @ und den Mittelpunktskoordinaten

— | CO8 I’ 8in «

) @y =
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Der Kriimmungsradius der Trajektorie fiir das betrachtete
Zeitelement ist = I': 2w sin; derselbe ist also der Geschwindig-
keit der Progressivbewegung proportional. Folglich ist die Ge-
schwindigkeit, mit welcher die Richtungsiinderung der DBe-
wegung erfolgt, von der Geschwindigkeit der Progressivbewegung
unabhingig.

Kinnte die Bewegung des Projektils auf unserer Erdoberfiiche
unter unverinderten Bewegungsbedingungen fortgesetzt werden, s0
wiirde von dem Projektil stets nach derselben Zeit die anféangliche
Bewegungsrichtung wiedererlangt sein, gleichviel weleche Werte
die Geschwindigkeit der Bewegung wihrend der Zeit angenom-
men hiitte. Bei konstanter im iibrigen beliebiger Geschwindigkeit
wiirde das Projektil stets in derselben Zeit einen vollen Kreis
durchlaufen haben.

Deshalb kann man bei passender Wahl der Geschwindigkeits-
einheit setzen:

o) W= 2wsn,

wobel unter w die Geschwindigkeit zu verstehen ist, mit welcher
das Projektil seine Bewegungsrichtung indert.

Fiir die Darstellung der Richtungsinderung kann ich dem
Schwingungsmittelpunkte withrend des Passierens der Ruhelage
eine beliebige Geschwindigkeit zuteilen, Ich denke mir, es habe
zu verschiedenen Malen der in der Rubelage ruhende Schwing-
ungsmittelpunkt einen Stols von verschiedener Stiirke, aber alle
Male in derselben Richtung erhalten, und es bewege sich der
Schwingungsmittelpunkt mit der durech den Stofs erhaltenen Ge-
schwindigkeit withrend der Dauer einer halben Schwingung fort
wie ein frei bewegliches Projektil; alsdann werden die Endpunkte
aller der in den verschiedenen Fiillen bei verschieden starken An-
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fangsstifsen vom Schwingungsmittelpunkte durchlaufenen Kreis-
btgen auf einer geraden Linie liegen; d. h. die Sehnen simtlicher
Kreisbtgen liegen auf derselben geraden Linie. Denn es miissen
die Tangenten in den Endpunkten aller Kreisbigen zu einander
parallel sein, da nach obigem in allen Fiillen wiithrend der Dauer
einer halben Schwingung die Bewegungsrichtung denselben Winke]
liberstrichen haben mufs. Deshalb miissen die verschiedenen Kreis-
biogen alle denselben Zentriwinkel haben. Es haben also die ver-
schiedenen von den Sehnen und Radien gebildeten gleichschenk-
ligen Dreiecke gleiche Winkel, weshalb ihre Basen eine gerade
Linie bilden miissen, da sie mit einem Endpunkt der Basis und
einer Schenkelseite zur Deckung gebracht sind. (s. Fie, 1.)

Fig. 1
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Wiahrend der Schwingungsmittelpunkt auf dem Kreishbogen
A L F fortgeschritten ist, hat sich die Bewegungsrichtung desselben
um den Winkel FNH = 3 FM A gedrebt. Die Schwingungs-
richtung des Pendels hat aber in du"{*“}l}li Zeit nur eine Drehung
um den Winkel 4 N erfahren. Wenn wir niimlich einstweilen
als Voraussetzung annehmen, dafs die Linic 4. in deren Rich-
tung der Schwingungsmittelpunkt im Moment der Umkehr einen
Impuls erfihrt, eine Symmetrielinie fiir die wiihrend einer canzen
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Schwingungsdauer durchlaufene Bahn, von der Rubelage A4 bis
suriick in dieselbe, ist, so giebt die Linie FA4 die Schwingungs-
richtung fiir den Moment der Umkehr an. Die in Wirklichkeit
vom Schwingungsmittelpunkt durchlaufene Kurve ist eine stern-
formige ]]}'}n+t_‘u'l:1+'li1_lt_‘.

Bei der Abstreifung der Voraussetzungen erfihrt dieser Punkt
eine eingehendere Ertrterung. Vorliufiz genlige es, durch die
vorstehende Betrachtung dargethan zu haben, dafs nicht nur die
Grofse der Richtungsiinderung der Trajektorie eines frei beweg-
lich gedachten Massenpunktes von der Geschwindigkeit der Be-
wegung unabhingig ist, sondern dafs dasselbe gilt fiir den Winkel,
um welehen die Richtung A F. in welcher der Schwingungsmittel-
punkt bei der eingefiihrten Voraussetzung im Moment der Umkehr
nach der Ruhelage A zuriickgezogen wird, absteht von der Rich-
tung, in weleher sich der Schwingungsmittelpunkt beim Verlassen
der Rubelage bewegte.

Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich leicht aus dem Werte fiir
die Geschwindigkeit der Richtungséinderung eines frei beweglichen
Projektils der Wert fiir die Geschwindigkeit, mit welcher sich die
Schwingungsrichtung findert; denn es ist:

9) X FAN=:2FNH.

Der Winkel # N H, welchen die Tangenten fiir die Ena-
momente der betrachteten halben Schwingungsdauer einschlhielsen,
dividiert durch die halbe Schwingungsdauer giebt ein Mals {fiir
die Geschwindigkeit, mit welcher die Richtungsiinderung erfolgte,
da diese {il_‘ﬂ'hu'i!si“giuf’i[ w=2wsin1 konstant ist. Der Winkel
F'AN, dividiert dureh die halbe Schwingungsdauer, giebt ebenso
ein Mafs wenigstens fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit der schein-
baren Drehung der Schwingungsebene withrend der Dauer eimer
halben Schwingung, auf welche es beim Foucault'schen Pendel-
problem allein ankommt.

Die in obigem angestellten Betrachtungen gelten unverindert
fiir alle vier Quadranten einer Doppelschwingung u. s. f. Wenn
ich also mit v die Geschwindigkeit bezeichne, mit welcher sich
die Schwingungsebene eines in unendlich kleinen Amplituden os-
zillierenden Pendels dreht, so 1st:

10) » = w.sin i!f-".
Die Geschwindigkeit der scheinbaren Drehung emnes w unendlich

Eleinen -la'i-!ir-fe'.f-"!*-.""uf-' seluvinaenden Pendels wird erhalten, wenn man die



10

]‘f{rmf-e‘u.*wtum'feu'inu"{a.{'tfe‘f der Erde um ihre Achse mit dem Sinus de

Breite des b’fufmr‘fehmgsnrff.ﬁ nmfh;,rai'ﬁ:e'a_';r*.!‘.

Wenn man die in die vorstehende Rechnung eingefiihrten
Voraussetzungen: 1) dafs man fiir die Bahn des Schwingungsmittel-
punktes wihrend der Dauer einer halben Schwingung einen Kreis-
bogen einfiihren kinne, und 2) dafs die Sehne dieses Kreishogens
Symmetrielinie der wihrend der Dauer einer ganzen Schwingung
durchlaufenen Trajektorie sel, festhilt und dem entsprechend die
Trajektorie des Schwingungsmittelpunktes aus Kreisstiicken zu-
Sammensetzt; so ergiebt sich leicht die, wie mir scheint. nicht
ganz uninteressante Bemerkung, dafs allemal in dem Zeitelement
nach dem Umkehrmoment die Bewegung in derselben Richtung
anhebt, in welcher sie in dem Zeitelement vor dem letzten vor-
hergehenden Umkehrmoment aufhirte.

Durch parallele Verschiebung kann man also die sdmtlichen
Kreisbigen der ersten Hilften aller Doppelschwingungen zusammen-

ig. 2. setzen, so dafs eine stetig gekriimmte
Kurve entsteht. Denn 4 O und B0
sind gleiche Sehnen gleicher Kreise.
deshalb miissen sie mit ihren zu-
gehirigen Tangenten gleiche Winkel
emnschliefsen; und zwar Winkel gleich

f
5t

der Hilfte des Aufsenwinkels C'O B
an der Spitze des gleichschenkligen
Dreiecks A O B. Hieraus folgt aber
unmittelbar, dals 4 B die den bei-
den Kreishigen 400D und BOE
gemeinschaftliche Tangente fiir die
Beriihrungspunkte 4 und B ist. (s.
Fig. 2.)

Die Summe aller dieser Kreisbigen aber ergiebt einen vollen
Kreis, wenn man alle Schwingungen heranzieht, welche das Pendel
vollfiihrt haben mufs, bis sich seine Schwingungsebene scheinbar
um 360° gedreht hat. In gleicher Weise ergeben die siimtlichen
zweiten Hiilften aller Doppelschwingungen einen vollen Kreis, und
beide Kreise werden in demselben Sinne durchlaufen, fiir unsere
nordliche Erdhiilfte nimlich entgegengesetzt dem Drehungssinne
des Uhrzeigers.

Ein frei bewegliches Projektil wiirde in der Hilfte der Zeit,
i welcher sich die Schwingungsebene eines Pendels um 360°




dreht, einen vollen Kreis durchlaufen; fiir unsere Breite (Zwickau,
=>00" 42.5") in etwa DD 763k, Wiirde dasselbe nach Verlauf

dieser Zeit, also bei der lxuulil{eln' in den Aus- Fig. 3.
gangspunkt der Bewegung arretiert und in ent- e

- = | N
cegengesetzter Richtung fortgeschleudert, so \
wiirde es in derselben Zeit von 55 763 ** den \

zweiten zur vollstindigen oo gehiricen Kreis |
durchlaufen. Es wiirde also in der Zeit von |\

111 526 %¢k- =301 48 = 46 *& in welcher auch die \ §
Schwingungsebene eines Pendels ihre scheinbare e =
Umdrehung vollendet, derselbe Weg zuriickge- 7 \
legt werden, welchen wir vorhin aus den Stiik- /
ken der Trajektorie des Schwingungsmittel- | |
punktes zusammengesetzt haben. \ /

Nl e

bewegliche Projektil zu seiner Bewegung nur e i

Dies entspricht dem Umstande, dals das frei

zwel diametral entgegengesetzt zu einander gerichtete Impulse em-
}uLm:m n hat, wiihrend das Pendel fortgesetzt Impulse nach ent-
gegengesetzten Richtungen erfihrt. Man sieht hieraus, dafs die
freuu  RUr 2um )’fra.ﬁ'-wufrﬂ'ra;xefref’f; cler IFJIT'H'E_JIJFI'HJ‘U selbst HrJfErI Hu:f
aber e.frlf' (e Hﬁ'f‘fef.an.f;;mr'uf{'r_:w_mff der fft'hf‘{’f__.”fifr:r}' durchaus keinen Fin-
Jiufs haben. |

Abstreifung der Voraussetzungen. Wire die vorhergehende Be-
trachtung Schritt fir Schritt vollkommen korrekt, so miifste die
Kurve der Geschwindigkeit, mit welcher der Schwingungsmittel-
punkt eines Pendels seine Richtung indert, fiir die Umkehrpunkte
Unstetigkeiten aufweisen. Dies ist schon auftiillig, da die Natur
in ihren Erscheinungen derartige Unstetigkeiten so regelmiifsiec zun
vermeiden pflegt, dafs schon die Naturphilosophen des Mittelalters
dieser Ltlunltilllh durch den Satz: natura non _;u:r'.tﬂ saltwm in ihrer
Weise Ausdruck geben konnten.

Man erkennt aber auch leicht, dafs die in Vorigem festgehal-
tene Voraussetzung, die Trajektorie des Schwingungsmittelpunktes
sei ein Kreishogen, nicht streng zutrifft, dafs sich vielmehr die
Trajektorie des Schwingungsmittelpunktes beim Herannihern an
den Umkehrpunkt genau in dem Grade stiirker kriimmt, in wel-
chem die Geschwindigkeit der Bewegung abnimmt, wenn man
blols den Einflufs der Geschwindigkeitsabnahme wiihrend der
nalben Schwingung ins Auge fafst; ja dafs schliefslich auch noch
direkt durch die Attraktionskriifte, welche stetic von der Ruhe-
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lage aus auf den Schwingungsmittelpunkt einwirken. eine Verstir-
kung der Kriimmung der Trajektorie herbeigefiilhrt werden mufs.

In Fig. 1 p. 38 stellt die Kurve ABCDA die Trajektorie
des Schwingungsmittelpunktes fiir eine ganze Schwingunesdaner
bei der Voraussetzung dar, dals die Attraktionskriifte. welche die
Bewegung bei der Hinschwingung auf dem Bogen 4B C ver-
zogern und bei der Riickschwingung auf dem Bogen C' DA be-
schleunigen, keine Anderung in der Bewegungsrichtung hervor-
rufen, also stets in der Richtung der Bewegung selbst oder dia-
metral entgegengesetzt zu derselben wirken. Bei dieser Voraus-
setzung schliefsen noch die beiden Tangenten der Bogen resp.
ABC und CDA im Punkte € denselben Winkel ein, welchen
die beiden Tangenten der Kreishiigen fiir den Umkehrpunkt ein-
schliefsen, da die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Riehtung
der Bewegung indert, von der Gesechwindigkeit der Bewegung
selbst unabhiingig ist. Bei dieser Voraussetzung besteht also die
Unstetigkeit in der Kurve fiir die Geschwindigkeit der Richtungs-
dnderung an den Umkehrpunkten noch fort.

Die wirklich durchlanfene Trajektorie aber ist dureh die
Kurve AK FG A dargestellt, und man erkennt leicht. dafs dieselbe
auch am Umkehrpunkte # stetic gekriimmt sein muls, da die
Geschwindigkeit der Bewegung in der Richtung von der Ruhelage
weg stetig bis zom Werte Null abnimmt und vom Umkehrmomente
an in der Richtung nach der Ruhelage zn i ganz gleicher Weis,
wieder stetig zunimmt, withrend die Bewegungskomponente normal
zu der jeweiligen Richtung nach der Ruhelage hin von den ver-
zogernden oder beschleunigenden Kriiften nicht beeinflafst wird.
Im Umkehrpunkte / mufs deshalb die Bewegung normal cerichtet
sein zu der Linie A #, welche den Punkt des Maximalabstandes F
mit der Ruhelage A verbindet. Hieraus ist gleichzeilig die Be-
griilndung dafiir zu entnehmen, dafs die Linie 4 F Symmetrielinie
fiir die Trajektorie sein muls

Mit Hiilfe der Figur 1 ist leicht zu erkennen, dafs diec Er

setzung der in Wirklichkeit vom Schwingungsmittelpunkt durch-
laufenen Trajektorie durch denjenigen Kreisbogen, welchen ein
frei bewegliches Projektil mit der konstanten mittleren Geschwin
digkeit des Schwingungsmittelpunktes durchlaufen wiirde, an sich
durchaus unstatthaft ist, und dafs aunf Grund dieser Ersetzung ein
richtiges Resultat nur deshalb erhalten werden komnte. weil sich
zufillig die beiden damit verkntipften Fehler kompensieren.
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Auch die Bemerkung, dafs in der kurzen Zeit einer halben
Schwingung ein so kleines Bogenstiick durchlaufen werde, dals
<ich dasselbe einem Kreishogen mit gentigender Genauigkeit an-
schmiege, niitzt nicht. Denn wenn auch in der That das Bogen-
stiick aufserordentlich klein ist, — es gehirt zu demselben ein Zentri-
winkel von etwa 3%/ Bogensekunden, wenn das Pendel zur Voll-
brincung einer halben Schwingung 1 Sek. Sternzeit gebraucht, der
Sterntag == 231 H6™ 4,1%% gesetzt, und die Breite des Beob-
achtungsortes v == H0° 42,5° genommen ist —; so ist doch zu
bedenken, dafs sich der bei der Betrachtung einer Schwingung
villie unmerkliche Fehler mit jeder Schwingung in demselben
Qinne wiederholt und deshalb schliefslich merklich genug werden
kann.

Sucht man den ersten der gedachten Fehler in der Annahme
eines Kreishogens als Trajektorie zu eliminieren, indem man be-
riicksichtiet, dafs der Kriimmungsradius der Trajektorie in jedem
Punkte der Geschwindigkeit, mit welcher sie durchlaufen wird,
nmgekehrt proportional ist, so bemerkt man leicht, dafs der Um-
kehrpunkt C durch diese Korrcktur etwas nach links verschoben
wird, so dafs nach dieser Korrektur eine um den Winkel JAC
ceringere Drehung der Schwingungsebene fiir die halbe Schwing-
ungsdauer gefunden wird. Denn wegen der Zunahme der Kriim-

mung ist notwendig:

AR ZR U A" od
CA RS [ JCKH= = FAK.

Bei der Korrektur des zweiten der gedachten Fehler, d. 1. bel
der Beriicksichticung des Umstandes, dals die von der Ruhelage
aus stetig auf den Schwingungsmittelpunkt einwirkenden Kriifte
eine verstirkte Kriimmung der Trajektorie bedingen, ist aber
auch wieder unschwer nachzuweisen, dals der Winkel JA € durch
den Einflufs dieser Attraktionskriifte gewissermalsen wieder gut
cemacht wird.

Da nimlich der Schwingungsmittelpunkt mit konstanter Ge-
schwindigkeit einen Kreisbogen durchlaufen wiirde, wenn er sich
nach erhaltenem Anfangsstofs wie ein frei bewegliches Projektil
bewegen konnte, so folgt sofort, dals fiir diesen hypothetischen
IFall auch vom Radiusvektor in gleicher Zeit gleiche Winkelriume
iberstrichen werden, dafs also auch die Winkelgeschwindigkeit
des Radiusvektor eine konstante ist; denn die in gleichen Zeiten
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liberstrichenen Winkelriiume sind Peripheriewinkel iiber gleichen
Bigen desselben Kreises, (s. Fig. 4.)

Die in der Wirklichkeit vom Schwingungsmittelpunkt durch-

laufene Trajektorie A EF G kann man aber aus dem Kreisbogen-

Fig. 4. stick A BCD erhalten, welches der

D/ frei beweglich gedachte Sc hnnw'llnm-.-

| mittelpunkt mit der Geschwindigkeit

des Passierens der Ruhelage durch-

laufen haben wiirde, indem man die

Bewegung des Schwingungsmittel-

punktes als eines frei beweglichen

Projektils und die Bewegung desselben

Schwingungsmittelpunktes in Folge

der Attraktionskriifte Afiir Endpunkte

- — von Intervallen, welehe man schliefs-

lich unendlich kurz werden lassen kann, als sukzessiv erfolgend

vorstellt, gleichwie man die parabolische Wurfbahn eines unter

hc:liuhi,}._:vm Neigungswinkel gegen den Horizont geschleuderten
Projektils konstruiert.

Da nun die von der Ruhelage aus auf den Schwingungsmittel-
punkt gelibte Einwirkung stets in der Richtung des jeweiligen
Radiusvektor erfolgt, so erkennt man bei diesem Konstruktions-
vertahren sofort, dafs durch diese Attraktionskrifte die Winkel-
geschwindigkeit des Radiusvektor ganz unbeeinflulst bleibt. Dem-
nach muls auch fir die in der Wirklichkeit durchlaufene Trajek-
torie die Winkelgeschwindigkeit des Radiusvektor konstant sein,
0 dafs im Endmoment der halben Schwingungsdauer der Schwin-
gungsmittelpunkt im Punkte /' der Sehne A.J Fig. 1, angelangt
sein muls. Hieraus ist zugleich ersichtlich, dafs » nicht blofs die
Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die halbe Sehwingungsdauer,
sondern die wahre konstante Geschwindigkeit der Drehung der
Schwingungsebene angiebt, sobald man die Lage der Schwingungs
ebene fiir jeden Moment durch die Lage des L-dlllllh\f‘]-.fl}lr:- lh:r
Trajektorie des Schwingungsmittelpunktes bestimmt.

Es muis also in der Wirklichkeit ebenso wie in dem zuniichst
der Rechnung unterworfenen hypothetischen Falle die Schwingungs
richtung des Pendels wihrend der halben "'u,humt-nn“ulnul sic 11
um die Hiilfte desjenigen Winkels gedreht haben, welchen in der
gleichen Zeit die Tangenten der Trajektorie eines {frei beweg-
lichen Projektils tiberstreichen wiirden.
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Obige Betrachtung lifst sich ganz unveriindert auf die drei
iibricen Quadranten einer Doppelschwingung ausdehnen u. s. f.
Somit ist jetzt in voller Strenge fiir ein in unendlich kleinen Ampli-
tuden schwingendes Pendel dargethan, dafs die scheinbare Dreh-
ung der Schwingungsebene mit der Hiilfte derjenigen Geschwindig-
keit erfolgt, mit welcher sich die Richtung der Bewegung eines
nach irgend einem Punkte des Horizonts geschleuderten Projektils
dreht, dals also die Gleichung gilt:

p = w stn. WY,

Peirinsius. Habe ich mich in Obigem mit der Betrachtung
der Bezichung derjenigen Minner zum Foucault'schen Pendel-
sesetz, welchen ich eine unbewulste aber wirkliche Vorarbeiter-
schaft zuspreche, so eingehend beschiiftigt, dafs dabei der Gedanken-
faden Poissons bis zur Fertigstellung eines strengen Beweises
fiir den beriihmten Sinussatz fortgesponnen wurde; so kann ich
mich bei der Betrachtung der entgegengesetzten Art von vorbe-
reitenden Gedanken um so kiirzer fassen. Denn ich brauche nur
eines Experimentes von Peirinsius zu gedenken, iiber welches
etwa um die Mitte des 17. Jahrhunderts Peter Gassendi in einem
Briefe an Naudé ausfiihrlich berichtet; (s. S. Giinther, Uber die
Voreeschichte des Foueault'schen Pendelversuchs, Sitzungsberichte
der physik.-medizinischen Societiit zu Erlangen vom 26. Ma1 1873).

Nach dem erwiihnten Berichte soll Peirinsius mit Hiilte
eines Pendels einen experimentellen Beweis fiir die Achsendrehung
der Erde geliefert haben. Dabei soll aber das Pendel nach dem-
selben Berichte spontan seine Lage in der Vertikallinie verlassen
haben, zuniichst nach West-Siid- West und Nord- Nord- Ost abge-
wichen und hieraunf zuriickgekehrt sein. Diese Erscheinung wird
der Ebbe und Flut verglichen. Peirinsius spricht also aller
Wahrscheinlichkeit nach von Ausweichungen eines zur Rule ge-
brachten Pendels, d. i, von Ausweichungen, fiir deren Ursachen man
wohl nur irgend welche dem Beobachter entgangene Stérungen
annehmen kann.

An den Untersuchungen des Peirinsius interessiert also zu-
nichst nur, dafs dieselben von dem Gedanken ausgehen, es miisse
dag Pendel durch seine Abweichungen die Rotation der Erde um
ihre Achse andeuten. Ich werde iibrigens noch Gelegenheit haben,
auf die Experimente des Peirinsius zuriickzukommen.

Foucaults Beweis fiir den Sinussatz. Nachdem Fouecault die
scheinbare Drehung der Schwingungsebene eines Pendels experi-
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mentell gezeigt, auch aus seinen Beobachtungen herausgelesen
hatte, in wrlfhor Weise die Geschwindigkeit, mit welcher die
scheinbare Drehung der Schwingungsebene L-.ltulgr. von der Achsen-
drehung der Erde und von der Breite des Beobachtungsortes ab-
hiingt, wandte er sich an Binet um Auskuntt dariiber, uil- sich
die von ihm beobachtete Gesetzmiifsigkeit aus den durch die Ro-
tation der Erde gegebenen Bedingungen mit Hiilfe der dynami-
schen Differentialg gleichungen berleiten lasse. Wiihrend sich Binet
noch mit der Beantwortung dieser Frage beschiiftigte, trat jedoch
schon Foucanlt selbst mit einer ele mentaren Ableitung des jetzt
nach ithm benannten Sinusgesetzes hervor: und diese Ab leitung ist
dem Wesen nach unverindert in alle, *-l”l*f[ in die neuesten Lehr-
biicher der Experimentalphysik aufzenommen.

Foucault selbst scheint den von ihm gegebenen Beweis fiir
(den Sinussatz nicht fiir villig streng gehalten zu haben: denn am
Schluls des Berichtes iiber seine E ntdeckung (Compt. rex nl F. XXXII
p. 135) sagt er, dafs er die Richtigkeit des vorausgesehenen Phii-
nomens sowoh!l seiner uchtung als seiner walrscheinlichen Grifse
nach festgestellt habe. Founcault spricht ferner von gewissen
sekunddiren Lirscheinungen, welche er vernachlilsigt habe, freilich
ohne nihere Angabe der Natur derselben: er spricht von schwer
zu beurteilenden Elementen, welche fiir unsere Breiten die Erschei-
nung etwas komplizieren, withrend sich dieselbe unter den Poler
in ihrer vollen Reinheit zelgen miisse; er wiinscht lebhaft die Auf-
merksamkeit der Mathematiker darauf hinzulenken ete.

Derartige Bedenken verstummten jedoch bald; und man findet
in den gebriiuchlichsten Lehrbiichern jetzt den elementaren Ablei-
tungen des Sinussatzes keine Angabe der zugelassenen und doch
oft recht wenig zuliissigen Ungenaunigkeiten beigegeben. Hierin
aulsert sich ohne Zweifel eine mit wissenschaftlicher Forschung
wenig vertriigliche Neigung, aus der Richtigkeit eines abgeleiteten
Satzes grofses Vertrauen auf die Richtigkeit der gegebenen Ab-
leitung zu schipfen.

Eine Kritik eines so wenig kritischen Verfahrens konnte nicht
ausbleiben und ist gewifs berechtigt; aber in der Weise, in wel
cher solche von einigen l\[dtlmmhkmn gelibt worden ist, scheint
sie mir doch etwas am richtigen Ziel vorbeizuschiefsen. Deshalb
habe ich schon gelegentlich in Carl’s Repert. Bd. XVIII p. 283
einige Worte iiber die Existenzberechtigung elementarer Beweise
emschieben zu miissen geglaubt. Ich habe hierbei historisch kri-
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tische Betrachtungen im Auge, welche wie die von O. Rothig m
einer historisch - didaktischen Studie tiber den Foucault'schen
Pendelversuch in der Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 24 p. 153—159
veriffentlichten, von der Zhesis ausgehen, dafs ein billigen Anfor-
derungen geniigender und deshalb fiir Schulzwecke tauglicher ele-
mentarer Beweis fiir das Fouecault'sche Pendelproblem nicht ge-
liefert werden konne.

Diese Thesis aber findet viele Verfechter. So sagt, um nur noch
einen zu nennen, G. Binder, Rektor der Realanstalt in Ulm:
,Ja, ich behaupte geradezu: die sogenannten elemeutaren Bewelse
des Foucanlt'schen Pendelgesetzes sind notwendig und ohne
Ausnahme mangelhaft. (5. Hoftmann’s Zeitschr. Bd. 8, p. 593).
[ch aber bin gerade durch das Studium der in die Theorie des
Foucault'schen Pendels einschligigen Litteratur zn der Uber-
rengung celangt, dals die elementar gehaltenen Beweise gar nieht
viel weniger zu leisten im Stande sind als diejenigen, welche mit
allem Aufwand der subfilsten Hiilfsmittel der sog. hihern Mathe-
matik gefiihrt werden. Um diese Ansicht zu rechtfertigen, michte
ich jedoch einige Worte iiber die Unterscheidung der elementaren
von der hihern Mathematik vorherzuschicken mir erlauben.

II. Zur Abgrenzung des Elementaren in der Mathematik.

Uber die Zahlformen. Das Zihlen sowie die miglichen direk-
ten Vereinfachungen desselben, fiir welehe in den Operationen der
Addition, der Multiplikation und des Potenzierens Regeln gegeben
sind, fiihren immer nur zu positiven ganzen Zahlen. Zu der Ein-
fiibrung der iibrigen Zahlformen hat zuniichst die Notwendigkeit,
diese Mutter so vieler Erfindungen, gelegentlich der Verwendung
der Umkehrungen zu den angefiihrten direkten Operationen zwin-
gende Veranlassung gegeben. Die fortschreitende Kultur brachte
mit dem Kreditwesen den Begriff der Schuld, dieses Gegenteils
nicht der Verneinung) des Vermioeens, und damit die negative Zahl,
indem die Auszablung oder die Subtraktion von dem Barvermogen
des Auszahlenden aus irgend welchen Griinden nicht vollstéindig
ausgefiihrt werden konnte oder sollte. Mit der negativen Zahl
giebt man den noch zu subtrahierenden Rest an.

In gleicher Weise leiteten Teilungsaufgaben, welche sich mit
den positiven oder negativen ganzen Zahlen nicht ganz zu Ende
fihren lielsen, naturgemiifs dazu hin, dafs man sich mit der An-
deutung der noch auszufithrenden Teilung des ungeteilt gebliebenen
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Restes begniigte. Dies geschieht durch die aebrochene Zahl., Hier-
mit ist das Gebiet der rationalen Zahlen gewonnen.

In der Praxis des zivilisierten Lebens geniiet aber auch noeh
das ganze Gebiet der rationalen Zahlen nicht immer. Wenn ich
z. B. die Seite eines Quadrates suche, dessen Flicheninhalt eleich
(L™ ist, so erhalte ich in V7 einen unendlichen unperiodischen
IJemanmwh, also eine Zahl, deren Wert mit beliebiger aber nie
mit vollstéindiger Genauigkeit angegeben werden kann, und welche
deshalb in dem Gebiet der rationalen Zahlen nicht unterzubringen
ist. Der unendliche Dezimalbruch hat die Form o0 : o und kann
aus derselben in einen gswohnlichen Bruch nur dann iibergefiihrt
werden, wenn sich in demselben eine Periode zeigt. Es lifst sich
aber durch eine einfache Betrachtung zeigen, dafs der Dezimal-
bruch, welcher — J'7 sein soll, so wenig ein Ende als eine Periode
aufweisen kann. Denn es miilste sonst durch Potenzieren aus
einem Bruche, welcher nicht blofs ein ll]lll”‘f‘llf’fl{]lu d. i. eine
in der Br I.Hl]hﬂl]l versteckte ganze Zahl ist, eine canze Zall er-
halten werden kinnen.

Mit der Einfithrung der irrationalen Zahlen, d. h. derjenigen
Zahlen, welche nicht mehr in das Gebiet der rationalen Zahlen
hm{*m]nﬂnn weil sie kein angebbares Verhiiltnis zur Einheit haben.
18t die Einfiihrung der Idee der Stetigkeit in die alleemeine Griifsen-
lehre ermoglicht; denn die beim Radizieren wie in I'7 gelegent-
lich {lllitlL?IEH[lL‘n wrationalen Zahlen von der Form 2 oo tiillen
das zwischen zwei rationalen Zahlen stets noch angebbare Inter-
vall in stetizer Weise oder kontinuirlich aus. Deshalb fiihren
naturgemiifs vorzugsweise Anwendungen der allgemeinen Grifsen-
lehre auf Ausmessungen des Raumes , also Aufgaben der Geometrie
des Maalses, zu irrationalen Zahlen, so z. B. die Aufgabe, das
Verhiiltnis des Durchmessers zum Umfange eines Kreises zn
bestimmen.

Fr‘z.tw'#w*-u:rur des }}’mr?ur'ﬁ'w der irrationalen Zahl. Unsere Anschau-
ung vom Raume sowohl als auch von der Zeit verlangt Kontinui-
tit der Dimensionen. In der Ausmessung derselben kann deshalb
die rationale Zahl, welche ihrem Wesen nach diskontinuirlich ist.
naturgemiifs nur qeln beschriinkte Anwendung erfahren: denn beim
Messen, d. i. beim Vergleichen z. B. zweier Strecken. der 7u
meswnden Strecke mit der als Einheit gewihlten, ist die Voraus-
setzung der Kommensurabilitiit in Wirklichkeit strenge nur un-
endlich selten erfiillt.
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Wie in der Analyse der Raumgebilde, so ist auch in der Ana-
lyse der Naturgeschehen die Annahme der Stetigkeit durchgehends
zuliissig, schon weil alle Naturgeschehen im Raume und in der
Zeit vor sich gehen. Deshalb und weil wenigstens fiir die Klar-
heit der Vorstellung die Annahme der Stetigkeit unerliifslich ist,
erklirt sich Kirchhoff in seinen Vorlesungen iiber mathematische
Physik gegen punktuelle Ursachen der Massenbeschleunigung, und
schlielst sogar alle Theorien aus, welche auf der Annahme von
Molekiilen beruhen®). Die Einfithrung einer ihrem Wesen nach
nicht mehr diskontinuirlichen Zahlform ist demnnch fiir die mathe-
matische Behandlung der Naturgeschehen eine conditio sine qua non.

Die irrationale Zahl ist die allgemeinste im Gebiete der reellen
Zahlen; in der fiir dieselbe zu gebenden Form miissen deshalb
auch die rationalen Zahlen darstellbar sein. Und in der That
giebt uns der unendliche periodische Dezimalbruch ein nahe
liegendes Beispiel fiir eine rationale Zahl in der Form o0 : co.
Mehr jedoch als auf die Bestimmung der Form kommt es mir
noch darauf an, das Wesen der irrationalen Zahl durch Hinweisen
auf ihre Entstehungsgeschichte zu charakterisieren. Der Zahlbegriff
mulste sich unserer Anschauung vom Raum und von der Zeit so
weit moglich anpassen. Diese Anpassung ist nur in der Idee mit
voller Strenge durchfiihrbar. Genau ebenso wie die negative Zahl
und die gebrochene Zahl an sich unausfiibrbare Operationen an-
zudeuten sich begniigen, so kann auch in der irrationalen Zahl
nur eine an sich unausfithrbare Operation angedeutet sein. Denn
s0 lange die Forderungen, welche sich aus der Anwendung des
diskontinuirlichen Zahlbegriffs auf die Ausmessung kontinuirlicher
Dimensionen ergeben, mit Hiilfe der rationalen Zahlen vollkommen
erfiillt werden konnen, d. i. so lange Kommensurabilitit der ver-
olichenen Dimensionen besteht; so lange liegt ja keine zwingende
Veranlassung zur Einfiihrung einer neuen Zahlform vor.

Die irrationale Zahl enthiilt die Forderung des Ubergangs
zur Grenze oo oder auch 0, wie wir spiter sehen werden. Diese
Forderung wird durch die vorgesetzte Silbe lim. oder durch eine
hintenan gesetzte Reihe von Punkten angedeutet, ganz wie das
Zeichen (—) die noch auszufiihrende Subtraktion und der Bruch-

‘) Anmerk., Die Bedeutung der Molekiile in der hentigen mathematischen
Phiysik kann ich nicht besser bezeichnen als durch die Bemerkung, dafs man
ebensowohl ein Molekiil in unendlich viele Raumelemente zerlegen als in ein
Haumelement unendlich viele Molekiile hineinlegen kann.
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strich oder das Zeichen (:) die noch auszufiihrende Division in
der resp. ersten oder zweiten Erweiterung des Zahlbegriffs anzeigt.
Es 1st also die irrationale Zahl eine Zahl mit hinzugefiigtem Ope-
rationszeichen wie die negative und die gebrochene Zahl. Die
Operation des Gl'mw,iihm'}._;'ullgﬂ kann im allgemeinen nicht zu Ende
getlibrt werden, gleichwie eine Division im allgemeinen nicht vollig
zu Ende geftihrt werden kann. Fiir alle Fille aber, in denen der
Ubergang zur Grenze vollig zu Ende gefiihrt werden kann, geht
die 1rrationale Zahl in eine speziellere, die rationale Zahl iiber,
ganz wie die gebrochene Zahl fiir alle die Fille, in denen die
Division aufgeht, in die speziellere ganze Zahl iibergeht. Das
Wesen der lnlitmnulcu Zahl, welche in mathematischen Betrach-
tungen dieselbe Existenzberechtigung hat wie die negative oder
die gebrochene Zahl, ist bezeichnet durch die Verquickung des
Stetigkeitsprinzips in den Zahlbegriff mit Hiilfe des Grenzbegriffs,
welcher fiir sich wieder auf das Prinzip der allgemeinen Relativi-
tit hinweist. Mit Riicksicht hierauf wird sich sogleich der Begriff
der irrationalen Zahl noch etwas allzemeiner fassen lassen, als
dies in der Form o0 : oo zuniichst geschehen ist.

Archimedes hat zuerst die Idee der Kontinuitit oder das
Stetigkeitsprinzip fiir die mathematische Wissenschaft fruchtbar
gemacht, Indem er dieselbe mit der sog. Exhaustionsmethode be-
schenkte, mit Hiilfe welcher er selbst bereits das Verhiiltnis der
Linge des Durchmessers zur Linge der Peripherie eines Kreises
mit guter Anniherung bestimmte. Leibnitz aber hat meines
Wissens zuerst eine klare und fiir mathematische Untersuchungen
handliche Definition {iir das Stetigkeitsprinzip gegeben, welches
er librigens noch als die lex continuitatis bezeichnet. Leibnitz
sagt, dais zufolge dieser lex continuitatis die Rechmung bei stetigem
Ubergange zum Unendlichkleinen wie zum Unendlichgrofsen das
Endglied mitumfasse. Mit dieser klaren Fassung des Stetigkeits-
prinzips hiingt die Ausbildung des gleichzeitic von Leibnitz ge-
gebenen Algorithmus der Differentialrechnung enge zusammen.

Es nimmt ndmlich der Differentialquotient da :d¢ zum Diffe-
renzenquotienten N\ :/\t genau dieselbe Stellung ein wie die
irrationale Zahl zu der einfach gebrochenen Zahl: nur dals im
Differentialquotienten der Grenziibergang nicht ins Unendlichgrofse
sondern ins Unendlichkleine stattfindet. Dals aber hierauf keine
wesentliche Unterscheidung basiert werden kann, erhellt schon
daraus, dafs man das Unendlichkleine als den reziproken Wert
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des Unendlichgrofsen auffassen und damit jeden Unterschied in
den Formen o0 : 00 und 0: 0 verwischen kann. In speziellen Fillen
konnen auch die Zahlen dieser Form 0: 0 rationale Werte erhalten.
50 erhiilt man z. B. aus y =27, %if = 2 also :: = 2, ganz ebenso
wie in der Form der gewihnlichen irrationalen Zahl o0 : oo auch
alle rationalen Zahlen darstellbar waren.

Die einfache oder gewdhnliche irrationale Zahl, der unendliche
Dezimalbruch ohne Periode, hat direkt kein angebbares Verhiiltnis
zur Einheit, bekommt aber ein solches, so wie man auf Grund
des Stetigkeitsprinzips die Zahlen durch Punkte der sog. Zahlen-
linte markiert und den Wert derselben durch ihrem Abstand vom
Nullpunkt bestimmt. In gleicher Weise hat der Differentialquo-
tient direkt kein angebbares Verhiiltnis zur Einheit und ist also
nach der Bedeutung des Wortes ratio = Verhiiltnis als irrational zu
bezeichnen; denn er hat die Form 0:0. Es wird aber auch das
Verhiiltnis dieser Zahlform mit Hiilfe des auf dem Stetigkeitsprinzip
basierten Leibnitz’schen Algorithmus angebbar, indem unsere
Ranmanschanung die Rolle der freundlichen Vermittlerin spielt.

Auf die Integralrechnung lifst sich das vorhin cesagte leicht
ibertragen; denn diese bietet uns Grofsen von der Form 0.co,
indem es sich in derselben um Summationen unendlich vieler un-
endlich kleinen Summanden handelt: und auch Grifsen dieser
Form haben direkt kein angebbares Verhiiltnis zur Einheit. Die
ibrigen vieldeutigen Symbole: 0% o0% 1%: oc — oo kionnen sich
schon deshalb von den Formen o0: % und 0:0 nicht wesentlich
unterscheiden, weil sie stets auf die Formen o0 : o oder 0: 0 zu-
riickgefiihrt werden komnen und in der That in jedem speziellen
IFalle zurtickgefiihrt werden miissen, wenn der diesem speziellen
Falle entsprechende bestimmte Wert erniert werden soll.

Zur Metaphysik der irrationalen Zahl. Leibnitz hat es, ge-
wils ohme deshalb Tadel zu verdienen, unterlassen zu untersuchen,
ob solche unendlich kleinen und unendlich grofsen Grofsen wirk-
lich existieren (reales) und streng mathematisch (in sensu rigo-
roso ac Her’ff!;n"af;.ﬂ'r'u) nachzuweisen oder blofs gﬂtlﬂ[tlltﬂ Grifsen sind.
Die Untersuchung dieser Frage, welche fiir Metaphysiker vielen
Reiz haben diirfte, wiirde wahrscheinlich eine enge Beziehung
zwischen den Prinzipien der Stetigkeit und der allgemeinen Re-
lativitit zu Tage fordern. Wenigstens ist beim weitern Verfolgen
des dem Leibnitz'schen Algorithmus zu Grunde liegenden Ge-
4%




dankens die Notwendigkeit der Einfihrung unendlich grofser so-
wohl als auch unendlich kleiner Grifsen Asherer Ordnung zu Tage
getreten. Hierin liegt aber doch wohl eine deutliche Hinweisung
auf das Prinzip der allgemeinen Relativitiit.

Fine solche Untersuchung erscheint mir manchmal sogar als
recht wiinschenswert auch noch aus einem andern Gesichtspunkte:
dann nidmlich, wenn ich bedenke, wie oft ich Gelegenheit gehabt
habe zu beobachten, dals den Grenziibergiingen zum Unendlich-
grolsen so wie zum Unendlichkleinen ein schwer zu besiegendes
Mifstrauen entgegengebracht wird, #hnlich wie man frither viel-
fach geneigt war, fiir die Bezeichnung irrationale Grifse als pas-
sende Ubersetzung wunverninftige Grofse anzuerkennen, und die
ummagindren Griofsen im Gegensatze zu den realen fiir eingebildete
Grofsen zu erkliren.

Ja sogar die Stetigkeit in den Dimensionen unserer Raum-
anschauung ist nicht ganz unangefochten gebliehen: denn Rie-
mann deutet in seinen mathematischen Werken, herausgegeben
von H. Weber, p. 267 an, dals durch das Zuriickgreifen auf das
Unme(sbarkleine schliefslich vielleicht eine der wesentlichen Eigen-
schaften des Raumes sich verdindern konne. Mir allerdings er-
scheint die Stetigkeit als eine fundamentale, nicht wegzudenkende
Eigenschaft des Raumes, und ich kann deshalb in der angefiihr-
ten Bemerkung Riemanns nur die Neigung zu einer Konzession
gegen den Begriff der an sich zuniichst diskontinuirlichen Zahl
erblicken, zu einer Konzession also, welche der Geometer dem
Analytiker machen soll. Denn in der That strebt Riemann ein
Kompromis zwischen beiden an. Er strebt darnach, durch seine
n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit Grifsenfunktionen in geo-
metrische Beziehungen eines denkbaren Raumes umzuwandeln, in-
dem jedes Grifsensymbol als eine Raumgrifse soll gedeutet werden
kimnen. Durch eine solche Deutung wird aber in den Grifsen-
begriff die Stetigkeit verquickt, gleichviel ob mit oder ohne An-
deutung von Klauseln.

Spekulative Erweiterung  des Zahlbegriffs. Bis hierher ist die
Einfiihrung neuer Zahlformen von einer gewissen in dem Fort-
schreiten der Kultur begriindeten Notwendigkeit diktiert worden:
denn auch diejenigen Aufgaben, welche gelegentlich der Betrach-
tung kontinuirlicher Gebilde oder Vorgiinge zu irrationalen Zahlen
fiihren, haben zumeist eminent praktische Bedeutung, indem die
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Liosung derselben zur Beschaffung von Hiilfsmitteln fiir die Firde-
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rung des durchschnittlichen Wohlbefindens der Menschheit unerlifs-
lich ist. Mit Gauls aber beginnt ein neuer Abschnitt in der sog.
hohern Mathematik, in welchem der dira necessitas die Initiative
fiir die Verallgemeinerung des Zahlbegriffs entrissen ist.

Gauls hat den Begriff der ganzen Zahl erweitert; denn Gaufs
nennt p—q: eine ganze komplewe Zahl, wenn p und ¢ ”"mﬁ: reelle
Zahlen sind, und 7 in der iiblichen It‘.umlvhlmu; fiir /—1 gesetzt
1st. Diese Verallgemeinerung stiitzt sich anf Betrachtungen iiber
die Wurzeln der Einheit, und zwar ist die Gleichung 2*=1 zu

Grunde gelegt, deren Wurzeln sind: 1; 2; —1; —«¢ Die Gleich-
ung w*=1 mit ihren Wurzeln +1 und — 1 liefert das gewohn-
liche reelle Zahlensystem. lJ'II._* Gleichung 2°=1, deren Wurzeln

sind : L:50; g"'i wenn g=—cos | — )—1— ! um( ) l'{x';t!: i:-lfj liefert

Zahlen von der Form: ;J—j—afg —ll—rg' u. s. f. Es leuchtet sofort
ein, dals man bei dem Streben, nach dieser Richtung hin den
-

Zahlbegriff zu erweitern, auch von der allzemeinen Gleichung 2" =1
ausgehen konnte, ja dals man sogar mit Hiilfe der Wurzeln:

B Dt . o, der allgemeinen Gleichung nten Grades:
+a, 2" '+ ...... +—a,=o0 eine komplexe Zahl bilden kinnte

I
M-NQ T 0.0 1 POt v+ 1 80,.

Geht man von den Wurzeln der Einheit aus, so ist eine ein-
fache Reduktion miglich, da die Summe der Wurzeln der Einheit
gleich Null ist. Ganz ebenso ist aber auch in der soeben ge-
gebenen allgemeinsten komplexen Zahl eine Reduktion moglich,

indem man mit Hiilfe der Gleichung:

0.+ 04+ .... +0,— —a,
ein o wegschafft: denn wenn auch auf diese Weise a, fir das
eliminierte o eingefiihrt wird, so kann doch gleich dies @, mit m,
dem schon vorhandenen Vielfachen der reellen Einheit, zusammen-
genommen werden. Das System dieser J“"L‘lllﬂlllhtvn komplexen
Zahlen findet auf einer nblittrigen Riemann’schen Fliche ent-
sprechende Darstellung wie das System der Gaufs'schen kom-
plexen Zahlen auf einer Ebene.

Wenn ich im Vorhergehenden das Mifstrauen, welches noch
vielfach den verschiedenen Formen der irrationalen Zahl entgegen-
cebracht wird, zu zerstreuen wiinschte, auch sechon deshalb, weil
diese Zahlformen in ihren Anwendungen auf praktisch wichtige
Probleme stets in der Erfahrung eine naturgemiifse Kontrolle finden,



S0 michte ich umgekehrt bei den ausschliefslich auf spekulativen
Erwigungen gegriindeten Erweiterungen des Zahlbegriffs anf die
Notwendigkeit grifster Vorsicht aufmerksam machen; denn fiir die
ganzen Zahlen gelten in den ermeeiterten Systemen selbst die ein-
fachsten Sitze iiber die gewhnlichen ganzen Zahlen nicht immer:
z. B. der Satz, dals eine Zahl nur in einer Weise in Primfaktoren
zerlegt werden kann.

In seinen Vorlesungen iiber die Zahlentheorie machte S cheib-
ner (Leipzig 1875) schon darauf aufmerksam, dafs sich 15 aulser
in die beiden Faktoren 3 und 5 auch noch in die Faktoren
(24 —11) und (2—)/—11) zerlegen lasse. Wenn man also
die Form der ganzen komplexen Zahl mit Hiilfe der Wurzeln

+V—11 der Gleichung #*— — 11 bildet, so erhilt man in der
gegebenen Faktorenzerlegung 15— (247 1) (2 — V)
Faktoren von der Form der ganzen komplexen Zahl und zwar
auch Primfaktoren: denn (249 —11) und (2—p/—11) sind in
weitere Faktoren von der Form p—+q¥V—11 nicht zerlegbar.
Ferner sind auch (2 f ]"' _]1_]' und (2—] —11) in 8 und 5
nicht als Faktoren enthalten, so dafs also die beiden Fakforen-
zerlegungen :

3.5 und
y—11) (2 ¥ —11)

zwel von einander unabhiingige Zerlegungen darstellen fiir die-
selbe Grundform p4-49)/—11 der ganzen komplexen Zahl; denn
o und 5 fiigen sich dieser Form ein fiir den Fall q =0

fﬂf“-'i' dre ;].":f,'r.l'.z’h!:-'m:-_}r cles f‘.?a'sm_’m'rr,l'#.'-a i der Mathematik. Ich
habe die spekulative Erweiterung des Zahlbegriffs in dieser Aus-
fithrlichkeit erirtert, weil ich darauf einen Vorschlag fiir die Ab-
grenzung der Gebiete der elementaren und der hithern Mathematik
griinden miochte. Bei der iiblichen Abgrenzung des Elementaren
in der Mathematik richtet man sich nach der durchschnittlich fiir
die Reife zum Besuch der Universitit als erforderlich festzesetzten
mathematischen Schulung, wenn man nicht gar die Begriffe
elementar und leicht identifiziert. Diese Schulung ist verschieden
fiir verschiedene Liinder und Landesteile, sie ist naturgemiils nur
mangelhaft bestimmt, nicht nur, wenn man einen Zeitraum von
wenigstens einigen Dezennien ins Auge fafst, sondern sogar fiir
eine bestimmte Zeit, etwa das laufende Jahr. Der Kernfehler




2 scheint mir aber darin zu beruhen, dafs der Einteilungsgrund nicht der
J Mathematik selbst ja nicht einmal den Anwendungen entlehnt ist,
welche die Mathematik in den verschiedenen Wissenszweigen findet.

Bei der Wahl eines Einteilungsgrundes ist stets zuerst nach-
zusehen, ob nicht in der abzuteilenden Sache selbst ein solcher

Einteilungsgrund gefunden werden kinne, und erst wenn hierfiir
die Unmiglichkeit oder wenn die absolute Unzweckmiifsigkeit der
: Abgrenzung dargethan ist, welche sich auf Grund eines der Sache
: selbst entnommenen Einteilungsgrundes durchfiihren liefse, dann
mag es gestattet sein, einen Einteilungsgrund von auisen her an
die Sache hinanzutragen. Der Grifsenbegriff bietet einen der
Mathematik selbst entnommenen sogar sehr nahe liegenden Lin-
teilungserund; demmnach eriibriet es blofs noch nachzuweisen, dafs
eine nach demselben durchgefiihrte Teilung nicht absolut unzweck-
miifsig ist, Mit einem solchen Nachweis ist die Unzuliissigkeit der
iiblichen Teilung dargethan.

Ich schlage vor, alle diejenigen mathematischen Betrachtungen
als elementare zu bezeichnen, weleche sich mit dem nicht mehr als
notwendig erweiterten Zahlbegriff, also mit den Formen der allge-
meinen irrationalen Zahlen, beschiiftigen, wiihrend alle diejenigen
Betrachtungen als der hithern Mathematik angehirig bezeichnet werden
miifsten, denen Zahlformen zu Grunde liegen, aunf welche nicht so
sehr die zwingende Notwendigkeit als die freie Spekulation hinfiihrte.

[us 1st leieht ersichtlich, dals ber der Wahl des Grifsen- oder Zahl-
| begrifts als Eintellungsgrund der Forderung leicht geniigt werden
! kann, dals bei der weitern Fortsetzung der Teilung der einmal
gewiihlte Einteilungsgrund moglichst bis zu Ende beibehalten werde.
lch werde mich jedoch, um nicht gar zu weit abzuschweifen, in
IFolgendem begniigen, zu zeigen, dafs man die in Vorstehendem
vorgeschlagene erste Zweitellung wohl als zweckmiifsig be-
zeichnen darf,

Erstlich ist nimlich mit derselben ziemlich identisch die Ab-
grenzung einer vorwiegend praktischer Verwendbarkeit zustrebenden
Mathematik von derjenigen Mathematik, welche sich ihre htheren
Ziele unbeirrt durch fremde Interessen sich selbst geniigend setzt.
s wire also die Benennung ,,hohere Mathematik gerechtfertigt,
indem man das Wort , hther” in der hthern, allerdings recht oft
gemifsbrauchten Bedeutung des Wortes nimmt nach Analogie von:
hthere Bildung ete. Ferner wiirde sich diese Abgrenzung des
Flementaren sehr wohl der historischen Entwickelung der Mathe-
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matik anpassen und zugleich der Wesensverschiedenheit der in der
Mathematik zur ‘s{*nwndunw celangenden Methoden gebiihrende

technung tragen. Man hat nimlich bei der vorgeschlagenen Ab-
grenzung in der elementaren Mathematik eine vorw legend konkrete
Behandlungsweise mit liebevoller Versenkung in dn emzelnen
Probleme und Autgaben, indem die Mathematik der Griechen in
wenig veriinderter hulltunv weiter gefirdert wird, wiihrend in der
hihern Mathematik das Streben nach weiter U Itl‘-{ll.tll nach mog-
lichst allgemein anwendbaren Methoden, nach Sitzen. welche
moglichst alle denkbaren Beziehungen in cinem miglichst grofsen
Gebiete als spezielle Fiille enthalten. kurz das Streben nach der
wahren und hochsten Einfachheit duareh die Erkenntnis des Zu-
sammenhangs der einzelnen Probleme durchaus dominiert. Die
hohere Mathematik ist aber auch die moderne Mathematik. Die
vorziiglichsten Hiilfsmittel fiir die Gewinnung einer weiten U mschau,
tir die Erkenntnis des ganzen Aufbaues sind erst ermoglicht duarch
die prinzipielle Verwendung des von Gauls eingefiihrten Begriffs
der ganzen komplexen Zahl. Man denke nur an die Humiu 1
lanfenden Dezennium wie im Sturm fortse hreitende neuere Geometrie
oder an die Theorie der Funktionen komplexer Variablen. Schliefslich
aber findet auch noch in der von mir vorgeschlagenen Ziweiteilung
die jetzt gewohnte Abgrenzung des Elementaren maiglichste Be-

riicksichtigung; denn grade unsere hiheren Schulen sind die vor-
ziiglichsten Stiitten fiir die Fortbildung der Mathematik der Alten.
Diese Mathematik der Alten, oder |H.~flllmutcl‘ der ( ll‘m']tvn, 15t
eben ganz hesonders geeignet, den Zielen unserer hishern Schulen
zuzufiihren, weil ganz besonders die Griechen die Mathematik vor
dem Unwesen allgemeiner, und in ihrer Allgemeinheit nichts sagen-
der Résonnements, vor der lIu-lutumuw bodenloser Spekulation,
kurz vor allen 1[011 'ehlern bewahrt haben, welche die P hilosophie
1n litlt_‘l K llt‘\'uii lx{:llll]“ S0 se l]g HLII-_I{II”[LII irt'l':’llh‘ l“L‘ ‘ii‘t’iT;L‘hL‘Ihh.‘
Abstraktion, diese Quelle aller Vorziige der hihern Mathematik,
macht tltuLIhL fiir unsere hishern Schulen unbrauchbar. [ch brauche
nur an geometrische Betrachtungen zu erinnern, in denen zwel
immaginire Punkte eine reelle Linie bestimmen, “l{‘ltilﬂw ZWel 1m-
maginire Linien einen reellen Schnittpunkt ]mhul und mit solchen
Betrachtungen beginnt Jetzt die sog. neuere Geometrie. Nach
hundert Jahren mag man vielleicht derartige Abstraktionen von
Jiinglingen zwischen dem 15ten und 20ten Jahre auch bei maisiger
Ht‘l!lh"‘l!]l“ beanspruchen kinnen.
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[ch trage kein Bedenken, den Vorteil der Schirfe in der von
mir vorgeschlagenen Grenzlinie zwischen der elementaren und der
hohern Mathematik teilweise, wenigstens vorliufig, zu optern, um
der historischen Entwickelung der Mathematik zu Liebe die Auf-
stellungs- und Behandlungsweise der Probleme mit beriicksichfigen
su kimnen., So michte ich fast die ganze neuere Mechanik, eben
weil sie modern ist, weil sie sich dem Geiste der Mathematik der
Neuzeit entsprechend zu einer Theorie der partiellen Differential-
sleichungen entwickelt hat, in die hthere Mathematik verweisen,
wenn auch in ihr noch nicht der Begriff der komplexen ganzen
Zahl prinzipielle Anwendung findet. Das Streben nach moglichst
alleemein verwendbaren Methoden, nach Gewinnung grofsern Zu-
sammenhangs und grifserer Einfachheit ist schon alt im Vergleich
zu der prinzipiellen Verwendung der komplexen Zahl in der Mathe-
matik. Gleichwoll hat die prinzipielle Verwendung der komplexen
Zalhl sich schon in dem grifsten Teil des Gebietes der als
modern zu bezeichnenden Mathematik jedenfalls dauernd festgesetzt.
lech erinnere nur an die neuerc Geometrie, die Funktionentheorie,
Theorie der Gleichungen ete., und ich zweifle nicht daran, daifs
hald die komplexe ganze Zahl eine unzertrennliche Begleiterin
jeder modernen mathematischen Forschung sein wird, dals sie
also in allen denjenigen Gebieten festen Fuls fassen wird, welche

B. oft dadurch iufserlich leicht kenntlich gemacht sind, dafs in
ihnen die Ausstellung von Theorien angekiindigt wird. Alsdann
wird sich die Grenze, wie ich sie mir vorstelle, leicht etwas ge-
nauer zeichnen lassen.

H. Hankel illustriert den Unterschied in dem Wesen der
alten und der modernen Mathematik 1. ¢. p. 9 wie folgt: ,,Ver-
gleichen wir ein mathematisches Problem mit einem gewaltigen
Felsen, in dessen Inneres wir eindringen wollen, so erscheint die
Arbeit der griechischen Mathematiker als die eines riistigen Stein-
hauers, der mit Hammer und Meifsel in unermiidlicher Ausdauer
den Felsen langsam von aufsen her zu zerbrickeln beginnt; der
moderne Mathematiker aber als ein trefflicher Minierer, der diesen
Felsen zundichst mit wenigen Giingen durchzieht, von denen aus
er dann den Felsblock mit einem gewaltigen Schlage zersprengt
und die Schiitze des Innern zu Tage fordert.” Hieran ankniipfend
michte ich noch zur weitern Beleuchtung der nach meinem Plane
zu ziehenden Grenzlinie bemerken, dals es der elementaren
Mathematik nicht g0 sehr um die im Innern des Felsens verborgenen
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Schiitze als um die abzubrechenden Stiicke des Gesteins selbst zu
thun ist, da aus diesem kostbaren Material — und bei solchem
wendet man auch heute noch in den Briichen Hammer und
Meilsel an — die Siiulen im Dome der ) Naturforschung aunfzebaut
werden sollen.

Ich glaube deshalb., dafs es ganz besonders im Interesse der
Naturforschung wiinschenswert 1st, eine Grenze zwischen der
elementaren und der hiéhern MJtlmm,mL in der von mir vorge-
schlagenen Weise moglichst deutlich zu markieren, und wenn da-
durch auch nur eine Erleichterung des Studiums fiir diejenigen
angebahnt werden sollte, welche sich fiir ihre jedenfalls vorwiegend
experimentellen naturwissenschaftlichen Untersuchungen eine mog-
lichst gute mathematische Schulung erwerben wollen. Ich will
lul:!lllt“'-u‘-.\f”"“-«r den experimentellen Physiker von dem spekulativen
Physiker streng absondern, aber es ist auch noch ein weiter W eg
vom »-.puLuIJtnDn llnali\ur zum eigentlichen Mathematiker, und
ich sehe z B. durchaus fiir einen unserer geachtetsten experimen-
tellen Physiker den Nutzen davon nicht ein, dals derselbe sich
riihmen kann, als Student eifrigst Zahlentheorie gehirt zu haben,
an weleche keine seiner zahlreichen Arbeiten auch nur mit einer
Silbe erinnert. Dagegen begreife ich vollstiindig das Erstaunen
von Magnus iiber diesen mathem: atischen Eifer seines Praktikanten.
dessen Neigung zu experimentellen naturwissenschaftlichen Unter-
suchungen durchaus bestimmt ausgesprochen war. Ich bin iiber-
zeugt, dals ein vorwiegend experimentellen Untersuchungen zuge-
wendeter P hysiker, Zeit seines Lebens nur die elementare M: athematik
verwendbar hll(l(‘ll wird, ja dafs derselbe selbst diejenigen Unter-
suchungen, deren ‘ﬂtelluu*- nach der von mir vorgeschlagenen ADb-

grenzung des Elementaren nicht leicht in der Kiirze bestimmbar
1~_~t, seiner auf das Konkrete gerichteten Denkweise miglichst an-
passen, vielleicht anpassen miissen wird, bevor er dieselben fiir die
Naturforschung fruchtbar macht. Um duull ein Beispiel niiher zu
bestimmen, in welcher Weise dies geschieht, will ich nur an die
Helmnu]unwuwmm der Kugelfunktionen durch W. Hankel] | Leipzig)
erinnern.

Es michte aber leicht jemand auch nach der von mir vor-
geschlagenen Abgrenzung in einer sichern Handhabung der elemen-
taren Mathematik noch keine genligende m: ltlmumtmlw Vorbildung
fir den experimentellen Physiker z. B. zu erkennen geneigt sein,
da ich doch immer noch dn:: elementare Mathematik als ariechisch
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ihrem Wesen nach bezeichnet habe. Ich wiederhole deshalb, dafs
ich das Wesen der griechischen Mathematik in der Hingabe an
einzelne Aufgaben oder Probleme erblicke, und bemerke, dals mit
solecher liebevollen Hingabe nicht notwendig Feindseligkeit
cegen jede Abstraktion und Begriffserweiterung verbunden 1ist.
Dies war bei den Griechen nicht der Fall und ist es noch viel
weniger in der heutigen elementaren Mathematik. Es macht sich
das Prinzip der allgemeinen Relativitit, wie iiberall im Natur-
ceschehen, so auch in der Entwickelungsgeschichte einer Wissenschaft
stets eeltend; so konnte z. B. leicht jemand, ohne viel Widerspruch
zu erfahren, den trefflichen p. 57 citierten Vergleich H. Hankels
anstatt auf die griechischen und die modernen Mathematiker aut
Fuler und Lagrange anwenden. Ich gebe zu, dafs unsere Schul-
ceometrie, welche sich kliiglich ihrer griechischen Abstammung
nicht schiimt, bettelarm ist an allgemeinen Gesichtspunkten im
Vergleich mit der neueren Geometrie, von welcher H. Hankel
riithmend sagt, dafs sie den Organismus aufgedeckt habe, durch
welehen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der Raumwelt
mit einander verbunden sind; aber gleichwohl gilt von unserer
Schuleeometrie nicht mehr, was H. Hankel an der antiken Geometrie
tadelt, dals sie die simtlichen denkbaren, oft sehr zahlreichen
Fille von einander unabhiingig, alle mit derselben Ausfiihrlichkeit
erledige, dals sie zu Gunsten einer scheinbaren Einfachheit und
Anschaulichkeit die wahre Einfachheit und die wahre Anschau-
lichkeit anfopfere ete. So mangelt es auch jetzt nicht mehr an
Methoden, welche fiir ganze Klassen von Aufgaben verwendbar
sind. Ich brauche nur an die Methode der geometrischen Orter
zu erinnern, welche gewissermafsen in der analytischen Geomefrie
allecemeine Verwendbarkeit erhalten hat; und in der Exhanstions-
lim = ™1 1

rechnung kinnte z. B. die Formel: , .. —— =— 80 weitgehende
id 'J'ff_

o
Verwendung finden, dafs ich sogar in einem Lehrbuch der Experi-
mentalphysik, wie in demjenigen Wiillners, eine Beschrinkung
auf Rechnungen nach der Exhaustionsmethode nicht nur fiir moglich,
sondern sogar fiir wiinschenswert halte.

Da ich die Zweckmifsigkeit der von mir vorgeschlagenen
Abgrenzung des Elementaren in der Mathematik auch damit be-
oriindet habe, dals in derselben auf die gewohnte Abgrenzung
miglichste Riicksicht genommen sei, so michte ich noch einem denk-
baren Mifsverstindnis vorbeugen, dem Gedanken nimlich, dafs ich
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der Meinung sei, es miifsten die Pensa der Mathematik auf unsern
hithern Schulen sich der Vergrofserung des Gebietes der elementaren
Mathematik entsprechend erweitern. Es steht mit den vorstehenden
Betrachtungen durchaus im Emklange, dafs ich vielmehr manche
Bestrebungen, Neues in die Pensa der Schulmathematik autzunehmen,
fir durchaus unberechtigt halte, da in denselben dem Sinne der
Schiiler fiir das Konkrete nicht geniizend R echnung getragen wird.
[ch billige es z. B. nicht, dafs manche Mathematiker die neuere
Geometrie, als Geometrie der Lage, in das Gymmasium einfiihren
mdachten, denn ich glanbe nicht an die Moglichkeit einer organischen
Emfiigung in die fiir das Gymnasium festzuhaltenden Lehrstoffe
und Methoden. Zudem existiert gewissermafsen in der heutigen
neuern Geometrie eine Geometrie der Lage nicht mehr, da man

dieselbe Malsbestimmungen mit Hiilfe eines s. . Normalkegel-
schnittes eingefiibrt hat. Ieh wiirde ferner recht gern den grilsten
Teil der Anwendungen des allgemeinen binomischen Lehrsatzes
streichen und kénnte auch diese Streichung aus den vorstehenden
Betrachtungen direkt begriinden. Um noch einmal an den treff-
lichen Vergleich H. Hankels (p- 97) zu erinnern: wer kiinnte es
verantworten, emem Lehrling anstatt Hammer und Meifsel Dynamit-
patronen zum Handwerkszeug zu geben: aber wenn der Steinmetz-
lehrling nicht mit IJ}lmnntimtuumn hantieren soll, folgt denn
daraus, dafs er gleich alle Arbeiten mit Hammer und Meifsel soll
ausfiihren lernen? Die Operation des Grenziibergangs wiirde ich
allerdings gerne an den Gymnasien etwas mehr geiibt sehen, als
es mir, nach den gebriiuchlichsten Lehrbiichern zu urteilen. jetzt
durchschnittlich der Fall zu sein scheint. Von der Einfiihrung der
irrationalen Zahl in der Untersekunda an, findet sich hierzu be-
sonders bei gleichzeitiger Plege der Exhaustionsmethode fortwiihrend
Gelegenheit.

Die elementare Mathematik rmf der Universitit. Es wiirde ein
Student der Naturwissenschaften, wenn er wenigstens seine Vor-
bildung auf einem Gymnasium L‘i'h:llh;']l hat, vollauf Grund haben,
noch auf der Universitiit an seiner mathematischen Ausbildung
weiter zu arbeiten, auch wenn er keine Lust ‘».'u-rr-'piirl' Streifziige
iber die Grenze der elementaren Mathematik hinaus in die; jenigen
Gebiete zu unternehmen, welche ich dem Hfltlunmhhu von Fach
und Beruf reservieren mm-hn:. Um mir nun auch iiber die Be-
deutung dieser mathematischen Studien eines Studenten der Natur-
wissenschaften we nigstens etwas Klarheit zu verschaffen, frage ich:




wie unterscheidet sich denn iiberhaupt eine Rechnung, welche nach
der Exhaustionsmethode durchgefiihrt wird, von der Ausrechnung
eines Intecrals? Denn so viel ist wohl aus dem Vorhergehenden
su entnehmen, dafs sich ein Student der Naturwissenschaften ganz
besonders in der Operation des Grenziibergangs weiter zu iiben
hat, geschehe dies nun im Exhaustionskalkul oder im Infinitesimal-

-
kalkul: und man erkennt leicht in der Fnuml f’rm — _:,;. {——- -rjrla!
welche besonders hiuficer Verwendung im E xlmmhnnu] alkul filng
ist, die Integralgleichung: b .: Lk E.
¥ g i
Im Exhaustionskalkul sind gewissermalfsen noch Differentiation
und Inteoration zu einem Stiick vereinigt, indem sich die Sum-
mation oder Integration nach der Herstellung der zu summierenden
Differentiale aus der Herstellungsweise der letzteren ganz von selbst
ergiebt; denn es mufs sich in der Fxhaustionsmethode der Uber-
zang zur Grenze jeder speziellen Aufgabe ganz besonders anpassen.
Darin ist manchmal vielleicht eine kleine Unbequemlichkeit in der
Anwendung, aber auch mancher Vorteil begriindet. Und auch
sogar in der Berechmung eines bestimmten Integrals thut man
manchmal im Interesse der Elezanz der Rechnung wohl daran, eine
Anpassung an den zu integrierenden Ausdruck nicht zu verschmiihen.

Fig. 5.
| —y-f(x)
- -
—r
] il
o
- |
| .
\ |
/ by |
| |
| et e
| |
| | | |
e Fa T 5 oy ST | I__ |.___L_.__ ey
x ']
i L

In der Definitionsgleichung der bestimmten Integrale:
¢ = lim O {'I.-Irf + ‘,f‘ (e + 0) —i—f (a + 2 I'.'}]' + .
i i

sind die eingeschalteten intermediiiren Punkte 2, 2, .. dquidistant

b — (1

ocewiithlt. Der Abstand derselben ist d = 1 wenn 7 die An-

zall der intermediiiven Punkte, und a und & die Grenzen des
Integrals bezeichnen. Ist nun z. B. die Funktion der Kurve, iiber
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welche die Integration zu erstrecken 18t, ¥y = c.2”, so ist es weit
zweckmiifsiger, die intermediiren Punkte S0 zu wiihlen, dafs ihre
Werte nicht die Glieder einer arithmetischen, sondern die Glieder
i .[I.l

einer geometrischen Reihe bilden. Es sei | — ¢ ; demnach
{l

: AL : = & : Lald o e —] ] iy 1l
JI_"'f.{'{j?qll._i_'f.ltg:,.'r:_:_'f.IEJi....ﬂ'T”‘Q :,l'-" —"'.'rf;j+

Alsdann ist
P — lim l[r'um (@0 — a) —i'- ¢ {.r_FQ'] “a {1"’—1;{; ] + e

i

T ¢ (ee"™) (ap"—ap™

0 LIE I’

oder da ¢" =

oder g = f.fs”’“"] e

also da fiir n = w e = 1 wird:

P =c (B"T! — gntl |
i o ]_

Emm wesentlicher Vorteil der unmittelbaren Anpassung der
Rechnung an die gerade zu behandelnde Aufgabe scheint mir ferner
darin zu beruhen, dafs nicht so leicht Voraussetzungen iibersehen
werden, wie dies hei der mehr mechanischen Anwendung allge-
meiner Methoden so leicht geschieht. Wenn z B. zwei Grifsen in
der Weise von einander abhiingen, dals die erste durch die zweite

i der Form
e + b x

bedingt wird, so ergiebt sieh bei der Anwendung der partiellen
Differentiation in der Methode der kleinsten Quadrate sofort:
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g = |-..f,.F — | + b a }]

=
d a
0 J [y — (a b )
——[ — s | =0
!'j l’IJ
'l'.L l > | i are-dk RS f:.;'_] — 0
= o\ | e ¢ fr,."] — (0
woraus sich fiir » Beobachtungen ergiebt, da Ta = an ist:
a = S Sy — 2@ <(@?)
(S (2 — n=[([2%
h = Z(x) Sy) —n 2(xy)
(& (x) )" — n = (29

Wie leicht werden hierbei die beiden folgenden Voraussetzungen
iibersehen: 1) Wenn man den Einfluls des i emer Griolse be-
cangenen Fehlers bestimmen will, so braucht man sich um die der
andern nicht zu kiimmern. 2) Der Fehler 1m Resultat, weleher
aus einem Beobachtungsfehler (oder Fehler in einer Variablen der
Funktion) entsteht, wiichst der Grofse des letzteren proportional.

Viel weniger leicht gerathen diese beiden Voraussetzungen in
Vergessenheit, wenn man rechnet wie folgt. Man bezeichne mit
> die jedesmal nach Lestimmung der Konstanten ¢ und & nach
der Form z = a —+ b « berechneten Werte, wihrend mit y die be-
obachteten Werte bezeichnet sind. Die Unterschiede zwischen den
beobachteten und den berechneten Werten sind alsdann:

und es miissen ¢ und & so bestimmt werden, dafs

dy* + dy” + dy* '_!_ o0 + d*
moglichst klein werde. Es mulg also:
1) 1y - I{I.Fi— b 2 ) J -{— ';1{;._} v [_t’t+ b ..'.',_.]-J"'--i— .l -i— L{{“ I;.LL l: ff,tr'j]"'
einen Wert annehmen, welcher kleiner ist als:
3) [y — (@ 4B )P g (a4 B P ok o [yao (o Bl
wenn ich ¢« = a — & # = b +— ¢ setze und unter ¢ eine beliebig
kleine Grofse verstehe. Aus 1) und 2) erhalte ich resp.
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Wenn ich jetzt in den von « abhiingigen Teil dieser Summe
flir @« den Wert a + ¢ einsetze, so ergiebt sich die Bedingung:

+ &)

iy | g i | I ] " l
i E[r.l' T &) Elal.'l---l"rjf._,-'l
: j [

: '

Ebenso erhilt man fiir den von 3 ahimnﬂll-‘t'n Teil :

b 2 (2%) — 20 [ f.:.r"r; )
1 1

Hierbei ist nicht leicht zu tibersehen, dafs man nichs agleichzeitig
fiir « und B die Werte a + ¢ und % + ¢ einsetzt.

Wenn ich jetzt die rechten Seiten ausfiihre und die linken
davon subtrahiere, so erhalte ich:

r1{;;£f+ﬂe|;;r:+F vl;#—....ll.rﬂl
1 :

i

1

0= ¢ Z(2*) T8¢ lfa S(2%) 4+ a Z(zx) — E”'.’”l :
1 1

I

Hieraus aber ergiebt sich nach einer Division mit 2 ¢ durch

den Grenziibergang im ¢ — o, wodurch einzeln « in « und g in b
iibergeftihrt wird:

n
nda + b ::‘{.F‘_I - 2 )
1

1

ol n ]

f'f EI,[J'":} + (1 E(J].l — .EL'.J‘IJ” —_—

Diese beiden Gleichungen sind aber identisch mit denjenigen,
welche ich p. 63 durch partielle Differentiation von y = a 4+ b
erhalten habe.

Zu *111131"mvi4t aber diirfte fiir den wissenschaftlichen Wert
elementarer d. h. solcher Darstellungen, welche sich der speziellen
Aufgabe nmrr'lll:']r-uf eng anpassen, die aus der Selbstbeobachtung
leicht zu entnehmende Thatsache sprechen, dafs fiir jede ei igentliche
Erfindung oder vielleicht besser fiir jeden schopferisch neuen Ge-
danken dw unmittelbaren und anschaulichen Auffassungs- und
Behandlungsarten das Entscheidende vorgethan haben miissen, ehe
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die Analysis mit ihrer Abstraktion und ihren symbolischen Kunst-
mitteln die vorhandenen Wahrheiten gleichsam nur in eine andere
Sprache iibersetzen kann.

Wenn ich aber in dieser Weise den Wert der elementaren
Mathematik flir den Naturforscher erhebe, so mdchte mir schliefslich
vielleicht jemand gegen die Zweckmii(sigkeit der von mir vorge-
schlagenen Abgrenzung des Elementaren in der Mathematik ein-
wenden, dafs viele in der elementaren Mathematik bereits alles zu
hesitzen glauben und deshalb vom Studium der hihern Mathematik
abeehalten werden wiirden.. Der Schaden aber wiire vielleicht
nicht so grofs; denn die Geschichte der Philosophie lehrt, dafs die
hithern, den Problemen einer gesunden Metaphysik nahe verwandten
Ziele und Bestrebungen hinreichenden Zauber fiir den menschlichen
Geist enthalten, so dafs sie keine Vernachlissigung zu befiirchten
haben. Ich halte es also blos fiir Gewinn, wenn ein junger Mann,
weleher sich z. B. entschlessen hat, seine Studien um das Studium
der Physik, auf allerdings moglichst breiter Basis aber doch zu-
sammenhiingend, zu gruppieren, nicht mehr verfiilhrt wird, im Kolleg
mit Hufserster Anstrengung aller Energie den deffizilen Unter-
suchungen der Zahlentheorie oder einer andern ins Bereich der
hiohern Mathematik zu verweisenden Disziplin zu folgen, blofs um
eine aufserordentliche Hochachtung fiir genannte Untersuchungen
mit sich fortzunehmen, im tibrigen aber alles, auch die Ziele der
einzelnen miihsamen Exkursionen moglichst bald zu vergessen, weil
diese Studien fiir ihn notwendig isoliert und sogar meist auch
untereinander ohne Zusammenhang bleiben.

Im Vorhergehenden habe ich zwar (p. 64) schon den Exhaustions-
kalkul auf die Theorie der kleinsten Summe der Fehlerquadrate
angewendet. Da ich jedoch keine Fig. 6.
Arbeiten kenne, ‘auf welehe . ich fL -
mich zum Beweis der aulserordent-
lichen Brauchbarkeit des Exhau- |
stionskalkuls berufen kilmnte, so _,f' | \
moge es mir noch gestattet sein, l.-’ J\
vermittels desselben eine ein- | 9
fache geometrische Aufgabe zu 16- \ R f i A
sen. Gelegentlich der Liosung dieser A\ — e —~/B
Aufgabe wird sich besonders leicht Syl “' ,
zeigen lassen, worauf es in der Ope- h‘\._: e __"_;;,,'-}
ration des Grenziibergangs ankommt, s A
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und aufserdem denke ich aus derselben den Vorteil zu ziehen,
dals die nachfolgende Ableitung des Foucault’schen Sinussatzes
eher als unbezweifelbar elementar *mt-rkaunt wird, da in derselben
ganz ebenso verfahren wird wie in der jetzt folgenden Aufgabe.
Es soll der Inhalt eines unendlich klenwn Kreisabschnittes durch
die Sehne s und den Pfeil /& desselben ausgedriickt werden.

Man zeichne in den Kreisabschnitt A C B Fig. 6 ein gleich-
schenkliges Dreieck iiber der Sehme s als Basis, fiihre iiber den
Schenkelseiten s, des so erhaltenen Dreiecks die ”ILILL’H‘ Konstruk-
tion aus u. 8. f. Man bezeichne dementsprechend:

C 1 27: AB 8: BEC=}: :

ey s
A

Alsdann bestehen noch die Beziehungen:
‘et e (1l — )

Da mur aus: 27 : s
1)

ebenso:




Aus 1) erhilt man ferner:

» . i

g ll?‘—ﬂl'lr* -
{

5| ""II..-) ﬂll]_'—?l,':

r"l_ | A g o8 \
=TT (T S

' 2 2 2 .4 6
2 iy
] iI| ill
» ’?Jll_i__;_!‘g,_l_

1 L 1_ 1 I

Wenn ich jetzt die Flichen aller der nacheinander iiber den
| Sehnen kounstruierten Dreiecke addiere, so ergiebt sich fiir den
| licheninhalt des Kreisabsehnittes 4 B ¢ die unendliche Reihe:

i J' = 3‘; ff1+-;: |!|‘F"11+ : Egﬂl_u_i_””
oder
' s (1 1 S 3
Y :':(1‘"[_14,{+:ch7"')( e T g & e )
'“‘."Ii'l 1 1 | 1 Ul
—1—:5(1.;+-:;-1‘E+|'.1£‘T;m‘5£'+ )(1 E_I_ Ei+_EE’+ )

15

| s J i H-jt (1 T 1 i 5 11{1' T R T :-iﬁ i TR )

Die nicht mit & behafteten Glieder der Klammer ergeben

ei fortgesetzter Rechnung eine unendliche geometrische Pro-

1 , :

+» deren Summe demnach leicht
4 . e

= - berechnet wird. Es ist also:

oression mit dem Quotienten




also:
him &¢—p 0

Der fiir den Fliicheninhalt eines Kreisabschnittes gefundene
Wert i sh 1st nur streng richtig fiir den Grenzfall ¢ o, d. h.
wenn der Flicheninhalt sich selbst unbegrenzt der Null nihert.
Ist denn da in der vorstehenden Betrachtung i liberhaupt etwas gze-
wonnen? Konnte man nicht fiir den Kreisabschnitt 4 B G das
gleichschenklige Dreieck A B C setzen, welches Jja auch dem wah-

ren Werte des Kreisabschnittes unbegrenzt um so niher kommt.
Je kleiner ¢, d. h. je grofser der Kreisdurchmesser im Yergleich

zur Pfeilhhe des Kreisabschnittes wird. Alsdamn erhielte man:

F ~— i sh

ftm &= i ] -,

Der wesentliche Unterschied in der Bedeutung beider Grenz-

werte ist der, dafs in FJ . = o sh die vernachlissigten Grifsen

L ]
nicht nur fiir sich, sondern auch im Vergleich zu den berticksich-
tigten Grofsen unendlich klein waren, wiihrend in 7 -sh die

(i £—0 -

vernachliissigten Kreisabschnitte an der Grenze ¢ — o wohl fiir
sich unendlich klein sind, aber da die Fliche des gleichschenk-
ligen Dreiecks gleichzeitig unendlick klein wird, doch neben dieser
nicht vernachlissigt werden konnen. Im ersteren Falle wurden
unendlich kleine Grifsen zweiter und héherer Ordnung neben un-
endlich Kleinen Grifsen erster Ordnung vernachlissigt, wiihrend
im zweiten Falle unendlich kleine Grifsen erster Hulnunn ver-
nachlissigt wurden, was durchaus unstatthaft ist, wenn wenigstens
die Rechnung dulch eine Integration oder durch die Division mit
einem Dlﬁerenm.l oleicher 01{1111111;; zu endlichen Werten soll zuriick-
gefiihrt werden konnen.

lnwmc!mg auf das Foucault'sche P endelgesetz. Nachdem bei
historisch - kritischen Betrachtungen ein fiir das Foueault'sche
Pendelgesetz gegebener Beweis iiberhaupt als solcher anerkannt
ist, steht meist die Frage an der Spitze, ob der fragliche Beweis
noch als ein elemultmu angesehen werden koénne. Nach der im
Vorhergehenden vorgeschlagenen Abgrenzung des Elementaren in
der Mathematik konnen vielleicht alle fiir das Foucault'sche
Sinusgesetz gegebenen Beweise als elementare bezeichnet werden,
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da ich selbst die Lage der modernen Mechanik zu der von mir
vorgeschlagenen Grenzlinie nicht ganz bestimmt zu bezeichnen
wagte, sondern mich mit einem Blick in die Zukunft trostete. Es
wiirde sich also die erwiihnte Frage vielleicht in eine andere um-
zestalten, auf welche jeder Lehrer oder Verfasser eines Lehrbuches
der Physik sich selbst die Antwort zu geben hiitte, in die Frage
nimlich, ob er es sich getrane, den von ihm gewiihlten Beweis
seinen Schiilern zu vollem Verstindnis zu bringen. Fiir Schiiler
unserer hithern Schulen diirfte sich der Beweis am vorteilhaftesten
auf dem Gebiete des Exhaustionskalkiils bewegen gleichwie die
Beweise fiir die Fallgesetze ete., wenn nicht fiir den grade ver-
tolgten Zweck eine Beschrinkung als geboten erachtet werden
sollte, dahin gehend, dafs der Grenziibergang nur in der Vorstel-
lung, nicht aber in der dieselbe begleitenden Reclnung ganz
durchgefiihrt wird. Fiir unsere Gymnasien diirfte eine solche Be-
schriinkung weise sein. Die vielfach verneinte Frage aber, ob 1m
Beweise fiir das Foucault'sche Pendelgesetz die Forderung einer
strengen und zusammenhingenden Schlulsweise noch erfiillt werden
kimne, wenn auf die Verwendung der dynamischen Differential-
cleichungen Verzicht geleistet wird, wage ich getrost zu bejahen.

Ableitung des Sinusgesetzes. Die Vorstellung von dem Verlau
der Vorginge, welche man bei der Betrachtung des Foucault-
schen Pendelversuchs ins Auge zu fassen hat, ist von Hullmann
wesentlich vereinfacht, indem derselbe an Stelle des sehwingenden
Pendels einen schweren, auf feiner Spitze um den Gleichgewichts-
punkt ohne Reibung beweglichen Balken auf einem Parallelkreise
i vom Unterstiitzungspunkt 4 in den Unterstiitzungspunkt B tragen
lifst. In der That wird durch diese Ersetzung des schwingenden
Pendels durch einen schweren Balken die Vorstellung nicht so sehr
veriindert als vielmehr beruhigt. Indem Hullmann zugleich eine
forsetzbarkeit des Pendels durch einen schweren Balken im Ex-
i periment ganz bestimmt fiir nicht ausfiihrbar erklirt (s. Carls
Repert. Abh. d. Verf. p. 279), begriindet derselbe diese Verein-
tachung der Rechnungsgrundlage in der von ihm 1873 im Verlag
von Ferdinand Schmidt zu Oldenburg herausgegebenen Mono-
graphie wie folgt: | Es mufs in der That eine schwere, lange
Stange, welche in ihirem Gleichgewichtspunkte ohne jede Reibung
durch eine feine Spitze unterstiitzt, oder welche von einem Faden
obne jede Torsion getragen wird, in den nach einander folgenden
Zeltmomenten dieselbe Lage einnehmen, welche die Schwingungs-




linie des Pendels bestimmt: denn sie folgt d:nselben Gesetzen :
infolge ihres Beharrungsvermogens will sie sich selbst parallel
bleiben, infolge ihrer Schwere ist ihre Lage stets eine horizontale.
Sie weicht, da die Erde sich unter ihr wegdreht, um eine von
der Zeit abhiingige Grofse von ihrer ersten Lage ab, und zwar
miissen diese Abweichungen dieselbe Griffse nach derselben Zeit
haben, wie sie das frei schwingende Pendel von seiner ersten
I{mhtunﬂ' darbietet; denn jeder Punkt der Stange entspricht einem
:ﬂﬂtmument des Pendels“. Ich aber mochte auch bei dieser Ge-
legenheit auf die Verwendbarkeit des Stetigkeitsprinzips in der
von Leibnitz gegebenen Fassung aufmerksam mae hen; denn in
der von Hullmann eingefiithrten Vereinfachung der Vorstellung
tolgert man doch schliefslich die Id{*ntm;m:lmlu 1t der Stange mit
der yom Schwingungsmittelpunkt beschriebenen Bahn. indem marn
sich den Schwingungsmittelpunkt in jedem Punkte seiner Bahn fiir
jeden beliebigen Zeitmoment fixiert vorstellt auf Grund der Bemer-
kung, dals die nachfolgende Betrachtung keine Annahme iiber die
Schwingungsdauer des Pendels enthilt, so dals wan die Schwing-
ungsdauer immer kleiner werdend vorstellen und schliefslich gleieh
Null werden lassen darf,

Es schlielse die Richtung des Balkens F G fiir den Anf: NS
moment der sehr kurzen, aber noch nicht unendlich kurzen Zeit
Kig. 7. At mit der Nordrichtung den

.; Winkel x ein, und es migen vor-
! liufiz die beiden Yoraussetzungen

festgehalten werden, 1) dals F G

anstatt in  der Tangentialebene
des Punktes 4 in der Ebene ABC

li[“"t' welche dureh « lie beiden in

4 und B an die Meridiane geleg-

ten Tangenten bestimmt ist, 2)

dafs die Erdanziechung auf den

Balken nicht kippend einwirke.

Beide Voraussetzungen konnen

als erfiillt betrachtet werden, so-

bald man von der immer noch

: endlichen Zeit /¢ zur Grenze

iah i}, Al Grs des Zeitdifferentials ¢ iibergeht:

denn alsdann riicken die beiden Punkte 4 und B unendlich nahe
aneinander und die beiden Tangentialebenen der Punkte 4 und B




fallen mit der Ebene A B C zusammen. Bezeichne ich jetzt die
Winkel, um welche sich in der Zeit ¢ resp. der Balken schein-
har um seinen Unterstiitzungspunkt und die Erde um ihre Achse
dreht mit resp. 4y und ¢, so kann ich noch mit Riicksicht auf
den beabsichtigten Ubergang zur Grenze d ¢ annehmen, dals 4g,
Ay und At ein gemeinschaftliches Maals & besitzen, insofern ich
den Ubergang zu den Differentialen d ¢, dy, dt dadurch bewirke,
dafs ich sehliefslich é= o werden lasse.
Schreibe ich diese Voraussetzung in der Form:

A £ a ¢ Et

1) A &fs dy = gf

o T Ry dt =—38T
1

so erkennt man leicht, dafs mit derselben das Stetigkeitsprinzip
eingefithrt ist, indem nimlich  und ¢ stetige Funktionen der
Zeit sein sollen. In der graphischen Darstellung bezeichnet & eine
Sehne, deren Richtungskosinusse resp. « und z; # und 7 sind.
lezeichne ich mit /7J die Lagce des Balkens fiir den End-
moment der Zeit /¢ und ziehe K B | AC, so erhalte ich 4y =
r KBC=>=>ACB, da HJ | A G sein mufs. Ferner 1st 4 ¢ =
A D B. Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus der Betrachtung
der beiden gleichschenkligen Dreiecke A BC und A B D, deren
cemeinschaftliche Basis in £ halbiert 1st:

ALK _ ( £ ) i &l e n:)
= 8In _ 1 = sin { ) ?
AL 2 , AD ( 2,

woraus, wenn ich noch mit @ die Breite des Beobachtungsortes
bezeichne, fiir die betrachteten Drehungen die Relation folgt:

5% Wl (i : . [ €
&) St .] — s in W sn (_é ’

also flir ¢ = o v ¢




dy . I:
und da nach 1) — = If 1st, 80 erhilt man
( tlry

3

dy = de¢ sin Y , oder
3) dy dgp
e T R

i it

Die totationsgeschwindigkeit wird fiir einen beliebigen Zeit-
punkt bestimmt durch leuemi-eu Winkel, welcher in der auf den
betrachteten Zeitpunkt folgenden Zeiteinheit iiberstrichen werden
wiirde bei unverindert h.hf;_’._‘, 1altenem HE‘L'-.1’;3._:[111;:,5&[1:.-11‘{[“1.1&* des be-

trachteten Zeitpunktes, gleichviel ob die Rotation mit konstanter

oder mit variabler ( Geschwindigkeit erfolet. In dem unendlich
kurzen, also einem Zeitpunkt unendlich nahe kommenden Zeitele-
ment ¢ wird von dem Balken scheinbar der ‘-.hnkr! d y iiber-
strichen; in der Zeiteinheit wiirde also der Winkel | ¥ : dt iiber-

strichen werden, so dafs dy : d¢ die Rotationsgese IIHlIllll“LLlI fiir

den bethuhtuten Zeitpunkt darstellt. Ebenso findet man die Ro-
tationsgeschwindigkeit der Erde um ihre Achse fiir denselben
Zeitpunkt = ff‘rf- : dt, so dals die Gleichung 3) aussagt:

Es wird 1 '{'ra"rﬂm r’rr*ﬁu’u'-'u'n frff‘,wmff rrffrrfmr nach weleher
II'HHHHEJHH-‘:?.{E‘FH:! er‘ "'h"runft" ,.H:.Hr i-'fri’ "rhhr ,:’,_,”,;-“,rf;,hf,,," mat HH"JM- e
scheinbare flrar‘rff.irw les fj:efﬂum H*fm{r;-". erhalten, wenn man die Rota-
r:‘.ll,'_J'.n"Hﬁ'll_’H'i":f‘;-!-"{"Hn'rl!r':fhﬂ'-."f?r fflf'-" }*.zi"{f{" (I F :‘.fr!'."{;' ._l-':‘r.'.:-'r_’ ..".i'.!.;f rl"rr’;'.l'n' L"_-.,,_,“”H t!f'r J‘r_lﬂ"'-"-':*
des Beobachtungsortes multipliziert.

Setzt man schliefslich fiir den #quilibrierten Balken wieder
ein schwingendes Pendel, so ist fiir dasselbe in Obigem das be-
kannte Sinusgesetz abgeleitet ohne irgend eine beschriinkende Be-
stimmung iiber die Grifse der li*mhltnnp ituden. Denn man sieht
leicht ein, dals wiihrend der ganzen Betrachtune der Balken nichi
notwendig als gerade vorgestellt werden muls, dals man vielmehr
den Balken auch z. B. als Kreishogen ”‘lelllltllllt vorstellen kann,
fir welchen alsdann die dorech den Unterstiitzungspunkt gelegte
Vertikale, oder der Aufhiingefaden, dieselbe Rolle s spielt wie fiir
den von der Pendelkugel beschriebenen Kreishogen der Pendelfaden
in der Ruhelage. Die tr dge krumme Stange Lifst sich ja fiir den
Fall endlicher Amplitaden in ganz derselben Weise mit dem yom
_["h“lll"llll”ﬂ‘.lllﬁ&ip[l]]lxt bﬂhlllllﬂlllﬁ'll[‘ll Kreisbogen identifizieren,
wie fiir den Fall unendlich kleiner Amplituden die triige grade

Stange mit der vom Schwingungsmittelpunkte beschriebenen un-
endlich kurzen geraden Linie.,
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Die obige Ableitung des Sinusgesetzes diirfte fiir unsere hihern
Schulen vollig geniigen; ja man kionnte wohl auch noch die Ent-
wickelung der Sinus in Reihen vermeiden. Wenn ich aber auch
groisern Anspriichen geniigen will, so mufs ich noch der Forderung
Rechnung tragen, dals mit Beriicksichtigung des Kippens vor dem
Ubergang zur Grenze ¢=—o ein geschlossener Ausdruck abgeleitet
werde; denn in Obigem ist der Ubergang zur Grenze teilweise,
néimlich in der Uberlegung, dafs die Tangentialebenen der Punkte
A und B in der Ebene ABC zusammenfallen miifsten, wenn A
und B zusammenfallen, nur in der Vorstellung, nicht aber in der
dieselbe begleitenden Rechnung durchgefiihrt.

Um auch dieser Forderung noch gerecht zu werden, will ich
zunichst den Spezialfall £==o0 betrachten, also fiir den Anfangs-

moment der Zeit A4t die Balken- Fig. 8,
richtung mit der Nordrichtung zu- Cl
sammentallen lassen. Alsdann /11 \

liegt der Balken /G gleichzeitig |
in der Tangentialebene des Punk-

|
tes A und in der Ebene ABC, G ____.---I-'I—-?-—-—--.-x !
weshalb sich der Balken im End- fx’f .-' i .
moment der Zeit 4¢ in der Ebene L t_,’filn A 3
ABC in der Lage H.J || FG Dbe- f_‘/ H‘*Tﬂf:,;;ﬂf__,j
finden miifste, wenn wiihrend der // H—l H
Zeit 4t die Erde nicht kippend f il K ”f I;
aut denselben einwirkte. Fiir | H |
diese Komponente der schein- X
baren Drehung des Balkens gilt X :
:11HriiIh'iilt'*I{'lllln;._';ﬂi|1.Tl. Der ver- ot | s
moge derselben in der Zeit A1 —~—

liberstrichene Winkel sei wieder mit /7 bezeichnet. Yermige der
cweiten durch die Schwere des Balkens bedingten Bewegungs-
komponente werde der Winkel J B/ A iiberstrichen in der
zur Tangentialebene des Punktes B normalen Ebene JBL. Mit
Riicksicht auf den Ubergang von ¢ zur Grenze dt ist die An-
nahme gestattet, dals die Kippung wiithrend der ganzen Zeit A ¢
normal zur Tangentialebene des Punktes B erfolge. Die beiden
Drehungen setzen sich demnach zu einer Drehung um den Winkel
LBC—= A& zusammen.

I’s sel nun entsprechend wie in 1)




At = e¥ dt = et
4@ — ca deg EC
4) y 4dy = &f dy &3
l Ay £y dyY = gy |
A& &0 d&§ = &0
& = 0. |
Zur Bestimmung des Kippwinkels 4y = &y muls man den |
Zentriwinkel BM A als Funktion von « und v ausdriicken. Fiir
<1 BMA ergiebt sich aber aus der Doppelgleichung :
: : Eot’ _ BM A
B E B 1) sin (}) B M sin ( ' ) !
.-'. |_ |
S - (BMA _ £t l
) ) i ( - ) cos Y sin ( 9 )
Da nun =&xBMA gleich dem Aufsenwinkel an der Spitze
desjenigen gleichschenkligen Dreiecks ist, welches von der Ebene
ABC und von den beiden Tangentialebenen der Punkte A und B
aus der Ebene des grifsten Kreises A M B herausgeschnitten wird,
so folgt unmittelbar, dals der von der Ebene ABC mit der Tan-
. | { BMA |
gentialebene des Punktes B eingeschlossene Winkel = —r —— ist,
weshalb in Folgendem die Relation 5) zur Bestimmung des Kipp- i
einflusses direkte Anwendung finden kann.
Fiir das rechtwinklige sphiirische Dreieck, welches durch das !
Raumdreieck B, JCL bestimmt ist,*) gelten die Relationen:
Fig. 9. | %% ;
O) cos &% =— cos 2f: cos8 05 !
B () sin n__,_a‘r_/,f sin f: sin b,
/b wobei zu setzen ist: |
A _,r.. |III N * L
o f / \7 of = Ay = &f,
'\x o :: = .
( o O o e —{L" = €0,
A- ___i__,f“‘ / BMA
1._/'.' 3
4 = |
|
\ . PO L= l-:r. |
]‘45 IHfI 08 {_E, p"i' — 1 -—j SLi” ( = ) !
- |

folglich: sin (&f8) = \ 4 sin® (}'1) — 4 an’ ( ;} ‘ - |

Y ]
_| o

*) Anmerk. Durch die Schreibweise B, J C L soll angedeutet werden, dafls
B die Spitze, BJ, B (C, B L die Kanten des riumlichen Dreiecks sind.




woraus mit Riicksicht anf 2) folgt:
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Aus 7) erhilt man:

sin (e9) =

woraus mit Riicksicht aut
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Da man schliefslich noch aus 2) leicht erhiilt:
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wenn zur Abkiirzung gesetzt ist:
| 4 = 2 sin? W
) '3 JHPE o s 0 e L A i
)) | fi 2 sin .r'“ |stn® @ -+ cos (2 1;!}| — 5-8in (2 Y)
C = 12 sin® ) —|— 4 sin’® ) cos (2 ) —l— sin® 1 sin® (2 )
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Fiihrt man jetzt noch an Stelle der trigonometrischen Funk-
i
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tionen von €0 und - die betreffenden Reihen ein, so erhiilt man:

s

L] F

1- :;":':“j_{._ﬁﬁ - —]— BNE — 1_111 |(*‘j")‘_ i(.'-ff)" _1_ l:i(jsj :

)

L it
=
‘)

) WeT: EI E FTAL 1 i ea)
__/J' l( 0 )—[_' ::( d) _|_ Q) ( 9

e

_(__r‘_ i

“{i{'}'
i K
r B i . T e

) ; 1;]- |

also fiir ¢

oder — a sin Y,

e'f-‘; .
=== any

dt dt

Fiir die Geschwindigkeit, mit welcher der Balken bei seiner
scheinbaren Bewegung die Nordrichtung passiert, gilt demnach
der Foucault’sche Sinussatz. Es bleibt aber noch zu zeizen,
dafs jede heliebige andere Richtung mit derselben Geschwindigkeif

Fig. 10. passiert wird. Die Balkenlage werde
bestimmt in Bezug auf eine schein-
bar festliegende Richtung, welche
mit der Nordrichtung den Winkel £
einschliefst. Lege ich jetzt durch B
eine Ebene parallel zur Tangential-
ebene des Punktes 4 und ziehe in
dieser Ebene Parallelen BE und BF
sowohl zur Nordrichtung des Punk-
tes A als auch zu der beliebigen als
festliegend gedachten Richtung, dem
zweiten Schenkel des Winkels #.

oder
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so schliefsen auch diese Parallelen den Winkel % ein, und der
Vorgang des Kippens, welcher die scheinbar festliegende Richtung
aus der Tangentialebene des Punktes A4 in die Tangentialebene
des Punktes 5 iiberfiihrt, stellt sich als eine Drehung der Ebene
der zweiten Schenkel des Winkels %, der Ebene JDBF, um
resp. AC und B E dar. Hierbei wird die durch die beiden Nord-
richtungen AC und B G bestimmte Ebene passiert, so dals auch
wieder der Winkel JBH in der Tangentialebene des Punktes
B == 2 I 18t.

Bei der Zusammensetzung der Bewegungskomponenten des
Balkens habe ich vorhin gewifs ohne Widerspruch mit Riicksicht
auf den zum Schlufs vorzunehmenden Grenziibergang angenommen,
dafs die Bewegung des Kippens withrend der ganzen Zeit 4t nor-
mal zur Tangentialebene des Punktes B erfolge. Mit demselben
Rechte aber kann ich fiir die andere Komponente annehmen, dafs
thre Geschwindigkeit withrend der ganzen Zeit 4t derjenigen Ge-
schwindigkeit gleichkomme, welche sie beim Passieren der durch
die beiden Nordrichtungen der Punkte A4 und B bestimmten Ebene
hat. Fiir diese ist aber p. 71 bereits gezeigt, dafs sie der Ge-
schwindigkeit gleichkommt, mit welcher sich in Wirklichkeit die
Nordrichtung iindert, indem die Gleichung 2) abgeleitet wurde.
Die scheinbare Drehung des Balkens ist deshalb gemessen durch
den Winkel HB (G, dessen Wert man durch eine der vorstehenden

fast ganz gleiche Betrachtung findet. Da in diesem Falle fiir &

BMA
o, sondern BMA zu

setzen ist, so erhilt man an Stelle der Gleichung 5)

Fig. 9) nicht wie in Vorstehendem

— _—— —— o

g
n | - - : E (¢
sin (BMA) = 2 ¢os W sin (.;. ) |/ 1 — cos®  sin® (2) ,

und wenn man mit dieser Substitution die Rechnung durchfiihrt
ganz wie vorhin bei der Betrachtung des Spezialfalles K — o ge-
schehen ist, so indert *-ii{'ll *i{'h“l;‘l"-i]it‘ll blofs der Wert der Kon-
stante C m: C 12 sin® H' + 4 sin* H'I CO8 "J' IJ!J) —i— 9 sin® [2 lffl} :
was fiir das Resultat ulu{.,hgultl ist.

Der Balken passiert also nicht nur die Nordrichtung, sondern
auch jede beliebige in unserm Horizontalkreise scheinbar festlie-
gende Richtung mit einer Geschwindigkeit, welche man erhiilt,
wenn man die IthhiIrllﬁ“‘f_&{:ll“'e'mdl”']xl':lt der Erde um ihre Ar:hfae
mit dem Sinus der Breite des Beobachtungsortes multipliziert; und

die p. 72 gegebene Uberlegung fithrt auch wieder vom Balken
zam Pendel hintiber.

(Fortsetzung im niichsten Heft.)




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Jahresbericht des Vereins fur Naturkunde zu Zwickau i.S.
Jahr/Year: 1881

Band/Volume: 1881

Autor(en)/Author(s): Tammen Hermann

Artikel/Article: Uber den Foucault’schen Pendelversuch 32-77


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=21092
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=58749
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=400891

