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Vorwort.

In der Planimetrie bildet das Quadrat, dessen Seite gleich
der Lingeneinheit ist, die Flicheneinheit, in der Stereometrie der
Wiirfel, dessen Kante gleich der L#ngeneinheit ist, die Raum-
einheit. Die Inhaltsbestimmung der Planimetrie erfordert eine
Zerschneidung des Flichenstiicks in Flichenteile, die zu einem
Rechteck zusammengesetzt werden konnen, das die Lingeneinheit
zur Grundlinie besitzt. Die MaBzahl der Hohe ist dann zugleich
die MaBzahl des Flichenstiicks. Die Inhaltsbestimmung der Stereo-
metrie erfordert analog eine Zerschneidung des Korpers in Raum-
teile, die zu einem geraden Prisma zusammengesetzt werden konnen,
dessen Grundfliche das Einheitsquadrat ist. Die MaBzahl der
Hohe ist dann zugleich die des Korpers.

Ist die erforderliche Anzahl der Teile eine endliche, so
heiBen Flichenstiick und Rechteck, bez. Korper und gerades qua-
dratisches Prisma einander endlich gleich.!) In der Planimetrie
ist jedes geradlinig begrenzte Flichenstiick (Polygon) endlich gleich
einem Rechteck. In der Stereometrie dagegen ist ein von Ebenen
begrenzter Korper (Polyeder) im allgemeinen nur dann einem
geraden quadratischen Prisma endlich gleich, wenn er ein Prisma
ist oder in Prismen zerlegt werden kann. Denn, wie M. Dehn?)
gezeigt hat, sind eine Pyramide und ein Prisma von derselben
Grundfliche und ein Drittel der Hohe nicht immer endlich gleich;
z. B. das regelmifige Tetraeder und das ,entsprechende* Prisma.
Dagegen bietet die bekannte Zerschneidung eines Wiirfels in drei
kongruente vierseitige Pyramiden ein Beispiel einer endlich gleichen
quadratischen Pyramide und ihres entsprechenden Prismas?2).

3 M.Dehn: ,Uber den Rauminhalt"; Math. Annalen 1902, Bd. 55,
8. 466—478.

%) Hierzu bemerke ich, daB allgemeiner auch das von 6 kongruenten
Rhomben begrenzte Rhomboeder von einer Hauptecke aus, deren Kanten
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Ferner sind, wie ich bewiesen habe?), einander symmetrische
Pyramiden endlich gleich; dagegen sind im allgemeinen nicht
endlich gleich dreiseitige Pyramiden, die nur in Hohe und ein-
ander symmetrischen Grundflichen iibereinstimmen, wie sie bei
der Zerschneidung eines dreiseitigen Prismas auftreten.

Soll also die Pyramide von den Untersuchungen der elemen-
taren Stereometrie nicht ausgeschlossen werden, so ist bei Inhalts-
bestimmungen eine Zerschneidung in unendlich viele, mithin un-
endlich kleine Teile nicht zu umgehen; deren Summierung erfordert
aber eine Integration. Die Inhaltsbestimmung nicht ausschlieBlich
geradlinig begrenzter Ebenenstiicke bez. nicht ausschlieflich von
Ebenen begrenzter Korper kann iiberhaupt nur durch solche un-
endliche Prozesse erfolgen.

Zwischen beide Arten der Inhaltsbestimmung — die Endlich-
gleichheit und die Integration — 148t sich eine Abart der letzteren
stellen, die wir zum Unterschied geometrische Integration
nennen wollen. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daf ein wirk-
liches Summieren der unendlich kleinen Teile durch eine Fléichen-
bez. Raumvergleichung mit den entsprechenden Elementen
eines andern Flichenstiicks bez. Korpers vermieden wird. Bei
einem ihrer einfachsten Félle, dem Cavalierischen Prinzip, wird
die Gleichheit der Inhalte des zu untersuchenden und eines be-
kannten Flichenstiicks bez. Korpers aus der paarweisen Uberein-
stimmung ihrer entsprechenden unendlich kleinen Teile gefolgert.

In den beiden vorliegenden Abhandlungen kommen bei den
Inhaltsbestimmungen durchweg geometrische Integrationen zur
Anwendung. Alle diese haben das gemeinsam: daB ein Flichen-
stiick bez. Korper I zu seiner Inhaltsbestimmung noch zwei andere
1I und III erfordert, von denen wenigstens der Inhalt des einen
IIT bekannt sein muB, und daB jedem der unendlich kleinen
Teile dI ein dII und ein dIII zugeordnet ist, also die Anzahl
der Teile fiir alle drei Flachenstiicke bez. Korper dieselbe ist.
3 gleiche spitze bez. stumpfe Winkel bilden, in gleichef Weise zerschnitten
werden kann.

Y Siehe das Referat im Dresdner Anzeiger vom 26. April 1905 tiber
meinen Vortrag ,Die Endlichgleichheit einander symmetrischer Polyeder,
den ich auf der 15. Jahresversammlung des sichs. Gymnasiallehrer-Vereins
in Dresden und vorher im Verein fiir Naturkunde zu Zwickau gehalten

habe. Ich entwickelte 3 Methoden, die bez. 4, 1, 8 verschiedene Aufldsungen
bei einer Zerschneidung in bez. 10, 6, 6 Teile ergaben.
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Es handelt sich also um ein Problem der Inhaltsvergleichung
von drei Flachenstiicken bez. drei Korpern, die gewissen
Bedingungen geniigen. Im besonderen konnen I und II kon-
gruent sein.

Die geometrischen Integrationen in den beiden folgenden
Abhandlungen lassen sich wie folgt kurz kennzeichnen, wobei,
wie schon erwihnt, II] immer als bekannt vorausgesetzt wird,
wahrend I bez. auch II zu bestimmen ist.

In der ersten Abhandlung liegen I, II, III, sowie je
3 entsprechende dI, dII, dII1 zwischen parallelen Geraden bez.
Ebenen, und es ist entweder:

(a) dl — dIl = dIll, also I — II = III bekannt,
I @hnlich I7, also I:II bekannt,

oder: I und IT gefunden;

(b) dI+ dll= dIIl, also I+ II = III bekannt,
II bekannt,
I gefunden.

In der zweiten Abhandlung werden dl, dII,dIII durch
dasselbe Element einer Kurve bez. Fliche bestimmt, die [ teil-
weise begrenzt, und es ist entweder:

(¢) I + IT = IIT bekannt,
dI: dIl konstant, also I:II bekannt,
I und II gefunden;

oder:
(a) ' III1 bekannt, '
dI:dII = d1I1: dII aber variabel, also dI = dII1,
I gefunden. '

Hiermit sind die einfachen geometrischen Integrationen —
und nur solche sind berechtigt — bei weitem nicht erschépft;
doch iiberschreiten die im folgenden ausgefiihrten Inhaltsbestim-
mungen -schon bedeutend die Grenze des Gebiets, das fiir gewohn-
lich der elementaren Geometrie zugewiesen wird.

Die Vorteile dieser geometrischen Methode liegen auf der
Hand. Sie bestehen nicht nur darin, daB bei ibr durch die rdum-
liche Zuordnung entsprechender Flichen- bez. Korperelemente das
oft miihsame Summieren einer unendlichen Reihe ganz wegfillt,
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wodurch die Inhaltsberechnung wesentlich verkiirzt und vereinfacht
wird, sondern vor allem in ihrer Anschaulichkeit, die gleichsam
den inneven Aufbau der geometrischen Gebilde enthiillt, wihrend
die arithmetische Methode erst mit der fertigen Inhaltsformel auf
den geometrischen Boden zuriickkehrt.

So gewinnt man ferner durch unsere Methode leicht einen
Einblick in die Faktoren, die die Tragweite der Inhaltsformeln,
insbesondere die der sogenannten mechanischen Quadratur be-
stimmen. Man erkennt z. B, warum die bekannte Simpsonsche
Formel nur bis zum 3%** Grade und nicht auch fiir héhere Grade
exakt gilt.

So erfihrt man weiter, aus welchem inneren Grunde eine
Aufgabe schwer oder leicht der elementaren Behandlung zuging-
lich ist. Man erkennt, warum z. B. die Parabel leicht zu qua-
drieren und parabolische Koérper ebenso leicht zu kubieren sind,
wihrend die Fliche des Kreises schwer und umstindlich, der
Inhalt eines Korpers aber, in dem er als Meridiankurve auftritt,
sehr leicht zu ermitteln ist.

So ergeben sich ungezwungen die notwendigen Bedingungen
fiir die Rationalitit des Inhalts der behandelten Korper. Man
iibersieht sofort, warum z. B. der ,Huf“ des elliptischen Halb-
zylinders und vieler anderer trotz irrationaler Grundfliche doch
rationalen Rauminhalt hat.

Wie iiberraschend einfach endlich gestaltet sich nach unserer
Methode die Quadratur der Hyperbel im Vergleich zur tiblichen
Berechnungsweise.

In den vorliegenden beiden Abhandlungen sind die Hilfssitze
und Inhaltsformeln ganz allgemein fiir Flichenstiicke bez. Korper
n'*® Grades entwickelt worden. Ihre besondere Herleitung fiir
den Fall » =2 oder bei Beschrinkung auf ,Reinkorper n'*® Grades
ist natiirlich bedeutend einfacher und kann vielfach sogar rein-
geometrisch geschehen. Unter den gegebenen Beispielen sind
diese beiden Sonderfille ihrer grundlegenden Bedeutung gemif
am meisten vertreten; trotzdem muBten eine Menge interessanter
Einzelbeziehungen, die nur fiir Kérper 2*» Grades gelten, fort-
bleiben. Diese sollen in vorwiegend reingeometrischer Dar-
stellung den Gegenstand einer dritten Abhandlung bilden.

Zwickau i. S., im Dezember 1905.
Joh. Finsterbusch.
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Uber eine neue einfache und vor allem einheitliche
Methode, die Rauminhalte der Korper zu bestimmen, deren
Querschnittsfunktion den dritten Grad der Hohe nicht

iibersteigt, und ihre Verallgemeinerung.")

Einleitung.

Meine im folgenden entwickelte Methode der Rauminhalts-
bestimmung geht in gewissem Sinne aus einer Weiterbildung
des Cavalierischen Prinzips hervor und macht auBer diesem
nur noch vom Verhiltnis #hnlicher Korper Gebrauch. Sie fiihrt
zur Aufstellung eines Doppelsatzes, der, seiner Einfachheit und
bequemen Handhabung wegen, geeignet ist, von Anfang an allen
Inhaltsberechnungen der elementaren Stereometrie als Grundlage
zu dienen, und also einen einfachen wund vor allem einheit-
lichen Aufbau ihrer Berechnungen ermoglicht, den die meisten
Lehrbiicher leider vermissen lassen.?) Die Methode hat bei ein-
maliger Anwendung dieses Doppelsatzes denselben Geltungsbereich

1) Vorliegende Aufzeichnung ist, von einigen wesentlichen Verbesse-
rungen und Zusidtzen abgesehen, ein Abdruck aus den Verhandlungen
des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses zu Heidelberg
1904, S. 687—706. Sie weicht insofern von dem gehaltenen Vortrage ab,
als ich die Beschrinkung der Querschnittsfunktion auf den 3t Grad der
Hohe, welche durch die Kiirze der Zeit geboten war, fallen gelassen und
am Schlusse eine einfache Ableitung der GauBschen Formeln und einiger
anderen der sogenannten mechanischen Quadratur als Anwendung
meiner Methode hinzugefiigt habe.

) Als lobliche Ausnahme sei z. B. Heinze-Lucke, Genetische
Stereometrie erwdhnt, ein Werk, das streng einheitlich angeordnet ist,
da alle behandelten Korper aus einem allgemeinen ,,Zentralkérper ab-
geleitet werden, deren Inhaltsbestimmungen aber nicht einfach sind, da die
Simpsonsche Formel benutzt wird.
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wie die Simpsonsche Formel; nur ist sie bedeutend einfacher,
da sie entweder nur den Mittelquerschnitt oder nur die Rand-
querschnitte bez. irgend zwei dquidistante, aber nicht beides als
bekannt voraussetzt. Eine n-malige Anwendung des Satzes fiihrt
zum Beweise der allgemeinen ,Summenformel“ fiir Korper 2n'®
oder 2n + 1% Grades. Die Methode gestattet einen und denselben
Korper auf verschiedene Arten zu berechnen, unter denen mnatiir-
lich immer eine den Vorzug verdient. Die allgemein iibliche
Archimedische Kugelberechnung z. B., die sich auch aus meiner
Methode ergibt, ist nicht die einfachste, welche moglich ist, da
sie den Kegelinhalt als bekannt voraussetzt.

Zur Begriindung meines Doppelsatzes konnen verschiedene
Wege eingeschlagen werden. Bei Beschrinkung auf Korper
zweiten Grades, iiber die ja viele Lehrbiicher nicht hinausgehen,
kann der Satz fiir die gleichachsigen Ko6rper (z. B. Kugel und
gleichseitige Hyperboloide) bewiesen und dann seine Giiltigkeit
durch affine Transformationen (sei es durch Reliefprojektion, wie
man die affine Verkiirzung oder Verlingerung in der Hohen-
richtung nennen konnte, sei es durch affine Verschiebung oder
Verwandlung der Querschnitte in ihren Ebenen) auf die all-
gemeinen Korper zweiten Grades ausgedehnt werden. Auch fiir
die Prismatoide mit ebenen oder windschiefen Seitenfliichen,
welche hierher gehoren, 148t sich der Doppelsatz leicht rein
geometrisch mit Hilfe der zugeordneten Pyramide heweisen.

Ich wihle im folgenden den algebraischen Weg, weil nur
dieser gestattet, den Doppelsatz in seiner allgemeinsten Form auf-
zustellen.

§ 1. Koérper m®® Grades, ihre Reduktion auf Zentralschichten,
Aufstellung des Doppelsatzes.

1. Der Untersuchung werden solche Kérper unterworfen, die
durch eine jede zur £x-Ebene parallele Ebene in der beliebigen
Entfernung ¢ geschnitten, einen Querschnitt Q. besitzen, der durch
die ganze Funktion .

Q=R+ AL+ AT HAL+ -+ AL

dargestellt wird. Ein solcher gemischter Korper m*® Grades
kann auch als Summe von m 4+ 1 Reinkdrpern Ot bis mte
Grades aufgefalt werden. Durch eine Koordinatenverschiebung
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lings der §-Achse werden sémtliche Koeffizienten mit Ausnahme
des hochsten A, verfindert, wodurch unter Umstinden -eine
wesentliche Vereinfachung der Funktion erzielt wird.")

2. Eine besondere Beachtung verdienen hierbei unter den
Korpern m = 2n'® Grades die, deren Querschnittsfunktion durch
eine gewisse Koordinatenverschiebung % in eine solche iiber-
gefiihrt werden kann, die ausschlieflich gerade Potenzen von
2z ="t —Fk enthilt. Ein solcher Korper soll Zentralkérper und
die Ebene § =k seine Zentralebene genannt werden. In bezug
auf letztere besitzt der Korper in je zwel #dquidistanten Ebenen,
also in den Hohen {=%k+ 2, gleiche Querschnitte. Daraus
folgt, daB eine Zentralschicht, d. h. eine solche, deren mittlere
Ebene zugleich Zentralebene des Korpers ist; durch die Zentral-
ebene halbiert wird.

3. Soll @ die Querschnittsfunktion eines Zentralkdrpers
2nt*" Grades sein, so miissen zwischen £ und den Koeffizienten
(ausgenommen A)) — den 7 verschwindenden neuen Koeffizienten A4
mit ungeraden Indizes gemdf — #» leicht abzuleitende Bedingungs-
gleichungen bestehen. Wird aus der letzten

Ay, =P, 1+20A, k=0

k berechnet und in die iibrigen eingesetzt, so ergeben sich » — 1
Bedingungsgleichungen, denen die urspriinglichen 2% Koeffizienten
A, Ay, -+, Ay, geniigen miissen, wenn nach Substitution von
¢ =k + 2 die Querschnittsfunktion iibergehen soll in

Q=A,+ 4,2+ A4+ - + 4,

4. Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir an unsere Auf-
gabe, den Rauminhalt eines gemischten Korpers m®™
Grades zu bestimmen. Um die Rechnung moglichst kurz und
einfach zu gestalten, wihlen wir die Mittelebene des Kérpers
von der Hohe & zur zy-Ebene. Der zu berechnende Korper
2n*® oder 2n 4 1 Grades, je nachdem A4,,,, =0 ist oder
nicht, hat dann in drei dquidistanten Ebenen z= 42,0, — 2
die Querschnitte

1) Jeder Reinkérper wird durch eine Verschiebung des Koordinaten-
systems formell zu einem gemischten Korper, aber nicht fiir jeden ge-
mischten Kérper gibt es eine Koordinatenverschiebung, die ihn zu einem
Reinkérper macht.

XXXII. Jahresber. d. Vereins f. Naturk. zu Zwickau. 4



Q =Ady+ Az + A2+ A28+ - 4 4,2+ 4,8
@ =4,

Q. =Ay— Az + 4,5 — A28 + - - - + 4,22 — 4, B
Fiir die halbe Querschnittsumme in je zwei iquidistanten Ebenen
zur Mittelebene ergibt sich demnach

5 (O+ Q) =4+ 42 + A + -+ 4y,

woraus ohne weiteres folgt: Eine Ko6rperschicht 2n'* oder
217 + 1*® Grades hat denselben Rauminhalt wie eine
Zentralschicht eines Zentralkérpers 2n*® Grades von
gleicher Hohe. In diesem Satze ist zugleich die Reduktion
des Korpers 2n + 1*» Grades um einen Grad ausgesprochen.

Ganz dasselbe gilt auch von der Differenz oder Summe gleich-
hoher Schichten zweier Kérper I und II, denn fiir ihre Quer-
schnittsfunktionen @ und @” folgt, wenn 4," F A4, durch @, F @,”
ersetzt wird,

1 r—_ " ;7 — A
@ Fe)+@.Fe)]
= (@ F @) + (4 FA4,)2" + - - + (4,,7F 4,,)8™
5. Wihlen wir den zweiten Korper so, daB entweder die
Gleichungen ,
D)  4'—4,"=0, 4/—-4"=0, .-, 4,,— 4, =0
oder
) A4+ 4,"=0,4/4+4,"=0,--, 4, +4,=0
bestehen, und bilden dann die Differenz der Korper, den D-Kérper,
oder ihre Summe, den S-Koérper, so gilt fiir die drei Differenzen
oder Summen der Querschnitte der Korper I und II, d. h. fir die

drei Querschnitte des D- oder S-Korpers, die wir kurz beziigl.
mit G,, G, G_, bezeichnen wollen:

5 (6.+6.) =6,

d. h.: In einem D- oder S-Korper ist die halbe Summe
der Querschnitte in je zwel #quidistanten Ebenen zur
Mittelebene gleich dem Mittelschnitt.

Wird der D- oder S-Ké6rper noch einmal zwischen dieselben
parallelen Ebenen gelegt, jedoch umgekehrt, wodurch z mit — z
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vertauscht wird, so sind also dieser Doppelkdrper und ein Zylinder
vom Querschnitt 2G, Cavalierische Korper.

Fir den Rauminhalt eines solchen D- oder S-Kérpers von
der Hohe i’ erhdlt man daher ohne weiteres

D, 8) V= Gh=- (G,+ G_,)h = %(G;Jr G_%)Ilz,

d. h. den Doppelsatz: Der Rauminhalt eines D- oder
S-Korpers ist gleich einem Zylinder von gleicher Hohe,
dessen Grundfliche gleich dem Mittelschnitt oder gleich
der halben Summe zweier #quidistanter Schnitte, in-
sonderheit der beiden Begrenzungsschnitte ist.

Hieran kniipfen wir im Gegensatz zu oben noch die Be-
merkung, dafl der einfache D- oder S-Korper zweier gemischter
Kérper 25 — 1%*® oder 2n*® Grades ein Cavalierischer Kérper zu
einem Korper 21 — 1*® Grades ist, dessen Querschnittsfunktion
auBer dem konstanten Gliede nur solche mit ungeraden Potenzen
von z enthalt.

6. Diese Sitze enthalten einen wichtigen Sonderfall, den wir
nicht unerwihnt lassen kénnen. Erstrecken sich nidmlich obige
Bedingungsgleichungen (5) auch auf die Koeffizienten mit un-
geraden Indizes, unterliegen daher die Koeffizienten der Quer-
schnittsfunktionen den Bedingungen '

D*) 4,/—4,"=0, 4,'— 4,"=0, 4/—A4,=0, -, 4,— 4,=0

oder :
(8% A+ 4,"=0, 4+ 4,"=0, 4/+ 4,"=0, -, 4.+ 4,=0,
so folgt die einfachere Beziehung

Gr=G,=G=G_=G_s,
P D

d. h.: In einem D* oder S*-Korper sind alle dem Mittel-
schnitt parallele Querschnitte einander gleich, und mithin
(D%, S*) V=Goh=G‘h=G%h=-..
Der D*- oder S*-Korper und der raumgleiche Zylinder
sind also Cavalierische Korper.

7. Sind insbesondere I und II Schichten von Zentralkdrpern, so
folgt, da ihre Koeffizienten den Bedingungen 4, ,F 4;,_,=0

und A4, F A, = O geniigen, nach 3 fiir die Entfernungen ihrer
4*
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Zentralebene von der zy-Ebene &'=%", d. h.: Der Sonderfall
D* oder S* findet bei Zentralkérpern nur dann statt,
wenn diese eine gemeinsame, der zy-Ebene parallele
Zentralebene haben. Ist A4,'=A4,"=0, 4,=4,"=0, .-,
A, =4, ,=0, so fillt diese mit der zy-Ebene selbst zu-
sammen.

§ 2. Die Methoden a und b; Verwandlung der Kdrper
in a- oder 3-Korper, ihre Meridiankurven;
Geltungsbereich der Methode a, Rekursionsformel fiir Zentrai-
schichten 2nt Grades.

8. Kehren wir zur allgemeinen Untersuchung zuriick. Unsere
Aufgabe ist nun, den Rauminhalt eines der beiden Korper mit
Hilfe des andern zu bestimmen. Ist die Querschnittsfunktion vom
Oten oder 1%* Grade, so ist ein Hilfskdrper iiberfliissig, da
Korper I allein schon den oben aufgestellten Formeln D bez. S
geniigt. Ist die Funktion dagegen vom 2% oder von hoherem
Grade, so unterliegt der Hilfskorper II auBer den Bedingungen (5)
jedenfalls der weiteren, daB

(a) entweder das Verhiltnis seines Inhaltes zum Korper I,
(b) oder sein Inhalt selbst

von vornherein feststeht. Wir werden noch zu untersuchen haben,
ob und wie weit sich diese neue Bedingung (a) oder (b) mit den
unter § aufgestellten vereinigen 148t. Jetzt werde die Moglich-
keit vorausgesetzt. Der Fall (b) scheidet vorlaufig aus, da, um
die Reinheit der Methode zu wahren, der Rauminhalt des Hilfs-
korpers ebenfalls als unbekannt anzusehen ist. Dies gilt zwar
auch im Falle (b), in dem jedoch beide Kérper, da ihr Raum-
verhiltnis v feststehen soll, durcheinander ausgedriickt werden
kénnen (I = »II). Unsere Methode zerfillt demnach in zwei,
von denen Methode a, weil sie auf die Inhaltshestimmung eines
Korpers, eines Vielfachen von I oder II, hinauskommt, zunichst
in Betracht zu ziehen ist, wihrend Methode b erst dann An-
wendung findet, wenn mit (a) der Ra,ummhalt des geewneten
Hilfsk6rpers gewonnen worden ist. :

9. Aus einem Korper I kann nun dadurch ein anderer II
von vorgeschriebenem Inhaltsverhdltnis hergeleitet werden, dafB
eine, zwei oder alle drei Koordinaten in vorgeschriebenen Ver-



haltnissen verindert werden: z'= g 2", ¥'= &y", &= &2”. Dies
filhrt auf affine und insbesondere &hnliche Verwandtschaft.
Von den verschiedenen Moglichkeiten, die sich hier bieten, je
nachdem sich die Verinderung auf # oder @ allein oder auf beide
erstreckt, empfiehlt sich als das einfachste und naturgemiBeste
die Ahnlichkeit heranzuziehen und zwar @ und z so zu ver-
andern, daf zwischen beiden Korpern die Beziehungen bestehen

() entweder @' =¢&’Q” und 2= ez’

B ~ oder Q= ¢Q" und 2=¢2".
10. Nur um uns kurz ausdriicken zu kénnen, denken wir

uns simtliche Querschnitte des Korpers I und II verwandelt

(«) entweder in #hnliche und #dhnlich liegende Figuren
(@ = Cy,2®) mit der z-Achse als gemeinsamer Ahnlich-
keitslinie,

(B) oder in Rechtecke von konstanter Breite (@ = C,2),
deren eine variable Seite die Abszisse ist.

Das eine oder andere ist ja bei vielen der zu untersuchendeﬁ
Korper ohnehin schon der Fall. Die so verwandelten Korper 1
und II sind dann gleichhohe Schichten, die

(«) entweder dhnlichen Kérpern,

(B) oder Zylindern mit dhnlichen Grundflichen (in der
zz-Ebene) angehoren.

In letzterem Falle reduziert sich die Kubatur des Koérpers
auf die Quadratur der Grundfliche.!) :

11. Jede durch die z-Achse gehende (insbesondere die zz-)
Ebene schneide die Oberfliche des Korpers in einer Meridian-
kurve. Deren Gleichung folgt dann aus den beiden Ausdriicken
fiir den Querschnitt ' ' ‘

(@) Q= Cat= A+ Az + 4,22+ -- -+ 42"
(B) oder Q=Cux=A,+ A2+ 4,2+ ---+ 4,2™

Die #hnlichen Meridiankurven zweier Korper, die obigen Be-
dingungen (a, «) oder (a, B) geniigen, haben im allgemeinen den
Koordinatenanfangspunkt nicht zum Ahnlichkeitspunkt; es ist da-
her fiir I eine Verschiebung dieser Kurve lings der z-Achse und

") Es entsprechen sich also immer ein stereometrisches und ein plani-
metrisches Problem, z. B. die Kubatur des Kegels und die Quadratur der Parabel.
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fiir IT eine dhnliche Transformation erforderlich, d. h. in vorstehen-
der Gleichung sind die Substitutionen 2 "lezfiirx|z
vorzunehmen. Bezogen auf dasselbe Achsenkreuz erhalten wir
als Querschnittsfunktionen und #hnliche Meridiankurven der
Kérper I und II entweder
Q.= Cyx? = A+ A, (k+2) + A, (L+z) + A4, (k-|—z)3

+ oo+ 4, (k2™
@) gr= Garte e+ e hye + At o Ay
R T WL

Q.= 0Oy’ = Ay + 4, (k+2) + 4; (h+2)* + 43 (k+2)°
oot A (e

® Q.= Ca"= e Ay+ Az + e A, 22 + 24,7

+ + &= lAmzm

12. Sollen nach Methode a Kérper I und II ein bekanntes
Verhiltnis haben, so geniigt nicht, da

(¢) die Raumgebilde, denen 1 und II als Schichten gleicher
Hohe,

(B) die Meridiankurven, denen die Grundflichen von I und II als
Streifen gleicher Héhe

angehGren, #hnlich sind, sondern diese selbst miissen &hnlich
sein oder aus einander dhnlichen Teilen bestehen.

Ersteres ist aber nicht zu brauchen, da der gleichen Héhen
zufolge ¢ = 1 und mithin I —II = O sich ergeben wiirde.

Letzteres bedingt, daB wenigstens einer der beiden Korper,
z. B. I, aus einer Differenz oder Summe zweier dhnlicher, ins-
besondere gleicher Teile seines Raumgebildes besteht. II=1II, FII,,
II, ~Il, ~ 1. Jedoch auch dieser Forderung wird nur in den
beiden Sonderfillen geniigt, daf entweder 1) fiir eine beliebige
Schicht die Meridiankurve eine Gerade, oder 2) fiir heliebige
Meridiankurven die Schicht Zentralschicht ist. Es folgt daher:

1) Korper II ist eine beliebige Schicht des Rein-
kérpers («) zweiten Grades (Kegel, Pyramide), I Voll-
schicht von gleicher Héhe.') Die Gebilde, denen I und
II als Schichten angehoren (also nicht I und II selbst!), sind

Y Der Fall (8) scheidet als wertlos aus, da II (Prisma mit dreiseitiger
Grundfliche in der xzz-Ebene) als Korper ersten Grades nach 8 eines
Hilfskorpers tiberhaupt nicht bedarf.

oder
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kongruent é =1 und nur ihrer Lage nach verschoben. Das
Verhéltnis der beiden Korper I und II ist beliebig, denn es hiangt
von den Verschiebungen % und % ab. Die Querschnittsfunktionen

und Meridiankurven sind demnach:
. , [k 2
Qz = C2x2=A2 ('2i +Z)
@ = Ca— 4, (k+ 2
2) KorperIl ist eine Zentralschicht eines gemischten

Kérpers 2% oder héheren Grades, Kérper I mithin die
halbe Zentralschicht von gleicher Hohe.

Die Verschiebung ist k¥ = %, das Ahnlichkeitsverhiltnis & — 2
und zwischen I und II besteht nach 10

(%)

(«) entweder I =28 — II = 4II
) oder I—20 _II=2Il

Die Querschnittsfunktionen und Gleichungen der Meridian-
kurven unserer #hnlichen Zentralkorper 2n'® Grades sind dem-
nach entweder

[ (A )

Q;IE 02x'/2=-}A0+A222+ A4Z4+"'+22"-2A_2n22"
oder : .
, , ) 2 h n

o Q=0 =4+ Ay(5+2) + 4, (G+2) + o+ 4y, (5+2)

V=00 — - A+ 24,2 8 A, A 4 22014, o
1 P} 0 4 2n

13. Nunmehr konnen wir die Frage in 8 beantworten, in-
wieweit die Koeffizienten vorstehender Gleichungen mit den
fritheren Bedingungen in & in Einklang zu bringen sind. Selbst-
verstindlich muB vorher @' nach Potenzen von z geordnet werden.
Da die Koeffizienten mit den hochsten Indizes immer im Vor-
zeichen ibereinstimmen, kommen nur die Bedingungen fiir
D-Korper (nicht S-Kérper) in Betracht.

Beginnen wir mit m =2n=2. Aus vorstehenden Gleichungen
folgt fiir jede Verschiebung % und jedes Ahnlichkeitsverhiltnis &

(2) ‘ entweder A, = A,"= A4,,
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welche mit der fritheren einen Bedingung in 5 ohne weiteres
iibereinstimmt, und also D =1 — II = 3II liefert;

(B) - oder A=d,, A=¢d,,

was mit der fritheren, da ¢ =2 ist, dann im Einklang steht,
wenn ¢ doppelt genommen wird, und D = 21 — II = 31II ergibt.

Hierbei sind die Korper 21 und —1— II #hnlich, wenn bei I die

Breite verdoppelt wird. Wir haben also zunichst das Resultat:

Mit Methode a konnen beliebige Schichten von
Reinkorpern und Zentralschichten von gemischten Kor-
pern zweiten Grades berechnet werden.

14. Fiir hohere, 2n%, Potenzen sind % voneinander unab-
hiéngige Bedingungen zugleich zu erfiillen, was nicht moglich ist.
Durch Vervielfachung des Korpers I 148t sich jedoch auch hier
(wie vorhin unter (8)) die Ubereinstimmung der hochsten Koeffi-
zienten erreichen, und dies ist wertvoll, weil dann durch Bil-
dung eines Differenzkérpers der Grad um 2 erniedrigt
wird, denn die zunichst entstehende Differenz vom (2n— 1)
Grade ist nach 4 gleich einer Zentralschicht (21— 2)%*® Grades.
Fiir die hochsten Koeffizienten der Querschnittsfunktionen der
Korper 1G%) und IIG® lautet die alte Bedingung (5)

-A2n = Azn = A2n
und die neue (12) entweder

(05) Aén = Agn und -Aé'n — 2271—2A2n
oder '
(ﬂ) Aén’: A‘_)n und Aé/" = 2271— lA?n;

fiir den entstehenden Differenzkorper D®7~% erhalten wir daher
entweder

(¢) D@n=2— 92n-2]@m _ JI@n) — 2_4:1 1w = (22n—1). 11"
oder
(8) . D=2 = 22n-11(2n)_]_[(2u)=22_"2—_1, 1@ = (2% — 1) I1e»,

Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursionsformel,
indem wir D@»~2 als den neuen Korper II¢»—2 betrachten usw.,
gelangen wir zu dem Resultat: Zentralschichten von ge-
mischten Koérpern 2#x'*" Grades konnen durch z-malige
Anwendung der Methode a berechnet werden.



— 17 —

Hiermit ist unsere Aufgabe eigentlich geldst, da nach 4 jeder
Kérper 2n*® oder 2n 4 1*» Grades als Zentralschicht eines ge-
mischten ZentralkGrpers 2#nt® Grades dargestellt werden kann.
Es handelt sich nur noch darum, die Kubatur wirklich aus+
zufiihren.

§ 3. Inhaltsformeln fiir gemischte Korper 2%=—5t%= Grades;
Reinkérper mt= Grades,
Summenformel fiir gemischte Korper mt Grades.

15. Bei einmaliger Anwendung der Methode a konnen alle
Korperschichten, deren Querschnittsfunktion den 3% Grad nicht
iibersteigt, berechnet werden; ihre n-malige Anwendung fiihrt zur
Inhaltsbestimmung aller Kérperschichten 2#%® und 2% +1%® Grades.
Hierbei ist ganz gleichgiiltig, ob ein «- oder B-Korper den Be-
rechnungen zugrunde gelegt wird. Im Falle (B) ist der Korper
ein Zylinder, seine Kubatur reduziert sich, wie schon erwihnt,
auf die Quadratur der Grundfliche in der zz-Ebene. Um Wieder-
holungen zu vermeiden, wahlen wir immer nur einen «-Korper.
Da die Korper 2% Grades in § 4 eingehend behandelt werden,
beschrinken wir uns vorliufig auf folgende Inhaltsberechnungen:

Gemischter «-Korper 2™ oder 3*" Grades V, gegeben
durch die Héhe 7, seine Begrenzungsquerschnitte G; und G, und
seinen Mittelschnitt (. Die raumgleiche Zentralschicht II = 7

hat dann die Randquerschnitte @, = Q’,ﬁ=%(G1+G2) und den
T2 )
Mittelschnitt @5 = G,,, die halbe Zentralschicht I also die Rand-
schnitte @ ,=4G, und @, =2(G,+ G,).
2 F)
Nach 13 folgt fiir den .D-Korper

: D=I—II=3II=;~{<Q;L—Q:L)+<Q'L—QE’-)}'h’
2 2 2

2
B3Il = 5 {46, — 5 (G4 +Gy) +2(Gy+Gy) — 5 (Gy+Gy) | Iy
und da V' =1I ist (vergl. 25, Formel I))
V= (G, + 4G, + G)h.

Dies ist die bekannte Simpsonsche Formel, die man aber nur
dann verwenden wird, wenn der Mittelschnitt auch gegeben ist



(vergl. 22, Beispiel 7) oder leicht gefunden werden kann; letz-
teres ist nur bei den Reinkérpern der Fall. Z. B. fiir den

Reinkorper 3** Grades V, gegeben durch » und Rand-
querschnitt G, folgt aus G, =0 und G,= G der Mittelschnitt

G =1 -G=—;—G und

m 28
1
V= Gh-

DaB weder der Mittelschnitt noch die Randschnitte gegeben
sein miissen, zeige folgendes Beispiel:
Gemischter a-Korper 2%» oder 3t» Grades, .gegeben
durch 4 und G ,, G », G, G, . Die Querschnitte der raum-
3

h

6 6 3

gleichen Zentralschicht II sind dann @” , = 7 = % (G r+ G//)
) 3 3 3

und Q" = @ = % (G » 4+ G ;‘) , die der halben Zentralschicht I
-5 % -5 7
also Q:_@=4Q2=2(G_3+Gi) und QZ=4Q2=2(G_1—|— G,_,),
6 6 6 6 ‘3 3 3

6

und als D-Korper folgt
1 4 U / 7t
D=1-I= 3II=?{(Q_%,— Q_%) + (Q%— Q%)} h,
der Inhalt ¥V =1I ist demnach (vergl. 25, Formel I3")
V=526 s+ G s+ Gi+2G,)h.
. 3

6 6 3

Als Beispiel fiir zweimalige Anwendung der Methode a
wihlen wir folgende Berechnung:

Gemischter «-Korper 4t» oder 5t Grades V, gegeben

durch % und die Querschnitte G ., G ., Gy, G, G!, , die

P 1 i
den Korper in vier gleichhohe Schichten teilen. Betrachten wir
die raumgleiche Zentralschicht 4t Grades V als II®, so ist
1

Vy= G (Ey+6y), o= imy (4 6y)
Qo = G; fiir die halbe Zentralschicht I® von gleicher Hohe folgt
Q 1 =46, @ =2 (G_i + Gi) “und Q) =2 (G_i + Gi) .
2 4 4 2 2 2
Nach der Rekursionsformel in 14 ergibt sich hieraus als Schicht
3ten (Grades
D® = 41® — TI® = 15II* = 15 7,
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ein Korper, der Gy —=4Q 1 — Q1 =16G,— (G, + Gu),
2 2 2 2

und Gy =4Q) — @) = %(G r Gh) zu Randschnitten und
Kl 2 ) P)

4
Sein Inhalt ist nach der in Beispiel (1) gewonnenen Simpson-

schen Formel:

DO — 157 — (126, + 32 (G_%+ G,,) + 7(G_ L+ GL)} :

G,=4Q,— @, =38 (G_ P+ G ,,) — G, zum Mittelschnitt hat.
4

7
Also ist bei besserer Anordnung (vergl. 25, Formel IL,):

V=2116 , 4326 , +126G,+ 326, + 16, ).
. T 7 1)

Im besonderen:

Gemischte a-Zentralschicht 4** Grades V, deren Meri-
diankurve eine gewGhnliche Parabel ist, deren Scheiteltangente
der z-Achse parallel liuft, gegeben durch , den Mittelschnitt G,
und die Randschnitte G,. Da bei der Parabel die Abszissen sich
wie die Quadrate der Ordinaten verhalten, so folgt fiir die &qui-

distanten Querschnitte ( VG, — V@) : (V@; —V@;) =1:22
4 2
oder 4V G, =38V Gy,+VG,; die der Formel entsprechenden
4 2

Querschnitte sind also G,, G , =G, = 11—6(3]/5;, + VG,
1 3
G =G, = G, und der Inhalt

2

V= 1(86G, + 4V GG, +36,).

Hieraué: Parabolischer FaBkorper, gegeben durch Lénge &,
Spundtiefe 27, und Bodendurchmesser 27, des Fasses!):
h
V= %}{87’02 + 4ryr + 37’12} .
Reinkorper 4%® Grades V, gegeben durch 7 und Rand-

schnitt G, dessen entspréchende Querschnitte also 0, (7;)4(; s
1\t 3\t . '
(;) G, (T) G, G sind, ’
V=G

) Max Simon, Die Entwickelung der Elementargeometrie, Seite 196
bis 197, Literatur iiber FaBberechnungen.
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Reinkorper 5t® Grades V, gegeben durch » und Rand-
schnitt G,l dessen entsprechende Querschnitte also O, (i)ﬁG,

4
(%)567', (Z)(;, G sind,

1 Rl
V=F(xh.

In gleicher Weise durch dreimalige Anwendung der Methode a
den Inhalt des gemischten «-Korpers 6%» oder 7' Grades zu
berechnen — d. h. ihn auf den gemischten Korper 5*» Grades, den
wir eben behandelt haben, zuriickzufiihren — ist nicht ratsam, da
9 dquidistante Querschnitte erforderlich sind, wihrend 7 oder 8
dquidistante schon geniigen (vergl. 25). Im allgemeinen, d. h.
fiir Korper 2nt® und 2# -+ 1t® Grades, sind 27+ 1 #quidistante
Querschnitte erforderlich, wihrend schon 2% + 1 oder 2n + 2
geniigen.

16. Die eben entwickelten Formeln lassen auf das allgemeine
Gesetz schlieBen, daB fiir einen Reinkdrper m*® Grades der

Inhalt V— + I Gh ist. Dies soll durch Induktion bewiesen

werden. Wir haben demnach zu zeigen, daBl, wenn ein Rein-
kérper von der Querschnittsfunktion @Q=A4¢" m=0,1,2,..
2n — 2 vorausgesetzt, die Inhaltsformel
yi=h _ Apmt! _ Qiz=nh
(=0 m+4+1 m+1

hat, diese auch noech fiir m =2%» —1 und m = 2n, also
allgemein gilt.

Beweis fir m=2n—1. Ist Q=4 '=A(k+2)*"~* und
h = 2k, so folgt nach 4

'2n—1>

__}(QZ+Q_Z)= {LG 1+(2n_1>k2n4_322+‘“+(2n—-2

also der Voraussetzung gemif

ka?n- 2},

V=2l (1 ()54 ()5 et G ) m)
Nun ist
folglich

C ) e G j_nl)’
(

Y=k 2 AR?" | (2%) + '23n> n (25';1) I (2:ﬁl>} )

s=—k 2nm |
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Unter Beriicksichtigung der Identitit

(1+1)Z;(1—_1)f —9r-1_ (i) + (7?:) + (;) 4.

ergibt sich

s=h s=k 24K, . A-@REPTl.2k Qroph
V. _Vz——k_ 2n 2nl— 2n = ’

q.e.d.

Beweis fiir m = 2n. Die Anwendung unserer Rekursions-
formel (14, «) auf den zu berechnenden Reinkdrper V(= der
halben Zentralschicht I) vom Querschnitt @ = A" = A(k+2)*"
und der #hnlichen Zentralschicht II vom Querschnitt ¢ '= 227—24 22~
(vergleiche 12, «) ergibt fiir den Querschnitt G der Korper-
differenz 2n — 1*® Grades

— -2 Q"

—_ 2711 2A{k2n+( )Lon 12/’+( )62" 222+ +( l)kz2n—1}’
mithin fiir den Querschnitt der Zentralschicht 2# — 2%® Grades
G:tG—z 92n— 2A{L2n+( )72n 224 .. +( 2)70222"—2}

und demnach fiir seinen Inhalt D@»-2 — 222-2] _ II oder

28" —1

4 Vz~__—L k
_ 9on—2 » f 20 1 20 l . 2n 1
=2 24K +111+( )3+(4)5+ +(2n—2) 1)
Wird in der Klammer (: Z) = 0 hinzugefiigt und wie
vorhin berticksichtigt, daB ( )% ! (i"j;) ist, so folgt
22n 1 =k
4 * Vz——-l

S (e G ()

V_—h_ o=k _A-@RPrek _ Q=i
s=—k 21+ 1 2n -1’

und endlich

q.e.d.

Bei Anwendung der Rekursionsformel (8) wiirde sich der
Beweis fast ebenso gestaltet haben.



Da nun fiir die Reinkérper 0% bez. 1*® Grades von der
Querschnittsfunktion 4, bez.. 4, ¢ der Inhalt

th = Q(;’:h)h' bez. —12‘ A1h2= % Q(C= h)h

der Formel gentigt, so ist damit ihre allgemeine Giiltigkeit als
Inhaltsformel fiir Reinkdrper bewiesen, und zugleich (da die
B-Korper Zylinder sind) die Quadratur der Parabeln mt® Grades
fir ganzzahliges m gewonnen.?')

Mithin hat auch ein gemischter Kérper vom Querschnltt

Q=Ado+ 4,5+ 4,8+ + 4,0
und der Hohe . den Inhalt
t= 1 1 m
Vilg= doh+5 Ak + 5 AR+ -+ —— +1A Bmty
oder in anderer Form: Ein gemischter Korper 2u' bez.
2n + 1%** Grades vom Querschnitt

Q=Ay+ Ayz + A2+ - - 4 4,287+ 4,, 8!
und ebenso eine Zentralschicht 2n*® Grades vom Quer-
schnitt ’
G=Ay+ 4,88+ A2 + - +A2nz2”
und der H6he 7 = 2k hat den Inhalt
vzt =2+ & AR A

z=—k

2n +1A2"k2"+1}'

§ 4. Die Korper zweiten Grades; ihr Doppelsatz;
ihre indirekte Inhaltshestimmung nach den Methoden a und b.

17. Nachdem eine allgemeine Inhaltsformel gewonnen, scheint
nunmehr die Methode a selbst ihren Zweck erfiillt zu haben,
und die noch zu behandelnde Methode b, die Inhaltsbestimmung
eines Korpers mit Hilfe eines bekannten Korpers, tiberhaupt tiber-
flissig geworden zu sein. Dem ist jedoch nicht so. Fiir einen
gemischten Korper beliebig hoher Potenz von gegebener Quer-
schnittsfunktion ist es allerdings geraten, ihn nach eben ent-
wickelter Formel direkt als algebraische Summe von Rein-
kérpern zu berechnen, wie es ja die Integralrechnung auch tut;

) Eine viel kiirzere elementare Ableitung dieser Inhalts- bez. Flichen-
formel, auch fiir gebrochene und negative Exponenten der hoheren
Parabeln (der Meridiankurven der «- und B-Reinkérper),- gebe ich in
meiner zweiten Abhandlung.
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fiir einen gemischten Korper 1t» oder 2t® Grades dagegen ist es,
wie an Beispielen gezeigt werden soll, iiberraschend einfacher,
ihn als einen einzigen aufzufassen — darin liegt das wesent-
lich Neue — und nach Methode a oder b, also indirekt mit
Hilfe eines D- bez. S-Korpers zu bestimmen. Vor allen Dingen
umgeht man auf diese Weise schon die Aufstellung der Quer-
schnittsfunktion, denn als Bestimmungsstiicke sind in diesen
Fillen gewdhnlich auBer der H6he h nicht deren Konstanten
Ay, 4,, A;, sondern ein oder zwei Querschnitte selbst und eine
die Gestalt der Meridiankurve bestimmende GroBe gegeben.

Methode a kann nach 13 ohne weiteres nur fiir beliebige
Schichten von Reinkdrpern und Zentralschichten von ge-
mischten Ko&rpern zweiten Grades in Frage kommen. Da aber
alle anderen Schichten — selbst die von Korpern dritten Grades —
nach 4 durch zentrale Schichten zweiten Grades ersetzt werden konnen,
so reicht Methode a fiir alle hierher geh6renden Berechnungen aus.

Doch ist ihre Anwendung, die im allgemeinen (vergl. 15
erstes Beispiel) den Mittelquerschnitt und die Randschnitte er-
fordert, nur in wenigen Féllen ratsam, nimlich nur dann, wenn
von der Zentralschicht der Mittelschnitt (wie beim Reinkérper
2ten (Grades) oder die Randschnitte (wie beim gemischten end-
lichen Vollkorper 2t» Grades) verschwinden. In allen anderen
Fillen fiihrt Methode b viel einfacher zum Ziele, besonders
dann, wenn bei gegebenem Mittelschnitt der Reinkorper und bei
gegebenen Randschnitten der gemischte endliche Vollkérper als
Hilfskorper verwendet werden. Beide Methoden ergénzen sich
also aufs beste, da Methode b gerade die Korper am vorteil-
haftesten als bekannte Hilfskorper verwendet, die mit Methode a
bequem sich berechnen lassen.

18. Ehe wir uns den Inhaltsberechnungen der Kérper
ersten und zweiten Grades zuwenden, soll auf ihre Meridian-
kurven und die Bedingungen fiir das Zustandekommen eines D-
oder S-Korpers niher eingegangen werden.

Der Querschnitt und die Meridiankurve eines gemischten
Korpers ersten oder zweiten Grades, je nachdem A, = 0 ist oder
nicht, sei :

(@) Q=0Cat=A 4+ A,z + A, = Ay + 4, (s + k)®
oder

(8) Q=Ca =A,+ A2+ 4,2° = A+ 4, (2 + )"
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Nach 3 ist hierbei
= ﬁ und A, = 4, — 4,k

Die Meridiankurve stellt mit Ausnahme (8,) einen Kegelschnitt
dar und zwar, wenn

(e) 4,=0 Parabel P,, deren Achse
Ay >0 Hyperbel H, deren Neben-
achse die
A, <O ’ H,, deren Haupt-|
Ay, >0 und achse z ?sihse
() Ay =0 Geradenpaar H,, dessen ’
eine Winkelhalbierende
A, > 0 Ellipse E, deren eine Achse
4; <0 und A, <0 imag. Ellipse E,
B) 4,=0 Gerade,
(B;) 4,20 Parabel P,, deren Achse der p0s1t1ven

oder negativen z-Achse parallel lduft.

19. Von den Halbachsen des zentrischen Meridiankegel-
schnittes des «-Korpers sei a der z-Achse parallel und liege ¢
in der z-Achse. Laufen die parallelen Querschnitte keiner Achse
parallel, so bedeuten a und ¢ konjugierte Halbmesser, und als
Koordinatensystem ist das schiefwinklige zu betrachten, dessen

2-Achse die Richtung von ¢ hat.

Fiir die Ellipse oder Hyperbel ist ——s =+ 4

Alle Meridiankurven eines «- Korpers gehen durch
dieselben reellen oder imagindren Punkte der z-Achse,
stimmen also im Mittelpunkte und dem Halbmesser ¢
iiberein, wie leicht daraus gefolgert werden kann, daB alle
Meridiankurven dieselben Koeffizienten A4,, 4,, 4, haben, und
nur C, sich #ndert.

Die «-Korper selbst sollen nur nach ihren Meridiankurven
als parabolische, elliptische und hyperbolische Schichten
erster oder zweiter Art bezeichnet werden; die Gestalt der unter-
einander dhnlichen und #hnlich gelegenen Querschnitte mit der
z-Achse als gemeinsamer Ahnlichkeitslinie kommt hierbei gar
nicht in Betracht. Die hyperbolischen Schichten besitzen
einen Asymptotenkdrper (Pyramide oder Kegel), dessen
Querschnitte denen der Schicht dhnlich sind. Die Mantel-
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fliche einer Schicht gehdrt im besonderen einer Fliche zweiter
Ordnung an, wenn die #hnlichen oder dhnlich gelegenen Quer-
schnitte ebenfalls Kegelschnitte sind, deren Mittelpunkte auf der
z-Achse liegen.

Alle ¢-Korper werden lings eines jeden Querschnitts
Q von einem Tangentialkérper (Pyramide oder Kegel) be-
riihrt, dessen Spitze auf der z-Achse liegt; denn alle
Meridiankurven sind der #hnlichen und dhnlich gelegenen Quer-
schnitte zufolge affin. Riickt bei dem hyperbolischen o-Korper
der Querschnitt ins Unendliche, so wird der Tangentialkorper
zum Asymptotenkorper.

Die im allgemeinen nicht dhnlichen Meridiankurven zweier
o-Koérper mit &#hnlichen und #hnlich gelegenen Querschnitten
stimmen in den Koeffizienten Cy,'= C,” iiberein. Jeder der beiden
«-Koérper 2® Grades ist ein Zentralkdrper (2) von der Glei-
chung («) in 18. Das beiden gemeinsame Koordinatensystem
1iBt sich so verschieben, daB auch 4,’= 4,” wird. Die Quer-
schnittsfunktionen bez. Meridiankurven lauten dann:

Q' =Cx'%= A+ A2 + 4,7,
Q= Cx"’= A,"+ A,z + 4,7
Die Differenz beider Korper ist ebenfalls ein Zentralkorper.
Aus seiner Querschnittsfunktion

Q= Q= 0" = (/= 4") + (4~ 4,") &
folgt, daB er die zy-Ebene zur Zentralebene hat. Je zwei zu ihr
dquidistante Querschnitte des Differenzkérpers sind also einander
gleich und im besonderen gleich Null. Beide Korper schneiden
sich demnach auf zwei dquidistanten Ebenen, deren Abstand » =22

A A
2 __ ] 0

aus 7= — folgt.
Ist nicht nur 4,"= A", sondern auch 4,'= 4,”, so fallen

diese beiden Ebenen in eine zusammen: die beiden Korper be-
rithren einander, und ihre Differenz bildet einen Reinkdrper.

20. Nach 11 stimmen nun zwei #hnliche «-Meridian-
kurven fiir jedes Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ in den Koeffizienten
Cy=C,” und A, = A4,” iiberein. Dasselbe gilt auch von zwei
dhnlich-konjugierten Hyperbeln H’ und H,”, d. h. solchen,
von denen jede der konjugierten der andern #hnlich ist. Da
nach 5 ein D-Korper nur an die Bedingung 4,"— 4," =0 ge-

XXXII. Jahresber. d. Vereins f. Naturk. zu Zwickau. 5
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bunden ist, so kann er also entweder durch zwei elliptische oder
durch zwei hyperbolische Schichten gleicher oder verschiedener
Art hergestellt werden. Fiir einen S-Korper ist 4,"+ 4,"=0
Bedingung: 4,” und 4,” haben demnach verschiedene Vorzeichen,
und seine Herstellung erfordert also eine elliptische und eine
hyperbolische Schicht erster oder zweiter Art. Aus obigen Be-
dingungen ergibt sich daher in allen Fillen, abgesehen vom

Vorzeichen: g— = %, also die Gleichheit der Verhdltnisse ent-
2 2

sprechender konjugierter Durchmesser, insbesondere der Achsen.

Die Meridiankurve des B-Korpers ist immer eine Parabel,
deren Achse mit der z-Achse parallel lduft. Die g-Korper ge-
horen demnach immer parabolischen Zylindern an. Da zwei
B-Meridiankurven als Parabeln #hnlich sind, diese fiir ein be-
liebiges Ahnlichkeitsverhiltnis ¢ nach 11 aber in 4, und 4,”
nicht iibereinstimmen, sondern der Bedingung ¢4, F 4," =0
geniigen, so muf, um nach & die Bedingung fiir den D- bez.
S-Korper herzustellen, die erste Schicht ¢fach genommen werden.

Soll hiernach der Doppelsatz in 5 und sein Sonderfall in
6 fiir Korperschichten zweiten Grades gelten, so unter-
liegen diese fiir das Zustandekommen eines - bez. S-Korpers
folgenden Bedingungen:

Den D, -Kérper Den S,-Koérper
bilden zwei elliptische oder | bilden eine elliptische und
zwel hyperbolische Schich- | eine hyperbolische Schicht
ten gleicher oder verschie- | erster oder zweiter Art
dener Art |
von gleicher Héhe, deren parallele Querschnitte ein-
ander dhnlich sind, und deren entsprechende Meridian-
kurven in den Verhéltnissen der gleichgerichteten
Achsen iibereinstimmen. Hierbei konnen entweder beide
Schichten zugleich in parabolische Schichten, deren Achsen
mit der z-Achse zusammenfallen, oder von den hyperbolischen
Schichten eine bez. beide in die der Asymptotenkﬁrper
ausarten. »

Da der D,- oder S, Korper nach 5 vom ersten Grade lst
80 kann er nach 18 immer eine parabolische Schicht, deren
Achse die 2-Achse ist, zum Cavalierischen Korper haben

Einen D*-Kérper | Binen S *-Korper
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im besonderen bilden obige Schichten dann, wenn ihre
Begrenzungsebenen der Zentrale der Meridiankurven
parallel laufen. Hierbei gehoren parabolische Schichten kon-
gruenten Korpern an, deren Achsen

gleich gerichtet sind. | entgegengesetzt gerichtet sind.

Der D, *- oder S*-Korper ist Cavalierischer Korper
eines Zylinders.
|

Den D;-Kérper . Den S;-Korper
bilden parabolische Schichten von gleicher Hohe und
einander

gleich gerichteten, | entgegengesetzt gerichteten,
der z-Achse parallelen Parabel-Achsen. Die Querschnitts-
rechtecke sind nicht dhnlich, wohl aber die parabolischen Zylinder-
korper, denen die Schichten zugehéren, wenn die Breite (d.h. hier
die Mantellinie des Zylinders) der e-fach zu nehmenden Schicht
vervielfacht wird. ,

Der D;- oder S;-Kérper kann nach 18 eine Prismenschicht
von trapezf"drmiger Grundfliche in der zz-Ebene zum Cavalieri-
schen Korper haben. '

Einen D*-Kérper | Einen §;*-Korper
im besonderen bilden obige Schichten dann, wenn ihre
Parabel-Achsen in eine zusammenfallen.

Der D;*- oder Sy*-Korper ist Cavalierischer Kérper
eines rechteckigen Prismas.

Zu vorstehenden Sitzen mag ganz besonders bemerkt werden,
daB, falls die den D- oder D*-Korper bildenden Schichten
gleicher Art sind, sie dhnlichen und &hnlich gelegenen
Korpern zugehoren.

In der fritheren Bezeichnungsweise lautet

der Doppelsatz in Formel
entweder:

S0 = TFI=( @7 @) =g ( €aF @ o)+ ( GFE)| 0
oder:

‘g;*}=eI.T.H=(8Qo,-T- Qo”>'h=%{ (5 ¢ ’;T' Q/_,.%) + (8 Qéi Q%) } h

5*



Hierbei ist das Verhltnis
e ¥ S _ P _
a 4 y4
der die beiden Meridiankurven bestimmenden Konstanten (Halb-
achsen a, ¢ bez. Halbparameter p) ganz beliebig.

Wenn im Falle (8), wo die Kubatur auf eine Quadratur
hinauskommt, dem Problem sein stereometrischer Charakter da-
durch erhalten wird, daB &I als ein Korper, desgl. ¢@Q’ als ein
Querschnitt von e-facher Breite aufgefaBt wird, so sind beide
Formeln nicht mehr verschieden und beziehen sich durchweg auf
Schichten von Korpern, deren entsprechende, ihre Gestalt be-
stimmende GroBen gleiches Verhiltnis haben.

21. Um die Einfachheit der Methoden a und b zu zeigen,
mogen nun Beispiele von Inhaltsberechnungen folgen, in denen
wir uns auf den Fall beschrinken, daB die parallelen Querschnitte
senkrecht auf der Halbachse ¢ in der z-Achse stehen. Soll
jedoch allgemein ¢ nur ein konjugierter Halbmesser vom Neigungs-
winkel ® gegen die zy-Ebene sein, so ist in den betreffenden
Formeln ¢ bez. die Querschnittskonstante I, durch c¢sin @ bez.

rO
sin® @

Mit I, werde der Hauptquerschnitt eines elliptischen oder
hyperbolischen Koérpers von der Halbachse ¢ =1 und der Quer-
schnitt des Asymptotenkérpers in der Hohe ¢ =1 bezeichnet.
Die Begrenzungsquerschnitte einer Schicht seien G; und G, ihr
Mittelschnitt &,,; im Falle einer Zentralschicht ist letzterer der
Hauptquerschnit G, = ¢*l,,.

Wir beginnen mit der

zu ersetzen.

Berechnung von Korpern ersten Grades:

(1,) Parabolische Schicht, | (15) Keil-Schicht oder Prisma,

deren Achse die z-Achse ist, dessen trapezférmige Grund-

fliche in der xz-Ebene liegt,

gegeben durch die Schichthhe % und entweder die Randschnitte

G,, G, oder den Mittelschnitt G,, oder zwei dquidistante Quer-

schnitte G_,, G,. Die Inhaltsformel kann sofort hingeschrieben

werden, da die Schicht als Korper ersten Grades der D- bez.
S-Korper selbst ist.

— 5 (G4 G) =G, — 5 (G_+G).
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Berechnung von Kirpern zweiten Grades nach Methode a.
Hier handelt es sich immer um Aufstellung eines D-Korpers,
der mit D, oder D, bezeichnet werden soll, je nachdem Methode
a auf einen «- oder §-Korper angewendet wird.
(2,) Kegel oder Pyramide (=1I), gegeben durch die Hohe %
und Q" , = G. Als Hilfskorper wird ein Stumpf I umgeschrieben,

der dem #hnlichen Vollkérper von doppelter Hohe, also 8-fachem
Inhalt, angehort. Seine Randschnitte sind
Q 1=4G und @)=
) z
Da der Erginzungskiorper = II, so folgt I = 7II, also
1

D,—1—Tl =6l = {(4G—G) + (G—0)}r,

und, da J =1II ist,
== Gh

(3,) Kegel- oder Pyramldenstumpf, d. h {SD;?;T:Z}

zweier Vollkorper (= 1I), gegeben durch &,
Ql_ = Gl und Q,L =G
) 2

Ist II der Vollkdrper von der Héhe h, so ist ¢ =0. Aus der
2

Ahnlichkeit aller drei in Frage kommender Vollkdrper folgt fiir
die Querschnitte

Ve = Ve H‘VQI:—VG FVG,

und ferner fiir die Inhalte
LI =G FVGY): VG, FVG)

Wird der hieraus sich ergebende Wert fiir II in die Gleichung
fiir den D-Korper

D,=1-1={6,~VG—VG)'+ G} h=hVGG,

eingesetzt, so folgt
V& TV, ) NN
I— m I=h VG1G2
und nach einigen Umformungen

_MYEIEYE)

3(VG, TVG,)
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und hieraus endlich die Formel
— 2 (&, £VGG, + Gy),

die wir also ohne Benutzung der oben (2) abgeleiteten Inhalts-
formel fiir den Vollkérper gewonnen haben. (Vergl 22, 11.)
Ebenso einfach wie (2) gestaltet sich folgende Berechnung vom

(4) Reinkérper 2*» Grades:
(4.) Kegel oder Pyramide (=1I), gegeben durch % und
O=6G; ¢ ,, 0. Hilfskérper II ist ein Doppelkegel oder eine
o
Doppelpyramlde mit gemeinsamer Spitze der Teilkérper. Fiir
diese Zentralschicht II ist ¢ ,= @} = %G, also
T2 2

Da=I—II=%I=%{(O—%G) + (G—%G)}h,
J= 5 Gh.

Mit Benutzung der Mittelschnitte ist die Rechnung noch ein-
facher: ¢',=+G und Q= 0, also

- 3 1
D, =T1-U=1=(3G-0)k,
1

Dieselbe Formel gilt fiir einen Doppelkdrper, gegeben durch die
GesamthShe 7 und die Randschnitte G.

(45) Konkaver parabolischer Zylinder (=1I), gegeben
durch die Parabelordinate - und @ = G = bg, wenn b die kon-
2

stante Breite des Querschnittsrechtecks bedeutet; ¢ = 0. Die

2
Berechnung ist identisch mit der Quadratur des konkaven

Parabelsegmentes, dessen Scheiteltangente die z-Achse ist.
Fiir die Zentralschicht II folgt, da ¢ =2 ist, @ 1= Qh= 3+ G,
) o

also

Dﬁ=21-1i=— - <O——-G) +(2¢G-— ;-G)}h,

cu[v—n NJI

J=Gh -bgh.

I
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Mit Benutzung der Mittelschnitte ist die Rechnung noch ein-
facher: Q=+ G und Q"= 0, also, da s = 2 ist,
3 1
Dy=21—1l=1—(2:7G—0)h,

‘ 1 1
J=5Gh=bgh.
Die Fliche des konkaven Parabelsegmentes ist also ein Drittel

des umgeschriebenen Rechtecks. F = —;— gh.

(5) Endlicher gemischter Vollkdrper 2% Grades:
(5.) Elliptischer Vollkérper (= II), gegeben durch h
und den Mittelschnitt @,"= G. Hilfskorper I ist ein halber ellip-
tischer Vollkorper. Die Randschnitte sind ¢ ,=4G, @,=0
und @ = @’ =0, also B B
P

9

2

1
D,—1—11—31 = {(4G—0)+(0—0) %,

2
J=1ah.

Dieselbe Formel gilt fiir den halben elliptischen Vollkérper, ge-
geben durch seine Hohe 2 und seinen Randschnitt G.

(55) Konvexer parabolischer Zylinder (= II), gegeben
durch die Parabelsehne % und den Mittelschnitt @,"= G = by,
wenn b wieder die konstante Breite der Querschnittsrechtecke
bedeutet. Die Berechnung ist identisch mit der Quadratur des
konvexen Parabelsegmentes, dessen Scheiteltangente der
2-Achse parallel lduft. I ist die halbe Zentralschicht, also ¢ = 2.
Die Randschnitte sind @ ,=2G, @,=0 und Q" ,= @7, =0,
also ) 2 ) E}

D=2 -1 =38I={(2-26-0)+ (0—0)}%,

2 2
Die Fliche des konvexen Parabelsegmentes ist also zwei Drittel

des umgeschriebenen Rechtecks. F — % gh.

(6) Im besonderen:
(67) Ellipsoid von den Halbachsen a,b,c. Da h = 2¢ und
G, = abx ist, folgt aus (5.)
J="abe.
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Kugel vom Radius a. Da k= 2a und G,= a’x ist, folgt

_4m 3 W3
J—Ta’——sh.

Bemerkenswert ihres rationalen Inhalts wegen sind ferner die
Sonderfélle, deren Grundflichen G, rational sind; z. B. der fiir
di¢ Inhaltsberechnung verschiedener Gewdlbeformen wichtige

(62) Huf des elliptischen Halbzylinders, begrenzt durch
die Meridianellipse von den Halbachsen @ und ¢ als Halbzylinder-
grundfliche und eine beliebige andere durch die #-Achse gehende
Ebene; gegeben durch a, ¢ und die Mantellinie b des Zylinders
in der zy-Ebene. Da in diesem Falle der elliptische Vollkorper
die Hohe 7 = 2¢ und das rechtwinklige Dreieck von den Katheten

a und b zur Grundfliche G,= %ab hat, so folgt nach (5,) aus
2 1
J= re —2—(lb -2¢
. .
J=3— abe.
Hieraus: Kreiszylinder-Huf (vergl. 10;), wenn a = ¢ ist,
J= —g-azb.

(T u. 8) Schicht des gemischten Korpers 2% Grades:

Wir behandeln fortan nur «-Korper, da die gemischten
p-Korper ohne weiteres auf die unter (4;) und (5;) betrachteten
zuriickzufiihren sind. (Vergl. 12—15 und 17—19.)

(7,) Nicht zentrale hyperbolische und elliptische
Schicht, gegeben durch die Héhe %, die Randschnitte G, G, und
den Mittelschnitt &,. Vor Anwendung der Methode a ist die
Schicht in die raumgleiche Zentralschicht von den Randschnitten

-;—(G1 + G,) und demselben Mittelschnitt G, iiberzufithren. Die
in 15 (1. Beisp.) schon ausgefiihrte Berechnung ergab als Inhalt

T=2(6,446,+Gy).

Wir heben hervor, daB die Zentralschicht und die urspriing-
lich gegebene #hnlichen Gebilden 2% Grades angehdren, da
die Summe der Randschnitte und der Mittelschnitt unveréndert
bleiben, und nach (15) bei &hnlichen Querschnitten die Gestalt
des Raumgebildes von dem Ausdruck G, + G,— 2@, abhingt.



Die Schicht ist, wie unten in (15) ndher begriindet wird,
hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem G, + G, 2 2G,, ist und
wird im Grenzfall G, + G,= 2@, parabolisch (1,); die hyper-
bolische Schicht artet in einen Stumpf ihres Asymptotenkdrpers
aus, d. b. in die Differenz oder Summe zweier Kegel bez. Pyra-
miden (3,), wenn VG, +VG,—= 2V G, ist. Eine besondere Be-
handlung verdient der Fall G, = G,, oder die

(8,) Hyperbolische und elliptische Zentralschicht
(=1I), gegeben durch %, den Mittelschnitt Q,"= G, und die Rand-
schnitte Q" ,= @% = G,. Fiir I, die halbe Zentralschicht von

2 2

gleicher Héhe, erhilt man @ ,=4G, und @)= 4G, und aus
. i

1
D=1—11=3811=[(4G,— G) + (4G, — @) |h=(2G,+ G
J="126,+a).

Diese Formel, die also einen Sonderfall der vorigen darstellt, geht
fiir Gy=0 in die Formel des Reinkérpers (2) und (4) und fiir
G,=0 in die des elliptischen Vollkorpers (5) iiber. In (9)
machen wir von ihr eine wichtige Anwendung.

Im besonderen: Zentralschicht des Rotationshyper-
boloids 1** Art und Rotationsellipsoids (elliptischer FaB-
korper?), gegeben durch & und die Radien 7, und 7, der Kreise
des Mittelschnitts und der Randschnitte

J= """ @4,

(9,) Hyperbolischer und elliptischer Sektor, gegeben
durch die Schichthdhe % seiner Begrenzungszone (d. h. der Mantel-
fliche der Schicht) und den parallelen Hauptquerschnitt G, des
hyperbolischen oder elliptischen Korpers.

Die Schicht (8) zerfillt in den Reinkdrper von den Rand-
schnitten G, und der Hohe % und einen hyperbolischen oder
elliptischen Sektor. Da der Inhalt des ersteren nach (2) oder (4)

gleich »; G,h ist, folgt fiir den letzteren 33 Gyh, also ein Aus-

druck, der von G; unabhingig ist. Also: Alle Zentralsektoren
von gleicher Hohe, die Korpern 22 Grades von gleichem Haupt-
schnitt G, zugehoren, haben gleichen Rauminhalt.

1) Siehe die Bemerkung auf S. 19.
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Wird aus einem solchen Kérper parallel zu G, eine beliebige
Schicht von der Hohe & geschnitten, so hat der zu ihrer Zone
gehérende Sektor, als Differenz bez. Summe zweier halben Zentral-
sektoren von den H6hen h, F hy = h berechnet, den Inhalt

2 —
) J=‘3‘Go (k1+h2)
oder auch ‘ 0 -
J= "'3— Goh .

D. h.: Alle elliptischen und hyperbolischen Sektoren,
die in der Schichthohe % ihrer Zonen und im parallelen
Hauptquerschnitt G, tibereinstimmen, haben gleichen
Rauminhalt. Im Grenzfall 2¢ =% wird der Sektor zum ellip-
tischen Vollkérper, im Falle ¢ = co zum Sektor eines Zylinders
oder Prismas vom Querschnitt Gy und der Héhe .

~ Hiernach kann ein hyperbolischer oder elliptischer Sektor
bez. Vollk6rper leicht in eine vorgeschriebene Anzahl gleicher
Sektoren geteilt werden.

(10,) In einem besonderen Falle liBt sich aus dieser Raum-
formel eine Flachenformel fiir die Zone des Sektors gewinnen.
Ist nimlich der Korper 2%° Grades, dem der Sektor angehort,
entweder ein Kugelkeil bez. eine Vollkugel oder ein Kreis-
zylinderhuf bez. ein Gebilde (z. B. Klostergewslbe), das aus
einer Summe solcher Kreiszylinderhufe sich zusammensetzt: ist
also die Meridiankurve ein Kreis und G, ein Ausschnitt entweder
eines Kreises oder eines Kreistangentenvielecks bez. diese selbst,
so kann der Sektor als eine Pyramide aufgefaBt werden, deren
Grundfliche die Zone und deren Hohe der Radius ist. Dasselbe
gilt von dem Sektor, dessen Zone dem iiber G, errichteten
Zylinder- oder Prismamantel angehért. Da nun beide raumgleiche
Sektoren als Pyramiden gleicher Hohe auch gleiche Grundflichen
haben, so folgt: Alle Zonen von gleicher Schichth6he eines
der betrachteten Sonderkdrper sind einander flichen-
gleich, und zwar gleich der Zone (Mantel) von gleicher
Hohe des iiber G, errichteten Zylinders oder Prismas.

Hiernach kann eine Zone, deren Sektor einem Kugelkeil
oder einem Kreiszylinderhuf angehért (aber nur eine solche!),
leicht in eine vorgeschriebene Anzahl gleicher Flichenstreifen
zerschnitten werden.

(10;) Bezeichnet @ den Radius der eingeschriebenen Kugel



des Sonderkdrpers, ferner M die Zone eines Sektors oJ, so folgt

2nh

aus 3J = Ma = 2G,h die Flichenformel M = — G

Hieraus folgt z. B. fiir die ganze Zone des Krelszylinder-
hufs (6) der rationale Flicheninhalt M = 2ab.

22, Inhaltshestimmung von Korpern zweiten Grades nach

Methode b.

Sie zerfallen in 4 Arten,

je nachdem ein D-; S-, D*

S*-Koérper aufgestellt wird. Auch hier kénnen wir uns mit Aus-
nahme (11,) auf Berechnungen von «-Korpern beschrinken.

(11) Schicht des Reinksrpers 2 Grades, d. h.{

Differenz |
Summe |

zweier Vollkorper (=1I), gegeben durch k, Q ;, = G, und Q;, = @,.

Da die Berechnungen fiir den «- und ﬂ Korper vollstandlg iber-
einstimmen, behandeln wir beide nebeneinander:

(11,) Kegel- oder Pyramiden-
Stumpf. (Vergl 3,)

Wird der Korper als Schiclit
des Asymptotenkorpers eines
hyperbolischen Kérpers aufge-
faBt und II als achsenverhéltnis-
gleicher elliptischer Vollkdrper
von gleicher Hohe, so ist, da
sich in #hnlichen Korpern die
Querschnitte wie die Quadrate
der Hohen verhalten

v

(115) Schicht des konkaven
parabolischen Zylinders.

Ist II der konvexe parabo-
lische Vollzylinder von kon-
gruenter Meridian-Parabel, e=1,
von der Sehne A, so ist, da sich
die Abszissen — hier auch die
Querschnitte als Rechtecke von
konstanter Breite — wie die
Quadrate der Ordinaten — hier
der Hohen — verhalten

=";_ (VE¢V@—£> =%(V—G—1’T‘1/§;) und Q:{_;= Q%= 0

Se= T+ =T+ 5 ¢'h = 5{(6:—0) + (6~ )|

J+ <.

T VEFVESh= 5 (G +6)h

J= %(Gfl‘l/Gle‘l‘ G2)'

Ebenso einfach gestaltet sich die Berechnung bei Verwendung

der Mittelschnitte.

Ist II die Zentralschicht des kongruenten

Reinkorpers 2% Girades von der Héhe %, also @,"= 0, so folgt

aus demselben Grunde wie oben:
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fiir die Randschnitte V@ =V li=5 (VG FVE)
2 2

und fiir den Mittelschnitt von I V'@, = % VG, +VG,).

D,=1—1=J— ik =@Qh
2.

J— b LV FVG) = LG V@)
J= (6, + VGG + Gy).

Wird G,=bg, und G,=bg, gesetzt, so folgt fiir den
Parallelstreifen von der Héhe ., der von der Parabel und ihrer
Scheiteltangente begrenzt wird,

h P
F=2(0+V00:+9)-

(12—15) Schicht des gemischten «-Korpers 2% Grades

hyperbolische Schicht 1% od. 2 Art,
elliptische Schicht. (Vergl. 7.)
(12;) Die Schicht (=1) ist gegeben durch die Hohe h,
¢ 1=G, ¢»=G, und T, den Mittelschnitt des achsenver-
El 2 '

(12) Nicht zentrale{

haltnisgleichen elliptischen Vollkorpers von der Halbachse 1 in
der z-Achse. Ist II der elliptische Vollkérper von der Hohe &,

also Q=T (%)2 und @', = @3 =0, so folgt
2 2

Sa

4 }=1i11=Ji§ro (%)2h=%{(G1—O)+ (G,,—O)}h

a

I+ 5 Tkt =2 (G + Gl
T =2 8(6G+ @) Frohe).

(127) Die Schicht (=1I) ist gegeben durch die Hohe %, den
Mittelschnitt der Schicht @,'= &,, und [, den Querschnitt in der
Hohe 1 des Asymptotenkdrpers - achsenverhéltnisgleicher hyper-
bolischer Korper. Ist II der asymptotische Doppelkérper von
der Hohe %, also @,"=0 und Q" ,= Q%= l'o(%)g, so folgt

_aT e

2
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J+ 72—F07L3= Gmk
h
T = g {126, + Th*)-

(127) Da die gegebenen GriBen nur den Rauminhalt der
Schicht, nicht diese selbst, vollstindig bestimmen, und von T,
die Gestalt des ganzen Raumgebildes abhingt, so folgt:

Alle ¢-Schichten dhnlicher elliptischer oder hyper-
bolischer, insbesondere parabolischer Korper, die im
Mittelquerschnitt und der Héhe iibereinstimmen, haben
gleichen Rauminhalt.

Im Grenzfall Fj=0 wird die Schicht parabolisch (1)
In (15) sind die Bedingungen im Zusammenhange erdrtert, unter
denen eine bestimmte Art méglich ist.

(13) Im besonderen:

1 ter ter
Schicht des Rota,tions—{I_Iyperbololds 1 od. 2 Art

Ellipsoids K
dessen Rotationsachse die z-Achse ist, gegeben durch (%), also
2
l'0=(%> #, h und
(13") entweder die Radien », und 7, der Begrenzungskreise
h _ 2
T="e {30+ F(h)
(13") oder den Radius 7,, des Mittelkreises
wh ( a ;\?2
- s )

Werden r,, 7,, r,, nur als Abszissen der Meridiankurve und
m als eine beliebige Konstante aufgefait, so gelten vorstehende
Formeln ganz allgemein wie die in (12).

(14) Hieraus:
(14) Schicht des Rotations-Paraboloids, wenn —Z—=O,
also (=0,
J = %h (r2+ 1% ==hri.
14") Kreiskegelstumpf, d. h. Differens zweier Kegel,
g P g

Summe
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T 4T
h

und Mantellinie bedeutet,

a . . .
wenn - = = tan « ist, wo « den Winkel zwischen Achse

h
J= %— (rtrry+1f) = 11% (1275, + 77 tan® ) -

Schicht des gleichseitigen Rotationshyper-
(14™) boloids ,
Kugelschicht '

wenn % =1, also Iy== ist,
T="2(8(n2+n?) F 12} = T2 {1202 1 12}

(15) Bedingungsgleichungen zwischen den gegebenen

GroBen. :
Zwischen den verschiedenen gegebenen GriBen der Inhalts-
formeln, die wir fiir jeden einzelnen Korper sémtlich als positiv
voraussetzen, bestehen gewisse Bedingungsgleichungen, die er-
kennen lassen, zwischen welchen Grenzen ein Ko6rper iiberhaupt
oder als bestimmte Art moglich ist. Wir gewinnen diese Grenzen
durch Betrachtung der Sonderfille: So trennt die parabolische
Schicht P die elliptischen E von den hyperbolischen, der Asym-
ptotenkérper H, die hyperbolischen Schichten 1%** H, von denen
2 Art H, und die halbe Zentralschicht einer Gattung die
Schichten, die aus der Differenz () zweier solcher hervorgehen,
von denen, die aus ihrer Summe (6) bestehen. Fiir die hyper-
bolischen Kérper 2% Art gibt es keine eigentliche Schicht H,,,
die aus der Summe zweier halber Zentralschichten besteht, da
der Korper die zy-Ebene nicht schneidet. Die Ordinaten 22 < ¢?
der Meridiankurve ergeben imaginére Abszissen z, denen, der
Ahnlichkeit der Querschnitte @ — Ca? zufolge, negative Quer-
schnitte entsprechen. Diese erfiillen einen negativ zu nehmenden
elliptischen Vollkorper von der Hohe 2¢, der gleichsam die Er-
ginzung des hyperbolischen Korpers 2** Art bildet. Umgekehrt
kann letzterer als die negative Fortsetzung des ersteren angesehen
werden, da wiederum den Ordinaten 2% > ¢? der Meridianellipse
imagindre Abszissen entsprechen.

Die Gleichsetzung der beiden Werte in (12) bez. (13) fiir
den Inhalt der { hy.per.bohschen } Schicht liefert zwischen den
elliptischen
gegebenen GroBen die wichtige Bedingungsgleichung:
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h2r0= + 2(G1+G2_2Gm>

bez. ,
B () = & 20 12— 202).
Hieraus folgt: fiir die parabolische Schicht
G+ Gy=2G, bez. r?+ri=2r7,
also

=0  bez (i) =0;

c
fiir die Differenz- oder Summenschicht des Asymptoten-
kérpers nach (3,) oder (11,)

VG V6 =2VG, bez. 7, + 7, =27,
GFVGY WFr,
M= <V———-1_;V—2) bez. (%) =__71";;’-;
fiir die halbe Zentralschicht von der Hohe %, wenn die Be-
dingungsgleichung auf die Zentralschicht von der Héhe 27 an-
gewendet wird, wobei von G, > G, als Randschnitte G; und als

Mittelschnitt G, zu nehmen sind oder umgekehrt, je nachdem die
Schicht hyperbolisch oder elliptisch ist,

|.0=G,—G, bez. (a) Vr'—nt,

he - = %
(15") Die in (12;) gegebenen GréBen h, Gy > Gy, T, bez. h,
7 > 1, (%) bestimmen daher: eine hyperbolische Schicht 1tr
H,,, H,,, oder 2*r Art H,,, H,,, wenn

also

0< (< LEVES 1), , < GCe = =<<ro>m L5, +VG2) VeHV&) 1), <oo

bez.

0<(8) <), (D), <5< (), <o

c

und eine elliptische Schicht E,,, E,, wenn
0 < (M)s < % < (M)s< o

< I () <

(15") Aus vorstehenden Ungleichungen fiir I, bez. (%)

kénnen mit Hilfe obiger Bedingungsgleichung Grenzbedingungen
fir G, bez. r, hergeleitet werden:

bez.
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Die in (7), auBer h, das nicht in Betracht kommt, gegebenen
GroBen Gy, G,,, Gy bez. ry, 1, , r; bestimmen:
eine hyperbolische Schicht, wenn

¢ + GitGs (@), (VG +VGQ) ¢ + 3G,

> (Gm)16 >—0F
(VG VG &), @)

> (Gm)l [

m/20

bez.
T s . o srnrees S
VS (s > TS (), > LRI S

7

> L;—rs>(’rm)2n
und eine elliptische Schicht, wenn

G+G, 36, -|-G,

< (Gm)d‘ <- < (G'm)a< 0o

bez.
] 3 2 2 ‘
Vrl “"2-/’2 < (rm)c? < Vﬂ‘l 2+ o < ('rm PR

(15") Die in (12;) gegebenen GroBen h, G,, [,, bez. h,

rm,( ) bestimmen, wie schon erwihnt, nur den Inhalt der Schicht,

nicht diese selbst; deshalb sind in diesem Falle innerhalb ge-
wisser (renzen verschiedene Arten von Korperschichten moglich.
Die hyperbolischen Schichten H,, H, und die des Asym-

ptotenkorpers H, sind mit Ausnahme H,, an die Bedingungen
gebunden

(<45 < (), bes (3), <% <(3),

und die elliptischen E an die Bedingungen

(Mo)s < %%"? (Mo)s < % bez. (%)a< :;/ﬂ—;a (%)a< 2*;,&

(16,) Differenzschicht zweier Kérper 2%® Grades, die
dhnliche und #hnlich gelegene Querschnitte haben und in den
Randquerschnitten iibereinstimmen (vergl. 19), gegeben durch die
Schichthéhe # und die Querschnittskonstanten [y’ und [,” der
beiden Begrenzungskdrper.

Sind G&; und G, die gemeinsamen Randschnitte der beiden
Korperschichten, so folgt aus der Inhaltsformel (127), wenn




— 41 —

beide Korper hyperbolisch oder elliptisch sind| .. .. .
{ein Korper hyperbolisch, der andere elliptisch ist |’ fiir die Differenz
ihrer Schichten

1 r — 144
T= 218 (T F 1Y)

Dies ist aber der Inhalt eines elliptischen Vollkérpers von der
Héhe  und der Querschnittskonstante My =T, F I,". Da in der
Formel G, und G, nicht vorkommen, und nach 19 fiir den
Differenzk6rper je zwei #quidistante Querschnitte zum Mittel-
schnitt einander gleich sind, so ergibt sich:

Alle Differenzschichten von gleicher Hohe je
zweier a-K6rper 2% Grades, von denen die einen und
desgl. die andern je untereinander dhnlich sind, haben
den elliptischen Vollkérper von gleicher Hoéhe zum
Cavalierischen Kérper, dessen Querschnittskonstante
obiger Bedingung entspricht,

Ist der eine Begrenzungskorper ein Stumpf (9), so pflegt
man die Differenzschicht Rinde zu nennen.

.« (Hyperbolische

(162) {Elliptische
und )=, die Querschnittskonstante der hyperbolischen oder
elliptischen Schicht. Da nach (15) die Querschnittskonstante des

o va\&
Stumpfs " = <G’+VG’-) ist, so folgt:

} Rinde, gegeben durch A, G, G,

h -~ \2 —
T=5{V&— V& Frr}.
Hieraus: Parabolische Rinde, wenn [,= 0 gesetzt wird,
h - —_
7L e, —vEy
(162) Im besonderen:

Rinde des Rotations-[HyperbOlOlds

\Ellipsoids }, gegeben durch

a a\2
hy vy, 7, - oder I, = (?) T,

T 2
J= % {(rl — 7)) F (;ih) }
Hieraus: Kugelrinde, gegeben durch %2 und Sehne s, wobei
§'= (r;—1;)*+ h* und a = ¢ ist,
J= %— hs?.

XXXII. Jahresber. d. Vereins f, Naturk. zu Zwickau. 6
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Ebenso: Rinde des Rotations-Paraboloids
J = % (ry—1y)t= 7%h (s>—17).

(17) Kappe des ( hyperbelischen Korpers 2% Art})

| elliptischen Kérpers
(=1II), gegeben durch h, Iy und G,. Aus Formel (12") folgt,

wenn (f, = 0 ist,

o) 71— (s6 70

(17") Die Kappe (= II) ist gegeben durch %, ¢ und [y I ist
ein Stumpf des Asymptotenkorpers von den Randquerschnitten
¢ »=cT, und @)= (c+h)*r, Ersterer ist gleich dem Haupt-

T2 K

querschnitt G, des Korpers. Nur die elliptische Kappe kann G,

enthalten.
D*
S*}_1+11_h ¢

%{Cgro +clch) Ty + (Cih)zro}—_l: =%,
+ 1= 2+ 8ok + 12T,

J=

(177) Ist von der Kappe , ¢ und ¢ = G, gegeben, so folgt
D

dem D*- bez. 8% Korper zufolge aus
@ F @i = (cxh)TyF Gy=c*ly, oder G,=h(2cth)l,
2 2

Iy, und durch Elimination von I, aus einer der obigen Formeln
h@eth
J=J@ecxn Or
(17”) Im besonderen: Paraholische Kappe. Aus (17),
wenn y=0, oder aus (17”), wenn ¢ = oo gesetzt wird, folgt

J= 3 hG,.

_ ) Hy‘perbolischle Zentralschicht 1%** Art

(18) {Elliptische Zentralschicht } (Vergl 8.)
Die Zentralschicht (=1I), gegeben durch %, I, und die Rand-
schnitte G,, folgt aus Formel (12"), wenn G,= G, ist,
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S * h

DZ*} T =166, F 1l }-

Hieraus: Halb-Zentralschicht von der-Héhe £
J=5 l3G1+ 20T, |

(18") Die Zentralschicht (= I), gegeben durch 7%, I, und den
Mittelschnitt G, folgt aus Formel (12")

D*
s*} J =126, + wT,).
Hieraus: Halb-Zentralschicht von der Héhe &
h
I =586, £ 11,
(18”) Die Zentralschicht (=1I) ist gegeben durch %, ¢, Q)'=G,
Ist II der achsenverhiltnisgleiche Asymptotenkorper, also @,"= 0

re Z // y, —h ?
und Q7. = @'= G,, so folgt Q_i= Q_"_= (20) G-
2 2

= IF U= T 550 (35) 60 = hGo

I= (3% () ) 6o
Hieraus: Halb-Zentralschicht von der Hohe &
s= ko ()] o

Im Sonderfall der Kugel erhilt man die Archimedische
Kugelberechnung.

(18"") Die Zentralschicht ist gegeben durch h, ¢, Ty, Aus
jeder der letzten beiden Formeln folgt, da Gy = ¢ I'o ist,

h N
= { 12¢% + h2} Mo
Hieraus: Halb-Zentralschicht von der Hohe A
h
J=?{3c2ih“’}ro
(18™) Ist von der Zentralschicht &, ¢ und @ »= @h= G,
2 P
gegeben, so folgt dem D*- bez. S*-Korper zufolge aus

Qh+Q'§.—G +( )I' = ¢, oder G1=4c’;l—h2

Fo

Mo, und durch Elimination von [, aus Formel (18) oder (18")
6‘
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h(12¢® + h?)

T= Sz B
Hieraus: Halb-Zentralschicht von der Hohe 2
_ R@e Y
T=SeEm O

(19) Im besonderen folgt aus (17) und (18) fiir A = ¢ und
entweder den Hauptquerschnitt f, oder den Randschnitt G, oder
die Querschnittskonstante [y:

Asymptotenkoérper
1 Glc=—1— 3, -

I=73 3
Halber elliptischer Vollkérper
2 2
J"——'? Goc=?03ro.
Halbe hyperbolische Zentralschicht (1** Art)
4 4
J=?G00=—3—csl'o.
Hyperbolische Kappe (2% Art)
4 4
J = 9 GIC——-'?Csro.

(19") Ferner ergeben sich fiir die zentrischen Flichen 2t
Ordnung von den Halbachsen a, b, ¢, wenn also G, = abx oder

M= Z—f n gesetzt wird:

Hyperboloids 2t Art,
Ellipsoids

b
J=751 (et h),

Kappe des {

Hyperboloids 1% Art,
Ellipsoids

JT="% 7 (126 + h?).

T

Halb-Zentralschicht

T="2h (3 £ 7).

- (19”) Hieraus fiir h = ¢ die bekannten Formeln:
Asymptotenkegel

Zentralschicht des {

J=%abc,



Halbellipsoid
J=2% abe,
Halbe Zentralschicht des Hyperboloids 1% Art
47
J = 3 abc,
Kappe des Hyperboloids 2t Art
J= %’5 abe.

§ 5. Die sogenannte mechanische Quadratur;
Ableitung der GauBschen Formeln fiir die Minimalzahl der
Querschnitte und anderer Formeln.

23. Die mechanische Quadratur von Flichen bez. mechanische
Kubatur von Korpern besteht bekanntlich darin, den Inhalt einer
Fliche bez. eines Korpers durch eine Anzahl von Ordinaten bez.
Querschnittswerten, die mit gewissen Koeffizienten verbunden sind,
exakt oder niherungsweise auszudriicken. Hierbei ist also die
Querschnittsfunktion selbst nicht bekannt. Die in 15 gegebenen
Berechnungen sind hierher gehorende Beispiele. Fiir Korper
m™ Grades lassen sich unzihlig viele derartige Formeln aufstellen,
doch darf die Zahl der gegebenen Querschnitte nicht unter eine
gewisse, von i abhingige Minimalzahl herabsinken, wenn die
Formel exakt und nicht nur eine Néherungsformel fiir den Inhalt
sein soll. Nach diesen Vorbemerkungen mégen die GauBschen
Formeln der mechanischen Quadratar*) und einige andere
nach meiner Methode in einfacher Weise abgeleitet werden.

Fir die Inhaltshestimmung der Koérper 2#*" und
21 + 1'*® Grades sind iibereinstimmend wenigstens » + 1
Werte der Querschnittsfunktion

*) C.F. GauB, Methodus nova integralium valores per approximationem
inveniendi. Werke III. Band, S.163—196; ferner aus den Gottingischen
gelehrten Anzeigen abgedruckt S. 202—206.

Eine ,elementare Ableitung einiger Formeln der mechanischen Qua-
dratur", insbesondere der ersten drei GauBschen Formeln, hat auch
E. Lampe in den Sitzungsberichten der Berliner math. Gesellsch. gegeben.
Siehe deren Abdruck im Archiv d. Math. Bd.V, 1903, S. 29—35.

Herr E. Lampe machte mich ferner auf seinen Vortrag: ,Zur mecha-
nischen Quadratur aufmerksam, den er am 12. September 1893 in Niirn-
berg gehalten hat. Siehe den Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung III, 8. 102—106.
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Q) =4y + Az + A, + -+ + 4,87 + 4y, P!

erforderlich, die paarweise dquidistant zum Mittelschnitt
liegen. :
Dieser GauBsche Satz erhellt sofort aus unserem Reduktions-
satze 4, nach welchem jeder der beiden Korper durch eine in-
haltsgleiche Zentralschicht 2»*® Grades ersetzt werden kann.
Thre Querschnittsfunktion

G(e) = Ay + Ay2® + - - - + 4,2

hat n 4+ 1 Koeffizienten, erfordert also gerade so viel Bestim-
mungsstiicke, als nach Gaul Funktionswerte @ gegeben sein
miissen. Nun ist unser Ersatzk6rper eine Zentralschicht, also
G(¢) = G(—2); die n+ 1 erforderlichen Querschnitte miissen
daher symmetrisch zum Mittelschnitt angeordnet sein. Wir er-
halten,

n

. 1 .
wenn » ungerade ist, u = —— symmetrisch gelegene Paare
von Querschnitten, dagegen

wenn % gerade ist, u = % symmetrisch gelegene Paare und
' den Mittelschnitt.

Die so angeordneten # + 1 Querschnitte G haben nur
(m» + 1 — w) verschiedene Werte, es werden also y Bestimmungs-
stiicke frei, welche gerade zur Ermittelung gewisser, vorldufig
unbekannter Koeffizienten ¢ hinreichen.

Die Inhaltsformel nimmt, wenn wir zur Abkiirzung

G(Z,u> = G(_ 'z,u)

mit G, bezeichnen und 2G, fir @Q(z,) + Q(— #.) setzen, die
Gestalt an

h
9 h v 3 1
T—f%=90+291+...+29,“ {90G0+ 291(71“‘ 292G2+"-+2@’11G‘u’7

wobei g,= 0 oder 1 zu setzen ist, je nachdem » ungerade oder
gerade ist. Die Mdglichkeit dieser Formel erhellt schon daraus,
daB sie fiir gleiche Querschnitte in die Zylinderformel iibergeht.

Aus obiger Querschnittsfunktion @(z) oder G(z) folgt nach
16 fiir den Inhalt aber auch

I3

Y§=th+%A2<—7;—>glt+..._{_v_g_rT_l_—FTAE"({T;)hzh.



Die Ubereinstimmung beider Formeln auch fiir die Rein-
korper 2%n 4tn - 2ptn Grades liefert die notigen Bestim-
mungsgleichungen zur Berechnung der »n 4 1 Unbekannten s,
und @, Die eine noch fehlende Gleichung erledigt sich dadurch,
daB wenn @, = 0 ist, o, = 1 gesetzt werden kann, dagegen wenn

=1 ist, 2,=0 sein muB.

In der Formel fiir V ist dann die Funktion @ wieder ein-
zufiihren, also zu setzen

20.Gu=0:(Q@) + Q(— 21).
24, Stellen wir nun die ersten drei GauBschen
Formeln auf: -
Korper O oder 1*» Grades. n=0, go=1, u=0.

(0o) —1Q(0). (L GauBsche Formel)

o] > o >

Korper 2%» oder 3% Grades. n=1, gp=0, u=1.

V%_ - % (20,G,) = 4oh + 5 4, (3)'D

e

2

Fiir den Reinkdrper 2%° Grades ist G, = 4,2,% also der
Inhalt |

h2 —

1
h-dso® =5 4y b
und mithin

h2 h p—
2 _ 0 s
AUS Zl - 127 zl i.- 6 V'-‘}

7T = 2w + e »)

2

erhalten wir also:
| | _ A
() 7T=2{Q(§V3)+ @(~ 4V3)} (LGauBscheFormel)
7

K6rper 4t gder 5*® Grades. =2, ¢9,=1, u=1

14 {G +2, Gy} = doh+5 45 (3) 1+ + 4, (3) R

1+2

Fiir den Reinkorper 2" Grades ist G, = 0 und G, = 4,2,%
also der Inhalt

o] > wl>
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h 1 h?
e (204 < 34
und mithin

R
(1) T+2e 2t — a2

Fiir die Reinkorper 4% Grades ist G, =0 und G, = 4,24,
also der Inhalt

h 1 h*
—1+2Ql {29144.4514}:?44.41_6"71/
und mithin
(2) (91 24— ht

1452, 1 ~ 160"
Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich durch Division
3 h o5
12 == é—o‘ hZ; g = _-_t 10 V15
Wird dieser Wert in Gleichung (1) eingesetat, so folgt

9 — i'
Aus s

¥ )
YV~ itee [@0) +e:(Qen+ @—2))
3
erhalten wir also:

(11,) V? - {5@(10 V15) +8Q(0) + 5@( 5 VIB)}.
- (ITI. GauBsche Formel)

GauB filhrt die Berechnung bis % =6, also bis zu den
Kérpern 12t® und 13t Grades aus. Die drei eben entwickelten
Formeln sind die einzigen bis zu % = 6, welche rationale Koeffi-
zienten ¢ aufweisen. Im III, Bd. Seite 206 von GauBl’ Werken
steht, daB die Koeffizienten in den meisten Fillen Irrational-
grofen sind. Ieh vermute, daB sie fiir .die Korper vom 16%® und
17t2 Grad wieder rational sind und die Rationalitit der Koeffi-
zienten demselben Gesetz gehorcht, das GauB fiir die algebra-
ische Aufldsbarkeit der Kreisteilungsgleichung aufgestellt hat.

25. Es eriibrigen noch einige Bemerkungen iiber andere
Formeln der sogenannten mechanischen Quadratur: Ist fiir einen
gemischten Korper 2n*® oder 2n + 1*» Grades gerade die
Minimalzahl % + 1 von Querschnitten vorgeschrieben, so ist die
von GauB aufgestellte die einzig mogliche exakte Inhalts-
formel (NN,); ist dagegen die Zahl der vorgeschriebenen Funktions-



werte um £ gréBer, so lassen sich in ganz derselben Weise fiir
jedes k£ unendlich viele Inhaltsformeln (IV,) ableiten, nur konnen
von den zu bestimmenden GréBen 2z und ¢ mnoch & willkiirlich
angenommen werden. So erhdlt man z. B. fiir

Koérper bis zum 3% Grade n=1
bei 3 Funktionswerten % =1, also fiir ¢ =1, 2,=0 und das

frei gewihlte 2, = + P das zugeordnete ¢, = L mithin die be-

2 1
kannte Simpsonsche Formel (vergl. 15, S. 17)
A
5 h h h
(1) rT=sle(3) 4@+ e(-3)),
'y
bei 4 Funktionswerten £ = 2, also fiir ¢ =0, ¢, =1 und die

frei gewdhlten 2, = + h und 2y =+ %— das zugeordnete g, = 8,

2
mithin
1A

W Ti-gled)+se ) +se-4)+el-3),

ebenso fiir die frei gewdhlten 2, = + % und 2, = + ;L das zuge-

ordnete ¢, = 3, mithin die Cotes-Newtonsche Formel

@) vi=tle)+se(@)se(-)+e(- 1))

n
P
und ebenso fiir die frei gewihlten 2, = + ’—; und 2, = + % das

zugeordnete g, = —;f, mithin (vergl. 15, S. 18)
W) Ti=t (o) v e (@) e (- ) +2e(- ).
2

Ferner erhilt man z. B. fiir
Kérper bis zum 5% Grade n =2
bei 4 Funktionswerten &t =1, also fiir 9, =0, o,=1, und das
frei’ gewdhlte 2, = —i_—% die zugeordneten z, = i—ll—LO]/E und ¢, =35,
mithin

(IL) ‘_’ij=% (@) +50Eva) +5Q(—1515) + @ (— 1))

bei 5 Funktionswerten k=2, also fiir go=1, 2,=0 und die
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frei gewihlten 2, =+ % und zz' = 4_—% die zugeordneten ¢, = 112

und ¢; =5, mithin (vergl. 15, S. 19)
(IL,) I_fz%=£{7 o(5)+32e()+1200)+32@(— ) +7@(—%)}

Diese Beispiele mogen geniigen. Jede dieser Formeln (IV,)
stellt bei Anwendung auf einen Korper, dessen Grad 2» + 1 iiber-
steigt, nur eine mehr oder weniger gute Néherungsformel dar.
So sind z. B. fiir den Korper 4'® oder 5*» Grades von den an-
gefithrten Formeln mit 4 Querschnitten (I,), (I,”) und (I,”") Nahe-
rungsformeln, (II,) dagegen eine exakte Inhaltsformel*) Auf die
Fehlerbestimmung der Niherungsformeln hier einzugehen, wiirde
zu weit fiihren.

*) Die Formeln (I,), (I,”) und (II,) befinden sich in der Abhandlung
von Gauf, a. a. O. S. 168.

Die Formeln (I,"), (I,”") und (I,"’) fand ich friiher einmal — beim Suchen
nach solchen, die @(0) nicht enthalten — dadurch, da8 ich den Koérper ¥V
in 2, bez. 3 gleich hohe Schichten A4, B, bez. 4, C, B zerschnitt und die
Simpsonsche Formel (I,) auf die 3 bez. je 4 durch () bezeichneten Schichten
anwandte. Ich erhielt so Formel

(L") aus 83V =14(4)+ 4(B)— (4 + B),
L") » 4V=(4+C+ B)—3(C)+3(4+C)+3(B+0),

@) » 2V=3(4)+3(C)+3(B)—(4+C+ B).

Meine Formel (II,) fiir Kérper bis zum fiinften Grade ist die einzige
exakte Formel von vier Funktionswerten, die die Begrenzungsquerschnitte
enthilt.
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Die Quadratur hoherer Parabeln und Hyperbeln
und die Kubatur solcher Korper, die diese binomischen
Kurven und verwandte trinomische zu Meridian-
kurven haben.*)

Einleitung.

Das Problem der Inhaltsbestimmung von Korpern mit tri-
nomischer Meridiankurve #%*" Grades, mit dessen elementarer
Losung vorliegende Abhandlung sich beschiftigt, ist — von
einigen Sonderfillen abgesehen — iiberhaupt noch nicht gestellt
worden. Da alle Aufgaben eine einheitliche Behandlung erfahren,
so ist auch meine Losung der schon bekannten Sonderfille, z. B.
der Quadratur hoherer Parabeln und Hyperbeln, vollstindig neu
und deckt sich nur fiir die Apollonische Parabel mit der be-
kannten Flichenbestimmung mittels des Satzes von den Er-
génzungsparallelogrammen. Schon im Vorwort, S. 5, habe ich
auf die Vorteile meiner geometrischen Methode gegeniiber der
hergebrachten arithmetischen hingewiesen. Letztere stiitzt sich
bei der Quadratur genannter héherer Kurven bekanntlich auf
den Satz

Lim 1"+2"+.-.+k"= 1

k=co gt n41
und ist demnach nur fiir #»> — 1, aber nicht fir 2 —1
brauchbar, wihrend meine ,Methode ¢“ fiir jedes ganze oder ge-
brochene #» 2 — 1 gilt und nur fiir n=—1 versagt. Aber auch
in diesem kritischen Falle, dem z. B. die Quadratur der gewéhn-

*) Vorliegende Abhandlung ist aus Vortrigen entstanden, die ich am
6. Februar 1905 im Verein fiir Naturkunde zu Zwickau und am 10. April 1906
auf der 16. Jahresversammlung sichs. Gymnasiallehrer zu Freiberg ge-
halten habe.



lichen Hyperbel entspricht, fithrt meine ,Methode G im Gegen-
satz zu der gebrduchlichen, aber &uBerst umstindlichen Berech-
nungsart in einfachster Weise mit Hilfe der logarithmischen
Kurve zum Ziele. Das Gleiche gilt fiir die Quadratur dieser
Kurve selbst und die an betreffender Stelle behandelten Raum-
probleme.

§ 6. Die binomischen und trinomischen «- und 3-Meridiankurven;
ihre Biischel und deren Asymptotenkurven.

26. Die binomischen und trinomischen Kurven, die eine ein-
-fache elementare Bestimmung ihres Flacheninhaltes oder des
Rauminhaltes von Korpern gestatten, deren Meridiankurven sie
sind, gehoren als Sonderfille einer Kurvengattung an, deren
Gleichung in rechtwinkligen oder schiefwinkligen Parallelkoordi-
naten auf eine der Formen

() (e

gebracht werden kann. Die Querschnitte eines Korpers, dessen
Inhalt wir ermitteln, seien (wie in 10 der vorhergehenden Ab-
handlung) in Ebenen, die der zy-Ebene parallel laufen,

(«) entweder  einander dhnliche und #hnlich gelegene Figuren
mit der z-Achse als gemeinsamer Ahnlichkeits-
linie,

(B) oder Rechtecke von konstanter Breite.

Ferner habe der Korper in der zz-Ebene eine Meridian-
kurve von der besonderen Form

@ (&)= (V=2
oder
(ﬁ) "g' + (%)"= )')

wobei 7 und A beliebige reelle positive oder negative ganze oder
gebrochene Zahlen bedeuten, wihrend m immer 2 bez. 1 ist.
Im Falle («) sind die Meridiankurven des Korpers, deren
Ebenen also durch die z-Achse gehen, affin*) Ihre Gleichungen
sind binomisch oder trinomisch, je nachdem A = O ist oder nicht.

*) Und umgekehrt: Sind in einem Korper die Meridiankurven, deren
Ebenen durch die z-Achse gehen, affin, so sind die Querschnitte in Ebenen,
die der xy-Ebene parallel laufen, 2hnlich und @hnlich gelegen.
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Im Falle (B) ist der Kérper ein Zylinder (Prisma); seine
Kubatur reduziert sich also auf die Quadratur seiner Grundfiiche,
d. h. hier seiner Meridiankurve in der xz-Ebene. Die im all-
gemeinen trinomische Gleichung der Kurve (8) liBt sich durch
eine Verschiebung a1 des Koordinatenanfangspunktes lings der
z-Achse stets in eine binomische iiberfiihren.

Je nachdem % positiv oder negativ ist, werden die bino-
mischen Kurven hohere Parabeln oder Hyperbeln (= negative
hohere Parabeln) genannt, da sie als Sonderfille die Apollonische
Parabel und Hyperbel (deren Asymptoten hier Koordinatenachsen
sind) enthalten. In gleicher Weise kénnte man die trinomischen
Kurven, besonders fiir ein gerades #, als positive und negative
hohere Kegelschnitte bezeichnen.

27. Fassen wir 4 als Parameter auf und lassen 4 alle Werte
von — oo bis 4 oo durchlaufen, so stellt in beiden Féllen («)
und (B) jede der beiden Gleichungen einen Biischel von
Kurven dar, die einander im Unendlichen beriihren.
Dies ist leicht zu begriinden: Unterscheiden wir je zwei Kurven
eines Biischels voriibergehend durch die Indizes, so ergibt die
Subtraktion zweier Gleichungen (o), (o) bez. (B,), (B,) fiir gleiche
Abszissen 2, = 2, =%

()= (B)=n—a oder (2)—1=@—2)(;)

Nun folgt, so lange es reell moglich ist, fiir # = oo, wenn % > 0
ist, 27— 0o und wenn % <0 ist, 2=0. Es ist also fiir 220
immer Lim (Z—)"= 0 und folglich fiir # = co auch (%)n— 1=0,

. T=00 2

d. h. 2, =2, Da hiernach zwei beliebige, mithin alle Kurven
eines Biischels fiir # = oo eine und dieselbe Ordinate haben, und
da ferner, wie aus der unten 29 entwickelten Subtangente folgt,

D

auch diese sich fiir groBe # immer mehr der Grenze @f- im Falle («)

und nz im Falle (8), d. h. der Subtangente der zum Biischel ge-
horenden binomischen Kurve nihert, so ist die Berithrung aller
Kurven des Biischels damit bewiesen. Fiir # < 0 ist nach obigem
die z-Achse ihre gemeinsame Asymptote.

Da im Falle (8), wie schon erwihnt, durch Koordinatenver-
schiebung die Gleichung einer jeden Biischelkurve 1 in die der
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binomischen Kurve iibergeht, so besteht ein Biischel (f) immer
aus einem System kongruenter Kurven mit gemeinsamer
xz-Achse. Wihrend wir uns also im Falle (&) mit den Kurven-
biischeln zu beschiftigen haben, geniigt im Falle (8) die Betrach-
tung der binomischen Kurve.

28. In jedem der beiden Biischel werden die beiden tri-
nomischen Kurvenarten 4 >0 und 1 < O durch die binomische
Kurve 4 =0 getrennt. Da alle Kurven sich im Unendlichen be-
rithren, so soll die letztere die Asymptotenkurve des Biischels
genannt werden. ‘

Wihlen wir 4=+ 1; 0, — 1, so erhalten wir in jedem
Biischel von den drei verschiedenen Kurvenarten eines Biischels
je eine Kurve, deren Gleichung wir als Normalform der be-
treffenden Kurvenart bezeichnen wollen. Jede beliebige Kurve
kann durch Division durch 1 auf die Normalform gebracht werden.
Die sechs Normalformen der Kurven im Falle () sind:

W @HE=L e @)=
6 @rE=0 e @=E=0
e @)=t e (=)=t

Dem einen «-Biischel gehoren die Kurven 1, 3, 5 und dem
andern «-Biischel 2, 4, 6 an. Die Konstanten a und ¢ sollen bei
rechtwinkligen Koordinaten die Halbachsen, bei schiefwinkligen
die konjugierten Halbmesser der trinomischen Kurven*) und

die fir »<42 aus % =p"~? sich ergebende Konstante p der

Parameter der binomischen Kurve**) genannt werden.
Obige Gleichung (4,) zerfillt in die beiden

(3 49 24 (2) =0,

.~ * Wihrend eine jede Kurve zweiten Grades o viele Paare kon-
Jjugierter Halbmesser besitzt, hat unsere Kurve nt*" Grades nur ein Paar
konjugierter Halbmesser, in bezug auf welche als Koordinatenachsen ihre
Gleichung trinomisch wird.

**) nicht zu verwechseln mit 1, dem Parameter des Biischels.



Die binomischen Kurven im Falle («) und (B) sind also identisch,
wenn 7, = 2n,; ist. :

D1e Halbachsen oder die beiden konJuglerten Ha,lbmesser
einer beliebigen Kurve 4 des Biischels ergeben sich demnach aus

den Gleichungen @,® = a?4 und ¢;* = ¢*A. Da hieraus durch Eli-
mination von 1

%\? G\ o _ & s

(7) — (7) =0 oder o = =P
sich ergibt, so erkennt man durch Vergleich mit obiger Glei-
chung (4,), daB die Halbachsen einer jeden trinomischen
Kurve der Biischel ein zusammengehdriges Koordinaten-
paar der binomischen Asymptotenkurve der Biischel

bilden, und ferner, daf Z—‘f eine Invariante der Kurven
beider Biischel ist. , :
Fir n,= 2 folgt aus letzterem (—% = konst., also die Ahn-

lichkeit aller Kurven gleicher Art der Biischel (ihnliche
Ellipsen und Hyperbeln), und fiir #,<4 2, daB das Achsenverhaltnis
von Kurve zu Kurve verinderlich ist, und z. B. nur eine gleich-
achsige Kurve jeder Art in einem Biischel vorhanden ist.

Da in den Gleichungen nur #? vorkommt, so hat jede Kurve
die #-Achse zur orthogonalen oder schiefen Symmetrielinie.

Im Sonderfalle #,= 1 bestehen die Biischel aus kongruenten

2
Parabeln vom Parameter p — % mit der z-Achse als gemein-

samer Achse.

Durch eine affine Transformation und zwar durch Parallel-
projektion auf eine durch die z- oder z-Achse gehende Ebene
kann eine jede Kurve in eine glelchachmge 4G=c ibergefiihrt
werden.

Der Einfachheit wegen sind deshalb in den Figuren gleich-
achsige «-Kurven in rechtwinkligen Koordinaten und diese nur
zur Halfte dargestellt worden und zwar fiir die Exponenten

1 1 2
3 9 3 7272 3 4.

Die binomischen Kurven darunter sind zugleich B-Kurven
fiir die Exponenten

n,—= +

1 1 1 3

3 .
M=% 5 T 3 9 1’ 1, 9 2.



Die Kurve mit negativem Exponenten » geht aus der ent-
sprechenden mit positivem hervor durch eine Transformation nach
dem Prinzip der reziproken Ordinaten®)

Hierbei entsprechen unter den abgebildeten binomischen
Kurven z. B. der Geraden die Hyperbel, der Parabel die Gravi-
tationskurve.

Die a-Kurvenbiischel fiir verschiedene negative Exponenten »
weichen nicht wesentlich in Geestalt voneinander ab. Kurven mit
negativem Exponenten » haben die z-Achse und je eine Kurve
(1,) und (2,) auBerdem die Parallelen zur z-Achse z = 4 a, zu
gemeinsamen Asymptoten.

Die sechs Normalformen stellen nicht fiir jedes » auch sechs
verschiedene reelle Kurvenarten dar, sondern sie sind entweder
paarweise {ibereinstimmend und nur der Lage nach verschieden,
falls alle sechs reell sind, oder sie haben vier verschiedene reelle
Formen, falls zwei Kurven imaginir sind. In letzterem Falle
enthialt der eine Biischel drei reelle Kurvenarten und der andere
nur eine und die imagindren.

Ist, u und v als relativ prim vorausgesetzt, das rationale

n=-4 %, so sind drei Fille zu unterscheiden:

u gerade, v ungerade. Von den «-Kurven sind 1, 2, 4, 6
reell, 3, 5 imagindr. Die - Achse ist Symmetrieachse
jeder Kurve.

w und v ungerade. Alle sechs «-Kurven sind reell. Die

*) Ich behalte mir vor, auf diese Kurven demnichst in einer kleinen
Abhandlung: ,Das Prinzip der reziproken Ordinaten (Hyperbelverwandt-
schaft), ein Seitenstiick zu dem der reziproken Radien (Kreisverwandt-
schaft) eingehend zuriickzukommen. Einige neue Sitze daraus, die loga-
rithmische Kurve und die Kettenlinie betreffend, habe ich bereits im Jahre
1901 Herrn G. Loria brieflich mitgeteilt. Siehe dessen Werk: ,,Spezielle
algebraische und transzendente ebene Kurven*. 1902. 8. 543—544, 667,
688—689. Merkwiirdigerweise ist noch nicht auf die allgemeine Eigen-
schaft dieser Hyperbelverwandtschaft hingewiesen worden, da8 entsprechende
Gebilde in den kleinsten Teilen affin sind, wihrend bekanntlich kreisver-
wandte in den kleinsten Teilen &hnlich (konform) sind. Als selbstent-
sprechende Gebilde treten z. B. hyperbolische Paraboloide auf. Uber Kreis-
verwandtschaft siehe u. a. meine Programmabhandlungen: ,Beitrige zur
gynthetischen Geometrie ebener Kreissysteme und damit im Zusammenhange
stehender hoherer Kurven“. Werdau, 1888, No. 548; 1890, No. 570 und
1892, No. 578 (ausgegeben 1893 mit No. 579).
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Biischel 1, 3, 5 und 2, 4, 6 sind kongruent und liegen
einander symmetrisch zur z-Achse.

pw ungerade, v gerade. Von den «-Kurven sind 1, 2, 4, 6
reell, 3, 5 imagindr. Die Kurven haben nur positive
Ordinaten 2. :

In allen drei Fillen sind also im ersten Quadranten, auf
den wir uns im wesentlichen beschréinken, die ¢-Kurven 1, 2,
4, 6 vorhanden und ebenso die binomische -Kurve 4, (Vergl.
die Figurentafeln.)

Mit Hilfe der Koordinaten z |2y, der binomischen a-Kurve
(4) konnen die trinomischen leicht konstruiert werden. Wird
namlich aus je einer der Gleichungen (1), (2), (6) und Gleichung
(4) -die Ordinate # eliminiert, so folgen fiir die Abszissen der
trinomischen Kurven, die gleichen Ordinaten z,)= 2 = 24 = 74
zugehtren, die mit Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes
leicht kontruierbaren Ausdriicke

Tyl =0’ — 3y, Tl =a’+ xy)’, Ze’'=—a’+ 3,

§ 7. Tangentenrichtung und Subtangente der Kurven in § 6
und der Exponential- oder Logarithmischen Kurve.

29. Ehe wir an unsere eigentliche Aufgabe herantreten,
miissen wir noch die Tangentenrichtung und die Subtangente
unserer Kurven kennen lernen. Um den elementaren Charakter
der Abhandlung zu wahren, sollen diese Grofen nicht ohne
weiteres mit Hilfe der Formeln der Differentialrechnung bestimmt,
sondern direkt aus der allgemeinen Gleichung unserer Kurven
entwickelt werden. Wir halten es jedoch fiir angemessen, keine
neuen Zeichen einzufiihren, sondern das Differentialzeichen d der
hoheren Analysis zu gebrauchen. Die Ausdriicke dz, dz be-
deuten also keine Produkte, sondern unendlich kleine Differenzen,
Differentiale, d. h. Differenzen zweier unendlich wenig vonein-
ander abweichender Grofen z bez. 2z

Wir wenden unsere Kurvengleichung
z®—a®l

@ (@)t e (f-FIS
@ e

4
XXXII. Jahresber. d. Vereins f. Naturk. zu Zwickau. 7

+H
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auf zwei Punkte z, |2, und 2, |2, einer Kurve an, und ermitteln
durch Subtraktion der beiden Gleichungen fiir die Sekante den

. . 2, — 2 . .
Differenzenquotient _*—* und gewinnen aus diesem da-
17 2

durch, daB wir die beiden Punkte unendlich nahe an den
Punkt x|z beranriicken, also z;, = 2, =z und 2, = 2, = # setzen,

fir die Tangente den Differentialquotient j—; Da der

Exponent # eine positive oder negative, ganze oder gebrochene
Zahl sein kann, so haben wir vier Fille zu unterscheiden.

Beginnen wir mit dem Differentialquotienten der «-
Kurven:

Fir n,= 4 u ergibt die Subtraktion der beiden Kurven-

gleichungen: '
a—a xSzt
ot a®

oder in Faktoren zerlegt

(=) (A b 2y A TP ) - @) @+ )
- 2 )

ct a
also fiir die Sekante den Differenzenquotienten

4 T F Pli . T, + T,
2

e R T RSN

und beim Ubergang zur Tangente den Differentialquotienten

_‘%f c“. 2x _2_:172:.<c),“.
z

Wird mit Hilfe obiger Kurvengleichung (%)'“ entfernt, so

verschwindet auch das doppelte Vorzeichen, und wir erhalten fiir
beliebige Kurven beider Biischel

dz 22z 2x2

dz~ w@'—al)  n@’—a®l)

Wir unterlassen absichtlich, je nachdem x oder z als unabhingige
Variable betrachtet wird, #z oder # mit Hilfe der Kurvengleichung

zu eliminieren, weil g 10 vorstehender Form fiir unsere

Zwecke am brauchbarsten ist.
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Fir n,= — u ist die Kurvengleichung
(%) EE (%)L A oder (%>= - ac_—a a1

Die Subtraktion zweier Gleichungen ergibt

c o u ¥ :ﬁl.
( )Iu (z )'“ ( : 2) y” 22
- P ’
29 1 22l a’

also den Differenzenquotienten

H—R (- 2,) 24 2
S G e Rl
und endlich den Differentialquotienten
dz 2z 2z (z).u
dz = (Betpgt—t  —wa® \c
dz 20z 212
dz  p@®—a®l)  n(@x’—a®d)

wie oben.
Fiir n,— £ ist die Kurvengleichung
v

I3 I

(B ()= o (=775

a ¢ a?

Wir benutzen die Faktorenzerlegung

' 3 ( 1 _1_) ( u—1 -2 1 ,u—l)
2l — ey =\ef —ay ) \&," + 2" &+ -+ 2"

und deren Sonderfall fiir p = v

(l l)(r—l -2 1 1'—1)
n—g=\el —2) \&" a7 T

und erhalten aus beiden durch Division

13 u pm—1 u—2 1 pm—1
v v 4 v v v
8 TR 4 +2” 2+ 42
2, — 2 v—1 v—2 1 r—1

L N7 sERE o7
Durch Subtraktion der beiden Kurvengleichungen folgt
ook L
4l =+ (" 2,7)

7*
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und nach obiger Faktorenzerlegung

=

r—1 r—2 1 r—1
(z1v T e R N )

% — 3
Ly — Zp

c

P (@t 7)

-7

=1 u—z1 p—1\ 7
(le 2" a4+t )

fiir den Differentialquotienten also

dz  __ 2x;e”- vz’ — 2me — 2xz [c\”
at pz '’ Fgzg” v
v

dz 22z 22z

Tr = 73

x ﬁ"ﬁ—a?l) n(x®—ak)

wie oben.
Fir n,= — % gestaltet sich die Entwicklung ganz analog;

wir sparen uns deshalb die Darlegung. Es resultiert dieselbe
Formel wie in den drei betrachteten Fillen; sie gilt also fiir
jedes rationale n.

Da sich nun jede irrationale GroBe beliebig eng zwischen
zwei rationale, also zwei Briiche, einschliefen 1aBt, so darf die
Formel auch fiir irrationale Exponenten als giiltig betrachtet
werden.

In ganz gleicher Weise, nur etwas einfacher, erhdlt man fiir

die vier Fille n;= + u, i%, den Differentialquotienten

der f-Kurve.

Es gelten also fiir die Biischel der trinomischen «-Kurven
bez. die binomische (-Kurve ganz allgemein folgende Formeln:

(@) GV (H=b E=
o (-0 o

Ganz abgesehen davon, dafB bei den Inhaltsbestimmungen die
Differentialquotienten gerade in der eben aufgestellten Form am
einfachsten sich verwenden lassen, kann aus ihr auch sofort die
Subtangente ermittelt werden. ‘

Denken wir uns die Tangente der Kurve vom Beriihrungs-
punkt bis zum Schnittpunkt mit der Abszissenachse gezogen und
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die Projektion dieser Strecke als Subtangente s, bezeichnet, so
folgt aus dhnlichen Dreiecken ohne weiteres
dz Ordinate #

dxz ~ Subtangentes, ’

und wir erhalten daher fiir die Meridiankurven im Falle (&) und ()

(@) Subtangente s, — "—@;ﬂ = %x (1 _ “_2"),

() Subtangente S,= nx.

Die Subtangenten aller Kurven A4 eines «-Biischels nahern
sich demnach fiir sehr grofie x immer mehr dem Werte der Sub-
n
2

In gleicher Weise 1dBt sich die Subtangente s, auf der
z-Achse aus

tangente s,= — 2 der binomischen Asymptotenkurve*).

dx Abszisse x

dz — Subtangente s,

bestimmen. Fiir die binomische Kurve (1=0) folgt
() Subtangente s, = % 2,
B) Subtangente sz=%z.

30. Ganz ebenso gestaltet sich die Berechnung des Diffe-
rentialquotienten, wenn in der Kurvengleichung an Stelle von
(%)n eine konvergente Potenzreihe, z. B. die Exponentialfunktion

% 1 /2 1 /z\2 1 z\3

e =141 (3) s (0) s (6) +
tritt. Es handelt sich dann um ,binomische” oder ,trinomische®
Kurven

*) In gleicher Weise kann auch die allgemeinere Gleichung

x\™m 2 \n
(5) () =2
direkt behandelt werden. Man erhilt

m—1 m
dz _ ma"z und Subtangente s, = % x(l ot ) .

dz  p(g™— g™) 2™




(o) (%)21- ec=1 , (%)2i e — i,
. bez. .
(B) %—67 =0, '%—e7 =0,

die als Exponentialkurven parabolischer bez. hyper-
bolischer Art bezeichnet werden kionnen, da beide Kurvenarten
in gleichem Sinne hyperbelverwandt') sind wie oben die hoheren
Parabeln und Hyperbeln.

Wir gehen auf die trinomischen Exponentialkurven hier nicht
ein'), bestimmen aber von der binomischen Kurve parabolischer Art

2 2 2 '
() (%) —e°=0 oder % =e2¢ oder 2% = log nat % ,
X % _ | Z _ X
B) —~—€¢ =0 oder - = log nat -,

die auch im Falle («) eine gewdhnliche Exponential- oder loga-
rithmische Kurve ist, Differentialquotient und Subtangente, weil
diese Kurve bei einigen Inhaltsbestimmungen als Hilfskurve
dienen soll.

Wir legen nur die Kurve (8) unserer Berechnung zu Grunde,
da wir im Falle (¢) nur nétig haben, ¢ durch 2¢ zu ersetzen.

Die Subtraktion zweier Kurvengleichungen (p) fiir die Punkte
x, |7, und x, |2z, ergibt

T—% _ ¢ T_ %A
4

2, 1 2z%—2,° 1 2,3—2,%
_|_2_!. = +3_!. } 4+

also den Differenzenquotient

) =i{1 +.1 .m+ 1 zl2+zlz2+z22+ .. }
2! 3!

2, — 2, ¢ ¢ ’
und endlich den Differentialquotient

() + B R

oder

(8)

z
=i.ec
c

&lg.n
w8
m|a

Y Siehe die Anmerkung auf S. 56.
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In gleicher Weise folgt fiir die Kurve («)

|&

z
.e2¢ —

&.l&:
8

(“) % ¢’

(5]

Zu z=0 ergibt sich x=a und g—j = %; die Kurve schneidet
also die z-Achse.
Zu z = oo gehort x =0 und Z—: = 0; die z-Achse ist daher

Asymptote der Kurve. Da ferner fiir die Subtangente s, auf der
z-Achse nach S. 61 die Gleichung

dx Abszisse x

dz Subtangente s,

gilt, so hat die Exponential- oder logarithmische Kurve (&) hez.
(B) auf der Asymptote die konstante Subtangente 2¢ bez. c.

§ 8. Methode c: Allgemeine Siétze zur Inhaltshestimmung der
a- und 3-Korper, wenn n 2> — 1 ist.

31. Behandeln wir zunichst
Methode c,: die Inhaltshestimmung des «-Korpers,

der durch die binomische oder trinomische Meridiankurve 4 eines
Biischels (vergl. die Figurentafeln)

(@) (%)2i (%y: A oder (%)"= ¥ -’Eg—a:’a%

und durch die Konstante [ seiner dhnlichen und &hnlich gelegenen
Querschnitte @, = 2% parallel der zy-Ebene bestimmt ist. Diese
Konstante I steht mit der fritheren I, (vergl. 21) in dem Zu-
sammenhange a?l = ¢?[,.

Wir gewinnen im folgenden in einfacher Weise den Inhalt
des Korpers durch gleichzeitige Betrachtung seines ,zugehorigen
Zylinders®, der a,’I = a?Al zur Grundfliche und die z-Achse zur
Achse hat.

Je nachdem 7 2 0 ist, hat der Zylinder den Kérperquerschnitt

Q,_o oder @,_, zur Grundfliche; es ergibt sich also: Die Kérper
(1,) und (2,) werden von ihm.in der zy-Ebene beriihrt bez. ge-
schnitten oder er ist ihr asymptotischer Zylinder; fiir die Korper
(3,) und (4,) degeneriert er in die z-Achse; und fiir die Kérper
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(5,) und (6,) ist er negativ in Rechnung zu bringen, da 1 < 0
zufolge seine Grundfliche negativ ist.

Bestimmen wir also bei einem Korper mit trinomischer
Meridiankurve nicht den Querschnitt ¢ allein, sondern die aus
Korper- und Zylinderquerschnitt sich ergebende algebraische

Differenz
G,= 2T F a;’T = (2*— a*A)[,

d. h, je nachdem A 20 ist, die Differenz bez. Summe beider
Querschnitte, und nur fiir 4 =0, also beim Kérper mit bino-
mischer Meridiankurve, den vollen Kérperquerschnitt, so er-
gibt sich nach Einfithrung von # mit Hilfe der Kurvengleichung (a)

(26) G.—F (£)er,

ein Ausdruck, der den Parameter i der von uns betrachteten
Kurvenbiischel nicht mehr enthilt, sondern nur noch von z ab-
hingt. Wir finden also:

Fir alle «-Korper, deren Meridiankurven einen
Biischel bilden, und ihre zugeordneten Zylinder ist in
einer jeden, der zy-Ebene parallelen Ebene der Quer-
schnitt G, konstant.!)

Wird eine Schicht, deren parallele Querschnitte G (nicht Q!)
sind, kurz als Querschicht I, bezeichnet, so folgt:

Satz I,. Alle Querschichten I, der Korper des
Biischels, die zwischen denselben parallelen Ebenen
z=2 und z=2, liegen, sind als Cavalierische Korper
einander gleich und insbesondere gleich der Vollschicht
I,_, des Asymptotenkdrpers.?)

1) Diese Sitze gelten noch viel allgemeiner fiir «-Korper, deren
Meridiankurve die Gleichung

(s

hat, wenn die Funktion f (%) innerhalb der in Frage kommenden Grenzen
eindeutig und stetig ist, z. B. auch fiir die Funktion der ExponentialgrsBe
j .
z

f(—) —ec. (Vgl. §10)

4
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Mithin kann die volle Schicht eines Kérpers mit trinomischer
Meridiankurve 1 2 0 aus seiner Querschicht I,, insbesondere aus
I,_, der binomischen Asymptotenkurve, durch Addition bez. Sub-
traktion des zugehdrigen Zylinders bestimmt werden.

Wihlen wir nun zwei verschiedene K6rper ' und 1” eines
oder beider Biischel mit ihren zugeordneten Zylindern, so erhellt
aus dem eben gewonnenen Satze:

Fiir alle der zy-Ebene parallelen Ebenen ist die
Querschnittsdifferenz bez. Summe @ F Q" (nicht G'—G)),
je nachdem beide K6rper einem oder beiden Biischeln
angehdren, konstant und zwar gleich der algebraischen
Querschnittsdifferenz (A’ —1")[ der zugehdrigen
Zylinder.

Die Differenz bez. Summe der beiden Korperschichten ist
also ein Cavalierischer Korper eines Zylinders und bildet daher
einen D*- bez. S*-Korper (vergl. 6).

32. Wir denken uns jetzt zu der zwischen den Koordinaten
2, und 2z, gelegenen Querschicht I, eines Korpers die den Be-
grenzungsquerschnitten zugehorenden Zylindermantel konstruiert,
und nennen den von beiden Minteln und der zy-Ebene be-
grenzten Korper II, die zugeordnete Mantelschicht. Dann
entspricht der unendlich diinnen, durch z und dz bestimmten
Querschicht dI, = G, - dz eine unendlich diinne Mantelschicht
dIl, =z-dG,. (Vergl. die Figurentafel) Ihre Grundfliche, das
Flichendifferential d@,, erhalten wir durch folgende Uberlegung:

Die endliche Mantelschicht hat die Flichendifferenz
Gzl— Gz2= Qz, - Qz,= 22T — 2T = (2,4 @) T+ (2, — ;)

zur Grundfliche. Fir die unendlich dimne Mantelschicht ergibt
sich also, wenn #, =z, =« und @, — x,= do gesetzt wird, das
Flichendifferential dG = 22T - dx.

Das Verhiltnis der Rauminhalte der beiden zugeordneten,
d. h. demselben Element der Meridiankurve zukommenden, un-
endlich diinnen Schichten dI und dII ist demnach
al G,-dz (x*—a*))l-dz  x*—a®d dz

9T~ 2.dG " z.2xzl-dx  2xz dz°
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Da nun nach 29

dz 2xz

dw n(x?— al)

ist, so folgt die einfache und wichtige Beziehung
aI 1
a1 n
und ebenso fiir je zwei zugeordnete endliche Schichten der

Satz II,. In jedem «-K&rper von binomischer oder
trinomischer Meridiankurve ist das Verhidltnis einer
Querschicht I zur zugeordneten Mantelschicht I kon-
stant, und zwar gleich dem reziproken Werte des Ex-
ponenten n,. I:1I=1:n}).

Nach Satz I, folgt hieraus der

Satz III,. Fiir alle «-Korper der Biischel sind die
Mantelschichten II,, die durch dieselben Ordinaten 2
und 2, der Meridiankurven bestimmt werden, einander
gleich.?)

Und ferner: Die Grundflichen (G,— &,), dieser Mantel-
schichten II, sind einander gleich. Wird # als unabhingige
Variable, also dz als konstant angesehen, so ist fiir ein vor-
geschriebenes 2z die abhingige Variable # und ebenso dz noch
von i abhéngig, also fiir die einzelnen Korper verschieden. Das
Flachendifferential dG, = 2x,l- dz; dagegen ist fiir alle Korper
der Biischel konstant.

33. Diese Sitze, besonders Satz IT,, bilden nun ein einfaches
Mittel, die «-Korper I und I selbst zu bestimmen. Wir kiénnen
uns hierbei im wesentlichen auf Schichten mit positiven Ordi-
naten #z, also auf Schichten der Kérper 1, 2, 4, 6, beschrinken.

Setzen wir in jedem Falle voraus, daB fiir

die Ordinaten 2
n20 00 >28>2>0
iét, so folgt aus obiger Formel in 31 fiir

) Eine andre Ableitung dieses Satzes, jedoch nur fir den «,-Korper
geltend, siehe in 35. '

% Fir n=2 und #z,=0 fiihrt dieser Satz auf einen Sonderfall, der
auf S. 41 unter (16) behandelten Differenzschicht zweier Korper 2t® Grades.



— 87T —

die absolut genommenen Querschnitte G = (%)nagl' = (%)ncz Iy

n>0 ©o>0G,>6G,>0
n=20 G = konst.
n <0 0<G, <G, <

und demnach fiir

die Zylinder- bez. Prlsmenmhalte Gz= (—)n+l 2ol = ( )"Hc Fy

n>—1 00 > G2, > G2, >0
n=—1 Gz = konst. ’
n<—1 0< Gia < Gyt <00

Hierbei ist besonders bemerkenswert, daB, wenn 7 << 0 ist,
der Ausdruck Gz fir 2=0 und 2 = 0o die unbestimmte Form
0 oo annimmt, und daB Gz =0 ist fiir =0 bez. 2 =00, je
nachdem n 2 — 1 ist.

34. Fiir die Summe oder Differenz der absolut genommenen
Schichten folgt

n20, I+ II= Gz — Gyz,.
Im ersten Falle # > O leuchtet dies ohne weiteres ein. Im
zweiten Falle » << 0 jedoch, wo die beiden Schichten einander
teilweise iiberdecken, fallt bei der Subtraktion ihr gemeinsamer

Teil fort, und die mit I — II gleiche Differenz der Restkorper,
zweier Zylinder bez. Prismen, ergibt

I—1I=Gy(5,—2) — (Gy— Gy) 2 = Gy — - Gy,
wie im ersten Falle.

Fir » > 0 folgt, da nach Satz II, I: Il =1:n ist,

1
I= 315 (Gioy— Gezy), II= %(

fiir n <0, also n=—up, folgt in gleicher Weise aus I: II=1:u

Gi2,— Gy2y);

I— 1—u (G n—Gha), II= ]—EI (Gy2,— Gzzz)‘" S0

Es gelten also bei Beriicksichtigung der Vorzeichen ganz
allgemein die
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Inhaltsformeln der Querschichten | und Mantelschichten Il:

1
() n20, I=1+—n(G1Z1 Gy2), = (G 2— Gy 2y).

Hierbei ergibt sich fiir die Korper 2,, 4,, 6, von positiven
Querschnitten G obigen Ungleichungen gemédB I immer als positiv,
II jedoch als negativ, wenn »n < 0 ist; fiir die Kérper 1., 3,, 5,,
deren G negativ zu nehmen sind, I immer als negativ, IT jedoch
als positiv, wenn 7 << 0 ist.

Absolut genommen folgt I= II, je nachdem #? =1 ist. Im
Falle n =0 wird I zum Zylinder bez. Prisma und II = 0.

Fir n,= — 1 versagt unsere Methode, da I und II den un-
bestimmten Ausdruck % annehmen. Wir erledigen diesen kriti-
schen Fall in § 10 nach Methode d,,.

Da nur fiir den Korper 4, mit binomischer Meridiankurve
die Querschicht I zugleich die volle Schicht darstellt, eriibrigt
noch, fiir die Kérper mit trinomischer Meridiankurve die Inhalts-
formeln ihrer Vollschichten aufzustellen. Bezeichnet G,= a’l
die Grundfliche, also C = G- (¢;—#,) den Inhalt des zugehdrigen
Zylinders, so hat nach 31 die Vollschicht eines trinomischen

Kérpers den Inhalt
V=C+1

Hierbei ist bei den Kérpern 5, und 6,, A = — 1 zufolge,
C negativ und bei den Korpern 1, und 5, nach oben I negativ
zu nehmen.

35. Fiir den binomischen ¢-Korper 148t sich aus den eben
bestimmten Schichten I oder IT noch auf den Sektor S, schlieBen,
der seine Spitze im Koordinatenanfang hat und wie I und IT
durch dieselbe zwischen G, und G, liegende Zone der Korper-
oberfliche mit begrenzt wird. Der Inhalt dieses Sektors ist die
algebraische Summe entweder von I und zwei Kegeln, die G,
und G, zu Grundflichen haben, oder von II und den beiden Er-
ginzungskorpern der Kegel.

1 1
?G2Z2_'§—Glzl+ I= (— 1Fn )(G 2, — Ga2,)

%) (Gy2y— Gy2y)
2—n

= 30Fn (Groy— Gy2),

(e 8=

o:|w oa|n-l

2 Gy — 5 Gy — 1= (
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2—n 2 — 1
(o) 8= 5% I= =2 IT= (21— 1I0).

Fir die GroBenverhéltnisse aller drei Korper ergibt sich
hieraus in Vervollstindigung des friiheren

(ey) 38:2I:II=(2—mn,):2:n,.

Dies 1iBt sich auch mit Hilfe der Subtangente — %x der

binomischen Meridiankurve «, (vgl. 29) ermitteln. Da die Korper-
differentiale dS, dI, dII, die einem und demselben Oberflichen-
element entsprechen, als Pyramide <= % Prisma), Keil (= % Prisma
und Prisma von gleicher (ocokleiner) Grundfliche aufgefaBt werden
konnen, so folgt, wenn ihre Hohen mit hs, k1, hix bezeichnet

werden,
3dS:2dI:dIl =hg: hy: ha.

Aus einer Figur erhellt ohne weiteres bei Berticksichtigung
der Vorzeichen die Beziehung hs= hy — bz und ferner auf Grund
shnlicher Dreiecke

hsihihn=(1-"¢)z:0: s =(2—n):2:m
Folglich verhilt sich
3dS:2dI:dll=(2—mn,):2:n,.
Dieselben Verhéltnisse haben aber auch die endlichen Korper S,
I, II; also gilt obige Proportion.
In gleicher Weise wie oben konnen die Sektoren der tri-

nomischen «-Korper als algebraische Summe der entsprechenden
vollen Horizontalschicht und zweier Kegel berechnet werden.
(Vgl. § 9.

36. Die Inhaltsbestimmung der g-Korper gestaltet sich der
eben hetrachteten ganz analog; nur kénnen wir uns kiirzer fassen,
da mnach 26 nur Korper mit binomischer Meridiankurve in Be-
tracht kommen. Da ferner die Querschnitte Rechtecke von kon-
stanter Breite b sind, so reduziert sich unsere Aufgabe auf die

Methode Cpt die Quadratur der binomischen 3-Kurve
in der zz-Ebene. Die Gleichung dieser Kurve, die hohere
Parabel oder Hyperbel genannt wird, je nachdem n 20 ist,
lautet

®) 7= (50

o
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Des Zusammenhanges mit dem fritheren wegen unterlassen
wir es, die beiden Konstanten ¢ und ¢ in eine zusammenzuziehen.

Wird ein von zwei Abszissen z begrenzter Flichenstreifen
ein Querstreifen I und ein von zwei Ordinaten z begrenzter
ein Lingsstreifen II genannt, so folgt fiir zwei einander zu-
geordnete, d. h. das gleiche Kurvenelement enthaltende unendlich
diinne Streifen oder Flichendifferentiale

dl=2xzdz und dIl=_zdx

S e @1 zdz 0 2%z .
und fiir ihr Verhiltnis 711 = 7dg° D@ nach 29 o= st
a1 1

ergibt sich wie frither und ebenso fiir je zwei zu-

dair ~ wm
geordnete endliche Streifen der

Satz II;. Bei einer binomischen Kurve ist das Ver-
hialtnis des Querstreifens I zum zugehorigen Lings-
streifen II konstant, und zwar gleich dem reziproken
Werte des Exponenten n;. I:II=1:m; (Vergl 39.)

37. Bei der Flichenberechnung der Streifen I und II be-
schrinken wir uns wieder auf solche mit positiven Ordinaten und
setzen in jedem Falle voraus, daB fiir

die Ordinaten 2
nz0 00 >z, >2,>0.
Aus obiger Kurvengleichung (8) in 36 folgt dann fiir
die Abszissen z = (—i—)"a

n>0 00>z >x,>0
n=0 z = konst.
n <0 <o <@y <<oo

und demnach fiir
die Rechtecke 22z = (i)“lac

4

n>—1 00 > &8, > Tg2y >0
n=—1 z2 = konst.
n<—1. 0 < @8 < @y, < 0.

Hierbei ist besonders zu beachten, daB, wenn » < O ist, der
Ausdruck zz fiir 2=0 und #2=o00 die unbestimmte Form 0.o0



annimmt, und daB xz = 0 ist fiir 2 =0 bez. 2 = 0o, je nachdem
n2Z—1 ist

38. Fiir die Summe oder Differenz der absolut genommenen
Flachenstreifen folgt

(B) nZ20 I+ IT=ux2— 2,2.

Im ersten Falle # > 0 ist dies wieder ohne weiteres klar.
Im zweiten Falle » << O jedoch, wo die beiden Streifen einander
teilweise iberdecken, fallt bei der Subtraktion ihr gemeinsamer
Teil fort und die mit I — IT gleiche Differenz der Flichenreste,
zweier Rechtecke, ergibt

I— IT =z, (2, — 25) — (Ta— )2 = %12, — %2

wie im ersten Falle.

Genau in derselben Weise wie oben in 34 fithrt Satz Il
bei Beriicksichtigung der Vorzeichen zu den allgemein giiltigen

Inhaltsformeln fiir die Querstreifen 1 und Langsstreifen Il

1
B =220 I='1T,;(x151—x2‘22)) II:%,(%%_%@)'

Diese ergeben, obigen Ungleichungen gemif, I immer mit
positivem, IT jedoch mit negativem Vorzeichen, wenn n <0 ist.
Absolut genommen ist 7= 11, je nachdem »*=1 ist. Fiir n=0
wird I zum Rechteck und II'=0. Im Falle ng=—1, dem die
Apollonische Hyperbel entspricht, miissen wir einen andern Weg
einschlagen, da (wie oben fiir n,=—1) I und II den un-

bestimmten Ausdruck % annehmen. Wir behandeln diese Qua-
dratur in § 10 nach Methode d;

39. In gleicher Weise wie unter 35 148t sich aus einem der
beiden Streifen I oder II auf den Sektor S; schliefen, der seine
Spitze im Koordinatenursprung hat und wie I und II von dem-
selben Kurvenbogen mit begrenzt wird. Da S, die algebraische
Summe von I oder II und zwei Dreiecken ist, so folgt

1 1 1 1
. 5 Tt — 5 M4t I=<—§+1+n> (22— ,2,)

® 8.=

1 1 1 n
5 48y — 5 &yl — Il = < o 1—|-'n) (#,2,— 7325)
1—n
= 2(14n) (xlzl_x2’z2)
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oder '
1—n 1—n 1
B) S=—2—I= o II=?(I—II).
Die GroBenverhaltnisse aller drei Flichenstiicke sind also
(8) 28:I:IT=(1—mg):1:my.

Dies ergibt sich auch mit Hilfe der Subtangente —n;-z
der B-Kurve (vgl. 29). Da die Flichendifferentiale dS, dI, dII,
die einem und demselben Kurvenelement zugehdren, als Dreieck
und zwei Parallelogramme aufgefaBt werden kdnnen, die das ge-
meinsame Kurvenelement zur Grundlinie haben, so folgt ganz
dhnlich wie unter 35 aus einer Figur hg = hy — by, ferner

2d8:dl:AI] = hs=hy:hy = (1—my):1:m,

und hieraus obige Proportion fiir endliche Flichenstiicke.

§ 9. Die Umgestaltung der allgemeinen Inhaltsformein und
ihre Anwendung zur Berechnung bestimmter «- und 3-Korper,

wenn n 2 — 1 ist.

40. Die vier verschiedenen «-Korper, 1, 2, 4, 6, mit posi-
tiven Ordinaten # entsprechen namentlich fiir gerade positive
Exponenten % den vier Korpern 2** Grades, die in 21 und 22
behandelt worden sind, und zwar «, dem elliptischen Korper,
o, dem hyperbolischen 1%, «, dem hyperbolischen 2% Art und
o, dem Asymptotenkorper (Kegel, Pyramide). Auch hier kann
analog 21 (15), was die Horizontalschichten anlangt, jeder der
beiden Korper «, und «; als negative Fortsetzung des andern
betrachtet werden.

Die Korper o, bez. § mit binomischer Meridiankurve sind
in der ersten Abhandlung als ,Reink6rper“ bezeichnet worden.

Da die §-Korper nach 26 Prismen oder Zylinder sind, be-
schrinken wir uns bei ihnen auf die Quadratur ihrer Grundfliche
in der zz-Ebene.

Nach dem in 33 iber 2z, G, G2z und in 37 iber 2, z, 22
Dargelegten bleiben die Raum- bez. Flicheninhalte der Schichten
bez. Streifen I und I auch endlich, wenn von den, die Inhalte
bestimmenden Groflen eine Ordinate z oder ein Querschnitt G
bez. eine Abszisse x unendlich groB wird, sofern nur fiir diesen
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Fall Gz =0 bez. 22 =0 ist. Erstrecken sich die «-Schichten
bez. B-Streifen mit positiven Ordinaten entweder von z =7 bis
2, = 0 oder bis 2, = 00, so sind mit Ausnahme % = —1 stets
bei einem dieser beiden Sonderfille die Querschicht I, und ihre
zugeh6rige Mantelschicht 17, bez. zwei einander entsprechende
Streifen I; und II; von endlichem Inhalt.

Fiir » = — 1 dagegen werden in beiden Fillen die Inhalte
unendlich grof (vgl § 10).

Wir berechnen zunichst:

(1,) Querschicht I, und Mantelschicht II, zwischen
den Grenzen 2, =h, 2, =0 oder 2, =00, 2, =h (wobei fiir
n 2 —1 beim Korper ¢, h< ¢ und beim Kérper ey h 2 ¢ zu
nehmen ist). Gegeben sei die Ordinate h, die zugleich Hohe oder

- Erginzungshohe von I ist, und deren Querschnitt G, = G. Je
nach der GréBe von » sind drei Fille zu unterscheiden:

Die Meridiankurve bez. ihre Asymptotenkurve ist eine hohere
Parabel, also

(1,) »>0. Fir die endlichen Schichten folgt aus z, =,
G,=G, =0, G, =O

CA Ii— + Gh, II' 1+" Gh;
dagegen ist
(25 47 6) I:=°°7 II:=°°'

Die Meridiankurve bez. ihre Asymptotenkurve ist eine hohere
Hyperbel:

(1,) Ist 0>n> —1, so folgt fiir die endlichen Schichten
aus 5, =h, G,= @G, =0, G,= 00

1
(@5 15 6) Io= 507 Gh, I =1 Gl

dagegen ist
(@, 95 4) I;: =00, . II: = 0o.

(1,”) Ist —1>m, so folgt fiir die endlichen Schichten aus
Z=nh, G,= G, zl=oo G,=0

«® n

(al) 29 4) I], = + Gh IIh 'i——_r_—n Gh;
dagegen ist
(¢, 45 6) Iﬁ=oo, II’:,=——oo.

XXXIL Jahresber. d. Vereins f. Naturk. zu Zwickau. 8
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(2,) Binomischer Sektor S,, der seine Spitze im Koordi-
natenanfang hat. Seine Meridiankurve ist also die binomische
Kurve o, Sind die gegebenen GroBen dieselben, wie unter (1),
so folgt:

h 2—mn
n>—1, 8¢= g Gh, Sy = oo,

—1>n, 85— 3’(’;2)Gh §* = 0.

(3,) Ist statt des Grenzquerschnittes G,= G, der Querschnitt
G,= a’ = ¢’y des zugehorigen Zylinders zum «a-Korper gegeben,

so kann, da nach 31 G,= (l)" G, folgt, in vorstehenden Formeln

Gh= ()" Gh= (L) Ge= (1) or,

(ery) )

4

gesetzt werden.

Fiir den Sonderfall » =2 fallt hierbei ¢ ganz aus der Formel
heraus (G'h),_,= h®l,

(4;) Obige Formeln (1) gelten auch fiir die binomischen
B-Schichten, deren rechteckige Querschnitte G = bg die konstante
Breite b und die Abszisse £ =g zu Seiten haben.!) Man hat
demnach in den Formeln (1) nur G durch g zu ersetzen, um die
Grundflichen in der zz-Ebene dieser Zylinder, die

(4;) Querstreifen I; und Lingsstreifen II,, zwischen den
Grenzen #,=h, 2,—=0 oder 2, = 0o, 2,=h zu erhalten. Ist die
Ordinate 7 und ihre zugehorige Abszisse g gegeben, so folgt ganz
analog wie (1,) fiir die endlichen Streifen

n>—1 I: "

0

@ e I,j"}=1_+7r‘7h’ II,L} e

(5;) Binomischer Sektor Ss, dessen Spitze der Koordi-
natenanfang ist. Sind dieselben GroBen wie unter (4;) gegeben,
so folgt:

gh.

7’&>—1, Sﬁ 1—n
® —1>un, sf}_2<1+n>9k"

(6) Als binomische - und f-Meridiankurven ergeben sich
im besonderen fiir

") Ein e-Kérper kann im besonderen auch Rechtecke zu Querschnitten
baben; diese sind aber als &hnliche Figuren nicht von konstanter Breite.
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Biquadratische Parabel #*= p®z,
deren Scheiteltangente
Apollonische Parabel 22= pz,
deren Scheiteltangente
Semikubische Parabel 2%= pa?,
deren Wendetangente

die
2-Achse
1st.

Gerade durch den Koordinatenursprung.

Semikubische Parabel 3= pz?
deren Wendetangente

Apollonische Parabel 2?= pz,
deren Scheiteltangente

Biquadratische Parabel z*= p®z,
deren Scheiteltangente

die Parallele 2 = p zur z-Achse.

Biquadratische Hyperbel z*z = p®,

Quadratische Hyperbel?) 22z = p3

Semikubische Hyperbel 2222 = p® |

Apollonische Hyperbel zz= p?
Semikubische Hyperbel 2%2% = p?,

Quadratische Hyperbel') z2? = p?
Biquadratische Hyperbel z2* = p5,

die
z-Achse
ist.

die der
x-Achse
schneller
sich n#dhert
als der
z-Achse.

die der
z-Achse
schneller
sich nihert
als der
x-Achse.

(7) In den unter (1), (2), (4), (b) ermittelten allgemeinen
Raum- bez. Flicheninhaltsformeln von I, IT und S ist im be-
sonderen fiir die Koeffizienten von G/ bez. gh zu setzen,

) Die quadratische Hyperbel 22z = p*® fiihrt auch den Namen Gra-
vitationskurve, weil sie das Diagramm des Newtonschen Gesetzes dar-
stellt, daB die Anziehungskraft z zweier Korper indirekt proportional dem
Quadrate ihrer Entfernung z ist. Vergl. z. B.: G. Holzmiiller, Ingenieur-
mathematik, 1. Bd., und Elemente der Mathematik, 3. Bd.

Ebenso konnte diese Kurve in der andern Lage 22* = p® Tragfihig-
keitskurve genannt werden, weil bei Balken gleicher Liinge die Trag-
fahigkeit von der Breite x und dem Quadrate der Hohe z abhingt.

8%
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wenn % > 0 ist:

) 1 1
n = oo, 8, 47 3) 27 9 37 17 37 90 g O;
1 0 i l 1 1 2 3 1 3 2 4 1
1-|-'n— ’ 9 5 47 3 B T 95 32 by
n_ 1 8 4 3 2 3 4 1 2 1 1
e T T T A SR A T T U T
2—n _ 1 _3 1 1 0 1 2 1 4 1 7 2
31+n 387 97 18y 12’ >’ 157 21’ 6715’ 3718 37
1—n 1 1 3 1 _1 1 1 0 1 1 3 1
2(1+n) 27 18’ 100 4’ 6’ 10’ 14> 7 10’ 6’ 10’ 2’
und wenn % < O ist:
1 1 2 4 3
N = T Ty _1’ T g T 9 -2, -3, —4, —8, —o0
1 4 _ 1 1 1
ﬁ‘,n: 3 2, 3, o0, _37 _27 -1, 9 T g T
n 1 3 4 8
1-|--n——§’ -1, "'27'—007 47 3’ 2} 9 3? L
2—mn _ 4 5 8 ' o L0 T 4 5 2 10
3(14n) v 3 3’ ’ 3’ 3 3 6 37 v
1—n 5 3 5 7 5 3 5 9
saitn= o o 5 % —eo T~ —L—e —1 —
2(1+n) 6 27 3 2 2’ 2 6 14

(7") Hierzu ist zu bemerken: Fiir ganze positive Exponenten »
sind diese Inhalte in anderer Weise schon in der ersten Abhand-
lung unter 15 bestimmt worden.

Dem hier ausscheidenden kritischen Falle # = —1 entspricht
die Kubatur der «-Korper, die die Gravitationskurve 2%z = p® zur
Meridiankurve haben, bhez. die Quadratur der Hyperbel zz = p?
wihrend die Quadratur der ersteren Kurve (vergl. auch 12,”) und
die Kubatur eines a-Korpers, der die Hyperbel zur Meridiankurve
hat (vergl. (9,”)), endliche Resultate liefert. Die andere Lage
der Gravitationskurve dagegen, d. h. die Kurve z2? = p? gibt in
beiden Fillen « und 8 endliche Inhalte (vergl. auch (12;™)).

41. Die in 34 bis 39 abgeleiteten Formeln fiir die Quer-
schicht I,, Mantelschicht II, und den binomischen Sektor S,
bez. die Streifen Iy, II; und den Sektor S; enthalten auBer n
die beiden Grenzquerschnitte G, G, bez. Abszissen g,, g, und
deren zugehorige Ordinaten z;, 2, als Bestimmungsstiicke. Ihre
Zahl kann selbst im allgemeinen Fall um eins vermindert werden.



— M —

(8,) Vollschicht des binomischen a-Korpers und
Querschicht I des trinomischen «-Korpers »*® Grades,
gegeben durch die Hohe # — 2,= 7% und die Begrenzungsquer-

schnitte G, = G, G,= G,. Aus der Formel G,=a* (%)"r in
31 folgt G, : G, = 2,": z," oder
1 1 1 1
a6, (67— @) = oyt (52

and durch Erweiterung mit 2, — 2, aus der Inhaltsformel

__1 P __ B L N % )
T= o (Gia— Gom) = 502 (6 2 — 6, 2.
Wir erhalten also als Inhalt
; G1+—:L— GH’%
L p—
(@95 496) I= 1+n : 1 H :
Gln_Gzn

1 1
Diese allgemeine Formel kann durch G," — G,"
wexrden.

(8,") Mantelschicht II des binomischen und tri-
nomischen a-Kérpers »n* Grades, gegeben durch die Grund-
fliche G,— G,= G und die GrenzhShen 2z =h;, 2,="h,. Ganz
analog wie oben (8,") folgt

G, :Gy: (G —Gy) =n":hy: (b —I")

gekiirzt

und durch Erweiterung mit G,— G, aus der Inhaltsformel

II

Goy— Ga2y) = i) ( = ? ) :

- 2
itn V1G-G  %2G—¢

‘Wir erhalten also als Inhalt

n
1 +.n(

nG piAtP_pitn
(242547 6) U=ira
Diese allgemeine Formel kann durch h,—/, gekiirzt werden.
g 17/ &
9,) Wird n = —11;- gesetzt, so nimmt Formel I die Gestalt

von I1 an und umgekehrt, nur sind an Stelle von »n, G, b die
Buchstaben v, h, G getreten.



Man erhilt
1
14+ = 14+~
AL GGt II G b Y—h, "
Wity gr—e 7 ™ 14y ERNY
‘ h" —hy"

Bei der Berechnung der Schichten zweier Korper, deren Ex-
ponenten reziproke Werte sind, konnen also nach Bestimmung
der Schichten des einen Korpers die des andern sofort hin-
geschrieben werden.

Im besonderen (fiir bestimmte ») beschréinken wir uns teils
auf solche Schichten, die frither schon in anderer Weise behandelt
worden sind, teils auf solche, deren Inhaltsformeln eine besonders
einfache Gestalt annehmen. Wir stellen dabei immer je zwei mit
reziproken % zusammen, um das gegenseitige Entsprechen der
betreffenden Formeln hervorzuheben. Gegeben seien natiirlich
dieselben Bestimmungsstiicke wie in den allgemeinen Formeln.

, 1, 1
9) me=1, I=5(Gi+Gy)-h, = (hy+h)-G.

n, =2, I=%k'(G1+VG1@ + Gz), II=A§- G- h_13-|;lh1h=_»h+ h22;

(9 ”) G2 -|—G_;' G,
a 1 1 o 9 \
=5, =5 G- (Vi +1hs),  I=3 e

(= — 2, I=h- VGG, 1=l g
(9a/;/) ll_'_ 7/2

2@, G,

e

ng=—g =G -Vihy, I=

Die Schichten (9,") und (9,”) lassen sich demnach als Prismen
oder Zylinder deuten, die bei gleicher Hohe . bez. Grundfliche G
das arithmetische, geometrische, harmonische Mittel der Be-
grenzungsquerschnitte &,, G, bez. Héhen h,, h, zur Grundfliche
bez. Héhe haben. Vergleiche zu #n,= 1, parabolische Schicht,
21 (1,) und zu n,= 2, Pyramiden- oder Kegelstumpf, 21 (3,)
und zu n,= — 2, Schichten des hyperbolischen Korpers, die Be:
merkung 40 (7).

(10,) Binomischer Sektor S, dessen Spitze der Koordi-
natenursprung ist, gegeben entweder durch dieselben GroBen wie
unter (8") oder wie unter (8”). Aus den in 35 aufgestellten
Formeln folgt: :
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1
14 = 14—
) S= 2—m , 6 "—6G " _ 2—-mn B hg
(e T3 +w) 1 1 314w hy — hyr
Gln—ng

(11;) Im Falle 8 wird das in (9,) erwihnte Entsprechen der
Formeln fiir T und IT fiir reziproke Exponenten ein vollstindiges,
da hier gleichartige Grofen: Abszisse g und Ordinate 4, vertauscht
werden. I, und IT; sind nicht mehr verschiedengestaltete Ge-
bilde, sondern beldes Trapeze, die einen Kurvenbogen zu einer
Nebenseite haben. Da zwei binomische f-Gleichungen mit rezi-

proken Exponenten n; und v;= L nicht wie im Falle o zwei
n

verschiedene Kurven, sondern ein und dieselbe Kurve nur in
zwei verschiedenen Lagen (mit vertauschten Koordinatenachsen)
darstellen, so ist hier fiir je dieselben gegebenen drei Strecken

I _.II und II, _.I Fiir den

(11, ) Querstrelfen 1; und La.ngsstrelfen II; der
binomlschen B-Kurve,
I gegeben durch die Hohe #,— #,=h und die Grenzabszissen

=91, Ta=Ys),
11 degeben durch die Breite z, — z, = ¢ und die- Grenzordi-

naten 2z, = hy, 2= hy,
folgt daher ganz analog (8,) mit Hilfe der Glelchu.ng der B-Kurve
rT=a (?)n aus der allgemeinen Formel in 38 oder einfacher,

wenn, wie in (4;) G durch g gesetzt wird:

1 1
14— 1+—

I = h 5 "—9, n= vh .g11+‘v_g’1+v — I
™ 14n 1 1 1+y g% g e Ok
n__ . n =

(ﬁ) 9 9gs ) )
1+n 1+n 1+7 1+‘,,‘
=" W=k 9 h —h T g
N N S EN
1 2 B
1 2

Hierbei ist also zu beachten, daf im Falle » = % die g

Ordmaten und die  Abszissen bedeuten.
Im besonderen ergibt sich fiir

(n) 9 (gl+g2)h = v)l

(12,) ny=1,1{" , l
‘II(n) i) (h +h)g = (1,)
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1
I(n) =

h(9,+V 9192+ 9) = 11, 1
Vs= 3

" ?
(12[9 ) %ﬁ= 27 [II 2 b2+ by by B2 - I
™~ 3 B+ Py - e

'I(n)-= h Vﬁ = II(v) ] 1
V= —

2019y 4 2
o= 25 b= T,

Vergleiche hierzu das unter (9,) iber die Deutung der
Formeln Gesagte.

(12,") %=—2w

(18;) Sektor S;, dessen Spitze der Koordinatenvorsprung
ist, gegeben bez. durch dieselben GroBen, wie in (115). Aus den
in 39 aufgestellten Formeln folgt:

1
+ 14+

1
8) S( )=(1—")h 9% —9 " _(1—mg h

2(1Fn) L7 e wtm B

S|

I+n__ 71/2 14+n

=—3S4)-

S|

9.7 — 92

42. Volle Horizontalschicht 7 der trinomischen
a-Korper.

Wir bemerken, da — abweichend von der ersten Abhand-
lung, wo die gegebenen Begrenzungsquerschnitte mit G, und G,
bezeichnet wurden — hier der Buchstabe @ beibehalten werden
soll, da G Querschnitte der Querschicht I bedeuten. FHs seien
also @, = @; und @, = @), die Begrenzungsquerschnitte der Schicht
von der Héhe z — 2z, = h. Nur der Querschnitt des zugehorigen
Zylinders, der gleich dem der Querschicht I in der Héhe ¢ ist,
werde mit G, bezeichnet, damit wir, je nachdem »n 2 O ist, nicht
zwischen @,_,= G, und @,_,= G, zu unterscheiden brauchen.

Da nach 34 der Inhalt unsrer Schicht die algebraische Summe
der Zylinder und der Querschicht I ist, so folgt fiir

(14) 7V, gegeben durch die H6he %, die Begrenzungsquer-
schnitte @;, @, und den Querschnitt G, des zugehorigen Zylinders,
wenn in der Querschicht

_h G "—a
T=pw =
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G, und Gy, also allgemein die

(ery) G,= G,—¢, V= Gh—1I,
(otg) G,=— G,+ @, gesetzt werden, V= G+ 1,
(o) G,= G,+ @, V=—Gnh+ 1.

(14") Sind analog 22, (12) der ersten Abhandlung h, @,, @,
und die Querschnittskonstante I, gegeben, so muB aus vorstehen-
der Formel G,= ¢’ eliminiert werden. Nun kann (, zunichst
durch G,, G,, b und I, ausgedriickt werden, denn da diese
GroBen auch dem binomischen Korper angehiren, so folgt aus
der Gleichung der binomischen Kurve:

und hieraus

oder

also eine Gleichung, die nach G, aufgeldst werden kann.

Sind aber die @, statt der G, gegeben, so tritt in vorstehen-
der Formel an Stelle eines &, nach (14) eine algebraische Summe
von G, und @,, und dann kann die Gleichung im allgemeinen
nicht nach G, aufgelést werden. Mithin kann auch die tri-
nomische Schicht 7 im allgemeinen nicht explizite durch A, @,
Q,, I, dargestellt werden.

(14”) Im besonderen jedoch, z. B. fiir n =2, ist dies moglich.

Da vorstehende Gleichung fiir » =2 in

hYTo=V G, —V Gy
iibergeht, also G, nicht mehr enthilt, so empfiehlt es sich, in der
Inbaltsformel vorldufig G, und G, beizubehalten. Man erhalt
zuniichst nach Kiirzung in I

81; V==Gnhr+ % (Gl + VG1 G, + Gz)
2
— GhT ¢ {36,+36,— VG-VG))

=+ (36T &) +3(6.76) x I, l.



— 82

Die Formel fiir () unterscheidet sich von («,) nur dadurch,
daB G, negativ ist.

Da die Glieder, die jetzt noch G, enthalten, nach (14) gerade
die gegebenen @, und @, sind, so wird die Berechnung von G,
iiberfliissig, und man erhilt

T
eine Formel, die mit 22 (12) iibereinstimmt.

In (14') konnte der Inhalt der allgemeinen Schicht, gegeben
durch %, @,, @, und ), nicht explizite gefunden werden; das-
selbe gilt, wenn ¢ auBler %, Q,, @, gegeben ist. Der Inhalt ist
jedoch explizite bestimmbar fiir eine

(14”) Trinomische Schicht V7, gegeben durch ¢, [j und
die Ordinaten », und h,, Da G,= ¢, und h = h,— h, ist, und
ferner fiir I = Gyh, — G,h, nach 40 (3)

h\" h,\"
1=G4§)m—axg)@

gesetzt werden kann, so folgt aus der Formel in (14)

(), (— ) V=cr, '.(h1_‘h2) + 2 [(2_1)"711 - (%)nhzj’

() 1+m
h,—h 1 Bt _prtl
V=¢cT 1 2 - 1 2 .
c°{ ¢ +1+n[ EEE ]}

Die Formel fiir (o) ergibt den negativen Wert von (o).

(14") Trinomische Schicht ¥, gegeben durch die Begren-
zungsquerschnitte @,, @, und deren Ordinaten 2z, = h,, 2,= h,.
Aus der Gleichung der binomischen Kurve folgt

G, (B
5 = (i)
Wird G, und G, nach (14) durch @, bez. @, und das unbekannte
G, ausgedriickt, so erhdlt man zun#chst

(“17 2) Gc= =+ hl” Qz—hanl ;

(‘xﬁ) hln—" hgn

da ferner h=h,—h, ist, so ist der zugehdrige Zylinder bestimmt.
Mit Hilfe ¢, konnte nun in den Gleichungen (14) G,, G, und

endlich 7 in den gegebenen Griofen ausgedriickt werden. Ohne
weiteres fithrt jedoch nach 41 (8”) die Formel
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I—Ytmg_ ¢ . ﬂf_;__h?z:
n 1+4n hy"—h,
zum Ziele, da
(o) G— G — G— F (Q— Q).

ATy
Nach (14) ergibt sich demnach fiir alle drei trinomische
Schichten die gleiche Formel

(h Q—hy" Ql) (h _hz) +( Qz) (h ntl hzn+1)
B — R (14n) (B,"—n")

(¢4y256)

Diese nimmt nach einer leichten Umformﬁng die einfachere
Gestalt
Iy " B Q,— h"Q, . (hl—hz) i ML—I@ Ql

(@1 96) V}@ =7 T+ B — h," 14n

an und kann als algebraische Summe eines trinomischen und
zweier binomischer Vollkorper gedeutet werden.

Besondere Beachtung verdienen die Sonderfille, in denen
entweder eine Ordinate der Begrenzungsquerschnitte gleich ¢ oder
gleich Null ist. Vergleiche fiir » = 2 in der ersten Abhandlung
22 (17—19).

(15) Kappe o bez. o und trinomische Schicht a,
deren {i{;i{;ie} Ordinate ¢ ist.

Ist Hohe &, Begrenzungsquerschnitt ¢ und Iy gegeben, so
kann der Inhalt V' nicht explizite dargestellt werden, da die in
(14") aufgestellte Gleichung auch in diesem Sonderfalle nicht
nach G, aufgelost werden kann.

(15") Ist jedoch h, @ und ¢ gegeben, so kann aus Gleichung
(14") G, ermittelt werden, da es nur unter einem Wurzelausdruck
vorkommt. Man erhélt (auch direkt mit Hilfe der binomischen
Kurve), je nachdem ¢ die groBe oder kleine Begrenzungsordinate
ist, als wichtige Beziehungsgleichung zwischen ¢ und G,= ¢l

(@) o (o)
¢ rO = Gc = n-—_— n Qc h
w0l @ c+%w» %)”<O
(0t) el =G - ¢ —) (“1)
(o) C (e T

(o)
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(15”) Ist h, ¢ und Iy, gegeben, so folgt aus (14",

wenn b, = ¢ und hy, = ¢ — h gesetzt wird:

w0 (@ 70 =on [ 2F - () (<o,

und wenn h; = ¢ + h und hy = ¢ gesetzt wird:
n>0 {(“‘3 —c 3 {+ +1+n[(c+h>n+1_ 1]} (erg) }n<0.

(15™) Ist auBer c, P, statt I, entweder G, oder @ gegeben,
so kann mit obiger Beziehungsgleichung (15") diese Formel so-
fort in gewiinschter Weise umgestaltet werden.

(16) Halbe Hauptschicht «; und o bez. «; (je nachdem
n 2 0), d. h. Schicht ¥, deren eine Begrenzungsebene der Haupt-
querschnitt @, des Korpers ist, wihrend @,= @ der andere in
der Héhe h sei. Fiir n >0 ist Q,= G,, dem Querschnitt des
zugehorigen Zylinders und fiir »n <0 ist Q,= oco. Fiir diese
Querschnitte ergibt sich #hnlich wie oben (15") die Beziehung

(o), (a5) or g —_
(a) =G amm ¢

(16") Ist ¢, h, T, gegeben, so folgt aus (14™), wenn h, =P
und h, = 0 gesetzt wird,

n>0{§$3 VZ:cﬂro.hll_T.Tj_T(%)n}. E%g}o>"> .

(16”) Ist wiederum ¢, » und entweder G, oder @ gegeben
so liefert hieraus obige Beziehung (16) die gewiinschte Formel.

(16™) Ist h, @, und der Querschnitt G, des zugehdrigen
Zylinders gegeben, so kann im Falle n > 0, wo Q,= G, ist, der
Inbhalt sofort aus (14"7) abgeleitet werden, wenn h, =h, @, = @,
und %, =0, Q= G, gesetzt wird; aber auch nach (14) folgt aus

der Querschicht I = + G, fir
n>0{(al V= GhTF G= 1 (0G4 (6T 6))
(az 0 1_,_/,, k 1_'_” ¢ ¢ 1A R
h h
Vo= 10 (n @t &)

oder, wenn (7, absolut genommen wird, fiir



= 8 -
0>n>—1, {5 Vi=F Gty G i [ F eG4 (F G4 6)),
Vo—?{'i_”G"'Qh}

(17) Insbesondere ergeben sich aus (15”) fiir A =0 bez.
h=c, oder aus (16") fir h =¢

[ n N
(o) Vo =iFn el = l_t—%ch (%)
¢ 24mn _ 24n
0 (“2) VO - 1—|—'n caro - 1+n CGc (0(2) 0 1
n> ( ) 2e An+1+n s _ gntly o >n>—1.
%) V. ="1qn o = 15. ¢C (o)
2c  2(2"—1) — 2(2"—1) —
() Vc —(1—_1_)—n )= ( 1_!_2, nch (o) |

Im Falle » = 2 erhilt man fiir (o), (o), (¢t) die in 21 (19)
fir den elliptischen und die hyperbolischen Korper 1%* und 2t
Art aufgestellten Formeln.

(18) Besonderes Interesse bietet die ganze Hauptschicht
fir » > 0, auf die wir uns beschrinken. Sie nimmt, je nachdem
n gerade oder ungerade ist, eine andere Form an.

Fir ein gerades n 1st jede eine Zentralschicht, da fiir
jede Ordinate @,= @_, is

Fiir ein ungerades n sind die Hauptschichten («,) und («,)
identisch und liegen nur in bezug auf die Hauptebene symmetrisch.
Es ist also, wenn wir die Querschnitte kurz durch ihre Indizes
bezeichnen, (&)_,= (&), und (ey)_,= (¢),- Da nun nach (14)
fir jede Ordinate z Q)+ @)= 2G, ist, so folgt fiir jeden der
Korper (e;), () bei ungeradem =, daB @,+ @_,=2G, also
konstant ist.

Bei ungeradem 7 ist daher die Hauptschicht in bezug auf
die Hauptebene (aber nur fiir diese) als Mittelebene nach 5 ein
sogenannter D- oder S-Korper.

Werden zwei halbe Hauptschichten verschiedener Art, d. h.
je eine von (o) und (o), zu einer ganzen Hauptschicht vereinigt,
so ist diese im Gegensatz zu oben bei geradem » ein D- oder
S-Koérper und bei ungeradem n eine Zentralschicht. Fiir den
Inhalt einer solchen zusammengesetzten Hauptschicht ergeben sich
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dieselben beiden Formeln, die wir jetzt fiir die zwel Formen der
einfachen Hauptschicht aufstellen.
(18") Hauptschicht = Zentralschicht, also fiir gerades
n, gegeben durch h, ¢ und [,
Wird in (16") % durch % ersetzt und der Inhalt verdoppelt,

oder wird in (14”) b= und hy= — & gesetat, so folgt
) _ 2 1 b \»
o e _crh{ +n( )

2

(18") Ist h, der Mittelquerschnitt @, und die gleichen Rand-
querschnitte @, gegeben, so folgt nach (16”), wenn h durch %
ersetzt und der Inhalt verdoppelt wird,

h

(o), () Iff= 1_7_% {”Qo‘l‘ Ql}

2

Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der auf Zentral-
schichten angewendeten Simpsonschen Regel. (Vergl. 15 und
21, 7, 8)

Bei elliptischen Querschnitten stellt (¢;) einen FaBkorper dar.

(18”) Hauptschicht = D- oder S-Korper, also fiir un-
gerades n, gegeben durch %, ¢ und [, oder G,. Wie in (18"
folgt /

(o) = () VE=clh = Gl
)
(18%) Ist  und der Mittelquerschnitt @,= G, oder die beiden
Randschnitte @., @ . gegeben, so folgt
P T2

2
nach (14%V) oder (16”"), da hier Q_h‘—l— Q_;_,= 2Q, ist,
)
@=G) Vi (e+e.)i- e
2
Fiir n =1 erhdlt man die Schicht eines parabolischen Kdrpers.
(Vgl. 21 (D).
(19) Bemerkenswert sind die Sonderfille fiir s = 2e.
Bei ungeradem » entsteht ein Korper, der seiner Gestalt
(besonders bei elliptischen Querschnitten) wegen Glocke (o)
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oder Kessel («,) genannt werde. Da sein Inhalt von # unab-
hingig ist, so haben alle Korper, die in Hohe und Mittelschnitt
iibereinstimmen, denselben Inhalt wie der Zylinder

(o) = (o) Vi’—‘ 2¢Q-

(19') Bei geradem # entsteht ein Vollkérper (o)

() V =

—c

T ¢

(19”) Ist in letzterem Falle im besonderen ¢, ein recht-
winkliges Dreieck von den Katheten a und b, so entsteht ein
Huf (vergl. 21 (6,”)) von rationalem Inhalt
(o) V= m abe.

Auch diese Sonderkorper konnen nach (18) aus zwei halben
Hauptschichten verschiedener Art zusammengesetzt werden.

(20) Der trinomische Sektor S, der seine Spitze im
Koordinatenursprung hat, kann mit Hilfe des binomischen Sektors
bestimmt werden. Hierbei ist es einfacher, nicht die Querschicht 7,
sondern die Mantelschicht II heranzuziehen. Ist , @,= G, und
entweder der Begrenzungsquerschnitt ¢, oder &, gegeben, so
folgt fir » >0, wenn wir uns auf Sektoren zwischen den Grenzen
2, =0 und 2 = h beschrinken:

ngg n>0  Sy= 2hQ,F = 2h(G,+G) F 175 WG,
oder

(0‘2) n>0 S’ hG =+ ]ZG

(ory) 3(1+ )

(20") Da das zweite Glied der binomische Sektor des Asym-
ptotenkorpers ist, und im ersten Glied weder #» noch ¢ vorkommt,
so folgt:

Die algebraische Summe eines trinomischen Sektors
und des Sektors des binomischen Asymptotenkdrpers ist

vom Verhdltnis —;— und dem Exponenten »>0 unabhingig

und konstant, vorausgesetzt, daB G,h seinen Wert nicht
indert.
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(20") Hieraus folgt noch allgemeiner, daf dieser Satz auch
fiir zwei trinomische Sektoren gilt, deren Meridiankurven dem-
selben Biischel angehdren. Die konstante algebraische Summe ist

dann % (G FG/)h.

(20”) Im besonderen ergibt sich fiir n =2, wo der binomische
Sektor verschwindet, der Satz 21 (9,) auf S. 33.

(21) Nach (16) ist die halbe Zentralschicht (Hauptschicht)
eines jeden trinomischen Korpers gleich m(nGc—l— ®,). Da

h . . . . .
nun o @, = I als Querschicht eines binomischen Korpers nte

Grades gedeutet werden kann, so ist fiir alle trinomischen Korper
n* Grades, die in G, und A iibereinstimmen, fiir beliebige @,
der von beiden Korpern begrenzte Rest konstant. Wird dieser
als Sektor hoherer Art S™” bezeichnet, weil er durch Aus-
schnitt eines binomischen Korpers ebenfalls n*» Grades (nicht
2tn Grades wie beim gewohnlichen Sektor S™?) erzeugt wird,
so folgt:

Alle trinomischen Sektoren hoherer Art, die in
Schichthohe » wund Querschnitt G, des zugehdrigen
Zylinders iibereinstimmen, haben gleichen Rauminhalt
(@15956) n>—1 S = 1:’:_“th'

(21") Dasselbe gilt auch fiir einen Sektor, der die Differenz
zweier hoherer Sektoren eines trinomischen Korpers ist, wenn
unter der Schichthohe % die Héhendifferenz verstanden wird.

(21”) Im besonderen fithrt » = 2 auch hier wieder auf den
Satz 21 (9,).

§ 10. Methode d: Fldchen- und Rauminhaltsherechnung
im kritischen Falle n = — 1.

-43. Die im vorigen § 9 zur Inhaltshestimmung angewendete
Methode ¢ gilt fiir jedes » 2 — 1, versagt aber fiir n = — 1, da

sie in diesem Falle auf einen unbestimmten Ausdruck o fithrt.

Dieser kritische Fall erfordert daher, wie schon in der Einleitung
(8. 1) angedeutet wurde, eine andere Behandlungsweise, die als
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Methode d bezeichnet werden soll.Y) Dem Fall » = —1 entspricht
als Raumproblem («) die Kubatur der Korperschichten, die die
Gravitationskurve oder eine der daraus abgeleiteten trinomischen
Kurven zu Meridiankurven haben, als Flichenproblem (B) die
Quadratur der Apollonischen Hyperbel.

Beide Probleme erfordern zu ihrer Losung nach Methode d
die Logarithmische oder Exponentialkurve, die im Falle
(«) als Meridiankurve eines Hilfskérpers, im Falle (8) als Hilfs-
kurve selbst auftritt. Die Inhaltsbestimmung dieser Hilfsgebilde
selbst nach Methode d gestaltet sich noch einfacher, da diese
Gebilde zugleich ihre eigenen Hilfsgebilde sind.

Wir behandeln

Methode d,: das Fléchenproblem

als das einfachere zuerst und seiner Bedeutung gemiB austiihr-
licher als das Raumproblem.

(15) Die zu quadrierende Hyperbel, bezogen auf die Asym-
ptoten als Koordinatenachsen, habe nach 29 die Gleichung

x 4

=7 oder z2=ac,
den Differentialquotient % =—
2-Achse 5,= — 2.

Wir unterlassen absichtlich, die beiden Konstanten o und ¢
in eine zusammenzuziehen (obwohl dadurch die Entwicklung
etwas einfacher wiirde), weil a|c¢ die Koordinaten eines be-
liebigen Hyperbelpunktes x|z darstellen, wihrend im anderen
Falle Vac die einander gleichen Koordinaten des Scheitels der
Hyperbel bedeutet.

Unsere Methode d, besteht nun in folgendem (vergl auf
Tafel II Fig. 2):

(2;) Wir legen durch den Punkt a|c die Parallelen zu den
Asymptoten und ferner eine die Hyperbel in diesem Punkte be-
rilhrende logarithmische Kurve, deren Asymptote mit der
Hyperbelasymptote 2 zusammenfillt. Da fiir den Beriihrungs-
punkt die entsprechenden Subtangenten beider Kurven iiberein-
stimmen, und die der Hyperbel s,_,= — ¢ ist, so hat die konstante
Subtangente der logarithmischen Kurve also auch diesen Wert.
Verglichen mit der Kurve in 30 liegt demnach die logarithmische

% und die Subtangente auf der

) Ich habe diese Methode am 5. November 1904 gefunden.
XXXII. Jahresber. d. Vereins f. Naturk. zu Zwickau. 9
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Kurve in bezug auf die Hyperbelasymptoten als Achsen hier so,
daB ihre Ordinatenachse entgegengesetzt gerichtet und auBerdem
ihr Koordinatenanfangspunkt lings der z-Achse um ¢ verschoben
ist. Bezeichnen £|§ ihre Koordinaten, so diirfen wir unter der
Bedingung, daB nur solche Punkte von Hyperbel und logarith-
mischer Kurve aufeinanderbezogen werden, die in den Abszissen
tibereinstimmen, § =2 und df = dx setzen. Die Gleichung der
die Hyperbel beriihrenden logarithmischen Kurve lautet daher

.
c—¢

T_¢c  oder “f—lognat®
a (4 = a
und ihr Differentialquotient
dn x
=

(3;) Weisen wir nun jedem in der Richtung der z-Achse
endlich sich erstreckenden Flichenelement dI der Hyperbel das
parallele d L der logarithmischen Kurve zu, dessen Kurvenelement
durch dieselben GroBen z und dz bestimmt ist, und ferner jedem
dL das auf ihm liegende Flichenelement d R, des Rechtecks von
der Breite @, die beide also durch dieselben GréBen { und d¢
bestimmt sind, so ist

dl=2xdz, dL=uzxdf, dR,=adf.
Hieraus folgt unter Benutzung obiger Differentialquotienten
ar dz dz dx A z a

AL — dt " dz dE T x e ¢ =m
und ferner iR, “

AL Tz’
also verhdlt sich (vergl. S. 3 des Vorworts)
dl:dL=dR,:dL,
dl=dR, und ebenso I= R,

d. h.: Der Hyperbelstreifen I=1II ist gleich dem Rechteck
von den Seiten @ und (¢—¥).

und es ist also

]I:= I:= a(c—§) = aclognat% = aclog nat %

Da nach der Hyperbelgleichung ;2 = x,2,= ac ist, folgt
auch fiir die einander entsprechenden gleichen Streifen, die zu
zwei beliebigen Kurvenpunkten gehoren,

I"= II"= aclog nat 2+ — ac log nat Z- .
2 z 2 &y
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(4;) Weisen wir ferner die drei in der Richtung der z-Achse
endlich sich erstreckenden Fldchenelemente, die durch z und dz
bestimmt sind, also d11 der Hyperbel, dL, der logarithmischen
Kurve und dR, des Rechtecks von der Hohe ¢ einander zu, so ist

dll = zdr = xdz=dl=dR,,
AL, = {dx und  dR,=cdz.

Aus letzterem folgt unter Benutzung obiger Differential-
quotienten (2;) und (3;) fir d L
aL xd§
ar " eds — 1)
also
dL=—dR, und ebenso L=—R,

d. h.: Der Horizontalstreifen der logarithmischen Kurve
ist gleich einem Rechteck von den Seiten ¢ und (z—a).

LZ= c(x—a)=ac (%—1) = ac(ec%;—l).

(4;) Im besonderen ergibt sich fiir §= oo
L, = ac,

d. h.: Das von der Abszisse @ bis ins oo sich erstreckende Flichen-
stiick der logarithmischen Kurve von der Subtangente ¢ ist gleich
dem Rechteck aus den Seiten a und c.

(55) Obige Flichendifferentiale in (3;) und (4;) ergeben noch
eine Flachenbeziehung zwischen der Hyperbel und der logarith-
mischen Kurve. Nach (3;) und (4) ist

dL=dR,  und dR,=dIl; .

hieraus folgt
(IL—dR,)= (dR,—dlII).

Werden nun die durch den Berithrungspunkt beider Kurven
gezogenen Parallelen zur 2- und z-Achse als Koordinatenachsen
angesehen, so erhellt aus der Gleichheit dieser beiden in Klammern

1 Da dieser Differentialquotient konstant ist, so eribrigt sich die
Anwendung der Methode d. Da hier die zu quadrierende logarithmische
Kurve und ihre Hilfskurve sich decken, so wiirde man erhalten

dL _ AR, _
d4L 7 4L

—1 und dL:dL=—dR,:dL.

9*
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stehenden Flichenelemente, die durch dasselbe z und dz bestimmt
sind, auch die Gleichheit der endlichen Flichenstiicke

(L—R,); = (R,—1I),
d. h.: Das hyperbolische Dreieck von den Katheten (z—a)
und (c—2) ist gleich dem logarithmischen Dreieck von
den Katheten (z—a) und (¢—¥%).

Da die rechtwinkligen Dreiecke in der Breite (z—a) iiber-
einstimmen, so ist immer bei der Fliche mit der kleineren Héhe
die Hypotenuse nach auBlen, bei der Fliche mit der groBeren
Hihe nach innen gekriimmt.

(65) Es interessiert die Frage nach der Rationalitit der
Flicheninhalte. Bedeutet x eine rationale Grofe, so folgt

fiir die Hyperbel, wenn z—‘ = zf = ¢* ist, der rationale Inhalt
2 1
I=u%-ac,

fiir die logarithm. Kurve, wenn % =« ist, der rationale Inhalt
= (x—1)ac.

(75) Hyperbelstreifen I=II, gegeben durch z, =g,
%y =g, und 2z, —2,=h, oder durch z,=h,, 4,=hy, und z,—z,=g.
Aus der Kurvengleichung folgt

R S’

1 1
zl—-z2=h=(———— ¢ = ac,

Zy 2 Ly Zg

1 1 Z — 7z,
Tg— =g =(———)ac=-"L—""aqac.

%2 2 %12,

Werden die hieraus fiir ac sich ergebenden Werte in die
Gleichungen (3))

I— aclog nat 2 — aclog nat = — IT
z 2,
eingesetzt, so folgt
I= —g‘_ﬁ"h log nat g: = hh_hh g log nat -=1I.

(15) Hierdurch ist zugleich der Hyperbelsektor S be-
stimmt, da aus » = — 1 nach (39) S = I = II folgt.

(85) Durch obige drei Grofen in (7;) konnen nun ferner die
beiden einander gleichen Trapeze T, = T, bestimmt werden, die



zwei Ordinaten oder zwei Abszissen zu parallelen Seiten haben,
desgleichen das mit ihnen flichengleiche Dreieck A, dessen Ecken
die beiden Kurvenpunkte und der Koordinatenursprung sind. Man
erhilt
h
T, = (91192 5 =0= (g + hy) '% =T,

Es folgt daher fiir das

(8y) Hyperbelsegment 1/, gegeben durch obigen Grofen
in (7 ﬁ) ,

M=T,—I=A—8S=1T,—1II.

(8;") Handelt es sich nicht um eine gleichseitige, sondern
um eine schiefwinklige Hyperbel vom Asymptotenwinkel o, so
ist der schiefwinkligen Koordinaten wegen in den Formeln
h sin o statt h, bez. ¢gsin o statt g zu setzen, oder kurz, die
Flache mit sin o zu multiplizieren.

Insbesondere ergibt sich fiir ein

(8,") Symmetrisches Segment der gleichseitigen Hyperbel,
gegeben durch die Koordinaten der Begrenzungssehne z,=z,=g,
und z,=2,=g,, da h—J2 g, ist,

M =5 (07— 9.%) — 9,9, log nat %,

oder in den Koordinaten g, =z, g,=# eines Endpunktes der
Hyperbelsehne ausgedriickt

M= %(22—902) — zzlog % .

(9;) Beziehen wir die gleichseitige Hyperbel nicht auf
ihre Asymptoten, sondern auf ihre Achsen als Koordinatenkreuz
und nennen letztere £|%, so ergeben die rechtwinklig gleich-
schenkligen Dreiecke, die £ oder %, bez.  oder # zu Katheten
haben,

z_x=771/§) z+x=§1/2,

z)Y2=E&—n, 2V2=¢+1.
Als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel folgt aus
22 =ac £2— 2= 2ac = o

worin « die Halbachsen der Kurve bedeuten.
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Hieraus ergibt sich, wenn % durch %n ersetzt wird, als

Gleichung der allgemeinen Hyperbel von den Halbachsen «

und
E\2_ (m\°_
() -Gt
(10;) Symmetrisches Segment der gleichseitigen

Hyperbel, gegeben durch die Koordinaten £ % eines Endpunktes
der Begrenzungssehne,

M=Etn— ;— (82— n?) log nat %{—Z—

Wird zur Abkiirzung mit Hilfe der Gleichung der Kurve die
Halbachse « eingefiihrt, so folgt

—_ s §+n _ o
M =En — o log nat >—— = £y — azlognath
(10,) Symmetrisches Segment der allgemeinen Hyper-
bel, gegeben durch das Achsenverhiltnis ' und die Koordinaten
E|n eines Endpunktes der Begrenzungssehne. Sowohl ihre Fliche
als ihre Ordinaten sind das ﬁ, fache der vorigen; an Stelle der

alten Ordinate tritt also —En Man erhilt (da B g En 1st)

E+ 2
1
M=En— ?f{ (gg_ (i) )10gnat —~~ﬁ
E——=n
ﬁ
Die Formel gewinnt aber an RegelmiBigkeit, wenn statt des
Verhidltnisses der Achsen diese selbst eingefithrt werden

) § . m
M =En— aff log nat(7—{— B_>'
(10{,") In allen diesen Formeln stellt das zweite Glied die
Fliche d s Sektors dar. Aus vorstehender Formel kann noch ein

(11,) Symmetrischer Hyperbelstreifen J gefunden
werden, der das Segment zu dem Rechteck von den Seiten £ und
2m erginzt; man erhilt

J = En + «ff lognat (é +,_g_)'

(11) Aus vorstehenden Formeln konnen sofort solche fiir
schief abcreschmttene gefunden werden. Es bedeuten dann & und



n die Koordinaten eines Endpunktes der Hyperbelsehne, bezogen
auf das schiefwinklige Koordinatensystem, dessen £-Achse durch
den Mittelpunkt der Sehne geht und dessen %-Achse ihr parallel
liuft, ferner « und B konjugierte Halbmesser. Ist auBer diesen
GroBen in der eben angegebenen Bedeutung noch der Koordinaten-
winkel @ gegeben, so erhdlt man den Inhalt der betreffenden
Figur, wenn Formel (10,) bez. (115) mit sin ¢ multipliziert wird.

44. Ganz analog gestaltet sich
Methode d,: das Raumproblem.

(12,) Die Gravitationskurve, welche die Meridiankurve
des zu kubierenden «-Korpers bildet, hat nach 29 die Gleichung

»25 = % oder x?z = a’c,
den Differentialquotient g—; =— 2x_z und die Subtangente auf der

z-Achse s,= — 22.
Auch hier stellt @ ¢ einen beliebigen Kurvenpunkt dar. Die
2
einander dhnlichen Querschnitte seien G, = I = 2? % 0

(18,) Wir legen durch den Punkt a'c die parallele Ebene
zur zy-Ebene, den zugehdrigen Zylinder von der Grundfliche
G,= a’T = ¢*T,, dessen Mantellinien der z-Achse parallel sind,
und ferner einen Hilfskorper L, dessen Meridiankurve eine, die
Gravitationskurve im Punkte a|c beriihrende logarithmische Kurve
ist, deren Asymptote mit der #-Achse zusammenfillt. Der Hilfs-
korper beriihrt die zu bestimmende Schicht lings des Querschnitts
G,, beide Korper haben also den Tangentialkegel gemeinsam,
dessen Hohe die Subtangente s,_,= — 2¢ ist.

Da hiernach die affinen Meridiankurven des Hilfskorpers in
allen durch die £-Achse gehenden Ebenen in ihrer konstanten
Subtangente 2¢ iibereinstimmen, so sind sie kongruent?'), wihrend

1) Vergl. nach Anmerkung auf 8. 56 meine Mitteilung an G. Loria,
a.a. 0. 8.544. In meinem Satze: ,Die Projektion der logarith-
mischen Kurve auf eine jede Ebene, welche durch die Asym-
ptote, bez. eine zur Asymptote senkrechte Achse geht, ist eine
ihr kongruente bez dhnliche Kurve*, steht dort am Schlusse affin
statt #hnlich. Ersteres ist aber als allgemein geltende Eigenschaft parallel-
projizierter Gebilde fiir vorstehenden Satz nicht von Bedeutung, jedoch das
letztere. :



die Meridiane der zu bestimmenden Schicht als binomische Kurven
nur dhnlichen Kurven angehdren. Die zu G, parallelen Quer-
schnitte des Hilfskorpers sind ebenfalls einander #hnlich.
Die Gleichung der die Gravitationskurve beriihrenden loga-
rithmischen Kurve in der zz-Ebene ist hier
x ﬁ;—g z\2 o=t c—¢ x
S —e%  oder (;) =e° oder  ——==lognat —

und ihr Differentialquotient fldﬁ e

¢ 2¢’

(14,) Weisen wir nun jedem parallel der zy-Ebene endlich
sich erstreckenden Raumelement d I der zu bestimmenden Schicht
das parallele dL des Hilfskorpers zu, dessen Oberflichenelement
durch dieselben Groflen x und dx bestimmt ist, und ferner jedem
dL das auf ihm liegende Raumelement d R, des ,zugehérigen
Zylinders von der Grundfliche G,= a®l, die beide also durch
dieselben Grofen ¢ und d¢ bestimmt sind, so ist

dl =2T-dz, dL=z*r-df, dR,=a®l-d§.
Hieraus folgt unter Benutzung obiger Differentialquotienten
al dz dz dzx 2z x z a

2
dL” d¢ " dz de T = 2¢ ¢ x?
und ferner
aR, a®
ad.L x??

also verhalt sich (vergl. S. 3 des Vorwortes)
dl:dL=dR,:dL

und es ist

dl=dR, und ebenso I=2FR,.

D. h.: Der Inhalt der zu bestimmenden Querschicht I und
ebenso der ihr gleichen Mantelschicht IT ist gleich einem
Zylinder von der Grundfliche G, und der Hohe (¢—¢).

Unter Benutzung von (13,) ergeben sich daher die Inhalts-
formeln:

z c 4
II; =I. = G (¢c—§) = G, 2c lognat —
= (@, clog nat (%)2

C X c ¢
= @, clognat o= a®l- ¢ log nat; — 3T, log nat ‘,
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oder auch, da nach der (leichung der Gravitationskurve
x,28, = 2,2, = a’c
ist,
2
I = IT3 = ¢l log nat (%—) = ¢*l, log nat i—;

(15,) Weisen wir ferner die drei in der Richtung der z-Achse
endlich sich erstreckenden Raumelemente, die durch z und da
oder, was dasselbe besagt, G,= G, und dG,= dG; bestimmt sind,
also die drei Mantelschichtenelemente dII des zu bestimmenden
Korpers, dL, des Hilfskérpers und d R, des Hohlzylinders von
der Hohe ¢ einander zu, so ist

dIll=2-dG,=2 2z2daxT=2T-dz2= G, de =dI,
dL,=¢-dG,, dR,=c-dG,=c-2xdaTl.

Aus letzterem folgt unter Benutzung obiger Differential-
quotienten (14,) fiir d.L
EZ£= z:l-dg =_11)
dR, 2cxl-dx ’
also auch L =R, d. h.:
Die Querschicht des Hilfskorpers ist gleich einem Hohl-
zylinder von der Hohe ¢ und der Grundfliche z*I — a®r.

>
e—¢

Lme(et—a)m o (2) = 1) T G e — 1) =i, (o5 — 1).
(15,) Im besonderen ergibt sich fiir { = oo
L = G,

d. h.: Der von der Fliche G, bis ins oo sich erstreckende Teil
des Korpers, dessen Meridiane logarithmische Kurven von der
Subtangente 2¢ sind, ist gleich einem Zylinder, der G, zur Grund-
fliche und die halbe Subtangente ¢ zur Héhe hat.

(16,) Querschicht = Mantelschicht I7 des Kérpers,
dessen Meridiane Gravitationskurven sind. I gegeben durch die
Begrenzungsquerschnitte 2zl = G, ,°I = G, und die Hohe
#,—2;=h. Aus der Gleichung der Meridiankurve 22s=a®c folgt

2

h—ate(t, — 1) _ 2el@i—=n?
z,?  x,? @, 22,2 .

e 1 2 1 2

") Auch hier wird die Anwendung der Methode d tberflissig, (Vergl.
die Bemerkung zu (4[3).)
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Der hieraus sich ergebende Wert von a’c in Formel (14))
eingesetzt, ergibt

=% x’ il lognat( 1)

2
und durch Einfiihrung obiger gegebener GroBen

GGh G
1

I= log

(16,) In gleicher Weise belechnet man II, gegeben durch
die GrenzhShen 2,=h,, 2,=h, und die Grundfliche z, -—xlgl'— G.
Aus der Gleichung der Meridiankurve folgt

1 1 ) _a e(g,—2,)
Der hieraus sich ergebende Werl von a’c in Formel (14,))
eingesetzt, gibt
IT — (g _ml )2132 logz—‘
2, — 2, 2,
und durch Einfiihrung der gegebenen Gréfen
hy hy G h,
h2
(16,”) Diese Endformeln fiir I =TI gelten auch fiir die Quer-
bez. Mantelschichten der entsprechenden trinomischen Korper.
Wir behandeln zum Schlusse noch die

(17,) Volle Horizontalschicht 7 der trinomischen
«-Korper und verweisen zunichst auf das in 42 Gesagte.

Obwohl der Inhalt ¥, wenn %, @,, ¢, und I, gegeben sind,
bestimmt werden kann, da (»=—1 zufolge) die Berechnung von
G, nach 42 (14") auf eine Gleichung nur 4*" Grades fiihrt, so
werden doch die Formeln so ungeschickt, daB wir davauf ver-
zichten. Wir geben nur die Entwicklungen, die in 42 den Bei-
spielen (14”) und (14'V) entsprechen.

(17.) V, gegeben durch ¢, [, und die Ordinaten 7, und #,.
(“1)6 055 %) V=T, (b—hy) F T, log natz—;

=

T, 108 7

= czl'o{ (hy—hy) FF ¢ lognat %}

(17, V, gegeben durch die Begrenzungsquerschnitte ¢,
@, und deren Ordinaten %, 7,. Nach 42 (14%V) erhilt man zu-
nichst fiir das unbekannte G,, da » = — 1 ist,



, (@ _ Qb — @by
(alz%() 2) G,—=+ s
und fiir die Grundfliche G der Mantelschicht I7
R G =G — Gy= F (Q— Q).

Da nun h = h;— b, ist, und hier die Querschicht I durch
die inhaltsgleiche Mantelschicht IT ersetzt werden kann, so folgt
fiir alle drei trinomische Schichten als algebraische Summen des
zugehorigen Zylinders G,h und der Querschicht I = IT nach 42
(14) die gemeinsame Formel

— Qhh, I
(“1) 25 6) V= thl - 0271/2 + (thl 327)12 - log nat Fl;_

Diese Formel kann auch direkt aus der Figur als algebra-
ische Summe der Schichten @,4,, @,h, und II abgeleitet werden.

§ 11. Anhang: Verallgemeinerung des «-Problems,
zugleich Verallgemeinerung von Sétzen iiber Rotationskirper.

45. Das Problem des «-Korpers, dessen Inhaltshestimmung
in § 8 bis § 10 behandelt wurde, ist noch einer wichtigen Er-
weiterung fahig, die auf einen gemischten Korper fiihrt, der als
algebraische Summe eines «- und eines f-Korpers dargestellt
werden kann.

(1) Der zu betrachtende allgemeine Korper ¥V soll sich vom
«-Korper nur dadurch unterscheiden, daf in jeder Meridianebene
die Koordinatenachse # der Meridiankurve nicht mehr mit der
Achse { der Meridianebenen zusammenféllt, sondern ihr parallel
liuft. Die Affinitdt der Meridiankurven und nach 26 folglich
auch die Ahnlichkeit der parallelen Querschnitte bleibe erhalten.

Die {-Achse sei also zugleich

Affinitdtsachse der Meridiankurven mit ihren Koordinaten-
achsen z und
Ahnlichkeitslinie der Querschnitte .

Die z-Achse beschreibt den Mantel eines Zylinders (Prismas)
von #hnlicher Grundfliche ¢,. Dieser Zylinder selbst werde kurz
y-Korper genannt; er tritt bei der Inhaltsbestimmung einer vollen
Korperschicht V" als dritter Teilk6rper hinzu.
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(2) Als Meridian gelte immer nur ein solcher Teil der Kurve,
der auf einer und derselben Seite der z-Achse liegt, also ein
Kurvenquadrant oder ein Teil eines solchen, soweit nur positive
Ordinaten # in Betracht kommen.

Die zu betrachtende Korperschicht 7 heile eine innere,
wenn dieser Teil der Meridiankurve zwischen der z- und ¢-Achse
sich erstreckt, sonst eine duBere. Wird der Bereich eines Kurven-
quadranten von der {-Achse geschnitten, so zerféllt er also in
einen inneren und einen ZuBeren Teil, sonst ist er entweder ein
innerer oder ein #uferer.

(3) Die der zy-Ebene parallele Grundfliche ¢ der zu be-
stimmenden Schicht 7" werde von der in der z§-Ebene gelegenen
Meridiankurve, ihrer Koordinatenachse z und der Achse { der
Meridianebenen in C, O, Q@ und von den entsprechenden Punkten
einer um den Winkel ® gedrehten Meridianebene in C,, O,, Q
geschnitten.

Werden die Strecken OC =z, Q0 = m und voriibergehend
ebenso 0,0, =z, Q0,=m, gesetzt, und die entsprechenden
Meridianschnitte, die zwischen Kurve und z-Achse (nicht {-Achse!)
sich erstrecken, mit MM bez. M, bezeichnet, so verhdlt sich der
Affinitit zufolge .

M- M,=z:z,=m:m,.

Also ist, wenn M eine Konstante, die Meridianschnitt-

konstante, und # die Héhe der Schicht bezeichnet,

M=zh-M, M =zh- M.

Die Meridianschnitte der vollen bis zur ¢-Achse sich er-
streckenden Kérperschicht V" dagegen sind die algebraische Summe
von M bez. M, und dem zwischen der z- und §-Achse liegenden
Rechteck mh bez. m h.

(4) Je nach der Reihenfolge der Punkte C, O, Q sind fiir
jede binomische oder trinomische Meridiankurve drei Arten von
Schichten zu unterscheiden:

duBere Schicht 1% Art V), QO0C, QC=+m+z,
innere Schicht vV, QCO, QC=+m—z,

duBere Schicht 2 Art V", 0QC, QC=—m + =.

Jeder dieser drei Korper 7 werde durch die Meridianebenen,
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von denen je zwei benachbarte den unendlich kleinen Winkel dw
einschliefen mdgen, in Raumelemente d¥V zerschnitten. Jeder
solche unendlich schmale Keil d7 kann in die algebraische Summe
von drei Raumelementen dV,, dV;, dV, je eines a-, -, p-Korpers
zerlegt werden. Dementsprechend werde irgend ein Querschnitt @
in Flichenelemente d ¢ und jeder von diesen wieder in die algebra-
ische Summe von d@,, d¢;, d@, zerlegt.

In den ohne weiteres verstindlichen Figuren 4 auf Tafel II
sind fiir die drei Arten von Korperschichten die Zerlegung eines
Flichenelementes d @ dargestellt und der Einfachheit wegen die
unendlich kleinen Flichenteile nur durch ihre Indizes bezeichnet
worden. Man erhilt

@(’&‘(;,,) dQ—dQ,+dQ,+dQ, und ebenso dV—dV,+dV,+dV,.

Die o bez. die y-Elemente ergeben, zu endlichen Ko&rpern
zusammengesetzt, einen eigentlichen «- bez. den y-Korper; da-
gegen lassen sich die unendlich kleinen Zylinder, die die f-Elemente
bilden, nur in dem Sonderfall, daf es sich um einen Rotations-
korper handelt, ohne weiteres zu einem endlichen Zylinder zu-
sammenlegen. Aber auch im allgemeinen Falle soll die Summe
dev B-Flichenelemente bez. der f-Raumelemente @, bez. V), ge-
nannt werden. Es bestehen also bez. die Gleichungen:

i) Q= @ @t @, und ebemso V=V, £V, + V.

Fallt O mit Q zusammen, so wird ¥;=0 und ¥,=0 und
es resultiert der «-Korper V=17V,. :

46. Sind die #hnlichen Querschnitte: Grundfliche @, des
y-Korpers und Grundfliche @ (bez. beide Begrenzungsquerschnitte)
der zu bestimmenden gemischten Schicht in irgend einer Form
gegeben, so konnen die entsprechenden Querschnitte des «- und
B-Korpers bestimmt werden.

(3) Aus der Ahnlichkeit der Flichenelemente d Q,~d @~ dg,
folgt @,~ @ ~ @,, also auch durch Einfithrung der Querschnitts-
konstante I und der Abszissen

(a) Q. Q = (m+x)T, Q, l
O Q=2 Q — (m—a), Q, = m'T.
@ e 0= G—myr, @)

<
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Durch Vergleichung der Quadratwurzeln dieser Ausdriicke
ergibt sich
@) Ve=VE +VE 0/~ Vo —Va)
@  Ve=VQ —VQ. undhieass @, —(/Q,~-V)
@) Ve=ve -Ve, Q=0Q+Ve,)
Der «-Kérper kann also bestimmt werden. Die Formeln fiir
Q, und @, stimmen iiberein.

(6) Fiir den p-Korper folgt aus (4) mittels (5)

(a) Qs 29,9, (20/9Q,—¢,)
() Q (=2mal=12VQ,¢,=12(Q,—VQQ,
a”) Q" 219,79, (2(¢,—VvqQe,)

(7) Bevor die f-Raumelemente zu einem f-Korper zusammen-
gelegt werden kOnnen, miissen sie umgestaltet werden. Wird
voriibergehend die verdnderliche unendlich kleine Breite des Grund-
flichenelementes d @), mit db, bezeichnet, so ist d@,=z,- db,
und dV,= M,- db,. Nach (3) folgt

AV, = z,hM - db, = kM - d @,
und endlich nach (4)
Vi=1hM- Q.

Es ist also, da nach (6) @, bekannt ist, 7, fiir alle drel
Arten von Schichten bestimmt.

(8) Besonders einfach und fiir alle drei Schichtenarten geltend
gestaltet sich die Formel, wenn statt der Meridianflichenkonstante
M der Meridianschnitt M selbst eingefiihrt wird. Man erhilt

Vi=hM-2mal = M- 2ml.
(9) Der Inhalt des y-Kérpers ist ohne weiteres bekannt:
V,=hQ,=hml.

47, Fiir die drei Arten der vollen Kérperschichten V
ergeben sich daher, wenn unter den notwendigen Bestimmungs-
groBen

(1) entweder die Meridianflichenkonstante M und die &hn-
lichen Querschnitte @, @, gegeben sind,

(&%,,gi) V—V,—M-2(Q, FVQQ,) + 1@,
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(2) oder die Meridianfliche M, die Querschnittskonstante I
und die Abszisse m des y-Korpers gegeben sind,

(i)(a'l,,) V=V, 4+ M-2ml + hmr.
)

(8) Besonders einfach gestaltet sich die letzte Inhaltsformel
fiir eine Schicht (V'—V,), die Differenz der &uBeren (a’) und des
y-Korpers, bez. eine Schicht (V,—V'), die Differenz des p-Korpers
und der inneren Schicht (i). Jede von ihnen stimmt mit 7, in
den Meridianschnitten M {iberein. Man erhalt

(V=V,)=V,+ M- 2mT,
(V,=V)=—V,+ M- 2mT.

(4) Ebenso einfach wird die Inhaltsformel fiir die Schicht
(V'—7V), die Differenz der #uBeren (a’) und vollen inneren (i),
da in diesem Falle V)=V, und M'= M ist. Man erhilt (auch
als Summe der beiden Formeln (3))

(V'—=V)=2M- 2mfl.

(5) Fiir den Sonderfall eines Rotationskérpers ist =z zu
setzen. Die Formel (4) geht in die Pappus-Guldinsche Regel
iiber, nach welcher der Inhalt eines Rotationskérpers gleich dem
Produkte aus Meridianschnitt (hier 2/) und Schwerpunktsweg
(hier 2mm) sich ergibt. Aber auch die beiden Formeln (3) fiihren
in diesem Falle auf bekannte und viel gebrauchte Formeln.')

48. Der Inhalt V" verlangt die Kenntnis des Meridianschnittes,
also konnen Korper von trinomischer Meridiankurve mit unsern
in §§ 8—10 entwickelten Formeln nicht allgemein berechnet
werden. Fiir » =2 ist dies moglich, da in § 10 die Hyperbel-
streifen bestimmt worden sind, wihrend die elliptischen als be-
kannt vorausgesetzt werden diirfen. Handelt es sich dagegen um
Korper mit binomischer Meridiankurve, so kann mit unsern
Hilfsmitteln die Aufgabe ganz allgemein gelost werden.

!y Siehe z. B.: G.Holzmiiller, Elemente der Stereometrie, Bd. ITI, S. 5.
Uber Geschichte und Erweiterungen der Pappus-Guldinschen Regel vgl.
a. a. 0. 8. 45 und besonders Cantor, Geschichte der Mathematik, Bd. II.
Bei den mir bekannten Erweiterungen dieses Satzes wird der Korper da-
durch erzeugt, daB ein unveréinderliches Flachenstick mit seinem Schwer-
punkt normal lings einer Raumkurve sich bewegt, wihrend der Meridian-
schnitt unsrer Kérper affin veriinderlich ist, dafiir aber der Beschrankung
unterliegt, daf sein Schwerpunkt eine ebene Kurve beschreibt.
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Wir berechnen, um wenigstens ein Beispiel zu geben, die

Gemischte parabolische Zentralschicht 2n*® Grades,
gegeben durch den Mittelquerschnitt ¢, = @,, die Randquer-
schnitte @ = @, und die Hohe h. Da die Meridiankurve eine
Parabel #** Ordnung 2" = pz sein soll, so ist fiir den «-Korper
n,= 2n und fiir den f- Korper ny=n zu nehmen.

Nach 40 (1) ist V,=--5—h@,. Da ferner nach 40 (4)

1 -|- 2n
der Meridianschnitt M der (14 n)** Teil des umgeschriebenen
Rechtecks ist, so folgt fiir die Konstante M = ﬁ; Wir er-

halten also, wenn die Schicht als eine innere aufgefaBt wird,

@ V=175 Va—V@ = 1 (00— V@) + 14,

und nach leichter Umformung
V=—2—52+IZT+1{ 212 Qy+ 21V @@+ (0 + 1)@, }

Diese Formel gilt sowohl fiir die konkave (a") als auch fiir
die konvexe (i) Zentralschicht, je nachdem @,< @, ist.

Hieraus: Parabolischer FaBkdrper 2x* Grades mit ellip-
tischen Boden, gegeben durch die Lénge h, die groBe Spundtiefe
27,, den groBen Bodendurchmesser 27, und das Achsenverhiltnis %
der dhnlichen elliptischen Querschnitte,

%2_'_7;7_*_1 : % “h {20+ 2nryr, + (0 + D)2},

Fiir =2 gehen diese Formeln in die auf S. 19 gefundenen

iiber.

=

Abgeschlossen am 20. Mirz 1908.
’ Joh. Finsterbusch.
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