Die einer Ellipse eingeschriebenen grossten und
umschriebenen kleinsten Vielecke.

Von
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Stud. Phil.

Die folgenden Untersuchungen verdienen deshalb eine weitere
Verbreitung, weil das Problem, der Ellipse grosstmogliche Vielecke
einzuschreiben oder kleinstmogliche zu umschreiben, im Grunde
darauf hinausliuft, die Ellipse von ihrem Mittelpunkt aus in eine
gegebene Anzahl flichengleicher Sectoren zu theilen, und so das
Analogon zur Kreistheilung darbietet, wie dies die sich ergebenden
Gleichungen und die Construction der Vielecke nahelegen. Es werden
im Folgenden gewisse Eigenschaften genannter Vielecke u. zw.
zunichst der eingeschriebenen abgeleitet und eine Construction der-
selben angegeben. Hierauf wird kurz gezeigt, dass die umschriebenen
Vielecke sich aus den eingeschriebenen in einfacher Weise ergeben
und fiir sie dhnliche Eigenschaften beziiglich der Diagonalen und
Theildreiecke gelten wie fiir die eingeschriebenen. Fiir Liebhaber
synthetischer Beweisfiihrung folgt zuletzt noch eine andere Ableitung
der hauptsichlichsten Eigenschaften in Rede stehender » Ecke.

1.
Der Flicheninhalt eines Polygons, dessen # Ecken die recht-
winkligen Coordinaten z1y.; Zays; Z,y» haben, ist gegeben

durch
of = 1 (Ya—yn) + 22 (Ys—y1) + @ (1—2) + .+« Ta (Y1—Yn—1)-
Soll derselbe ein Maximum werden mit der Bedingung, dass
die Ecken auf einer Ellipse
a?y? _I_ b2 = q2b2
liegen, also die Gleichungen bestehen
aty; + b2 = a?b? ((=1,23,...n)

Lotos, Neune Folge, Bd, XI, 3
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so miissen folgende Differentialgleichungen erfiillt werden:

(y2 —_ ?/,,) d.%l + (ys —_— ?/1) d.’l?‘g + . . (?/1 —_ ?/n—l) dx,,

+ (@0 — x2) dy1 + (B — 3) dys + .

und

Mit Anwendung der Multiplicatoren «py

aﬂy,-dy‘ + b%vldac, =0

s — ) gy — O

((=1,2,3...n).

. v erhilt man

nach bekannten Vorschriften folgendes System von Gleichungen

Yo — Ya + @ 0221 =0
ys — Y1+ b2 =0

Xy — Ty @y, = o
$1—w3+ﬂa2y2=0

Bevor wir an die Discussion dieser allgemeinen Gleichungen
gehen, wollen wir fiir die beiden Fille n =3 und » =4 die Auf-
gabe speciell 1osen. Fiir den ersten Fall ist

Yo — Ys + @bz =0
Ys — Y1+ BO2m =0 ’

xg—x2+aa2:!/1=0
21— 3+ Batys =o
2o — X1+ yatys = o

1)
Y1 — Yo+ vbizs —o

Diese 6 Gleichungen scheinen mit den noch hinzuzunehmenden
3 Gleichungen
aty; 4+ b2xi a2b2 = o

(i=1,2,3) 2)

eben auszureichen zur Bestimmung der 6 Coordinaten der 3 Eck-
punkte und der 3 Multiplicatoren afy. Geometrisch interpretirt
wiirde das heissen, dass es ein ganz bestimmtes Dreieck in der
Ellipse gibt, das allein den grissten Flicheninhalt besitzt. Eliminirt
man aber aus dem System 1) die Grossen afip, so erhilt man
folgende 3 Gleichungen

__ Vo yp—ypn Bm ypn—y b

Ya— Vs
= ; — ; —
Ty — T3 MY T3 — X a’yy ' X — Xy a?ys
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oder in anderer Form
a2y + b2y = alyiye + b21%s; @2y1¥s - D21k == ayqy; <+ b2ras ;

a2yoys + byxs = aysyy -+ brsay 4)
die letzte dieser 3 Gleichungen ist aber eine Folge der beiden ersten
und es sind bloss 2 der Gleichungen 4) von einander unabhingig,
so dass also zur Bestimmung der Eckpunkte nur 5 Gleichungen,
niamlich 2 der eben angeschriebenen und die Gleichungen 2) iibrig
bleiben; d. h. wir werden, wenn etwa die Gleichung

aty,? + b2 = a2b? 5)

vor der Hand noch unbeniitzt bleibt, die 4 Coordinaten wsys; a5 ¥s
durch z;, % ausdriicken konnen. Wihlen wir diese dann noch so,
dass b) befriedigt wird, so erhalten wir ein Dreieck grossten Flichen-
inhalts. Es gibt demnach unendlich viele Dreiecke der verlangten
Art, die indessen, wie sich herausstellen wird, alle den gleichen
Fliacheninhalt haben.

Die Gleichungen 3) stellen eine charakteristische Eigenschaft
der grossten Dreiecke dar, die nidmlich, dass jede Seite parallel ist
zur Tangente im gegeniiberliegenden Eckpunkt.*)

Um nun 234, und «;¢; durch a; y; auszudriicken, zeigen wir
zunichst, dass «py einander gleich sind. Durch Addition der
Gleichungen 1) folgt

ax; 4+ Bxs + yas = o ayr + By +yys=o 6)
daher mit Einfiihrung eines Proportionalititsfactors ist
QE="TaYs — T Yo; OB =myy — T1lYs; Q¥ = Tulp — Lol 7

Aus den Gleichungen

Ya— Y3 + adlx; = o X3 — X+ @alyy —=o
ergibt sich einmal

— @y — 2s) + & (@Y1 + B2@i72) =0,
also 0 = aty1ys + biwyy
und zweitens
Ty — Ty + Tt — 21 Ys + @ @2y + B f) =0
*) Diese Bemerkung macht auch schon Steiner (Ges. Werke, Bd. II, 8. 241).
Eigenschaften anderer Art gibt er auch an ibid. S. 347 und im Nach-

lass S. 690 u. ff.
3*
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oder mit Beriicksichtigung der Gleichungen 7)

2)2
y+ B8+ a@ o
a?b?
=0
o B
a2b?
0 4

= 0.

Analog ist o4y

B+a+
durch Addition wird dann

2@+f+79) +

=0,

‘?2w+ﬁ+w=m

a?b?

2 b)
denn «fy, welche nach den Gleichungen 7) proportional sind den
Flacheninhalten der 3 Dreiecke, in welche das ganze Dreieck durch
die Leitstrahlen zu den Eckpunkten zerfillt wird, kénnen nicht
verschwinden. Hiemit ergeben sich nun auch die Grossen «fy als
gleich. Denn jetzt ist

also o= — 8)

y+B—2a=o und at+y—2B=o,
daher a=2§
und ebenso erhilt man B=17.

Nachdem dies constatirt ist, lauten die Gleichungen 6) ein-
facher

T F 2t =o0 htyat+ys=o0 9)

Wir beniitzen sie zur Elimination von z; %, womit die Gleichun-
gen 1) iibergehen in

29y + v + ab2xr =o0 2@y + 2 — oty = o,
so dass erhalten wird

=3 (—pn —abuz) =} (— 21 + aay,),
sowie auch 10)

Ys =% (— o+ abiz) x5 =1 (— & — aay).

Um noch & zu bestimmen, haben wir die Bedingung zu be-
niitzen, dass die Ecke 2 auf der Ellipse liegt. Die Gleichung

@®ya? + b22,2 = 253
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wird nun zu folgender
1 4 a2a2b2 =4,
: . V3

woraus sich ergibt a=- i

Wie man aus den Gleichungen 10) sieht, hat die Verschieden-
heit des Vorzeichens von « nur Bezug auf die Bezeichungsweise
der Ecken. Das Vorzeichen kann folgendermassen festgesetzt werden.
Die Grossen « 4 haben sich als gleich ergeben, geometrisch heisst
das, die 3 Theildreiecke, in welche durch die vom Mittelpunkt O
der Ellipse zu den Eckpunkten gezogenen Leitstrahlen das ganze
Dreieck zerfillt, sind einander gleich oder der Mittelpunkt der
Ellipse ist der Schwerpunkt des Dreieckes. Nun war — Gleichung 8) —
¢ eine wesentlich negative Grosse. Da weiter

oo — xlyz — LY

ist, hat o das entgegengesetzte Zeichen wie der Flicheninhalt des
Dreieckes 1 2 O; es wird also, wenn das Dreieck so numerirt wird,
dass die Ecken 1 2 3 im Sinne der wachsenden Winkel auf einander
folgen, o negativ zu wihlen sein; bei umgekehrter Numerirung ist
das andere Vorzeichen zu nehmen.

Der Flicheninhalt des ganzen eingeschriebenen griossten Drei-
eckes ist

dloe|=%adV3.

3.
Fiir das eingeschriebene Viereck haben wir folgende Gleichungen
Yo — Ys + ab2z, —o0 ! Ty — Ty + waly; = o
ys — Y1+ b2z =0 L — x5+ fatys = o
Ys — Y3 - pb2xy =0 22— + yaty, —=o 1)
Y1 — Y+ 0b2xs — o0 23 —xy -+ da2y, —o
durch Elimination von a8y d folgen die Gleichungen
Yo—Ys _ _ Dm Ys—ya bz
Tog— Xy a?y, Ty — X9 %Y 9)
Yot b7 fh—ys b

X3 — I - (Zz?/g X — X3 - a214
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oder

oy + b%sxs == a1y - b2aixs 5 a2y ys - b2ixs = alysys + b2aaws
ayals + 0%maxs = a%ysys + D232y a2ysy. - b2sws = a2yyy + b2xuy.

Man sieht, es sagt auch jetzt die letzte Gleichung nichts neues
aus und es wird daher wie bei den eingeschriebenen Dreiecken
wieder eine unendliche Anzahl eingeschriebener Vierecke existiren
und die Aufgabe die sein, die Coordinaten 3er Eckpunkte durch
die der 4. Ecke, etwa durch @; y; auszudriicken.

Aus den Gleichungen 2) hat man

b2, __ bl b2z _ b,
alyy  aty, atys — aly,
oder ZiYs — Tsyr = 0 und Za Yy — TaYs = 0,
d. h. die Punkte 13 O und 2 4 O liegen auf einer Geraden und
dann ist Ty = — @1, Ys = — Y1, 4)
Xy == — gy Ys = — Ya.

Ferner entnimmt man den Gleichungen 2), dass die Diagonalen
des Viereckes parallel sind den Tangenten in den gegeniiberliegenden
Eckpunkten, dass also ein grosstes Viereck ein Parallelogramm ist,
dessen Diagonalen conjugirte Achsen der Ellipse sind.*) Da das
Viereck ein Parallelogramm ist, dessen Diagonalen sich im Mittel-
punkt der Ellipse schneiden, so ist der Flicheninhalt der 4 Theil-
dreiecke 12 0, 230, 34 0 und 41 O derselbe.

Aus den Gleichungen 1) folgt durch Addition der 1. und
3. Gleichung

ez + yxs =0

und wegen 4) ist o=7y;
dhnlich findet man g=20.

Schreiben wir nun die Gleichungen der ersten und zweiten
Reihe im System 1) in dieser Weise

2yy + abz + o0 — 2y, + Bb2x =0 5
—2m +wa?ys + o 2z; + Batys = o )

80 erhilt man aus ihnen

*) Vgl. Steiner Ges. Werke Bd. II. S. 413 und 8. 619.

3)
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2 (®1y2 — oy1) + € (0223 + asy}) —o
und 2 (x1ys — 22y1) + B D2kt a%ys) =0
oder 2(z1y: — ®apn) + aa2b? == 0 und 2 (Y3 — 2531) ~+ Pa2b? = o.
Es sind demnach « und 8 gleich und es erweisen sich auch
hier alle 4 Multiplicatoren als gleich. Wiederum ist « proportional
dem Flicheninhalt des Dreieckes 12 O. Soll der Punkt 2 von 1 aus im
Sinne der wachsenden Winkel gelegen sein, muss o negativ ge-
nommen werden, in anderen Falle positiv. Fiir dieses resultirt nimlich
abermals eine rein quadratische Gleichung. Zunichst ist aus 5)
Ys = — 9 \ y":%bm

= ay e | me %y
—2 1 } 3 — 1 ‘ 1 — 2 1

?/gz—'% b2x1

Soll nun die Ecke 2 auf der Ellipse liegen, muss sein
ayi -+ bial = a2b?
oder 1a2a2b2 =1,
. . 2
daher ist «=+ b
der Flicheninhalt ist 2ab, also fiir alle griossten Vierecke derselbe.

4.

Allgemeine Losung. Unter Beachtung der den beiden
vorhergehenden Fillen gemeinschaftlichen Resultate ist es unschwer,
die allgemeine Losung derart zu bewirken, dass sie auf die ein-
fachste Form gebracht wird. Es ist das ein im analytischen Beweis-
verfahren steckendes synthetisches Moment. Wir eliminiren zunichst
wieder die Multiplicatoren ¢y .» aus dem Gleichungssystem

Y1 — Yn—1 + pb2xy =0 _
Tn— 1 — 11+ natys = o h=1,2,...m) 1)
und erhalten Gleichungen von der Form

—_ 2
Iryr T Yn—1 bz, r=12,...n) 2)
Ze+1— Xn—1 atyn
oder
a4 1, 3//,+ b2xh+1xh = YnYr—1 + b2y — 1 (l’b: 1,2, ... ﬂ) 3)
wo der Index o gleichwertig ist mit dem Index #» und der Index# <+ 1
gleichwertig ist mit 1. Hat man » — 1 dieser letzteren Gleichungen
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aufgestellt, so ist die nte eine Folge der iibrigen, daher ist auch
allgemein ein Eckpunkt willkiirlich, die Coordinaten der anderen
lassen sich durch ihn ausdriicken und es gibt demnach unendlich viele
Dreiecke, die sich der Ellipse einschreiben lassen und einen grossten
Inhalt haben. Die zur Verfiigung stehenden Gleichungen sind

a?yny -+ 022 = ayys + D2@ixe = a2y 4 Bimas = . .

=AY —1Yn + D2%n_ 170 3)
und ayh + b2, = a2b? r=1,2...n). 4)
also 2n — 1 an der Zahl. Indem wir etwa .y, als verfiigbar noch
unbestimmt lassen, fillt eine der Gleichungen 4), nimlich

a?yi + 02wy = a%b?

weg und es bleiben 2% — 2 Gleichungen iibrig zu Bestimmung der
2(n — 1) Coordinaten der » — 1 Eckpunkte durch ..

Die Gleichungen 3), deren Inhalt kurz so ausgedriickt werden
kann, dass der Ausdruck a2ysyn+1 -+ b2 a2 1 eine Constante, von
z» und yx nicht abhdngt, bilden nun fiir das Weitere den Angel-
punkt. Die Ausdriicke, die fiir die x» und ». in den a; und ¥, ge-
wonnen werden, miissen nothwendig des Baues der Gleichungen
wegen algebraisch sein. Driicken wir speciell @41 und % 41 durch
Zr & aus, so miissen wir auch rationale Formen erhalten der eben
gemachten Bemerkung zufolge. Wir machen nun folgende Hypothese

Zry1 =M+ Na, + Py + Qai + Bawyr + Sy 4. ..
Yeg1 =M + N'ax + Py + Q' + Baeyn + Sy 4. ..
und fragen uns, welche Beziehungen zwischen den unbestimmten
Coefficienten M N P M N P bestehen miissen. Es ist dann
@YYk +1 -+ 02z 4 1 = Mb2x, + Moy, + Nb2ai + @iy, (b2P+ a2N7)
~+ Placy; + Qbcx;, + Q'a*xiyr + Rb2xryr + . . .

Da nun 2 und y, bloss die Gleichung
a%’i _|_ bzz; — a2b?
erfiillen, sonst ganz beliebig sind, so wird e2yxyz + 1 + b%xa 41 DUT
dann eine Constante, wenn
M=M=Q=Q=R=R—=—o0
und N=PF
b2P 4+ a2N' =0
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ist. Man gelangt also zufolge dieser einen Bedingung nothwendig
zu linearen Ausdriicken, nimlich

:m-+1:Nx;,+Pyk und ?/k+1:—%ka+N!/k 5)

Zwischen den 2 iibrig gebliebenen Coefficienten N und P besteht
aber, da der Eckpunkt £ -4 1 auch auf der Ellipse liegen muss, noch
eine weitere Relation. Die Gleichung

ayi 1+ D2xh 1 = a2b?

geht mit den Gleichungen 5) in folgende iiber
(N2 4 2; P?) (a‘“’g/Z + b2ry) = a2b?

P p—1 6);

a=

oder N2

der eine Coefficient, der auf diese Weise unbestimmt bleibt, ist nun
aber noch in der Weise constant, dass er mit dem Index % nichts
gemein hat, fiir alle Punkte, von denen wir ausgehen mdogen, in
gleicher Weise gilt. Denn es ist

ayryr+1+ b2y 11 = Na2b? 7)

Wenn wir also das Polygon in einem Sinne durchlaufen, von
1zu 2, 3...#n iibergehen, so ergibt sich jeder folgende Punkt
aus dem nichst vorhergehenden in derselben Weise u. zw. wie die
Gleichungen 5) und 6) zeigen, durch eine lineare Substitution mit
der Determinante 4 1 und den gleichen Coefficienten. Davon sind
alle durch einen ausdriickbar, der demnach die einzige noch zu
bestimmende Grosse darstellt und sich ergeben wird, wenn die
Anzahl der Eckpunkte, die das Polygon haben soll, gegeben wird.

Wir wihlen als Ausgangspunkt 2%, und lassen N und P vor-
laufig noch in der unbestimmten Form. Wir haben gefunden

b2
xQZle-I—Pyl yz:—_aQPml—i_N!/l
Weiter ist X3 — N.’L'g + Pyz Ys = — bz ng "‘I" Nyg

a
oder

x3:(2N2—1)x1+2NPy1, y3:—2%NP$1+(2N2—1)y1

und analog erhilt man
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2= N(4N2— 38)z, + P (4N2 — 1)1
b2
y4=—ﬁP(4_N2—1)x1—|—N(4N2—3)y1

x; = [8N2 (N2 — 1) + 1] a1 + 4NP 2N2 — 1) i1

Ys =— 4%NP(2N2— Do+ [8BN2(Ne—1)+ 1] o
ete,
Allgemein wird sein
2y = Lx, + Ky, und y,,:—%le—}—Lyl. 8)
Hiebei geniigen die Griossen L und K sowie N und P der Gleichung
L2+ % K2=1 9)

Aus 8) ergibt sich némlich
2
1= (NL— %KP) z, + (NK -+ LP)y,

2 b2
yk+1=—%2-(NK+ LP)a+ (NL— — KP)y, 10)

Setzen wir die Ausdriicke aus 8) und 10) in die Gleichung 7)
ein, so bekommt man nach einfachen Reductionen

KK+ LP) (% 8 4+ by2) + LOVL — L2 KP) (b0t 4 arg) =

— N (2 + a2?) (L2 + % &%) = Nathe,

woraus die zu beweisende Relation folgt.

Um nun den Coefficienten N fiir ein specielles »# Xck zu be-
stimmen, hat man die Bedingung aufzustellen, dass der (» - 1)te
Eckpunkt mit dem Anfangspunkt zusammenfillt, hitte also zu setzen

Tn+1=1x
dies scheint 2 Gleichungen in sich zu schliessen, indem némlich der
Coefficient von «; in den Ausdruck fiir #, ;.1 und derjenige von

y: verschwinden miisste. Dies letztere ist dann aber eo ipso vermige
der Relation 9) der Fall; ist hier L=1, so wird K=o. Die
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Gleichung L=1 ist in N eine solche nten Grades, hat demnach
n Wurzeln, welche auf die » Eckpunkte entfallen, eine davon auch
auf z; y; selbst. Dieser Wurzelwerth muss aber 1 sein, denn N =1
entspricht einer linearen Substitution, welche die Identitit bedeutet.
Nur durch diese geht x; %, in sich selbst iiber.*) Es lassen sich
indessen Gleichungen viel niedrigeren Grades fiir N ansetzen, wenn
man gewisse geometrische Eigenschaften der eingeschriebenen grossten
Polygone passend verwendet. Diese sollen jetzt entwickelt werden.

-

o

Wir haben gesehen, dass der Punkt %2 4 1 aus dem Eckpunkt %
durch eine lineare Substitution mit der Determinante -} 1 hervor-
geht; es leitet sich aber deswegen auch der Punkt % aus &2+ 1
durch eine ebensolche Substitution ab; ist ndmlich

B2
Tk +1= Nav + Py Yo+ 1=—-7 Pr.+ Ny,
so ist auch umgekehrt
B2
Zr =Nxy 41— Py 11 y;;:Eka+1+N?/k+1-

Diese Substitution, welche sich von der fritheren nur durch
das Vorzeichen des P unterscheidet, entspricht sonach einem Um-
fahren des Vieleckes in dem entgegengesetzten Sinne.

Wir wihlen nun den Punkt z;, y; wieder als Ausgangspunkt
und, wenn gesetzt wird

23 = Nz, + Py, ygz—%le + Ny,
so ist 2, = Nz, — Py, Yo = % Pz, + Ny,.
Daraus folgt xy — z, = 2 Py, Yo—Yo=—2 % Pr,,
also Yo=Y __ b1

Xy — Xy ay,

Nennen wir nun die Verbindungslinie 2# eine erste Diagonale,
weil sie beim Ueberspringen eines Eckpunktes entsteht, und fiir das
Spitere jene Diagonale, bei der % (oder bei anderer Auffassung

*) Diese Gleichungen sind dieselben, welche (Gauss in den Disqu. arith.
behandelt.
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n—k— 2) Eckpunkte ausgelassen sind, eine kte Diagonale, so
koénnen wir Gleichung 1) in folgenden Satz fassen: Bei einem
grossten nEck ist jede erste Diagonale parallel zur Tangente im
iibersprungenen Eckpunkt. *)

So wie wir von dem Punkt 1 zu 2, 3... iibergingen, wollen
wir jetzt in entgegengesetzter Richtung von 1l zun, n — 1,2 —2...
iibergehen. Es wird sein
Ta—1=(2N2 — 1) 2, — 2NPy;, yp_1 =2 %NP:UI 4+ @N2—1)y;
und in dhnlicher Weise erhilt man die Coordinaten der folgenden
Ecken. Es lisst sich aber unschwer iibersehen, wie die jetzt sich ein-
stellenden Coefficienten im Vergleich zu den Seite 41 und 42 erhaltenen
gebaut sind. Betrachten wir diese letzteren genauer, so bemerken
wir, dass die Grosse P immer nur als Factor bei dem Coefficienten
von #; in den Ausdriicken fiir die einzelnen z vorkommt; da wir
nun in der riickliufigen Substitution — wie ich mir die in Rede
stehende kurz zu nennen erlaube — statt P zu setzen haben — P,
so sehen wir sofort ein, dass die jetzt auftretenden Coefficienten
dieselben sein werden wie jene auf Seite 41 und 42, nur wird das Vor-
zeichen bei y; in den Ausdriicken fiir die z und das bei z; in den
Ausdriicken fiir die ¥ immer das entgegengesetzte sein. War nun also

b2
2y =Lz, + Ky, ‘%:_ﬁle -+ Ly,
so konnen wir unmittelbar schreiben
b2
Zn k+2:Lx1—K?/1 ?/n—k-(»2:a2 Kz, + Ly;.

Daraus ergibt sich aber

Yh—Yn—r-r2 __ b2,
Tp—Tn—7+2 aly

(k:2,3...’—2’—|-1)

d. h. die Verbindungslinie zweier von dem 1. Punkt z; ¥, um eine
gleiche Anzahl von Zwischenpunkten entfernter Eckpunkte ist der
Tangente im Punkt 1 parallel oder es lisst sich zu einer ersten
Diagonale eine dritte, fiinfte, siebente ..., ihr parallele Diagonale
finden.

*) Diese charakteristische Eigenschaft erwéhnt Steiner in seiner 2. Abhand-
lung ,Ueber Minimum und Maximum® (Ges. Werke Bd. II. S. 241).
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Diese Eigenschaft, welche bei unserer Beweisart eine Folge
der Eigenschaften linearer Substitutionen und ihrer Umkehrungen
ist, ermoglicht es nun, den Grad der Gleichung fiir N bedeutend
zu reduciren.

Bei einem 27 Ecke ist ndmlich klar, dass jedem Punkt diametral
gegeniiber auf der Ellipse wieder ein Punkt sich vorfindet. Es wird

dann also sein
Tn +1 = — 21+

Setzt man den Ausdruck fiir x, ;1 ein, so muss darin der Coefficient
von x, sein — 1, jener von y, aber o. Diese letztere Bedingung,
welche sich in einer dem Grade nach niedrigsten Gleichung repri-
sentirt, wird man zu beniitzen haben.

Bei einem 2» — 1 Ecke wird man sagen konnen, die Gerade
n, n -+ 1 ist der Tangente in 1 parallel; d. h. in dem Ausdrucke
fiir z, und =, 4 miissen die Coefficienten von x; gleich, jene von
y1 gleich, aber entgegengesetzt bezeichnet sein. Hier wird man
ebenfalls die 2. Bedingung als die einfachere wirklich verwerthen.

Ich lasse hier einige Beispiele folgen.

6.

I. Fiinfeck. Wir setzen die Summe der Coefficienten des y:
in den Ausdriicken fiir z; und @, gleich o, also

QNP+ P(4N2—1)=o
2 1 1—
oder Na—i—EN——‘Z_o,

woraus N= ﬂ-
4
II. Sechseck. Fiir dieses erhalten wir
2N2—1=—1
N=o.
III. Siebeneck. Da ergibt sich die Gleichung
PA4N:—1)+4NP 2N —1)=o
8N:+4N2—4N—1=o.
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Reducirt man auf die gewohnliche Form, indem man setzt
N=N, — %
vereinfacht sich die Gleichung
(6N)E—21(6N,) — 7=,
wo man noch einfiihrt 6 N, = N,, um zu erhalten
N:—21N, —7T=o.

Hier tritt aber der casus irreducibilis ein, d. h. die Wurzeln
dieser Gleichung lassen sich nicht algebraisch, geschweige denn durch
Quadratwurzeln bestimmen. Es ist dies also ein Beweis dafiir, dass
die Construction eines grossten Siebeneckes in der Ellipse und daher
auch eines regelmissigen Siebeneckes im Kreise mit Zirkel und
Lineal nicht durchfiihrbar.

IV. Achteck. Dafiir hat man

4NP@2N— 1) =0

1
oder N=4 —.
+ Ve
Dieselbe Gleichung erhielte man, wenn die Bedingung aufgestellt
wiirde, dass der Eckpunkt 3. mit einem 2. Eckpunkt eines grossten
Viereckes zusammenfallen soll. Diese Bedingung lautet

@N2—1) 2 + 2 NPy, :ig—yl

oder 2Nz —1=0o
a 1
P=+3 .35
V. Neuneck. Auch hier konnen wir durch Anwendung jenes
eben erwihnten Kunstgriffes eine Vereinfachung bewirken; der
4, Eckpunkt des Neuneckes muss ein 2. Punkt eines grissten Drei-
eckes sein. Dies gibt die Gleichung

N4N2 —3) = — %
oder 8Ns— 6N+ 1=o.
Setzt man 2N=N,, 80 ist

M —_ 3N 1 —|" 1= 0,
welche Gleichung wieder einem casus irreducibilis entspricht.
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7.

Entwickelung anderer Eigenschaften der grissten Polygone.
Verbinden wir einen Eckpunkt % mit dem Ausgangspunkt und diese
beiden Punkte mit dem Mittelpunkt O der Ellipse, so erhalten
wir ein dem Fldcheninhalt nach constantes Dreieck; d. h. in dem-
selben Polygone geben 2 ebensoweit abstehende Eckpunkte mit dem
Mittelpunkt der Ellipse ein gleich grosses Dreieck und auch, wenn
wir in einem anderen grossten Polygon gleicher Seitenzahl das
analoge Theildreieck aufsuchen, ist dieses mit dem ersteren flichen-
gleich. Denn es ist wegen Gleichung 8) Seite 42

1Yy — TrYr = — Kb2,
womit auch die geometrische Bedeutung der Coefficienten K klar ist.
Es lisst sich daraus folgern, dass der Mittelpunkt der Ellipse fiir
jedes grosste Polygon jener Punkt ist, von dem aus man nach den
Ecken Gerade zu ziehen hat, um das Polygon in # gleiche Theil-
dreiecke zu zerlegen. Ferner ergibt sich, dass alle grossten Polygone

den nimlichen Flicheninhalt, nimlich g b2N haben, sowie auch, dass

die zu jedem Polygone zugehdrigen Sternpolygone den gleichen
Flicheninhalt besitzen. Es gibt deren bei einem 2n 4 1 Eck# — 1,
bei einem 2% Eck » — 2. Diese Sternpolygone haben ausser den
Ecken, welche ihnen gemeinsam sind mit dem convexen # Eck,
noch andere Eckpunkte, deren Anzahl », 22, 3% .. ist und welche
dann zu je % auf Ellipsen liegen, die B
der urspriinglichen #hnlich und &hnlich _——
liegend sind, und fiir welche sie Ecken
grosster »# Ecke sind.

An diese Betrachtungen der Theil-
dreiecke schliesst sich noch eine wichtige
Bemerkung, die den Zusammenhang der Fie. 1

o g. L.
grossten Polygone mit jenem Probleme
klarlegt, das analog der Kreistheilung die Ellipse in eine gegebene
Anzahl gleicher Sectoren vom Mittelpunkt zu theilen verlangt. Wir
gewinnen dann das Resultat in der einfachsten Form. Mit Riicksicht
auf Fig. 1 ist in bekannter Weise der Flicheninhalt des Sectors BOM,;

o

ab arc sin -
2 a’

. ab . @
jener von BOM, —5— arc sin 72,
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daher der Flicheninhalt des Sectors
ab , . @ i X2
M, OM, 5 (arc sin -, —aresin— )

— b e sin BLYz T T2l
=5~ arc sin o7 .

Es sei nun M; unser Ausgangspunkt z;y:, M. aber irgend
einer der anderen Eckpunkte ay; des grissten Polygons, dann ist
der durch diese 2 Punkte bestimmte Sector

ab e sin FLYE— Y
g arc sin ab
ab . b
=5 arcsin (; K), 1)

von Zeichen abgesehen. Speciell ist der von der Ecke 1 und 2,
also iiberhaupt von 2 unmittelbar benachbarten Eckpunkten begrenzte
ab
2

Ein grosstes Polygon hat demnach die wichtige Eigenschaft,
dass seine cken jene Theilungspunkte auf der Ellipsenperipherie
markiren, die man mit dem Mittelpunkt zu verbinden hat, um
flichengleiche Sectoren zu erhalten. Kehren wir die Gleichungen 1)
und 2), welche ja auch so geschrieben werden kénnen

Ellipsensector are sin (% p). 2)

ab __ab . b
=, T =g arcsin (;P)

ab  ab . b
(k_l)T E—Tal'CSID (EK),

um, so erhalten wir die Coefficientenbestimmung in der einfachen

Form P= —Z— sin 2—”, N = cos 2n
7 n
. 27 2m
K=2 —1) == — —1nZ=
und 3~ Sin (£ —1) . L=cos(k—1) p

fiir den Eckpunkt %. Hiemit ist unser Problem auf das der Kreis-
theilung zuriickgefiihrt, welch letztere es ja auch als Specialfall in
sich fasst. Denn wird die Ellipse zu einem Kreis, so gehen die
grossten Polygone tiber in regelméissige Polygone. Man bemerke
auch, dass NV von den Achsen a und b frei ist, also fiir alle Ellipsen
in derselben Ellipse gilt.
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Eine weitere Eigenschaft der grossten Polygone ist die, dass
ihr Schwerpunkt mit dem Ellipsenmittelpunkt zusammenfillt. Wir
greifen irgend eine Ecke heraus, ziehen durch sie und den Mittel-
punkt O eine Gerade und alle jene Diagonalen, die der Tangente
in der gewihlten Ecke parallel sind, also auch parallel sind der
dem gezogenen Durchmesser conjugirten Achsenrichtung. Dadurch
zerfallt das Polygon in Dreiecke und Trapeze. Die Diagonalen
werden von dem gezogenen Durchmesser gehilftet. In Folge dessen
liegen auf letzterem auch die Schwerpunkte der einzelnen Dreiecke
und Trapeze, also auch der Schwerpunkt des ganzen Polygons. Da
letzteres von jedem Durchmesser, den man durch einen Eckpunkt
ziehen kann, gilt, muss nothwendig der Schwerpunkt in ihren
gemeinsamen Durchschnitt, den Mittelpunkt fallen. Auch der Mittel-
punkt der Sternpolygone fillt in O hinein. Schliesslich mag noch
gezeigt werden, dass das Polygon, sowie auch seine Sternpolygone
Ellipsen umschrieben sind, welche zur urspriinglichen #hnlich und
ahnlich liegend sind. Dies kann man dann auch so aussprechen. Bewegt
sich eine Sehne von verdnderlicher Linge in einer Ellipse derart,
dass das zwischen ihr und dem iiberspannten Ellipsenbogen gelegene
Segment einen constanten Inhalt hat, so wilzt sich die Sehne auf
einer dhnlichen und @hnlich gelegenen Ellipse. Wir verbinden 4,
mit einem anderen KEckpunkt . y«x durch eine Gerade, deren
Gleichung ist

— Y=
y—%——m—(w—%)
oder

b2
o= [(L—1Dy+ 5 Ke]+p [Ky — (L —z] — Kb*=o;
hierin sind #; und ¥, als verinderliche Parameter aufzufassen, welche
die Bedingung erfiillen

P =a2y; + b2x} — a2b? —o.

Zur Bestimmung der Einhiillenden der verinderlichen Sehne
bilden wir noch der Vorschrift gemiss

2 )
dw _ Jyu
oy — W
W

Lotos, Neue Folge, Bd. XI. 4
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be
L—1Dy+2K ;
( R S TR

2a211 2[)2391

oder b2z (L — 1)y % K] — a?y [Ky — (L —1)z] =o.

Wir erhalten

Mit Hilfe dieser Gleichung und ¢ — o bestimmen wir ; und y,
und setzen die Ausdriicke dafiir in die Gleichung ¥ = o0 ein; es
folgt nach einfachen Reductionen

b2 K2 b2 b2x2 242
_AIT]_——-—L—)Z_ —JZ_K2+(L_1)2) —x ;i;a ?/ =a2b2
b2g? 4 aty? — a?b?

cos? (k — 1)%

8.

Es mag noch kurz eine andere Behandlungsweise der Gleichungen
angedeutet werden. Der Nerv dieses Verfahrens liegt darin, dass
die Gleichheit der Multiplicatoren «fy v bewiesen wird. Es ist

gewesen Yrhe1— Yr—1+ nb2zn =0
und weiter haben wir gefunden

b2 b2
yh+1=—§Pwh+Nyn Z/h—1:fcﬁth—|—Ny;,
Substituiren wir diese Ausdriicke, so ergibt sich
. 2x
. 2 . 2 sin T
T="@ — ab

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir jeden anderen Multiplicator und
sie sind daher einander gleich. Wir konnen nun die Gleichungen 1)
in Abschnitt 4, in welchen iiberall @ zu stehen hat, und welche die
Grossen z,y. linear enthalten, bei vorliufig noch unbestimmten «
dazu verwenden, um die Grossen @ ys; s ¥s; ... Za¥n durch z y;
und o, sowie die anderen Constanten auszudriicken. Fiir « ergibt
sich dadurch eine Bestimmungsleichung, dass man verlangt, dass
etwa .y, auf der Ellipse liege. Dieser Weg ist der bei der Be-
rechnung des Dreieckes und Viereckes eingeschlagene.
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9.

Construction eines grossten Polygons. Um nach Festlegung
eines ersten Eckpunktes M; (siehe Fig. 2) auf der Ellipse das
Polygon zeichnen zu konnen, ist es bloss nothig, noch den néichsten
Punkt M, zu ermitteln, denn dann ergeben sich die anderen Punkte
leicht, indem man die abgeleiteten Eigen-
schaften der grossten Polygone zu Hilfe
nimmt. M, z. B. ist hernach der Schnitt-
punkt der durch M, parallel zur Tan-
gente in M, gezogenen Geraden mit
der Ellipse; M, ist zu erhalten, wenn
man durch M; parallel zur Tangente
in M, eine Gerade zieht und mit der Ellipse zum Durchschnitt bringt ;
u. s. w. Nach der im Folgenden gegebenen Methode werden wir
jedoch alle diese Punkte mit einem Schlage erhalten. Wir erinnern
an die Gleichungen

M,

1
M2

§§

Fig. 2.

b2
x2:N$1+P‘1/1 t’l/g:—ﬁpfﬂ]_—l—Nyl
b2
mn:le——Pyl yn___anl—FNyl
Daraus folgt 22 —'2— v — Na, ﬂgy" = Ny,
dies sind die Coordinaten von ¢. Setzt man OM; —», 0Q =,
so0 ist r:r =1:N.

Es ergab sich aber, dass N von den Achsen gar nicht abhingt ;
es wird demnach der Punkt (@ derselbe bleiben, welche Ellipse,
deren Achsen in die z und y Achse fallen, wir auch durch M, legen
mogen. Am einfachsten wird es sein, einen Kreis mit dem Radius #»
zu verwenden. Zeichnen wir diesem das regelmissige # Eck ein,
dessen einer Eckpunkt in M, zu liegen kommt, so brauchen wir
bloss die so erhaltenen Punkte der Kreisperipherie senkrecht auf
OM, zu projicieren, um nicht nur @ zu erhalten, sondern auch die-
jenigen auf dem durch M, gezogenen Durchmesser liegenden Punkte,
in denen dieser von jenen Diagonalen des Polygons geschnitten wird,
die parallel sind zur Tangente in M;. Zieht man hernach besagte
Diagonalen, so schneiden sie die Ellipse in den iibrigen Eckpunkten
des nEckes. (Siehe Fig. 3.)

4*
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Der Grund, dass wir hier alle Punkte auf einmal bekommen
konnen, liegt in Folgendem. Eine Ellipse

Fig. 3.

a2y2 + b2x2 g a2b2
und ein ihr concentrischer Kreis
22 + ?/2 — a2
haben bekanntlich die Eigenschaft, dass (siehe Fig. 4) der Sector
0 A B, sich verhilt zu Sector O 4B, wie b zu a; es ist auch

S(0OB,C): S(0B,C) =b:a.

Ist nun S(0AB,)= S (0B;(,), so ist auch S(04B,) =
S (0B, C,). Diese Eigenschaft bleibt auch erhalten, wenn wir statt
auf rechtwinklige Achsen, Ellipse und Kreis auf 2 conjugirte Durch-
messer als Achsen beziehen, denn die beiden Curvengleichungen
behalten dann dieselbe Form, némlich

a;n® -+ b1E2 —aib} und 2% 4 y2 =aj,
W0 a; und b; die Hilften der conjugirten Durchmesser sind und der
Kreis bezogen ist auf die rechtwinkeligen Achsen zy, die Ellipse
auf die Achsen g7 (siehe Fig. 5). Aus der Conformitit der jetzigen
Gleichungen mit denen des fritheren Falles folgt, dass man ebenso
die Proportionen aufstellen kann
S(OA4B,):S(0A4B)=1b:
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und S (OBl Cl) M S (OBZ Cg) = bl ag.
Ist wiederum S(0A4B;) =8 (0B,(C;), s0 muss auch sein
S (0B, C) = S (04B,).

¥

S
0 ‘ A\X
Fig. 5.

A

*=

Umschriebene kleinste Vielecke. Wir wollen von diesen zeigen,
dass sie die Ellipse in den Ecken eines grossten Polygons beriihren.
Damit werden sie denn als erledigt betrachtet werden konnen. An-
genommen, es wiren von einem umschriebenen Polygon, das einen
kleinsten Fldcheninhalt haben soll, alle Beriihrungspunkte bis auf
einen einzigen, der irgendwo (siehe Fig. 6) zwischen 4 und B
liegen wird, bestimmt. 4 und B sind
selbst zwei der schon gefundenen
Beriihrungspunkte. Wire C der Be-
rithrungspunkt, zu Folge dessen das
Viereck 4 B M N ein kleinstes ist
unter all den moglichen, so wiirde
M N eine Seite des verlangten
Polygons sein. Nun ist es eine
Eigenschaft des Minimums, dass bei
einer unendlich kleinen Abinderung der in Betracht kommen-
den Unabhiingigen die betreffende Grosse selbst sich nicht &ndert.
Ist also M; N; eine M N unendlich benachbarte Tangente, die man
aus M N durch eine Drehung dg um den Beriihrungspunkt C sich
entstanden denken kann, so muss das Viereck 4 B M; N; mit
A B M N flichengleich sein. Wird gesetzt C M = m und C N=n,
so lautet die Bedingung

mide __ nide
2 = 2
oder m=n.
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Diese wird aber nur -erfiillt bei einer zu 4 B parallelen Tan-
gente. Als charakteristische Eigenschaft der umschriebenen kleinsten
Polygone finden wir somit die, dass die einzelnen Seiten in den
Berithrungspunkten gehilftet werden. Ist nun D der zwischen 4
und B liegende richtige Beriihrungspunkt, so sieht man unmittel-
bar, dass dann 4 D B auch drei Endpunkte eines der Ellipse ein-
geschriebenen grossten Vieleckes sind; die Gerade O D muss auch
durch den Schnittpunkt der beiden in 4 und B gelegten Tangenten
gehen. Die Schnittpunkte dieser mit der in D gelegten Tangente
seien Pund Q. Diese Punkte liegen auch auf den von O nach den
Mittelpunkten von 4 D und B D gezogenen Geraden.

Als Eigenschaften der umschriebenen Polygone kénnen wir
also die angeben, dass sie die Ellipse in den Ecken eines ein-
geschriebenen grossten Vieleckes von gleicher Seitenzahl beriihren,
ferner in gleiche Theildreiecke zerfallen, wenn man ihre Ecken
mit dem Mittelpunkt verbindet, welch letzterer auch ihr Schwer-
punkt ist. Im iibrigen lassen sich #hnliche Eigenschaften wie bei
den eingeschriebenen Vielecken auch von ihnen aufzdhlen, was aber
unterbleiben mag.

10.

Aehnlich wie wir im Vorhergehenden die Grundeigenschaft
der kleinsten umschriebenen Polygone synthetisch abgeleitet haben,
soll auch fiir die eingeschriebenen Vielecke grossten Flicheninhalts
das schon angegebene Hauptmerkmal durch einfache geometrische
Erwigungen entwickelt werden. Wir denken uns abermals, alle
Eckpunkte wiren schon bekannt bis auf einen, zwischen 4 und B
gelegenen (Fig. 5), da. gibt es schon die blosse Anschauung, dass,
weil bei gegebener Basis 4 B das Dreieck die grosstmogliche Hohe
haben muss, um einen maximalen Inhalt zu erhalten, jener Punkt
zu nehmen ist, dessen Abstand von 4 B ein grosster ist, also jener,
dessen Tangente parallel ist zu 4 B, demnach wiederum D. Man
sieht ferner, dass diese Eigenschaft auch gilt fiir solche Polygone,
die irgend einer, iiberall convexen Curve eingeschrieben sind.*)
Speciell fiir Ellipsen gelten noch einige Sitze betreffs der Diago-

*) Vgl. Steiner ,Ueber Maximum und Minimum® 1. Abh. (Ges. Werke
S. 241 u. f)
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nalen, welche mit Hinzuziehung des Pascal’schen Satzes gewonnen
werden. Zunidchst zeigen wir, dass eine zweite Diagonale parallel
ist zur Verbindungslinie der beiden iibersprungenen Punkte. Aus
M; und M, (siehe Fig. 7) erhalten wir die Punkte M; und Mn,
indem nach dem soeben gefundenen Satz durch 1 parallel zu M,
und durch M, parallel zu M, Gerade gezogen werden. Betrachtet man
nun das Sechseck M, M, M, M;, wo M, und M, als Berithrungs-
punkte je zwei Punkte repréisentiren und numerirt die Punkte
in der angedeuteten Weise, so findet man leicht, dass die Pascal’sche
Gerade in diesem Falle die unendlich ferne Gerade ist und daher
M, M, parallel ist mit M; M,. Mit Hilfe des Beweisprincipes kann

Fig. 7. Fig. 8.

nachgewiesen werden, dass eine dritte Diagonale parallel ist zu
einer ersten. Wir denken uns in Fig. 8 von den Punkten M, M, M,
iibergegangen zu den Punkten M; und M, — ;; dann ist nach
dem unmittelbar vorangehenden Satz M, M; parallel zu M; M, und
M, M, —parallel zuM; M,. Wir wollen zeigen, dass M, M,parallel
ist zu Ms M, —;. In dem Sechseck M,— M, M; M, M;, wo M, als
Beriihrungspunkt doppelt zihlt, wird, wenn wie in der Fig. nume-
rirt ist, wieder nach dem bekannten Schema die Pascal’sche Ge-
rade ins Unendliche riicken, woraus folgt, dass M, M, — 1 parallel
ist zur Tangente in M,. Durch Fortsetzung dieser Schlussweise ge-
langt man zu den schon aufgezihlten Eigenschaften der Diagonalen.

Auch die Sitze iiber die Gleichheit der Theildreiecke und der

entstehenden Ellipsensectoren ergeben sich durch ganz einfache
Ueberlegungen.
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Nachtfrag

Wihrend der Drucklegung verfiel ich auf eine noch etwas
einfachere Construction. Auf dem mit dem Radius e gezeichneten
concentrischen Kreis sei N, jener Punkt, der mit dem gegebenen
ersten Punkt 3, des zu construirenden » Eckes gleiche Abscisse

hat; seine Ordinate 7, ist gleich —Z—yl. Wir schreiben nun dem

Kreis ebenfalls ein grosstes » Eck ein. Der kte Eckpunkt N hat
die Abscisse
gk — L‘Tl + KI’Ih,

wo K =sin(k — 1) —27; ist.

Auf der Ellipse hat der %te Eckpunkt M; die Abscisse
Xy — Lxl + .Ky].,

_a . PE
wo K__zsm(lc—l)T ist.

Wegen K‘n; =— Ky, ist auch & — a:, womit die Construction leicht
auszuftihren ist.

e
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