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Die Entropie als Mass fiir die Gleichformigkeit der
Temperatur- und Dichteverteilung,

Von Philipp Frank in Prag.

In populiren Darstellungen wird der Satz von der Zunahme
der Entropie oft dahin formuliert, dalf sich alle Temperatur-
unterschiede in der Welt immer mehr und mehr ausgleichen,
so daBl sie schlieflich dem »Wédrmetod« entgegengeht. Die
Entropie gibt also nach dieser Auffassung ein Ma8 dafiir, wie
weit sich die Welt diesem Temperaturausgleich schon genihert
hat., Wenn jemand so vorbereitet nun die Definitionen des
Entropiebegriffes in den Lehrbiichern der theoretischen Physik
zu studieren beginnt, wird er zun#chst nicht wissen, wie diese
Definitionen mit dem genannten populiren lntropiebegriff zu-
sammenhéingen.

Diese Liicke mochte ich nun im folgenden durch die Be-
trachtung der Entropie einer speziellen Art von Idrpern aus-
filllen, die aber doch eine hinreichende Allgemeinheit dadurch
gewinnen, daf wir beliebig variable Temperatur- und Dichte-
verteilungen zulassen. Bei diesen Korpern wird es vollkommen
in Evidenz gesetzt werden, daffl die Entropie wirklich ein Maf
fiir den Grad ist, bis zu dem der Ausgleich der Temperaturen
und Dichten bereits fortgeschritten ist.

Wir wollen also nicht das Weltall zum Gegenstand unserer
Betrachtung machen, weil wir wenig exaktes dariiber wissen,
sondern eine Art von Korpern, die uns am genauesten bekannt
ist, némlich ein ideales Gas. Wir denken uns dieses in ein Ge-
fi von unveriinderlichem Volumen V eingeschlossen und gegen
jede Wirmezufuhr und jeden Wirmeverlust abgeschlossen, etwa
wie eine Thermosflasche. Dieses Gas sei unsere Wellt.

In dem Gefil sei ein Mol (d.h. ein Grammolekiil) des
Gases enthalten. Am Anfange sollen Ungleichférmigkeiten der
Dichte und Temperatur im Gase vorhanden sein. Die Erfahrung
lehrt uns, dafl diese Ungleichformigkeiten sich allm#hlich aus-
gleichen und das Gas, wenn es sich selbst {iberlassen bleibt,
einem Zustand zustrebt, in welchem eine gleichférmige Dichte
und Temperatur herrscht.

Die Dichte in diesem Zustand, den wir den Normalzustand
nennen wollen, sei s, (Dichte heifie »Anzahl der Grammolekiile
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in der Volumeinheit«), die Temperatur T,. Die Entropie im Nor-
malzustand wollen wir mit S, bezeichnen. Bevor der Temperatur-
und Dichteausgleich eingetreten ist, wird offenbar die Entropie
einen kleineren Wert haben als im Normalzustand. Die Differenz
dieser Werte wird von den noch vorhandenen Ungleichmifig-
keiten abhiingen.

Wodurch wird man nun am zweckmifBigsten diese Un-
gleichméfligkeiten messen? Bezeichnen wir in irgendeinem Zu-
stand die Temperatur mit T, die Dichte mit s, so werden diese
Groflen von Punkt zu Punkt des Gases verschiedene Werte
haben; die Abweichungen vom Normalzustand in den einzelnen
Punkien sind dann durch s—s,, bzw. T~-T, gegeben, die rela-
tiven Abweichungen durch S ; % haw. 1 T To,

0 0

Bei Bildung des Durchschnittswertes der Abweichungen
fiir das ganze Gas wird man die Abweichungen in den einzelnen
Punkten zum Quadrat erheben, wie das bei Fehlerrechnungen
iiblich ist, damit sich die positiven und negativen Abweichungen
bei der Summation nicht aufheben, sondern verstirken. Wir
teilen also das Gas in lauter gleich grofle Volumelemente, die
so klein gewidhlt sind, daf man innerhalb eines jeden die Dichte
und Temperatur als konstant annehmen kann und bilden den
Durchschnittswert der relativen quadratlischen Abweichung vom
Normalzustand fiir das ganze Gas. Wenn wir den Durchschnitts-
wert einer Grofle wie iiblich durch einen dariiber gesetzten
Querstrich und das Volumelement mit dw bezeichnen, so ist die
Abweichung eines Zustandes vom Normalzustand durch die
folgenden beiden Grofien zu messen:

()= () e
(5= ¢ [(552) @ .

Es ist also zu erwarten, daf sich die Entropie eines Gases
in irgendeinem Zustand durch die in Gl. 1) definierten Ab-
weichungsgrofen ausdriicken 1d6t. Das ist auch, wie wir zeigen
wollen der Fall, wenn wir annehmen, dafl die relativen Ab-
weichungen vom Normalzustand nur klein sind, z. B. nicht mehr
als 29/, betragen. Wir bezeichnen die Wirmekapazitit des Mols
mit G und die absolute Gaskonstante mit R. Dann lidfit sich,
wie im folgenden gezcigt werden soll, die Entropie S in irgend-
einem Zustand durch die Entropie des Normalzustandes und die

Abweichungsgrofien mit Hilfe der folgenden einfachen Formel
darstellen:
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s:so——%[c(rr To) +R(S—So

Diese FFormel zeigt deutlich, daB die Entropie in irgend-
einem Zustand aus der im Normalzustand durch Subtraktion
positiver Groflen entsteht, die den durchschnittlichen quadra-
tischen Abweichungen vom Normalzustand proportional sind.
Die Entropie ist also umso grofier, je kleiner diese Abweichun-
gen sind, erreicht also ihr Maximum, wenn sie vollstindig ver-
schwinden, was nur eintritt, sobald der Temperatur- und
Dichteausgleich vollzogen ist. Die durch jede Inhomogeneitit der
Dichte und Temperatur eintretende Entropieverminderung gegen-
fiber dem Normalzustand wird also durch Gl 2) deutlich in
Evidenz gesetzt.

Zur Ableitung der Formel ist nur die Kenntnis der Entro-
pie und inneren Energie eines idealen Gases von gleichférmiger
Dichte und Temperatur erforderlich.

2)

Die Entropie S, eines Mols von der Temperatur T und
dem spezifischen Volumen v ist bekanntlich bis auf eine additive
Konstante durch

S, = ClgT -} Rlgv 3)

gegeben. Anstatt des spez. Volumens fiihren wir die Dichte s
durch die Gleichung
vs = 1 4)

ein. Dann ist die Entropie S, von n Molen nach Gl. 3) und 4)
die folgende :
Sy =nS;, =nClgT — nRIgs 5)

Diese Formeln wenden wir auf unser Gas an, indem wir es in
lauter Volumelemente zerlegen, die so klein sind, dal innerhalb
eines jeden T und s als konstant angesehen werden konnen.
Die Anzahl der Mole im Volumelement ist dann

n — sdo 6)

und die Entropie S'dw des in einem solchen Element enthaltenen

Gases betrégt:
S'de = (sClgT — sRlgs)dw 7)

Die Entropie des ganzen Gases ist dann das Integral iiber das
ganze Gasvolumen
S = f S'de
was nach Gl. 7)
S :f(CslgT——Rslgs) duw 8)
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ergibt. Die Entropie im Normalzustand erhédlt man daraus, wenn
man fir T und s die konstanten Werte T, und s, einsetzt.
‘Wir bilden nur die Differenz S—S, wobei die additive Kon-
stante, die wir bisher {iberall weggelassen haben, von selbst
herausfillt, und erhalten:

S—SO:f[C (slgT — s, 1gTy) 4 R(slgs — solgso)]dm 9)
Aus dieser Gleichung mufl nun Gl. 2) hergeleitet werden. Wir

setzen :
S =38, ¢ T =T, -+ 10)

Die Quotienten;T und T setzen wir als klein gegen 1
0 0

voraus, weil die prozentuellen Abweichungen vom Normalzustand
nur klein sein sollen, und wollen alle héheren als die zweiten
Potenzen dieser kleinen Grofien vernachlissigen. Wegen der
Abgeschlossenheit des Gases gegen aullere Einfliisse miissen die
GrofBen ¢ und t gewissen Bedingungen geniigen.

Erstens mufi die Mafie des ganzen Gases immer dieselbe
sein wie im Normalzustand, ndmlich 1 Mol. d. h.

'/de:jsodw:sonl 1)

Daraus folgt wegen 10) offenbar

.[cdw = o0 12)

Zweitens mufl, da weder Arbeit noch Wirme dem Gase
zugefithrt wird, auch die gesammte innere Energie des Gases
immer dieselbe sein wie im Normalzustand. Da die innere
Energie eines Mols bei einem idealen Gas bis auf eine additive
Konstanle bekanntlich durch CT gegeben ist, so betrigt die
der gesammlen im Volumelement de enthaltenen Gasmafe offen-
bar sCTdw und die Gesammtenergie des Gases, die immer
ihrem Wert fir den Normalzustand gleichzusetzen ist, betrigt :

j CsTdo :] CsgTodw = Cs, Ty V
Daraus folgt wegen Gl 10) und 12):
S / “dw —l—./‘c“.dw =0 14)

Wir gewinnen nun das gewiinschte Resultat in der Weise,

13)

dafy wir den Integranden in Gl. 9) nach Potenzen von . und T
0 0
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entwickeln, die hoheren als die zweiten Potenzen dieser kleinen
GroBen vernachldssigen und das iibrigbleibende mit Hilfe der
Gl. 12) und 14) vereinfachen.

Aus Gl 10) folgt offenbar
lgT = 1gT, + 1 (1 —
8 8T + {1+ 7 15)

‘Nun gilt bekanntlich, wenn x klein gegen 1 ist, die Niherungs-
formel

1g(1—|—x):x—%x2
Mit Hilfe dieser und der Gleichungen 10) und 15) erhalten wir

So

— s lgT, — -0 . S __ _ S
slgT —s,1gT, = T, o, -+ olgTy, + T, 16)

Genau wie Gl. 16) erhalten wir, wenn wir nur = durch ¢ und
T, durch s, ersetzen:

9

1 1
slgs — splgsy = o — Ec? -+ slgs, e a? 17)

Jetzt konnen wir nach Gl. 9) mit Hilfe von 16) und 17)
den gewiinschten Ausdruck bilden. Bei der Integration iiber das
ganze Volumen der Gasmafie hebt sich in Gl. 16) auf der rechten
Seite das erste und das vierte Glied wegen GI. 14) fort und das
dritte Glied verschwindet dabei wegen Gl. 12). Ebenso ver-
schwinden in Gl 17) wegen Gl. 12) bei der Integration das erste
und dritte Glied, wihrend das zweite und vierte sich zusammen-
ziehen lassen. Dann erhdlt man, wenn noch s,V als Faktor
herausgehoben wird, bei Berucksxchtlgung von Gl 11):

) ]dw

s—s=— [V (£) + (3

woraus mit Hilfe von Gl 1) die behauptete Gl. 2) folgt.

Es war mir hier nur darum zu tun, an dem idealen Gas
ein Beispiel fir die anschauliche Auffassung der Entropie aufzu-
stellen. Auf die Bedeutung dieser Entropieformen fiir die von
Smoluchowski und Einstein begriindete und ausgebaute Theorie
der Schwankungen von Temperatur und Dichte will ich an
dieser Stelle nicht eingehen.

Prag, am 1. Februar 1916.
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