Zur Geometrie ebener Variationsprobleme.
Von Ludwig Berwald.

Im Folgenden wird iiber einige Ergebnisse berichtet, die ich
bei einer eingehenderen Untersuchung der Kriltmmungseigenschaften
des einfachsten zweidimensionalen Variationsproblemes erhalten
habe. Eine ausfiihrliche Veroffentlichung soll an anderer Stelle
erscheinen.

I. Kriitmmungseigenschaiten zweidimensionaler
allgemeiner Rdume.?)

1. Unter einem zweidimensionalen allgemeinen (metrischen)
Raum R verstehen wir eine zweidimensionale ‘Mannigfaltigkeit, in
der durch das Grundintegral eines Variationsproblemes einfach-
ster Art

dx

t
. . d

(1) 3=!F(w,‘y)x) y dt (W*E) y:%)
auf jeder Kurve eine Bogenlidnge definiert ist. Von F setzen wir,
aufler den notigen Regularitdts- und Homogeneititseigenschaften
voraus, daf} es in dem betrachteten Bereiche seiner vier Argumente
positiv ist. Auflerdem soll das Variationsproblem ds=0 in diesem
Bereiche reguldr, d. h. die Weierstrass’sche Funktion F, von
Null verschieden sein.

Vermoge der Grundfunktion F 14t sich in R ein Funda-
mentaltensor erklidren, mit den Komponenten

@ -Llody . L edE) 1o d@y)
2 oz oy 2 dy?

2 9
Die aus diesen Komponenten gebildete Determinante hat den Wert
(3) eg—f2=F3 Fl
und besitzt daher dasselbe Vorzeichen wie F,. ?)

Den Fundamentaltensor kann man in der iiblichen Weise
zur Messung der Lingen und Winkel von Vektoren in
Bezug auf ein Linienelement benutzen 3). Dabei ist es zweck-
mifig, vorauszusetzen, dafl die quadratische Form der Verdnder-
lichen X, Y
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4) eX?+2f XY +gY?

positiv-definit ist. Diese Voraussetzung soll indessen weiterhin
immer nur dann in Kraft treten, wenn von Lingen die Rede ist.
(Die Winkelmessung mittels des Fundamentaltensors bleibt im
Folgenden aufier Betracht.)

Wir erkldren jetzt als Ldnge eines beliebigen Vektors (,7)
im Punkte (x y) in Bezug auf das willkiirliche Linienelement

(X, y; X,y) in diesem Punkte die positive Quadratwurzel aus
dem Ausdrucke
(5) B=el2+2fEn+gnt

2. Das zweite grundlegende Element der Geometrie in R
bildet der Begriff der Parallelverschiebung. Zu diesem
Begriff, der fiir allgemeine Rdume von beliebiger Dimensionen-
zahl zuerst bei Friaulein E. Noethers) auftritt, gelangen wir auf
folgende Weise:

Wir fiihren als unabhéngige Verdnderliche den Bogen s ein
und berechnen aus der Differentialgleichung T =0 der Extremalen

und der Nebenbedingung%‘ = 0 die zweiten Ableitungen (22:; g%/
Wir erhalten so die Differentialgleichungen der Extremalen in
der Gestalt

(6) x” + (p (xl .7/; wl) .'/') = 0} y" + 11, (J;l y’ x/' y{) = 0)

wo die Ableitungen nach s durch Striche bezeichnet sind, was im
Folgenden festgehalten werden soll. In (6) haben ¢ und v die Werte

1 ’ ’ anl
(P:FF {xF1 (Z'Fx'l'y y)+Fy' (Fx'y Fy'x)},
(6 ‘

Y= F,—F,l {y’FI (SL"Fx‘i' y,Fy) - Fx‘ (Fx'y ’*Fy‘x)}

Hier bedeuten die angehingten Buchstaben partielle Ableitungen.
@ und v sind in X/, y’ homogen von zweiter Dimension.

Jetzt ordnen wir jedem Punkte (x, y) von R einen, etwa
infinitesimalen Vektor (dx, dy) zu, das ausgezeichnete Linien-
element dieses Punktes, und erklaren sodann als parallele
Uebertragung des (kontravarianten) Vektors (&, ) im Punkte
(x, y) von (x, y) nach dem beliebigen, unendlich benachbarten
Punkte (z+0x, y+0y) den Uebergang vom Veklor (¢, 1) im Punkte
(x,y) zum Vektor (£+4¢& n+d6%) im Punkte (x+6z, 1/+6 y), wenn

[ e L[ O
@ | i‘
= 5

e
7 dn (551/+7]6x)+ ad 21;61/}

(Eéz/+n ox) +

a? 5
T o ds ody d%’“’}
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Dabei sind in ¢ und v die Argumente x, y, dx, dy zu denken.
Wie man, ausgehend von der parallelen Uebertragung kontra-
varianter Vektoren die Paralleliibertragung beliebiger Tensoren
erkldrt, ist bekannt.

Nach dem Vorstehenden hingt die Paralleliibertragung in
R im allgemeinen aufler vom Orte in der Mannigfaltigkeit auch
noch ab von der Wahl des Feldes der ausgezeichneten Linien-
elemente. Sie ist dann und nur dann unabhingig von dieser
Wahl, wenn ¢ und y quadratische Formen in den Verinderlichen
dx, dy sind mit Koeffizienten, die von x, y abhidngen oder kon-
stant sind. Ein allgemeiner Raum mit dieser Eigenschaft ist
affin-zusammenhdngend im Sinne von H. Weyl.?)

3. Nunmehr lassen sich fiir einen beliebigen (differentiier-
baren) Skalar f (x,y, x,y) invariante Ableitungen f/,, f/,
erkldren:

If/ _of 1 df0e 1 of oy
=L _

ox 2 0x 04 2 0y oa

®) if/zzaf— 10f0¢

f_19f 1 9f 0y
oy 2 04 0y 2 0y oy
Aus ihnen setzt sich die Ableitung von f nach dem Bogen s der

Extremalen vom willkiirlichen Ausgangselement (x, y; x‘, y’) zu-
sammen gemifl der Gleichung

d 4 7
) (7]31) extremal ~— % S+ o fla

4. Durch den Prozef der parallelen Herumfithrung eines will-
kiirlichen Vektors (&, 5) im Punkte (x, y) um ein infinitesimales
Parallelogramm gelangen wir, wenn wir dabei das ausgezeichnete
Linienelement (dx, dy) des Punktes (x, y) gleichfalls parallel zu
sich selbst mitfithren, zum Kriimmungstensor von R:

(10) {6165—6515=_(I(1-112§+1(2-'12’7) (0x b,y — 0y d0,2),
8,09 — 08, np=—(K,.25 &+ Ky.2040) (B3 d,y — by 6,m).

Die Komponenten des Kriimmungstensors, in denen man sich
wieder die Argumente (x, y, dx, dy) zu denken hat, sind bekannt-
lich im wesentlichen mit denen des verjiingten Kriimmungs-
tensors identisch:

(1 1) 1(1 Jie =_I(1z ) 1(2 J1s =_-Kzz ’
I(1-212 = I(nJ I(z e = If21

Sie erweisen sich als die Ableitungen der Komponenten K1.,,,
K2 ,, eines einfacher gebauten Tensors, des Grundtensors
der Krimmung, nach dx, dy:
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0K .1y, oK1y,

1(1 -112 = ’ I(z-lw = T a7,
0K .2 0K.2
Kot = 5ag o Ketn = =55

Diesen Grundtensor der Kriimmung erhdlt man durch
parallele Herumfithrung des ausgezeichneten Linienelementes (dx,
dy) um ein infinitesimales Parallelogramm:

(13) { 0,0dz—006,de=—K.*,;, (056,y—0yd, 2),
0,0dy—006,dy=—K.2;, (bxdyy—0yd,z)
Seine Komponenten lassen sich mittels
K.*, =—RF60—CZF—
(14 i
OF
K2,=+ S%F——

durch einen Skalar & (x, y, dx, dy), den Kriimmungsskalar
von R, ausdriicken. ©)

AuBer dem Kriimmungsskalar & spielt auch noch die Asym-
metrie 9 des verjiingten Kriimmungstensors
1 K,, — K
15 _ A Bag 21
) LT Ty
eine gewisse Rolle. Von ihr hingen insbesondere die Ableitungen
von & nach dx und dy ab.

5. SchlieBlich haben wir noch den Begriff der Paralleliiber-
tragung mit dem in Nr. 1 erklirten Lingenbegriff in Verbindung
zu bringen.

Bei paralleler Uebertragung der Figur, die aus einem Vektor
(6, 7) im Punkte (x, y) und dem ausgezeichneten Linienelement
(dx, dy) dieses Punktes besteht, dndert sich im allgemeinen die
Linge des Vektors in Bezug auf das ausgezeichnete Linienelement.
Hieraus folgt, daf8 man bei Herumfithrung dieser Figur um ein
infinitesimales Parallelogramm im allgemeinen mit einer anderen
Liange in den Ausgangspunkt zuriickkommt, d. h., daBl eine
Streckenkriimmung vorhanden ist. Wie die Rechnung zeigt, ist

(16) 8,0 (1985, (19 = L@ L2 T & (2 gy dih (Bt g-Sydos.

Hierin bedeutet

an - -1 {aF d(RVeg-f» oF a(@Veg—fv}
RF2F, |0de o dy ody 0 dx

den Skalar der Streckenkrimmung.
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Die Skalare & %, @ sind in dx, dy homogen von nullter
Dimension. Sie &dndern sich daher auch nicht bei Einfithrung
einer anderen unabhdngigen Veridnderlichen an Stelle des Bogens s.

1. Uber eine charakteristische Invariante zweidimensionaler
allgemeiner Riume.

6. Fiir die Kennzeichnung zweidimensionaler allgemeiner
Raume durch besondere, bei allen Punkttransformationen inva-
riante Eigenschaften stellt sich als grundlegend heraus der Skalar

1 0F oUF, 0F OF;
(18) J = 1 3 ( = 1)
4 F7 I3

Dieser Skalar ist in x, y, die in (18) nebst x, y als Argumente
zu denken sind, homogen von nuliter Dimension, und daher auch
bei Parametertransformationen invariant. Er bleibt ferner unge-
dndert bei konformer Transformation des allgemeinen
Raumes, d. h. beim Ubergang vom Raume mit der Grundfunk-

tion F (x_y,;( y) zu demjenigen mit der Grundfunktion = (x, y).

F (%, y, X, y), wobei 7 eine willkiirliche Ortsfunktlon bedeutet.
Mit den bisher eingefiihrten Skalaren ist § durch die Beziehung

(19) A=83 + &
verkniipft.

_Die Bedeutung des Skalars § beruht u. a. darauf, daf§ sich
die Anderung der Linge eines Vektors bei Paralleliibertragung
sowie die Streckenkriimmung durch die extremalen Ableitungen
von § nach s ausdriicken lassen. Bedeutet 6 (1%) die Anderung,
welche die quadrierte Linge eines Vektors (&, ) im Punkte (x, y).
in Bezug auf das ausgezeichnete Linienelement (dx, dy) dieses
Punktes erfdhrt, wenn man beide zugleich ldngs eines beliebigen
Linienelementes (dx, 6y) parallel iibertrigt, so ist:

oz dy oy oz

4 (eg f) 3 3
(20) & (1» = (¢ dy—n dw)* (Sx dy~ 0y duy). (ds)extremal

Ferner gilt fiir den Skalar der Streckenkriimmung

AR
@1) © ( ds? )extremal'

7. Mit Hilfe des Skalars § und seiner invarianten Ableitun-
gen konnen wir die wichtigsten Klassen von zweidimensionalen
allgemeinen Rdumen mit besonderen geometrischen Eigenschaften
charakterisieren. Es sind folgende:

I. Die Rd4ume ohne Streckenkriitmmung,”) gekenn-
zeichnet durch
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) -
(22) ( ds? ) extremal

Sie lassen sich auch als die Riume definieren, in denen die
Totalkriitmmung (curvatura integra) emes Gebletes existiert
(Vgl. Abschnitt IIL).

II. Die Landsbergschen Rdume, d. h. diejenigen, in
denen es ein Analogon zum Gauss-Bonnetschen Integralsatz
gibt (Vgl. Abschnitt 1II.). Sie sind durch

23 _
(23) ( ds )extremal B

gekennzeichnet. Diejenigen unter ihnen, fiir welche die Form
(4) positivdefinit ist, konnen auch charakterisiert werden als die
Riume, in denen die Liange eines beliebigen Vektors in Bezug
auf ein willkiirliches Linienelement im gleichen Punkte bei belie-
biger simultaner Parallelverschiebung beider ungeidndert bleibt.

Ill. Die affin-zusammenhidngenden Riume, gekenn-
zeichnet durch

(24) 3/1 = 3/2 =0
IV. Die Riemannschen Rdume, die durch
(25) =0 -

gekennzeichnet sind,

Jede der Klassen I.—IV. von zweidimensionalen allgemei-
nen Riumen ist in samtlichen vorhergehenden als besonderer
Fall enthalten.

8. Zu der vorsteheriden Tabelle sind noch zwei Bemerkun-
gen zu machen:

1.) Unter den Rdumen ohne Streckenkrimmung
sind in invarianter Weise ausgezeichnet aiuch diejenigen, deren
Kriimmungstensor nur vom Orte abhidngt Sie sind
charakterisiert durch (22) und entweder

(22 a) KR=0
oder
o o
(22b) 03 _ 03 _
dx oy

Zu ihnen gehoren insbesondere die affin-zusammenhingenden
Riume,

2) Die affin-zusammenhidngenden Riume mit
& =0 sind identisch mit den (zweidimensionalen) Minkowski-
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schlen Rdumen, d. h. die zugehdrige Grundfunktion kann
durch eine Punkitransformation auf die Gestalt F (x,y) gebracht
werden, die nur von den Ableitungen der Koordinaten abhingt.
Alle iibrigen affin-zusammenhdngenden Rdume sind
erschopfend gekennzeichnet durch

(24a) K #+ 0, § = const.

9. Waihrend es einigermaflen schwierig zu sein scheint,
Riume ohne Streckenkriimmung oder Landsbergsche Riume
anzugeben, die nicht affin-zusammenhéngend sind, ist es leicht,
Beispiele fiir affin-zusammenhdngende Riume herzustellen. So
sind affin-zusammenhdngend die von G. Landsberg®) ange-
gebenen Rdume mit der Grundfunktion

(26) F=(Loz+Myp)"™ (Lyz+ My ™, (ry+m=1),
wo L,, M,, L,, M, Ortsfunktionen bedeuten, r,, r, aber Konstan-
ten; ebenso die Raume

Lo+ My
27) F=(Lya+Myy. ¢ LoztM,y.
Die Invariante & hat fiir die Rdume (26) den Wert
1 rn—1
) e
ftir die Raume (27) ist
(29) 3 = 1.

Es ist bemerkenswert, dafl die bei E. Nohel?) auftretenden
und spiter auch von A. Maccone?) beslimmten zweidimen-
sionalen allgemeinen Rdume, die eine dreigliedrige kontinuierliche
Gruppe von Punkttransformationen zulassen, entweder Riemann-
sche Riume oder Minkowskische Riume des Typus (26) und
(27) sind.

Ill. Ueber die Landsbergschen Riume und den Winkelbegriif
in der Variationsrechnung,

10. Wir haben oben die zweidimensionalen allgemeinen
Riume, in denen ein Analogon zum Gauss-Bonnetschen
Integralsatz existiert, als Landsbergsche Riume bezeichnet,
weil G. Landsberg?®) der erste war, der sie untersucht hat.
Landsberg fithrt zundchst die extremale Kriimmung

iz .Fl (x'yn_y,w,{) i nyl—Fyx,

ein. Sodann erklart er das Integral

(30)
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(31) 0 = f(:v’ dy — y daf) ]/%

gebildet fiir einen bestimmten Punkt (x, y) und erstreckt von
einer Richtung (%) = ¢, bis zu einer Richtung (%) =g¢, als den
0 1

Winkel der beiden Richtungen (q, q) im Punkte
(x,y),'¥ und betrachtet den Differentialausdruck

39 S - 1 d@‘ (d@)
(32) ; a ds | extremal,

o ds
der nur mehr von x, y, X, y’ abhdngt. Dann und nur dann, wenn
S in x/, y’ linear, also

(33) S=P@yz +0Q (x,y)y
ist, 1aBt sich das Fldchenintegral

f f oP 0

(34) T=®(ay am) (dz 6y — dy ox),

erstreckt iiber ein Gebiet & - die Totalkrimmung von &
- zuritckfiihren auf das tiber den Rand R von & erstreckte Inte-

gral — EfR (Pdz + Qdy) = ~£{ Sds, und es ergibt sich so mit

Riicksicht auf (32) folgende Verallgemeinerung des Gauss-
Bonnetschen Integralsatzes:

[ B
(35) 1+§RQ —%d@.
Mittels der von uns eingefithrten Grofien kann T in die
Gestalt

(34%) T = g ! Veg — fAdx dy

gebracht werden. Ferner erweist sich die Bedingung (33) von
Landsberg als identisch mit unserer Bedingung (23). Endlich
ergibt sich (22) als notwendig und hinreichend dafiir, dafi in
einem zweidimensionalen allgemeinen Raum die Totalkritmmung
eines Qebietes existiert, d. h., daf} der Integrand in (34*) eine
blofe Ortsfunktion ist.

11. Die Quadratur, durch die man den Landsbergschen
Winkel 6 erhilt, 148t sich fiir alle zweidimensionalen allgemeinen
Rdume ausfithren, in denen der Skalar § nur vom Orte abhingt
(Nr. 8).
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Wenn {2 £ 1 ist, kann man ndmlich © stets in einer der

beiden Formen

: [log e +H{f (S -Deg -7 }y W !
- ex' Hf+(3-V-DVeg—r 1y o
! [lo - (0+V l/ey—f2 ) x gy |1

g =t
- {r—1 V“"— )Veg—r2} x +9y 1o
darstellen: fiir §2=1 erhalt man
37 03 [ex’+ﬁ+2$V5#—9 y] [f 23 Veg—/?) x'+gy'| £
Lex+(r+ IVeg-roy (= SVeg—r) x+gy1 o
Dabei ist auf Realitat der Darstellung keine Riicksicht genommen.

(36). © =

M~

<

v~ v~
~

1
[ ]O bedeutet, dal man den eingeklammerten Ausdruck zuerst

x r
fiir die Richtung (—,)1 sodann fiir die Richtung (%)0 zu  bil-

y

den und hierauf den zweiten der so erhaltenen Ausdriicke vom
ersten abzuziehen hat.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daf fiir die in Rede stehenden
Riume das Produkt

(38) {230
stets eine Ortsfunktion ist, wenn & = O.

PRAG, im August 1925.

4*
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Anmerkungen.

1.) Der Inhalt des ersten Abschnittes ist einer im Drucke
befindlichen Arbeit des Verfassers entnommen, die demnéchst in
der Math. Zeitschrift herauskommt. Dort findet man auch eine
genauere Formulierung der hier nur angedeuteten Voraussetzungen
iiber die Grundfunktion F.

2.) Um mit der bisherigen Literatur moglichst in Ueberein-
stimmung zu bleiben, haben wir die Formeln in dieser Abhand-
lung dem Fall F, > 0 angepafit. Den hierdurch verursachten
Uebelstand, daf§ sie fiir F; < 0 z. T. Imaginéres ergeben, kann
man vermeiden, indem man iiberall |eg—f?| anstatt (eg—f#) schreibt.

3.) Die Lingen- und Winkelmessung mittels des Fundamen-
taltensors ist (fiir eine beliebige Dimensionenzahl) unabhéngig
eingefithrt worden von J. L Synge, Trans. Amer. Math. Soc.
27(1925), S. 61: J. H. Taylor, ebenda, S. 246; L. Berwald,
Jahresber. Deutsche Math.-Ver. 34(1925), S. 213. Die Moglichkeit
der Winkelmessung ist iibrigens schon angedeutet bei P. Fins-
ler, Ueber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen. Diss.
Gottingen 1918, S. 42 f., wo auch implicite der Fundamental-
tensor auftritt,

4) E. Noether, Gott. Nachr. 1918, S. 37. Vgl. auch Jahres-
ber. Deutsche Math. -Ver. 32(1923), S. 177, bes. Nr. 6.

5.) Vgl. z. B. H Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl.
Berlin 1919, S. 100 if.

6.) Der Kriimmungskalar & tritt zuerst auf bei A. L. Un-
derhill, Trans. Amer. Math. Soc. 9(1908), S. 316.

7.) Wir gebrauchen den Namen Rdume ohnz Strecken-
kriimmung fiir alle Raume, fiir die &2 (eg—f2) Ortsfunktion ist,
obwohl der Terminus Streckenkriimmung zunichst nur fiir die
Riaume erkldrt ist, bei denen auch noch die Form (4) positiv-
definit ist.

8) G. Landsberg, Math. Ann. 65(1908), S. 313, bes. S.
334 f.

9.) E. Nohel, Sitzungsber. Ak. Wien 123(1914), Abt. 1l a.
S. 2085, bes. die Gruppen 16, 20, 25.

10.) A. Maccone, Rend. Acc. Lincei, Rom (5), 32 I. (1923),
S. 327.

11.) Dieser Winkelbegriff ist nicht zu verwechseln mit dem
in Nr. 1 erwahnten.
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