
Ueber die Grenzen der Gültigkeit des zweiten 
Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie.

V ortrag, gehalten anläßlich der H abilitation an der Deutschen 
technischen Hochschule zu P rag  von Prof. Dr. K . Lichtenecker.

In seinem Buche: „A ch t Vorlesungen über theoretische 
Physik” , gehalten vor einigen Jahren an der Columbia U niver
sity in N ew -York, weist M ax P lanck darauf hin, daß die E n t
wicklung und der Fortschritt einer W issenschaft besonders 
deutlich wird in der Veränderung der grundlegenden Einteilung, 
die der Sto ff der betreffenden W issenschaft im Lau fe  der Zeit 
erfährt. D ie P ysik  bestand ursprünglich aus einer größeren A n 
zahl von Teilgebieten, die von einander weitgehend unabhängig 
waren. P lanck meint, man könnte fast sagen, ursprünglich be
stand die Physik  aus so vielen getrennten Teilen, als es mensch
liche Sinne gibt. Danach wurde die P h ysik  eingeteilt in die 
Physik des Tastbaren, die Mechanik, in die Physik  des Auges, 
die Optik, in die Physik  des Ohres, die Akustik , und in die 
Physik des W ärm esinnes, die Calorik. Dem gegenüber ist die 
Zahl der selbständigen Teile, in die die moderne Physik  heute 
zerfällt, w ie wohl allgemein anerkannt wird, auf drei herabge
sunken. E s  w ar nach Plancks Ansicht der W eg, den die E n t
wicklung der Physik  genommen hat der, daß diese W issenschaft 
von den Beziehungen zum Menschen und seinen unmittelbaren 
W ahrnehmungen losgelöst, daß sie also „entm enschlicht” , „ent- 
anthropom orphisiert” , wurde. Die drei Teilgebiete, deren V er
schmelzung zu einem vollkommen einheitlichen W eltbilde 
auch heute noch nicht zur Gänze vollzogen ist, sind die M e 
c h a n i k ,  die E l e k t r o d y n a m i k  und die T h e r m o - D y -
11 a m i k. E s  ist kein Zweifel, daß diese E inteilung nicht mehr 
auf Besonderheiten menschlicher W ahrnehm ungsfähigkeiten, son
dern auf sachlichen Gesichtspunkten, auf den Eigentüm lichkeiten 
der physikalischen V orgänge selbst, beruht. Versuchen w ir 
nun w eiter die noch übrig gebliebenen 3 Teilgebiete der Physik 
untereinander zu vergleichen, so w ird man wohl allgem ein darin 
übereinstimmen, daß das erste und dritte der genannten T e il
gebiete, M echanik und E lektro-D ynam ik, eine tiefgehende V er
w andtschaft in der Behandlung des Stoffes und in der Form  ihrer 
D arstellung durch mathematische Gleichungen zeigt, während 
die Therm o-D ynam ik mit nur ihr zukommenden Betrachtungs
weisen und Methoden gegenüber den beiden anderen Teilen der 
Physik  eine gew isse Sonderstellung einnimmt. Man kann natür
lich in sehr verschiedener W eise diese V erw andtschaft zwischen
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M echanik und Elektro-D ynam ik einerseits und die Sonderstel
lung der Therm o-D ynam ik andererseits zur D arstellung bringen. 
So ist z. B . hervorgehoben worden, daß sich M echanik und 
Elektro-D ynam ik im W esentlichen mit umkehrbaren (reversiblen) 
Vorgängen befassen, während die Therm o-D ynam ik das Gebiet 
der nicht umkehrbaren (irreversibel) ablaufenden V orgänge ist. 
Man könnte vielleicht auch noch eine zweite, scheinbar ganz an
dersartige Betrachtung anstellen. W ährend die Gesetze der 
Mechanik und Elektro-D ynam ik strenge Geltung beanspruchen 
im unendlich Kleinen, ihre D arstellung also durch D ifferential
gleichungen etwas W esentliches ist, so beanspruchen gew isse 
Sätze der Therm o-D ynam ik strenge Geltung sozusagen erst im 
unendlich Großen, d. h. erst dann, wenn die Zahl der, der B e 
trachtung unterzogenen gleichartigen Elem ente (Moleküle, 
Atom e u. s. f.) so außerordentlich groß geworden ist, w ie es die 
Anwendung statistischer Methoden, die für das Gebiet der 
Therm o-D ynam ik kennzeichnend sind, erfordert. Manche sind 
deshalb noch w eiter gegangen und haben den Unterschied 
zwischen den beiden Arbeitsgebieten der Physik  so form uliert, 
daß sie gesagt haben, die Ergebnisse der ersteren Gruppe (M e
chanik und Elektro-D ynam ik) seien restlos, absolut gültig, w äh
rend die der Therm o-D ynam ik allein eigentümlichen Gesetze und 
Folgerungen nur mit einer allerdings außerordentlich großen 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  bzw. nur mit einer entsprechend 
großen A n n ä h e r u n g  Geltung besitzen.

V or allem handelt es sich hier um die beiden Sätze, welche 
als der e r s t e  u n d  z w e i t e  H a u p t s a t z  bekannt sind. D er 
erste H auptsatz, der, aus dem Reiche der M echanik und Elektro- 
D ynam ik stammend, im ganzen Gebiete der P hysik  unbestritten 
exakte Geltung fordert, ist der S a t z  v o n  d e r  E r h a l t u n g  
d e r  E n e r g i e .  Dem gegenüber ist der Therm o-D ynam ik al
lein eigentümlich der zweite H auptsatz, der E n t r o p i e - S a t z  
und dieser trägt einen, wesentlich von ersterem verschiedenen 
Charakter. M ax Planck sagt z. B . an der bereits angeführten 
Stelle : „W ährend das Energieprinzip als ein fertiges, selbstän
diges Gebilde, losgelöst von den Zufälligkeiten seiner E n t
wicklungsgeschichte vor uns steht, ist das Nämliche keineswegs 
der F a ll bei dem Prinzip, welches R . Clausius als zweiten H aupt
satz der W ärm etheorie in die Physik  eingeführt hat. D ieser Satz 
spielt eine sehr eigentümliche Rolle insofern, als man auch heute 
noch nicht behaupten kann, daß er eine allgemein anerkannte, 
also objektive Form ulierung gefunden hat.”  Geht man von der 
in sich selbstverständlichen Voraussetzung aus, daß sich in der 
Natur Vorgänge, die einen w eniger wahrscheinlichen Zustand in 
einen wahrscheinlicheren Zustand überführen, öfter ereignen als 
V orgänge mit um gekehrter W irkung, so ist zunächst klar, daß
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damit auch die erwähnten V orgänge zweiter A rt nicht als grund
sätzlich ausgeschlossen, sondern als seltener vorkommend be
zeichnet werden sollen. Nur dann, wenn der Unterschied in der 
W ahrscheinlichkeit zweier Zustände außerordentlich gro'ß ist, so 
daß der Ü bergang aus einem gegebenen Zustande auch in einen 
benachbarten, von ihm nur außerordentlich w enig verschiedenen 
Zustand bereits ungeheuer unwahrscheinlich wird, kann auf die
sem W ege die A ussage von der praktischen Unm öglichkeit des 
Eintretens eines solchen V organges gewonnen werden. Gerade 
aber dieser F a ll liegt bei den, mit H ilfe des zweiten H auptsatzes 
behandelten, thermo-dynamischen Problem en vor. Die Zurück
führung des Entropiebegriffes bzw. der Entropiefunktion auf die 
W ahrscheinlichkeit eines Zustandes, ist das W erk Boltzm anns. 
E s mußte zunächst ein W eg gefunden werden, um die W ahr
scheinlichkeit eines Zustandes m athematisch zu fassen. Die 
Ideen Boltzm anns ausbauend und. insbesondere auf die der 
Quantentheorie entsprechende V orstellung diskreter Elem ente 
nnd diskreter Zustände anwendend, hat M ax Planck den Begriff 
der thermo-dyamischen W ahrscheinlichkeit geschaffen. Wenn 
w ir uns etwa vorstellen, es seien gleichartige Gebilde gegeben, 
ihre Zahl sei N, und jedes dieser Gebilde sei an sich fähig, eine 
gewisse Anzahl z Zustände anzunehmen, so wird ein Gesam t
zustand dieses System s dadurch gekennzeichnet sein, daß z. B. 
Nj Teilchen sich in einem Zustand z1 ; N 2 Teilchen in einem Zu
stand befinden, der mit z2 bezeichnet sei u. s. f. Dabei gilt na
türlich N =  N x +  N 2 -f- N 3 . +  N z. Diese Gleichung ist nur
ein Ausdruck der selbstverständlichen A ussage, daß jedes der N 
Teilchen des betrachteten System s sich in einem, der als möglich 
vorausgesetzten z Zustände befinden muß. Nach Planck ist nun 
die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit des so festgelegten 
Verteilungszustandes gekennzeichnet durch jene große Zahl, 
welche angibt, auf w ieviel Arten der gegebene V erteilungszu
stand durch die einzelnen N Individuen verw irklicht werden kann. 
Gehen w ir etwa von dem Beispiel, das sich bei P lanck findet, 
aus, wo N =  io  Elem ente über z =  7 Zustände verteilt sind, so 
haben w ir (siehe Bild 1) abzuzählen, auf w ieviel Arten 10 Perso
nen etwa, indem sie ihre Plätze vertauschen, das gegebene V er
teilungsbild verwirklichen können. Um  diese Zahl zu bestim 
men, können w ir für einen Augenblick die weitergehende A n 
nahme machen, es seien ebensoviel verschiedene Zustände vor
handen als Individuen und es befinde sich jedes der Individuen in

o i o
0 o i o 0 o i o o i o

einem dieser N Zustände. In der F ig u r können w ir das dadurch 
zum Ausdruck bringen, daß w ir in jenen Zustandsgebieten, in
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welchen mehrere Individuen sich befinden, gedachte Zw ischen
wände einzeichnen, um anzudeuten, daß jetzt jedes der neuen Zu
ständegebiete nur von einem einzigen Individuum  innegehabt 
wird. E s  ist nun ohne weiteres klar, auf w ieviel A rten die eben 
erwähnten io  Personen sich über die io  Zustandskamm ern ver
teilen können, sodaß in jeder K am m er sich eine Person befindet. 
D iese Zahl ist bekannt als Zahl der Perm utationen von N E le 
menten und w ird als „F ak u ltä t von N ”  oder ,,N  das Faktorie lle” 
bezeichnet und N ! geschrieben.

E s  ist N ! =  i 2 3 4 N.
Wenn w ir nun aber berücksichtigen, daß die von uns einge

zeichneten Zwischenwände ja  in W irklichkeit nicht bestehen, daß 
also z. B. im zweiten Zustandsgebiet, in dem sich 2 Elem ente be
finden, Vertauschung dieser beiden Elem ente somit keine neue 
Realisierung des individuellen Zustandsbildes hervorruft, so er
kennen wir, daß die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit, also 
die Zahl, die angibt, durch wieviel individuelle Anordnungen der 
gegebene Verteilungszustand realisierbar ist, k l e i n e r  ausfällt

W egen der beiden, im zweiten Zustandsgebiet befindlichen 
Individuen, fallen je zwei der früher als verschieden betrachteten 
R ealisierungsfälle in einen einzigen zusammen und aus diesem 
Grunde ist N ! durch 2! zu dividieren. W egen des Um standes, 
daß sich bei dem gezeichneten Beispiel im sechsten Zustandsge- 
biete 4 Individuen befinden, fallen je  1 . 2  3 4 =  4! =  24 ver
schiedene individuelle Anordnungen in W irklichkeit zu einer ein
zigen zusammen. E s  ist daher aus diesem Grunde die Zahl der 
w irklich individuell verschiedenen Anordnungen, die das Z u 
standsbild liefern, nochmals durch 4! zu dividieren und so fort. 
Allgem ein erhalten w ir somit für die Anzahl der individuellen 
Anordnungen, die das gegebene Verteilungsbild  realisieren, 
den A usdruck:

D as ist die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit eines Zu
standes nach Planck. F ü r  das gegebene Beispiel ergibt sich:

U nter der Annahme, daß die hier auftretenden Größen N 
große Zahlen sind, w ird die Stirlingsche Form el zur Berechnung 
der Fakultäten angewendet, u. zw. in der abgekürzten Form

als N !

W
N !

daraus folgt sofort W

N
N

iV , A r2 iV 3 iV  

N, N2 N3 . . .  Nz
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E s erscheint zweckmäßig, gleich an dieser Stelle zu illu
strieren, wie sehr diese Form el von der strengen für kleine 
Individuenzahlen abweicht.

F ü r das behandelte, Planck entnommene Zahlenbeispiel 
ergibt sich jetzt

W  =  2 441 406 ± 

also ein viel zu großer, nicht einmal angenährt mit dem V o r
ausgegangenen übereinstim m ender W ert.

Bezeichnet man mit w; = - ^ -  die V  e r t e i l u n g s d i c h t e ,
N

d. h. die mathematische W ahrscheinlichkeit dafür, daß bei gege
bener Raum verteilung ein beliebig herausgegriffenes Teilchen im 
i— ten Elem entargebiet liegt, so kann man die obige Gleichung 
auch schreiben:

w  = —— ------
therm || w, N t

Ist einmal erkannt, daß die Entropie eines System s mit der 
W ahrscheinlichkeit zusammenhängt, so führt die Überlegung, 
daß die W ahrscheinlichkeit zweier unabhängiger E reign isse 
gleich dem P r o d u k t  der Einzel-W ahrscheinlichkeiten ist, da
gegen die Entropie zweier unabhängiger System e gleich der 
Summe der Einzel-Entropien, zu der Konsequenz, daß die E n 
tropie S bis auf eine universelle Konstante k nur der L o garith 
mus der W ahrscheinlichkeit sein kann. S =  k lg  W  , Der

therm.
Plancksche W ert für die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit 
in diese Gleichung eingesetzt, liefert:

S =  —  k N ^  w > wi.
Dies ist die A usgangsform el für die Erm ittlung der Entropie
eines beliebigen System s.

Bildet man die Variation von S  und setzt diese V ariation 
gleich o, um den Zustand m axim aler W ahrscheinlichkeit zu 
bekommen, so ergibt sich

S S  =  — k N  lg Wi dwi +  öwi J =  0.

D a die Gesamtzahl N der Teilchen sich nicht ändern kann, 
so ist der zweite Summand, also die V ariation  der V erteilungs
dichten, für sich identisch gleich N ull:

<5 io i =  0.

Wenn also w eiter keine besondere Bedingung zu erfüllen 
ist, so ergibt sich aus den beiden letzten Gleichungen lg w ; — 
constant a.ls Bedingung des M axim um s der Entropie. Im w ahr
scheinlichsten Zustand ist also die Verteilung, wenn keine Neben-
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bedingungen vorhanden sind, eine gleichmäßige, w ie von vorn
herein zu erwarten. Anders gestaltet sich jedoch die Rechnung, 
wenn dem System  eine Bedingung auferlegt ist. D ie w ichtigste 
Bedingung, die hier in Betracht kommt, ist die, daß das betrach
tete System  ein „in sich geschlossenes” ist. Dann ist nämlich 
die Gesam tenergie des System s nach dem ersten H auptsatze 
constant und wenn sich die einzelnen, als möglich ins A uge ge
faßten Zustände dadurch unterscheiden, daß unsere N Elem ente 
verschiedene Beträge an Energie besitzen und wenn w ir w eiter 
den Energieinhalt eines Teilchens im i— ten Zustand mit bj be
bezeichnen, so erhalten w ir die Bedingung

N  ^  bi wi =  B  =  const.,

so daß die V ariation dieses Ausdruckes wegen der Constanz der 
Energie gleichfalls verschwinden muß. D ie drei gegebenen
Variationsgleichungen ( i)  (2) und (3)*) kann man in der be
kannten W eise dadurch zu einer einzigen Gleichung vereinigen,
daß man die Gleichungen mit 1 und mit noch unbestimmt g e 
lassenen Faktoren L x und L 3 m ultipliziert und addiert. Man er- 

■hält so

(lg Wi +  I/i bi +  Lz) dwi =  0

und wegen der W illkür der Variation kann diese Gleichung nur 
erfüllt sein, wenn der K lam m erausdruck verschwindet. E s  muß 
also sein

1 t T i A  (Lz bi L\)lg Wi =  -  Lz -  L i  bi oder wi =  e
Dabei sind die beiden unbestimmt gelassenen Koffizienten durch 
die beiden Nebenbedingungen bestimmt, welche die Constanz der 
Teilchenzahl und die Constanz der Gesam tenergie B  zum A u s
druck bringen. Diese Ableitung führt schließlich dazu, die Größe

L j  —-^als den integrierenden Fakto r des zugeführten W ärme-
k 1

elements zu erkennen, mit dem es multipliziert das vollständige 
Differential der Entropie gibt. Doch ist diese A bleitung nicht 
A u fgabe meines V ortrages, sondern es w ar nur im Zusam men
hänge an sie zu erinnern, um die Bedeutung der A usgangsform el

S  =  -  Je N  toilg Wi

für die Ableitung des zweiten H auptsatzes aus der thermo-dyna- 
mischen W ahrscheinlichkeit einer V erteilung von N Elem enten 
über eine Anzahl von diskreten, also quantenhaft abgeteilten 
Energiezustände hervortreten zu lassen.

*) ( : ) ^  lg m  dwi =  0 (2) ^  bi 8wi =  0 (3) ^  öwi =  0
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Zur A ufgabe meines V ortrages habe ich es vielm ehr ge
macht, etwas über die Grenzen der Gültigkeit des zweiten H aupt
satzes zu sagen. D a ist nun zunächst klar, daß die ganzen Ü ber
legungen lediglich ihren Sinn dann behalten, wenn es sich um 
System e aus einer großen Anzahl gleicher Teilchen handelt, von 
denen jedes sich in verschiedenen Zuständen befinden kann. F ü r 
System e, die nur aus einzelnen Teilchen, oder aus einer geringen 
Anzahl von Teilchen bestehen, verliert somit die Grundlage des 
zweiten H auptsatzes ihren Sinn.

E ine ganz andere Bedeutung gewinnt die F rag e  nach den 
Grenzen des zweiten H auptsatzes, wenn man es unternimmt, bei 
einer großen Anzahl von Teilchen, etwa den Molekülen einer 
gegebenen W asserm enge, den Entropiesatz auf seine Gültigkeit 
zu prüfen. In diesem Sinne z. B. können w ir fragen : W ie groß 
ist die W ahrscheinlichkeit dafür, daß eine kleine Energiem enge, 
sagen w ir i E rg , von dem W asser bei Zim m ertem peratur auf 
einen, um i° Celsius kälteren anderen K örper übergeht, w ie es 
der 2. H auptsatz verlangt und nicht umgekehrt, von diesem käl
teren K örper auf das wärm ere W asser? D ie Rechnung, die in 
der Theoretischen Physik  von A . H aas wiedergegeben ist, ergibt 
kurz das Folgende E s  ist

S  =  k lg W  x =  e

A S  =  k A  (lg W)

^  =  A  (lg W) x  >  1 0 v° l
k

Dadurch also, daß die ins A uge gefaßte Energiem enge von nur 
i E rg  von dem wärm eren zu dem kälteren K örper übergegangen 
ist, hat sich die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit des Zu
standes für das, aus den beiden Körpern bestehende System  
vermehrt um mehr als das

i o 10 fache. H aas sagt an dieser Ste lle :*) „W ird  durch einen 
bestimmten V organ g die statistische W ahrscheinlichkeit eines 
System s auf den xfachen B etrag  erhöht und stellen w ir die 
Behauptung auf, daß dieser V organ g immer nur in der einen 
R ichtung erfolgt, also ireversibel sei, so kommt auf x  Fälle, in 
denen sich die Behauptung als richtig erweist, nur ein einziger 
Fall, indem sie durch eine Erfahrungstatsache w iderlegt w ird .“ 
E s w äre also nach H aas in

io*° Fällen einmal zu erwarten, daß zwischen zwei Körpern, 
deren Tem peratur um i° verschieden ist, eine Energiem enge von

\ T i T j

1 Erg  
10 _ir> E rg  ’

1 0 - *  =  1 0 "

*) Seite no, II. Bd., E i n f ü h r u n g  in die theor. Physik, Epzg. I Q2I .
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i E rg  dem Tem peraturgefälle entgegen, also vom kälteren zum 
wärmeren K örper übergeht, D iese Zahl ist natürlich ungeheuer 
groß. H aas w eist darauf hin, daß die Zahl in Ziffern geschrieben 
einen Streifen erfordern würde, etwa von der L än ge des E rd 
umfanges. A llerdings w ird die Zahl x  kleiner, also auch die 
Zuversicht, mit der w ir den V erlauf im Sinne des 2. H auptsatzes 
erwarten können, geringer, wenn die dem Gefälle entgegenge
setzt wandernde Energiem enge kleiner ist. D er Logarithm us von 
x  nimmt ja  proportional mit dieser Energiem enge ab. Man kann 
sich daher fragen, w ie groß sind die Energiem engen, deren Ü ber
gang von dem kälteren zu einem, um i° wärm eren K örper w ir 
jem als zu erleben, bzw. zu beobachten, A ussicht haben. Wenn 
es sich also nicht um den Ü bergang von i E rg , sondern um den 
Ü bergang von etwa einem Billiontel E rg  i o ~ 12 handelt, so ist 
der W ahrscheinlichkeitslogarithm us bereits kleiner als i und die 
W ahrscheinlichkeit für den Ü bergang im Sinne des zweiten 
H auptsatzes nicht mehr größer als io. Solche Abweichungen 
vom 2. Satze müssen also alltäglich Vorkommen. E s  fragt sich, 
ob dieselben grundsätzlich beobachtbar sind. D a ist es inter
essant, sich an eine Abhandlung von Geheimrat W iener zu erin
nern, die er als A ntrittsvorlesung in Leipzig  veröffentlicht hat. 
Nach dieser Abhandlung, betitelt „D ie  Erwiederung unserer 
Sinne“ , ist die Reizschw elle von A uge und Ohr ungefähr bei dem
selben Energiebetrage gelegen und auch die meisten Präzisions
instrumente haben m erkwürdigerweise, auf so verschiedenen 
Prinzipien sie auch beruhen mögen, etwa die gleiche R eiz
schwelle. N ur gew isse elektrische Instrum ente sind dem Auge 
und Ohre und den übrigen Meßgeräten an absoluter E n erg ie
empfindlichkeit überlegen. Die Reizschw elle des empfindlichsten 
Galvanom eters (des von Paschen) beträgt nach W iener etwa i 
Billiontel E rg , also gerade die vorhin von uns ins A uge gefaßte 
Energiem enge. Grundsätzlich also w äre es nicht ausgeschlossen, 
mit den empfindlichsten, uns zur V erfügung stehenden In stru
menten V orgänge, die dem zweiten H auptsatze entgegenverlau- 
fen, bei alltäglichen, thermischen Prozessen gerade noch zu 
beobachten. Selbstredend ist dies nur eine rein grundsätzliche 
Aussage, die über die praktische Ausführbarkeit eines solchen 
Versuches nichts besagt, denn bei der praktischen D urchführung 
würde es darauf ankommen, diesen Prozeß von den übrigen, i m 
S i n n e  des Tem peraturgefälles verlaufenden, gleichzeitigen 
Prozesses zu trennen. W ir haben bis jetzt der F rag e  nach den 
Grenzen dse zweiten H auptsatzes eine doppelte Bedeutung unter
legt. E inm al fanden w ir die G ültigkeit des zweiten H auptsatzes 
begrenzt mit Rücksicht auf die Menge der elementaren 
Teilchen des System s. W ir fanden, daß, wenn diese Teilchen- 
zahl auf eine übersehbare Menge herabsinkt, der zweite H aupt
satz seine Gültigkeit, ja schließlich sogar seinen Sinn vor-
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liert. Nach der anderen R ichtung hin fanden w ir die G ül
tigkeit des zweiten H auptsatzes begrenzt mit Rücksicht auf 
die Größe der ins A uge gefaßten Prozesse, beziehungsweise 
Energie-U bertragungen. W ir fanden, daß das Eintreten von 
Prozessen, deren Größe eben an der Grenze der Energieem pfind
lichkeit unserer empfindlichsten Meßinstrumente liegt und die 
dem zweiten H auptsatz entgegen verlaufen, nicht mehr als sehr 
unwahrscheinlich bezeichnet werden kann.

E s  gibt aber noch einen dritten Sinn, den man der F rag e  
nach den Grenzen des zweiten H auptsatzes unterlegen kann und 
gerade mit dieser letzten Form ulierung der F ra g e  hat sich der 
Vortragende vor einigen Jahren zu beschäftigen begonnen,*) 
Außer durch geringe Elernentenzahl des System s und durch Ge
ringfügigkeit der betrachteten Prozesse muß es zunächst als im 
Bereiche der M öglichkeit liegend, angesehen werden, daß auch 
die Natur des System szustandes selbst trotz größerer Teilchen
zahl und endlicher, ins Spiel kommender Energiem engen den 
Anlaß zu Abweichungen gibt. D iese 3. A rt  von Abweichungen, 
die w ir jetzt ins A uge fassen wollen, bezieht sich allerdings nicht 
auf die Abw eichung der V orgänge vom zweiten Satz, sondern 
auf die Abweichung der für die geltende Form  des zweiten 
H auptsatzes grundlegenden Gleichung von der wirklichen V e r
teilungsfunktion. W ir müssen uns hier, auf den Beginn unserer 
Ausführung zurückgreifend, daran erinnern, daß die W ahrschein
lichkeitsverteilung nach der grundlegenden Form el

nur gewonnen werden konnte unter A nw endung der S tirlin g ’schen

Form el in ihrer aufs höchste abgekürzten Gestalt. (2V7 =

In einer Notiz aus dem Jahre 19 19  habe ich dargelegt, w as 
der physikalische Inhalt der hier gebrauchten N äherung ist. Die 
thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit nach Planck, W  .

gibt an, w ieviel individuelle Verteilungen dasselbe V erteilungs
gebilde realisieren. Insoferne, als das eine ganze Zahl, u. zw. 
in allen praktischen Fällen natürlich eine außerordentlich große 
Zahl ist, so ist die thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit 
Plancks nicht eine mathematische W ahrscheinlichkeit in gewöhn
lichem Sinne, sondern ein Maß für die relative W ahrscheinlich-

*) A b l e i t u n g  d e s  E n t r o p i e s a t z e s  o h n e  S t i r l i n g s c h e  F o r 
me l ,  Phys. Zeitschr. 20, 19 19 , S. 12 . Ü b e r  di e  A n n ä h e r u n g  de r

E n t r o p i e f o r m e l  $  =  _  & jy  

d. D. phys. Gesellsch. 19 19 , Seite 236.

Berliner Berichte
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keit eines Zustandes im Vergleich zu anderen Zuständen. Im 
Gegensatz hiezu kann man den Betrachtungen eine andere W ahr
scheinlichkeit zu Grunde legen, die w ir, um uns verständigen zu 
können, im Folgenden „D ie W ahrscheinlichkeit der individuellen 
Erfü llun g”  oder kurz die „individuelle W ahrscheinlichkeit”  W . ^

nennen wollen. W. . g ib t an, wie groß die mathematische 
ind

W ahrscheinlichkeit dafür ist, daß gerade irgendeine b e s t i m m  
t e individuelle V erteilung das gegebene Verteilungsgebilde 
realisiert.

W ir wollen nun den Gedankengang der folgenden Ü ber
legung kurz vorwegnehm en. E s  erweist sich, daß die W ahr
scheinlichkeit der individuellen Verteilung, das R e z i p r o k u i n  
d e r  P l a n c k s c h e n  t h e r m o - d y n a m i s c h e n  W a h r  
s c h e i n l i c h k e i t  ist und es zeigt sich, daß man die individu
elle W ahrscheinlichkeit auf 2 Arten berechnen kann. Erstens 
auf eine strenge, aber mühsame A rt und die so berechnete indi
viduelle W ahrscheinlichkeit ergibt sich in vollkom m ener Ü ber
einstimmung mit dem exakten Ansatz für die Plancksche thermo
dynamische W ahrscheinlichkeit, deren reziproker W ert sie ist.

Zweitens auf eine außerordentlich einfache A rt, die aber eine 
gewisse, und zw ar wohldefinierte Vernachlässigung in sich birgt 
und diese letztere A rt der Ableitung führt zu dem identischen 
Ausdruck, den man auch erhält, wenn man zunächst den strengen 
Ansatz für die Plancksche W ahrscheinlichkeit anschreibt, dann 
aber die V ernachlässigung einführt, die sich durch Anwendung 
der Stirlingschen Form el in ihrer gekürzten G estalt ergibt.

Zur anschaulichen und kurzgefaßten D arstellung gehen wir 
von einem noch einfacheren Beispiel als von dem vorigen aus. 
Es seien N =  5 Elem ente gegeben und dieselben seien nur zweier 
verschiedener Zustände fähig, somit z =  2. W ir fragen nach der 
W ahrscheinlichkeit des Verteilungsbildes, welches dadurch ge
kennzeichnet ist, daß sich 2 Elem ente im ersten und 3 Elem ente 
im zweiten Zustand befinden. Die Plancksche thermo-dyna- 
mische W ahrscheinlichkeit ist in diesem Falle

irr -in
T̂ therm =  2 !  3 !  10

W ir bestimmen nun die mathematische W ahrscheinlichkeit der
individuellen E rfü llu n g W . Die W ahrscheinlichkeit dafür.

ind
daß das erste der 5 Elem ente sich im Zustande 1 befindet, ist 
21/5. E s  sind ja  2 F älle  günstig und 5 Fälle  möglich. Daß dann 
ein bestimmtes herausgegriffenes Elem ent sich auch noch im 
Zustande 1 bei der gegebenen Verteilung befindet, dafür ist jetzt 
die W ahrscheinlichkeit nur mehr I1/4, denn es steht ja  nur 1 gün
stiger 4 möglichen Fällen  gegenüber. Daß dann die 3 noch
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übrig gebliebenen Elem ente sich säm tlich im Zustand 2 befinden, 
ist bei dem gegebenen Verteilungsbild s i c h e r .  Die W ahr
scheinlichkeit ist somit in diesen 3 letzten Fällen  sämtlich gleich
1. Die Gesam twahrscheinlichkeit ist das Produkt der E in zel
wahrscheinlichkeiten, somit gleich

2/5 1 / 4 1 1 1  =  1/ 1 0.
W ie man sieht, ist tatsächlich die mathematische W ahr

scheinlichkeit der individuellen E rfü llu n g  eines Zustandes (1/10) 
reziprok der Planckschen thermo-dynamischen W ahrschein
lichkeit.

Man kann nun die W ahrscheinlichkeit der individuellen E r 
füllung auch auf noch eine andere W eise feststellen. D ie W ahr
scheinlichkeit dafür, daß sich irgendein ins A u ge gefaßtes indi
viduelles Teilchen gerade in einem bestimmten Zustande befindet,

ist wi =  denn es stellt ja  Nj die Teilchenzahl vor, die sich
N

wirklich in dem betrachteten Zustande befindet, also die Zahl der 
günstigen Fälle, dagegen N die Gesam tzahl der Teilchen, 
entspricht der Zahl der möglichen Fälle. Betrachten w ir nun 
ein zweites individuelles Teilchen, so ist die W ahrscheinlichkeit 
dafür, daß auch dieses sich im gleichen Zustande befindet, wieder 
gleich Wj somit die zusammengesetzte W ahrscheinlichkeit dafür, 
daß die Nj Teilchen sich im i-ten Zustandsgebiete befinden,

gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, also w, 
und wenn w ir diese Betrachtung in der gleichen W eise fortsetzen, 
so erhalten w ir schließlich für die W ahrscheinlichkeit, daß das 
gegebene Verteilungsbild durch eine bestimmte, individuelle 
Anordnung realisiert ist, den Ausdruck

WM  "  TT
Das ist aber w irklich genau der reziproke W ert der Planckschen 
thermo-dynamischen W ahrscheinlichkeit, freilich nicht derjenige, 
der dem strengen A nsatz entspricht, sondern der angenäherte, 
den man unter Anw endung der Stirlingschen Form el erhält. 
Während es sich aber nicht überschauen läßt, welche physikali
sche, sachliche Bedeutung die gebrauchte N äherung durch die 
Stirlingsche Form el beinhaltet, erkennen w ir sofort, worin die 
U ngenauigkeit bzw. Abweichung besteht, welche bei der jetzt 
gegebenen Betrachtung den Ausdruck für die „W ahrscheinlich
keit der individuellen E rfü llu n g“ liefert. Bei der A bleitung 
haben w ir nämlich die einzelnen E reign isse als voneinander un
abhängig betrachtet. N ur dann nämlich ist die zusammengesetzte 
W ahrscheinlichkeit gleich dem Produkt der Teilw ahrscheinlich
keiten. Dies trifft jedoch natürlich nicht zu, sondern das V orhan
densein der bereits eingeordneten Elem ente in bestimmten Zu
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ständen schränkt die Möglichkeiten für die anderen Elem ente 
bezüglich ihrer A ufteilung auf die Zustände ein. E s  liegt hier 
derselbe Unterschied vor, der bei der Berechnung der W ahr
scheinlichkeiten eines Losgew innes auftritt, je nach dem, ob die 
bei aufeinanderfolgenden Ziehungen dem Glücksrade entnomme
nen Zahlen nach jeder Ziehung wieder in das Glücksrad zurück
gelegt werden oder nicht. Im ersten F alle  bildet die Reihe der 
nacheinander gezogenen Zahlen eine Kom plexion mit W iederho
lung, in letzterem eine Kom plexion ohne W iederholung. In 
unserem früheren Beispiel mit den zwei Zustandsklam m ern, auf 
welche 5 Individuen so zu verteilen sind, daß sich in der 1. K am 
mer 2 und in der 2. Kam m er 3 Individuen befinden, erhalten w ir 
für den (unstrengen) Ausdruck der Planckschen W ahrschein- 
keit statt des W ertes 10

Die mit H ilfe der Stirlingschen Form el berechnete W ahrschein
lichkeit fällt somit stets z u  g r o ß  aus. Berechnen w ir in unse
rem Beispiel die W ahrscheinlichkeit der individuellen E rfü llun g 
unter der Voraussetzung der U nabhängigkeit der E inzelgescheh
nisse von einander, so hätten w ir erhalten

D ie „individuelle W ahrscheinlichkeit”  ergibt sich unter der (un
berechtigten) Annahm e der U nabhängigkeit der Einzelereignisse, 
somit unter allen Umständen z u  k l e i n ,  ebenso wie die P lanck
sche thermo-dynamische W ahrscheinlichkeit unter der (unge
nauen) Anw endung der Stirlingschen Form el stets z u  g r o ß  
sich ergibt.

Einen ersten Versuch, numerisch die Abw eichung zwischen 
der strengen und der hier gekennzeichneten Berechnung festzu
stellen, habe ich unter der Annahme gem acht, daß die Zahl der 
Zustände, welche für die betrachteten Elem ente verfügbar sind, 
außerordentlich groß ist gegenüber der selbst sehr großen Zahl 
der Individuen. E s  kann verm utet werden, daß diese Annahme 
bei entsprechend hohen Tem peraturen erfüllt sein kann. U nter 
dieser Voraussetzung läßt sich berechnen, w ie groß die W ahr
scheinlichkeit dafür ist, daß jedes der vorhandenen N Elem ente 
sich in einem anderen der z Zustände befindet. Ich habe diese 
W ahrscheinlichkeit die ,,W  a h r s c h e i n l i c h k e i t  d e r  
N i c h t - K o i n z i d e n z ”  genannt. Sie ist gegeben durch den 
Ausdruck

5

je tz t: — ----- - =  etwa 2 9
o

2 3

3 4 27 108
25 125 3125
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und dieser Ausdruck nimmt, wenn die Zahl der Zustände z der 
Größenordnung nach gleich der Größenordnung von N 2 ist, den 
W ert Y-i an. In diesem Falle  ist also die Annahme absoluter 
Nichtkoinzidenz der Zustandsverteilung über die Teilchen nicht 
unwahrscheinlicher als ihr Gegenteil. D ie Ausführung der Rech
nung hat Folgendes gezeigt: D ie Annahme, welche bedeutet, daß 
der gesam te Nenner in dem genäherten Ausdruck für die P lanck
sche W ahrscheinlichkeit gleich i w ird, liefert eine prozentuelle 
Abweichung der berechneten Entropie vom wiahren W ert der 
Entropie, die sich in zwei Grenzen einschließen läßt. F ü r eine 
Teilchenzahl gleich der molaren Loschm idtschen Zahl ( io 24) sind 
diese beiden Grenzen der prozentuellen Abweichung und
5 % ; die Abw eichung des wahren W ertes der Entropie von der 
iogarithmischen W ahrscheinlichkeit des Zustandes ist in dem ge
kennzeichneten F alle  somit sicher größer als

D am it sind die drei verschiedenen Grenzen angedeutet, die 
für die Gültigkeit des zweiten Satzes bestehen. Sie beruhen, wie 
wir gesehen haben, einmal auf extrem  geringer Teilchenzahl des 
System s, einmal auf extrem  geringer Größe des betrachteten P ro 
zesses, schließlich aber auch auf gew issen extremen System zu
ständen. *

Den im Vorausgegangenen entwickelten B e griff der mathe
matischen W ahrscheinlichkeit für ein gegebenes individuelles 
Verteilungsbild kann man nun konsequent auch zur D arstellung 
der E n t r o p i e  e i n e s  G a s e s  a l s  G a n z e n  verwenden. 
Bezeichnen w ir als Entropie eines Gases den Logarithm us der 
Zahl aller von einander verschiedener Verteilungsbilder, so 
haben w ir zunächst über die Produkte

zu summieren. Ob w ir hiebei die Summation nur über die V er
teilungsbilder großer W ahrscheinlichkeit erstrecken oder aber 
über alle möglichen Verteilungen, erscheint im allgemeinen un
wesentlich, da bekanntlich die Zahl der wahrscheinlichen V e r
teilungsbilder der Größenordnung nach außerordentlich über
wiegt. Die so gefundene Summe

gibt nun die Anzahl der individuellen Erfüllungen aller m ög
lichen, mit dem Gesam tzustand E  vereinbaren Verteilungsbilder. 
Um nun hieraus die Anzahl der nicht individuell, sondern saeh-

*) K. Lichtenecker, Ber. d. sächs. Akad. d. Wissensch. L X X V I 1  
Sitzung vom 7. Dezember 1925.
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lieh verschiedenen Verteilungsm öglichkeiten exakt zu gewinnen, 
haben w ir jeden Summanden noch durch die Anzahl der V er
tauschungsm öglichkeiten der N Elemente, also für h o h e  Tem 
peraturen, für welche die Mehrfachbesetzung-en eines Zustands
gebietes zu vernachlässigen sind, durch N ! zu dividieren.

Som it erhalten w ir dann für die dem Logarithm us der A n
zahl der sachlich verschiedenen, mit dem Gesam tzustande E  
verträglichen Verteilungsm öglichkeiten proportional gesetzte 
Entropie

s -  k lg ^  ( n„  ̂< y 1

NI
1st dagegen die Tem peratur t i e f ,  d. h. befinden sich nicht bloß 
absolut, sondern auch relativ viele Elem ente in gleichen E le 
m entargebieten der Energie, so ist der Nenner, durch den w ir 
zu dividieren haben, kleiner als N ! Dann trifft genau das zu, 
w as Schrödinger *) sag t: ,,D am it zwei M oleküle ihre Rolle tau
schen können, müssen sie doch wirklich verschiedene Rollen 
haben, andernfalls haben w ir solche Zustände bei der früheren 
Abzählung ja  gar nicht als verschieden gezählt.

Ist schließlich beim Herabgleiten auf der Tem peraturskala 
•  N •

der Punkt erreicht, wo w . =  __ l_  gesetzt werden darf,
1 N 

N !
so lautet der Nenner I J  N  ! un<̂  dieser Ausdruck ist jetzt

1 • ~ N - durchaus berechtigterweise zu approximinieren durch 77 wi 1

Som it ist der einzelne Summand unter dem Summationszeichen 
gleich 1, das heißt, w ir haben die Anzahl der Verteilungen n 
abzuzählen, die mit dem gegebenen Gesam tzustande (E n er
g ie  =  E ) verträglich sind und es w ird also

S =  k lg n (I II)
im Sinne der Entropiedefinition nach A. E i n s t e i n  und A.  
S  c h i d 1 o f.

F ür  m i t t l e r e  Tem peraturen schließlich, die zwischen den 
beiden besprochenen extremen Fällen liegen, ist der Ausdruck 
im  Nenner gegeben durch die Zahl der individuellen Perm uta
tionsm öglichkeiten, bezogen auf die gegenseitige Anordnung 
der N Elem ente allein. E s  ist also gerade das, w as w ir am E in 
gang unserer Untersuchungen als W therm, als die therm o
dynam ische W ahrscheinlichkeit des einzelnen Zustandes bezeich

*) E. Schrödinger, Sitzungsbericht d. Preuss. Akad. d. Wissensch. 
X X I V ,  S. 434, 1925.
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net haben. W ir erhalten somit als allgem einsten Ausdruck für 
die Entropie eines Gases

« -  *• *  2
the rm

Derselbe umfaßt alle bisher gegebenen, für einzelne Tem pe
raturgebiete zutreffenden Entropieansätze in sich, indem er sie 
als Spezialfälle enthält.

In seiner neuesten Abhandlung: ..E ine neue statistische
Definition der Entropie”  *) definiert M ax P lanck die absolute 
Entropie S eines nach außen abgeschlossenen, also mit einer be
bestimmten Energie E  behafteten physikalischen Gebildes

S =  k lg P
Dabei bezeichnet P  die Anzahl aller stationären Zustände des 
Gebildes, deren Energie den B etrag  E  nicht übersteigt. Die 
unter dem Logarithm us stehende Größe ist somit das, w as man 
unter dem neuerdings von M ax Planck durch P bezeichneten 
B egriff zu verstehen haben wird.

D am it erledigt sich wohl endgültig der in der L iteratur g e 
führte Streit, ob in dem Ausdruck für die Entropie eines idealen 
Gases im Nenner der Faktor N ! einzuführen ist oder nicht. 
Man erkennt dabei, wrelches M ißverständnis die hierin sich 
widersprechenden Behauptungen hervorgerufen hat. Wenn die 
einen die Notwendigkeit des Nennerfaktors mit Recht verteidi
gen, so haben die anderen mit Recht sich gegen die E inführung 
dieses N ennerfaktors gewehrt, solange der Zähler allgemein 
durch die P lanck ’sche thermodynamische W ahrscheinlichkeit 
und der Nenner ohne Rücksicht auf den Zustand des Gases (E) 
durch N ! definiert war.

*) Max Planck, Sitzungsberichte des Preuss. Akad. d. Wiss. X X I V  
S. 442, 1925, ausgegeben am 4. September 1925.
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