Beitrdge zur Theorie der Finslerschen Rdume und
der affinzusammenhingenden R&ume von Linien-
elementen.

Von Otto Varga.
(Auszug aus einer Dissertation. Referent: Prof. Berwald.)

Der erste Ahschnitt der Arbeit ist dem Minkowskischen Raum
gewidmet. Der leitende Gedanke ist dabei der, da ein solcher Raum
ein affiner Raum von Linienelementen ist, in dem jeder Richtung
eine euklidische Metrik zugeordnet ist.

Im zweiten Abschnitt werden die affinzusammenhéngenden Riume
von Linienelementen und der Finslersche Raum behandelt. 1) Fir
letzteren wird die Cartansche Theorie auf eine nene Weise hergeleitet.

Affinzusammenhingend soll eine -Mannigfaltigkeit von Linien-
elementen (x, x) heiflen, in der das invariante Differential eines
Vektors (&) (der, wie iiberhaupt alle auftretenden Grofen, in Bezug
auf ein Linienelement (x, x) definiert sein muB) beim Ubergang zu
einem heliebigen henachbarten Linienelement (x+dx, x+dx) Kompo-
nenten von der Gestalt hat

(1) DE=d& +C (xx grax + I} = x &dx! (i=1,2,.. n).
‘Wenn
@ DE-o (=12, n)

ist, so heifit der Vektor (£) parallel tibertragen. Man fordert also
Linearitit in den 2n Zuwichsen dxi, dxi einerseits und anderseits
Linearitdt in den n Vektorkomponenten &'. Durch die Forderung

(8) Ci xf=o

sinkt die Anzahl der unabhingigen Funktionen G} auf n3—n2
Der affinzusammenhéingende Raum hesitzt zwei Torsionstensoren

@ Gy (x X) Ta= I} — I'"p

und drei Kriimmungstensoren

1) Wegen des Zusammenhanges zwischen Minkowskischen and Finslerschen
Raumen vgl. L. Berwald ,Uber Finslersche und verwandte Riume“ Zprivy
o0 druhém sjezdu matematikd zemi Slovanskych, Praha 1934.
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In (4) und (5) ist
© =TIy - G, x™ I

und Cimy bedeutet eine kovariante Ableitung, die man durch (1)
leicht erkliren kann. Zu den Tensoren (4) und (5) kommt man durch
Anwendung Cartanscher Methoden 2), zu den Tensoren (5) auch durch
eine naheliegende Verallgemeinerung der Methode, die zu den Kriim-
mungstensoren im Riemannschen Raum fiihrt 3).

Es werden dann spezielle Réume besprochen, die durch das
Verschwinden folgender Tensoren gekennzeichnet sind:

a) Zix =0 b) 2l =x 2, =0
) T, =0 d) 2 =0,Ty =0
e) P =0 f) Ply=x P, =0

Als Anwendung der Theorie der affinzusammenhingenden Riume
von Linienelementen wird jetzt der Finslersche Raum (aufgefaBt als
Mannigfaltigkeit von Linienelementen) behandelt.

Der Abstand ds zweier unendlich benachbarter Punkte (x) und
(x+ dx) wird erkldrt durch

%) ds = L (, dx)

2) Siehe dazu E. Cartan ,Les espaces de Finsler* Actualités scientifiques
et industrielles 79, Paris, Hermann & Co. 1934, insbes. Seite 14.

3) Siehe etwa T. Levi-Civita ,Der absolute Differentialkalkiil“, deutsche
Ausgabe von A. Duschek, Berlin, Springer 1928, insbes. Seite 90—94.
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wo L eine in den dx' von erster Dimension positiv homogene und
positive Funktion bedeutet, von der vorausgesetzt wird, daB sie
stetige partielle Ableitungen der ersten 4 Ordnungen besitzt und
daf die quadratische Form

el LR )
(®) ddx' odxk XX
der Hilfsverinderlichen X! X" fiir alle zuldssigen Wertesysteme

dx! positiv definit ist.
Es handelt sich dann darum, durch geeignete Forderungen in
dem Finslerschen Raum

A. jedem Linienelement (X, X) eine positiv definite quadratische
MaBbestimmung zuzuordnen, die nur von L (X, X) und ihren
Ableitungen abhingt.

B. einen affinen Zusammenhang einzufiihren, dessen Komponenten
Ci, und I} ebenfalls nur von L (X, X) und ihren partiellen Ab-

leitungen abhingen.

Wir kénnen hier nicht auf Einzelheiten eingehen und erwihnen
blo, dafi die weiteren Entwicklungen sich wesentlich auf Unter-
suchungen von A. Winternitz stiitzen. ) Fir die MaBbestimmung
ist dann bestimmend der symmetrische Tensor

2 2
©) g (59 = % )
0x 0x

fiir die Komponenten der Paralleliibertragung ergibt sich

17}
(10) Ckli =7, ('))ikl (Ckli = By Cfl)
og. 0g, Og oG
1) Ty %y %8 %) o 4O
( il ( ox!  ox¥  ox! " oox"
oG”
+ Cyy ——
W o

(Fkil = 84 Fﬁ)
wobel

@ (hLY) ., 6(hLY

(12) 2 G, = 2g, G = om o X g
Aus den Tensoren (4) und (5) ergeben sich wegen der Forderung
der Homogenitit O-ter Dimension in Bezug auf (X) durch Multipli-

9 A. Winternitz, ,Uber die affine Grundlage der Metrik eines Varia-
tionsproblems®. Sitzungsber. d. Preuss. Ak. d. Wiss. 1930 S. 457—469.
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kation mit L (X, X) die entsprechenden Tensoren im Finslerschen
Raum. 5)

Aufler der Vertauschungsregel fiir zweite kovariante Ableitungen
behandeln wir schlieflich noch die Winkelmetrik und zwar wird
der Winkel zweier benachbarter Linienelemente (X, X) und (x + dx,
X 4+ dX) erklirt.

5) E. Cartan, a. a. O, S. 32 ff.

Untersuchungen iiber Finslersche Raume.
Von Johannes M. Wegenenr.
(Auszug aus einer Dissertation. Referent: Prof. Dr. L. Berwald.)

Die vorliegende Arbeit behandelt einige Fragen aus der Theorie
der Finslerschen Riume!). In einem solchen Raum ist die Entfernung
zweier benachbarter Punkte (x!, ..., x") und (x!+dx% ..., x*+dx")
durch eine entsprechenden Differenzierbarkeitsbedingungen geniigende
Funktion
) ds=L(x', ..., x"; dx!, dx") =L (x, dx)
gegeben, die in den dx' positiv-homogen von erster Dimension ist.
E. Cartan®) hat gezeigt, dal man einen Finslerschen Raum als
Mannigfaltigkeit von Linienelementen mit euklidischem Zusammen-
hang auffassen kann, und hat auf Grund dieser Auffassung eine
Theorie der Finslerschen Riume entwickelt.

I. Zwei- und dreidimensionale Finslersche Raume.

Aus der allgemeinen Theorie von Cartan wurde zunichst die
Theorie der zweidimensionalen Riume hergeleitet, die Cartan schon
frither auf anderem Wege aufgestellt hatte®). Die Geometrie dieser
Réume wird durch zwei Invarianten I und K bestimmt, von denen
die erste his auf einen Zahlenfaktor mit der bei L. Berwald!) als
Hauptskalar bezeichneten Grdfle identisch ist und die Torsion des
Raumes bestimmt, wihrend die zweite der von A. L. Underhill ein-
gefithrte Kriimmungsskalar ist?). Zu den von Cartan®) angegebenen

1) P, Finsler, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen metrischen
Riumen, Diss. Gottingen 1918.

2) E. Cartan, Les espaces de Finsler, Paris 1934. Alle im Texf ohne
weitere Erklirung auftretenden Gréfen sind mit den bei Cartan gleichbezeich-
neten identisch.

3) E. Cartan, Sur un probléme d’équivalence et la théorie des espaces
métriques généralisés, Mathematica 4 (1930), S. 124—136.

4) L. Berwald, Uber zweidimensionale allgemeine metrische R#ume,
Crelles Journal 136 (1927), 8. 191—222.

5 A. L. Underhill, Invariants of the fanction f(x,y,x',y') in the
calculus of variations, Trans. Amer. Math. Soc. 9 (1908), S. 316—338.
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