Ueber die Erzeugnisse projektiver linearer
Kreisreihen,
Yon
Dr. . Stiner in Frauenfeld.

1. Der franzosische Geometer F. de Jonquicres tithrte im
dgahr 1861 den Begrift Inder einer Kurvenreihe ein’) Kr
definierte als Index [ einer einfach unendlichen Kurvenreihe
die Anzahl derjenigen Kurven der Reihe, welche durch einen
beliebigen Punkt gehen. Ferner stellte er den Satz auf, daB
das Frzeugnis einer Kurvenreihe von der Ordnung #, und
dem Index [/, und einer dazu projektiven Reihe von der
Ordnung n, und dem Index 7, eine Kurve ist von der Ord-
nung n, I,—n, I,.

Sind die beiden projektiven Kurvenreihen Kyeisreilen,
so ist ihr Erzeugnis eine Kurve von der Ordnung 2 2y -+—I,_>).
Im Folgenden soll das Erzeugnis von 2 projektiven linearen
Kreisreihen untersucht werden.

Es sei ein fester Punkt § angenommen und durch diesen
eine feste Gerade x. Ist M ein beliebiger Punkt von 2z und
SM =y, so konstruiere man um M als Mittelpunkt einen
Kreis, dessen Radius gleich ist 4. p, wo £ fiir alle Punkte
von 2 dieselbe positive Konstante bedeutet. Auf diese Weise
entstehen einfach unendlich viele Kreise. Je 2 derselben liegen
dahnlich beziiglich S als Aehnlichkeitszentrum. Die so definierte
Reihe von Kreisen heil3t eine Lineare. Ist & < 1, so haben
alle Kreise der Reihe 2 reelle gemeinschaftliche Tangenten

*) Théorémes généraux concernant les courbes géométriques planes
> f ; S, e
d’un ordre quelconque. Journal de Liouville, Avril 1861,
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durch § und % ist gleich dem sinus des halben von diesen
Tangenten eingeschlossenen Winkels. Ist & =1, so beriihren
sich sdmtliche Kreise der Reihe in §; die Reihe geht also
dann iiber in ein Biischel von Kreisen. Ist endlich £ > 1, so
haben alle Kreise der Reihe 2 imaginire gemeinschaftliche
Tangenten durch §: dieser Punkt ist also dann im Innern
aller Kreise der Reihe.

Ist auBer dieser ersten Reihe noch eine zweite gegeben
durch die Bestimmungselemente S, ' und #', so ist eine
projektive Zuordnung der Kreise der ecinen Reihe zu denen
der andern méglich, wenn man den Punkten M von 2 die
Punkte M’ von 2" projektiv zuordnet. Die beiden so definier-
ten Kreisreihen sind vom Index 2; das Krzeugnis obiger pro-
jektiver Zuordnung ist demnach eine Kurve achter Ordnung,
deren Haupteigenschaften entwickelt werden sollen.

Man kann zu diesem Zweck mit Vorteil rdumliche An-
schauungen beniitzen.

2. Die Ebene der Kreisreihen sei die Bildebene einer
orthogonalen Parallelprojektion. Die Kreise der einen Reihe,
z. B. diejenigen der zweiten, konnen dann betrachtet werden
als Projektionen der Querschnitte eines schiefen Kreiskegels
K? mit den zur Bildebene parallelen Ilbenen. Aus der ersten
Kreisreihe liBt sich dann eine andere Flidche ableiten in
folgender Weise: K und K' seien ein Paar korrespon-
dierender Kreise beider Reihen. K sei die Pro-
jektion des Querschnittes K™ von K? mit einer
Ebene K parallel der Bildebene. Man konstruiert
nun in der Ebene & denjenigen Kreis K* dessen
Projektion K ist. Macht man diese Konstruktion fiir
alle Paare korrespondierender Kreise KK, so er-
fiilllen die Kreise K* eine gewisse Iliche F.

Die Projektion der Durchdringungskurve von
F und K* auf die Bildebene ist das gesuchte Er-
zeugnis der beiden projektiven Kreisreihen.

Es ist also notwendig, die Fldche I'" ndher zu unter-
suchen.

3. Legt man durch den Punkt S, eine Gerade, so ist
diese zu betrachten als Projektion der 2 Erzeugenden des
Kegels K2, welche in der projicierenden Ebene jener Geraden
liegen. Jede dieser Erzeugenden enthélt die Originalpunkte
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im Raume zu homolog liegenden Punkten der Reihe dhnlich
liegender Kreise A'. Legt man ebenso eine Gerade s durch
den Punkt S, so tritt die Frage auf: Welche Kurven werden
nach Art. 2 erzeugt durch die Originalpunkte im Raum zu den
2 Reihen homolog liegender Bildpunkte, welche durch die Reihe
der Kreise K ausgeschnitten werden auf s. (v. Fig. 1) Oder:
Sind K, K, K, ... die Kreise der Reihe, die s einerseits in
der Punhhmho (r (r, (r, ... und anderseits in der Punktreihe
H Hy Hys . schnoldon, welche Kurven werden dann er-
zeugt durch die nach Art. 2 konstruierten Originalpunkte
G * (_’ *GyF L. und I FILF ][ *...  Essoll gezeigt werden,

da& der Olt yon (r k(r * (r ... cine gleichseitige Hyperbel
ist, deren eine Asy mptot‘e senkrecht zur Bildebene ist, ebenso
der Ort von H H.* 1[ # .. Um dies zu beweisen hat man

sich nur die J\onbtrul\hon dl&‘b{“‘l Punkte zu vergegenwiirtigen.
Der Ort von (r;* wird gefunden, wenn man in G; die )01male
¢; zur Bildebene errichtet und diese schneidet mit der Ebene
F;. Die Ebene £J; trifft die projicierende Ebene von ¢ nach
einer Geraden ¢;; der Schnittpunkt von g; und ¢; ist G;*
Sind nun MM, M, M, ... and I° M, M, ... die Mittelpunkte

der botroﬂondon Iuelbo und ’I[ E ]l[' * ... die Original-

punkte zu M M, M, ..., s0 l)mtpllen foloondo Pr OJ(‘I\fl‘. itiiten :
() I U )~+ ((r (r, by « s ) = (M, M, My .. )=

M, M, M,..)= (Jf # ) DI = (&, E, L:; e =

— ({jl By By v « )

Daraus folgt:

(F1 9295 -+ ) = (6,66 .. .).

Ebenso erhilt man

(N, Iy by . ):(""‘33-'-)

Die Punkte G * und ff beschreiben also je eine gleich-
seitige Hyperbel: &* und 9*, deren eine Asymptote p(u(\.llel
zur Bildebene und deren andere Asymptote normal zur Bild-
ebene ist. Die zur Bildebene parallele Asymptote von G*
wird erhalten, wenn man zu dem wunendlich fernen Strahl
9 die entsprechende Gerade e konstruiert, d. h. sie liegt in
der Ebene FJ, desjenigen Kreises ()™, welcher dem unendlich
fernen Kreis der ersten Reihe entspricht. Dieselbe Gerade e
ist auch Asymptote der Hyperbel $*. Die zur Bildebene
senkrechte Asymptote von &* ist derjenige Strahl g, welcher
dem wunendlich fernen Strahl e, in den beiden projektiven
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Biischeln entspricht. Dieser Strahl ¢ wird erhalten, wenn man
zur Bildebene die Senkrechte errichtet im Schnittpunkt &+ von
s mit demjenigen Kreis R der Reihe, welcher dem unendlich
fernen Kreis der zweiten Reihe entspricht. Die zur Bildebene
senkrechte Asymptote der Hyperbel £* wird in derselben
Weise erhalten, wenn man zur Bildebene die Senkrechte er-
richtet im Schnittpunkt 7 von s mit dem Kreis R.

Die beiden Kreise ¢ und R, welche fiir die beiden
projektiven Kreisreihen eine ebenso bedeutende Rolle spielen o
wie die Gegenpunkte von 2 projektiven geraden Punktreihen,
sollen in Zukunft die Gegenkreise der 2 projektiven Kreisreihen
genannt werden.

Durch die analoge Betrachtung zeigt man, daf die Mittel-
punkte I * M,* ML* . .. der Kreise K A,* K% ... auf einer
gleichseitigen Hyperbel liegen, fiir welche die Schnittlinie der
Ebene I, mit der projiciecrenden Ebene iiber der Centrale »
die eine Asymptote und die Normale zur Bildebene im Mittel-
punkt des Gegenkreises £ die andere Asymptote ist.

Man erkennt aus dem Vorhergehenden, daB jede Ibene
P durch S, normal zur Bildebene, die F in 2 gleichseitigen
Hyperbeln schneidet. Die beiden Hyperbeln haben eine gemein-
same Asymptote, die Schnittlinie von P mit der Iibene I, des
Kreises @"*; die beiden andern Asymptoten sind die Schnitt-
linien von P mit dem Rotationseylinder tiber dem Gegenkreis £.
Alle so entstehenden Hyperbeln gehen durch den Punkt S¥,
den Originalpunkt zu S.

Es folgt somit: Die Fldche F' ist eine Fliche
vierter Ordnung, F,, fiir welche der Punkt 8% und
der unendlich ferne Punkt 0 _ der Normalen zur
Bildebene Doppelpunkte sind. Der Tangentialcylin-
der des letztern Punktes ist der Rotationseylinder
iiber dem Kreis B. Die unendlich ferne Gerade der
Bildebene ist eine Selbstberiithrungsgerade der
Fldache; die zugehorige Asymptotenebene ist die
Ebene E,.

Die imagindren Kreispunkte der Bildebene sind dreifache
Punkte der Fliche. Durch jeden dieser Punkte gehen auBer
der Selbstbertihrungsgeraden noch 2 einfache Gerade der F,.
Von diesen 4 einfachen Geraden liegen 2 in der unendlich
fernen Ebene; ihr Schnittpunkt ist der Punkt D . Die beiden
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andern liegen in der Parallelebene durch S* zur Bildebene;
ihr Schnittpunkt ist S*.

F, hat auBer den angegebenen Singularititen noch
2 singulire Tangentialebenen : die Normalebenen zur Bildebene
iitber den 2 gemeinsamen Tangenten der Kreisreihe beriihren
die I, je lings einer gleichseitigen Hyperbel. Diese beiden
Tangentialebenen sind reell fiir & <Z7, sie sind konjugiert

imaginiir fiir £ > 1 und sie fallen zusammen fir ' = 1. Im
- letzten Falle ist jedoch die Fliche ', nicht mehr allgemein;

sie zerfillt in die Ebene £, und in eine Fliche dritter Ordnung.
- Fig. 2 soll ein Bild der Fliche geben fir £ <<1. AuBer
der Projektion auf die Ebene der Kreisreihe ist noch gezeichnet
der Schnitt der I, mit der Normalebene zur Bildebene durch
die Centrale = der Kreisreihe, welche Ebene eine Symmetrie-
[lbene der Fliche ist. Es sind dargestellt: die Hyperbel der
Mittelpunkte ;% der Kreise K;*, die Hyperbel der Punkte
G; ¥ und die Hyperbel der Punkte I;*. Man erhilt eine
bequeme Vorstellung der Fliche, wenn man iiber jeder Strecke
G* 1% als Durchmesser einen Kreis K;* konstruiert, dessen
[ibene zur angenommenen Querschnittebene senkrecht steht.

4. Durch einen beliebigen Punkt P* der F, geht ein
Kreis und eine gleichseitige Hyperbel, deren Ebenen zu einander
senkrecht sind. Mit Hilfe dieser beiden Kurven kann man fiir
einen beliebigen Punkt P* die Tangentialebene konstruieren.
Dieselbe ist bestimmt durch die Kreistangente und die Hyperbel-
tangente in diesem Punkt. P* ist der Originalpunkt zu einem
Punkt P der Bildebene; K sei der Bildkreis, dessen Original-
kreis K* durch P* geht. Dann ist die Tangente in P an K
die Projektion der Tangente in P* an K¥*. Die Verbindungs-
linie PS ist die Projektion der Hyperbeltangente. Nimmt
man nun, was im Folgenden immer vorausgesetzt werden soll,
die Ebene I, des Kreises ()™ als Bildebene, so kann man
in einfacher Weise den DurchstoBpunkt 7' der Hyperbel-
tangente mit der Bildebene angeben. Beriicksichtigt man
- nimlich den Satz, daB der Berithrungspunkt einer Iyperbel-
- tangente der Mittelpunkt des durch die Asymptoten auf der
Tangente begrenzten Segmentes ist, so folgt fiir 7' die Kon-
struktion: wenn P der zu P homologe Punkt auf dem Gegen-
kreis B in der Aehnlichkeit der Kreise K und R beziiglich
S ist, so ist der symmetrische Punkt zu Py in Bezug auf P
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der gesuchte DurchstoBpunkt 7. Die parallele Gerade durch
T zur Tangente in P an K ist die Spur der Tangentialebene
in P* an I, auf der angenommenen Bildebene F.

5. Zwei einfache Konstruktionen der F, migen noch
entwickelt werden. Hs wurde gezeigt, daf der Schnitt der I
mit einer Ebene P durch S, normal zur Bildebene, aus 2
gleichseitigen Hyperbeln besteht, fiir welche die Schnittlinie
P I, eine gemeinsame Asymptote ist; die beiden andern
Asymptoten sind die Schnittlinien von P> mit dem Rotations-
cylinder tiber dem Gegenkreis . Nun sind bei einer Hyperbel
die Segmente zwischen den Asymptoten und der Kurve ein-
ander gleich. Da beide Hyperbeln durch den Punkt S* gehen,
so ergibt sich unter Anwendung des obigen Satzes folgende
Konstruktion der F,: s sei ein beliebiger Strahl des
Biindels vom Scheitel S*; er treffe den Rotations-
eylinder iiber dem Kreis £ in den Punkten C, und
C,, die Ebene £, in dem Punkte Z. Konstruiert man
auf s 2 Punkte P, und P,, so daB S*C, gleich und
gleich gerichtet ist mit ZP, ebenso S*C, gleich und
gleich gerichtet mit ZP,, so liegen P, und P, auf F|,.

Dadurch erscheint F), als Spezialfall einer interessanten
Gruppe von Flidchen vierter Ordnung.

Durchlduft der Punkt C; (¢ = 1,2) auf dem Cylinder einen
Kreis, dessen Ebene X also parallel I, ist, so durchliduft P;
einen Kreis auf F,, dessen Ebene X* zu X parallel ist und
von ihr einen Abstand « hat, der gleich und gleich gerichtet
ist mit der Entfernung des Punktes 5% von der Ebene Iy,
Es ergibt sich daraus folgende neue Konstruktion der I :

Es seien angenommen ein fester Rotationseylin-
der und ein fester Punkt §* Eine Ebene X senk-
recht zu den Erzeugenden des Cylinders schuneidet
aus dem Cylinder einen Kreis, welchen man aus S*
auf eine Ebene X* projiciert, die zu X parallel ist
und von ihr einen nach GroBe und Richtung ge- ._4
gebenen Abstand @ hat. Wenn man diese Konstruk-
tion fiir alle Ebenen ¥ macht, so erfiillen die proji-
cierten Kreise die Fldche F,.

Durch diese Konstruktion ergibt sich auch der Tangential-

kegel des Doppelpunktes S*. Die Ebene X, welche von S*
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die Entfernung — « hat, schneidet den Cylinder in einem Kreis,
welcher die Leitkurve des gesuchten Tangentialkegels ist.

Aus der ersten in diesem Artikel entwickelten Konstruk-
tion ergeben sich auch in einfacher Weise die 4 Schnittpunkte
der I, mit einer beliebigen Geraden durch die Schnittpunkte
eines Kreises mit einer Hyperbel.

6. Es soll in diesem Artikel noch kurz gezeigt werden,
wie die I, analytisch zu behandeln ist. Zu dem Zweck soll
= ein rechtwinkliges Koordinatensystem folgendermaBen festgesetzt
werden: Die Ebene 2y soll zusammenfallen mit der Ebene £
der Kreisreihe; die Centrale » der Kreisreihe sei die 2-Axe
und der Ursprung des Koordinatensystems soll zusammenfallen
mit dem Punkt S. Zur Ableitung der Gleichung der Fliche
kann man dann direkt ausgehen von der in Artikel 2 ge-
gebenen Definition der F,: Man konstruiert iiber jedem Kreis
der Reihe einen senkrechten Cylinder und schneidet diesen
Cylinder mit einer ihm projektiv zugeordneten Parallelebene
zur Koordinatenebene zy. Der Ort der so entstehenden Quer-
schnittkurven ist die 17,

Die Gleichung eines Kreises in der Ebene zy, welcher
der Reihe angehort, lautet

(r—pi = (1)
wo p die Abscisse des Mittelpunktes und % die charakteristische
Konstante der Kreisreihe ist. Im rdumlichen Koordinatensystem
stellt (1) die Gleichung des senkrechten Cylinders iiber dem
Kreis der Reihe dar. Bei variablem p stellt die Gleichung
die Gesamtheit der Cylinder iiber den Kreisen der Reihe dar.
Zu jedem Wert des Parameters p gehort ein und nur ein
‘CUylinder der Reihe und umgekehrt.
Die Gleichung einer Ebene parallel zy lautet

g=J\ (2)
Auch hier sind die Ebenen parallel zy in eindeutiger Weise
mit dem Parameter A verbunden.

Sollen nun die Cylinder der Reihe diesen Ebenen projektiv

zugeordnet sein, so muBl zwischen den Parametern . und p
eine bilineare Gleichung bestehen
oA+ BA+yp428=0
Setzt man fest, daB die 8 folgenden Parameterpaare korrespon-
dierende sein sollen
1
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o=l , A==0
=00 Ae=(
=0 , A=00,
so geht die Projektivititsgleichung iiber in
AQp—>b)+ab=10 (3)

Diese Projektivititsgleichung hat folgende geometrische
Bedeutung: r=pn, y=0, z= XA sind die Koordinaten des
Mittelpunktes desjenigen Kreises, welcher durch die Ibene
z =, aus dem korrespondierenden Cylinder der Reihe ge- *
schnitten wird. Die Gleichung (3) sagt aus, daB der Ort dieses
Mittelpunktes eine gleichseitige Hyperbel ist, welche die Gerade
z =0 und die Gerade x= 0 zu Asymptoten hat und die s-Axe
in einem Punkt schneidet, welcher die IEntfernung « vom
Ursprung des Koordinatensystems hat.

a

Durch Elimination von A und p aus den Gleichungen
(1), (2) und (3) ergibt sich die Gleichung der F:
(xz—bz+ab)!+y?e> — k202 (z2—a)> =0 (4)
Die Gleichung kann auf die Form gebracht werden
Cp2—Cyp. Cu=0 (5)
wobei C, =& (r—b)-t-ab
C, =kb(z—a)-yz=z(kb-+y)—Lab
C',=kb(z—a)—yz=z2(kb—y)—Fkab
Die Polynome C,, C, und (', gleich Null gesetzt stellen
demnach gleichseitig-hyperbolische Cylinder dar; die Erzeugen-
den des ersten sind parallel zur y-Axe, diejenigen der beiden
andern sind parallel zur r-Axe. Alle 3 Cylinder haben die
Ebene xy zur einen Asymptotenebene.
Aus Gleichung (5) folgt, dak ¥, betrachtet werden kann
als Enveloppe der folgenden Reihe von Flichen zweiten Gradess
Ce+ 2iC, 4+ C, =0 (6)
wobei ¢ einen Parameter bedeutet. Jede Iliche dieser Reihe -
ist ein gleichseitig-hyperbolischer Cylinder, dessen eine Asym-
ptotenebene die Ebene =0 ist.
Bedeutet 7 einen beliebigen festen Parameterwert, so be- -
stehen fiir die Punkte der Durchdringungskurve der dem Wert
{ entsprechenden Fliche C der Reihe mit ihrer unendlich
benachbarten Fldche die 2 Gleichungen
C!, -Ji— b b pasil i
C, -i— {. Cj, == UJ
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Durch die Durchdringungskurve dieser beiden Flichen
geht auch die Fliche
| Tt %) (o T2
welehe sich zusammensetzt aus der Ebene
Ebene

== {

)

L S

=0 und aus der

P=yd—2K4+)F2—Lkt?)=0 (7)
Man hat also den Satz: Die Fliche
C=C,- 2iC, +¥C, =0

berithrt die F', lings der doppelt gelegten unendlich fernen
Geraden der Ebene ry und nach einer gleichseitigen Hyperbel,
deren Ibene gegeben ist durch die Gleichung (7). Diese
Gleichung ist in ¢ quadratisch; daher gehéren zu jeder Kbene
durch die z-Axe 2 Flidchen der Reihe, d. h. jede Ebene durch
die z-Axe schneidet I, nach 2 gleichseitigen Hyperbeln.

Die Untersuchung der letztern Querschnitte wird wohl am
einfachsten, wenn man mit der urspriinglichen Gleichung (4) eine
Umformung vornimmt. Setzt man I—k?*=7,? so liBt sich die
Gleichung (4) auf die Form bringen

P (@ -yt — 20z 41,20+ 2k, abz ;‘_' — Ky &)+ (kyab)? =0
i B -

oder ,{ 2

! + Y2004k, %b —"(/%H g b) } s

b (1/.1 —kbz 4k, (r[)) ==}

oder endlich

(re—k2bek2ab)’—2 (e —k 2y =10 (8)

Die Gleichung der I, 1iBt sich also auf die Form bringen

F2—2’H=0 (9)

wo =0 und I =0 Flichen zweiten Grades darstellen.

Dies ist zugleich die charakteristische Form der Gleichung
einer Fliche vierter Ordnung, fiir welche der Querschnitt von
z=0 und =0 ein Doppellegelschnitt ist. Im vorliegenden
Fall stellt G =0 einen gleichseitig-hyperbolischen Cylinder
dar, welcher 2z =0 zur einen Asymptotenebene hat. Es folgt
hieraus, daf der Doppelkegelschnitt der ¥, aus 2 unendlich
benachbarten unendlich fernen Geraden besteht. Die Fliche
H =0 zerfallt im vorliegenden Fall in die beiden Ebenen

' Vs
Yy= 1T ———. s
Y L Vg &
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Aus (leichung (8) folgt, daB diese beiden Ebenen singulire
Tangentialebenen der Flidche sind; sie berithren die F| lings
den beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche sie aus dem
‘ylinder G-=0 schneiden.

Um nun den Schnitt der F'| mit einer durch die z-Axe
cgchenden Ebene zu untersuchen, setze man in Gleichung (38)
y=az,

dann geht die Gleichung iiber in
(zx—L2bz+k2ab)® — (A .22)* =0
wobei A=Vi® —atf®

Der Querschnitt der F, mit der Ebene y=wxx besteht
also aus den 2 Kegelschnitten, welche die Ebene aus den
folgenden Fléichen zweiten Grades schneidet:

2 {(I +A). . 2—FE720 } +hrab=0

Z { (1—A).x—Fk2b ! +%,2ab=0

)

Die beiden Gleichungen stellen 2 gleichseitig-hyperbolische
Cylinder dar, fiir welche 2=0 eine gemeinschaftliche Asym-
ptotenebene ist. Die Gleichungen der 2 andern Asymptoten-
ebenen werden erhalten, wenn man die Linearfaktoren des
Ausdrucks

(1+a?)a>—2bx+ k203
gleich Null setzt. Hieraus ergibt sich eine andere Konstruktion
der beiden zur z-Axe parallelen Asymptoten des Querschnittes:
der Cylinder der am Anfang dieses Artikels betrachteten Reihe,
welcher dem Parameter p =20 entspricht, hat die Gleichung
(x—b)>+y*> = k>b?

Zur Bestimmung der Mantellinien, in welchen dieser
Cylinder von der Ebene y = geschnitten wird, bekommt
man dann die Gleichung

(14 ) > —2br+520>=0

D. h. die zur z-Are parallelen Asymptoten der beiden
gleichseitigen Hyperbeln in der Ebene y =axx sind die in
dieser Ibene liegenden Erzeugenden des obigen Cylinders. '
Da die beiden andern Asymptoten der 2 gleichseitigen Hyperbeln
zusammenfallen in die Schnittlinie von y = a2z mit z—=0 und
beide Kurven die z-Axe schneiden in dem Punkt, welcher vom
Ursprung die Entfernung a hat, so ist durch diese Angaben
der Querschnitt der F, mit der Ebene y = ax vollig bestimmt.

7
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Die Konstruktion der F,, welche aus der Betrachtung
dieser Querschnitte folgt (Artikel 5), fithrt ohne Schwierig-
keiten zur Dmbtellung der Koordinaten eines Punktes der
Flache als Funktionen von 2 Parametern.
Zu bemerken ist noch, daB die Umformung, welche zu
Gleichung (8) gefiihrt hat, nicht moglich ist fiir £, = 0, d. h.
— 1. In diesem Fall hat man eine Reihe von sich berithren-
den Kreisen und die F, zerfillt in die Ebene #=0 und in
die Fliche dritter Ordnung
g (22 -y?)— 20 (2
7. In der nachfolgenden Untersuchung braucht man die
erste Polarfliche der F, fiir den wunsndlich fernen Punkt der
z-Axre, d. h. fiir den Doppelpunkt D der ¥ . Diese Fliche
P, kann analytisch oder geometrisch unteraucht werden. Die
bequemsto Gleichungsform ergibt sich aus Gleichung (8) des
vorigen Artikels, naml.ch
P=(Ga—k bz 4k ab) (x—k,20)—z (B x> —F,2y?) =0
Diese Gleichung ist erfullt fiir:
1) gr—=Fk bz 2ab =0 und z
D. h. P, enthilt 2 unendlich ferne unendllch benachbarte
Gerade in der Ebene # =0 oder F,. Die Lbene F ist also
eine singulire Tangentialebene der ooquchton Flache.
2) r—h*b=0 und =0
D. h. P, enthiilt (hc' Gerade der Ebene 7y von der
Gleichung »—1% 20 =10. Diese ist die Polare des Ursprungs S
in Bezug auf den Gegenkreis R.
3) ge—Fk*bz+k2ab=0 und K*2>—F y*=0
D. h. P, enthilt die beiden Hyperbeln, nach denen F|
von den 2 singuliren Tangentialebenen berithrt wird.
4) @ m—k =1 und Kra®—k 2y =0
D. h. P, onlh&Lt auch die zur Ebene xy senkrechten
Asymptoten der unter 3) erwihnten Hyperbeln.
AuBzerdem hat P, die imaginiren Kreispunkte der Ebene
xy zu Doppelpunkten “und die Verbmdunoshmon dieser beiden
Punixte mit dem Doppelpunkte D _, smd 2 der Fldache an-
gehorige Gerade.
Diese Eigenschaften ergeben sich auch geometrisch einfach.
Eine Gerade senkrecht zur Ebene xy schneidet F, auBer
im Doppelpunkt D, noch in 2 weitern, im allgemeinen im
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Endlichen liegenden Punkten. Der Ort der Mitten der durch
diese Punktpaare begrenzten Strecken ist die I'ldche P,. Aus
dieser Definition ergeben sich auch die oben gefundenen Geraden
und Kurven. Fir die Darstellung der Fliche ist von Wich-
tigkeit, daB sie von jeder Parallelebene zu [ geschnitten
wird in einem Kreis und in der allen diesen Ebenen gemein-
samen unendlich fernen Geraden. Die Mittelpunkte dieser
Kreise liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, welche mit
der Hyperbel der Mittelpunkte M;* der I, die Asymptoten a
gemein hat. Ueberdies halbiert die neue Hyperbel die zur
Ebene 4, parallelen Segmente der ersten Hyperbel zwischen
der Kurve und der zu £, senkrechten Asymptote.

Séamtliche Kreise der P, stiitzen sich auf die unter 4)
konstruierten beiden Geraden. Die Projektionen dieser Kreise
auf die Ebene FJ, bilden daher ein Kreisbiischel, dessen Basis-
punkte die Beriihrungspunkte der aus § an den Gegenkreis
I gelegten Tangenten sind.

Fig. 2 gibt eine Anschauung der Fliche P,. Die Kurve
(C,) ist ihr Schnitt mit der Normalebene zu I durch ..
Konstruiert man iiber jeder Sehne 7'V als Durchmesser einen
Kreis, dessen Iibene parallel 74, ist, so erfiilllen diese Kreise
die P,.

IR.

8. Nach den im vorigen Abschnitt gemachten vorbereiten-
den Untersuchungen bietet nun die eigentliche Aufgabe keine
wesentlichen Schwierigkeiten mehr. Das Erzeugnis der beiden
projektiven Kreisreithen X und K’ ist nach Artikel 2 die
Orthogonalprojektion der Durchdringungskurve achter Ordnung
R, des Kegels zweiten Grades K? mit der Fliche vierter
Ordnung F, auf die Ebene 15, also eine Kurve achter Ord-
ning C.

Die imagindren Kreispunkte der Ebene /4, sind dreifache
Punkte der Kurve Eg, weil I, dreifach und K2 einfach durch .
diese Punkte gehen. Die unendlich ferne Ebene trifft R, in
2 weitern, einfachen Punkten; es sind die 2 weitern Schnitt-
punkte der Linien aus D_, nach den imaginiren Kreispunkten
der Ebene F, mit dem Kegel K2. Da die Projektionen dieser
beiden Punkte aus D auf F ebenfalls in die imagindren

b
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Kreispunkte fallen, so ergibt sich, daB diese Punkte vierfache
~Punkte der C sind.

Die 8 Schnittpunkte der € mit einer beliebigen Geraden ¢
der Ebene ZJ, ergeben sich so: Die Normalebene durch ¢ zu
£, trifft ¥, in einer Kurve C, von der vierten Ordnung und
den Kegel A* in einem Kegelschnitt. Die Projektionen der
Schnittpunkte der €, mit diesem Kegelschnitt sind die ge-
suchten Punkte. €, ist eine rationale Kurve, denn sie hat
einen Bertthrungsknoten im unendlich fernen Punkt von g und
einen gewohnlichen Doppelpunkt in der Richtung senkrecht
zu ¢. Die Asymptote des Berithrungsknotens ist die Linie g,
die Asymptoten des Doppelpunktes sind die Senkrechten zur
Ebene ZJ, in den Schnittpunkten von ¢ mit dem Gegenkreis E.
Geht ¢ durch S oder S;, so reduziert sich die Aufgabe achten
Grades auf 2 Aufgaben vierten Grades. Wenn némlich g
durch S geht, so 1en‘allt C, in 2 gleichseitige Hyperbeln.
Man hat also dann die \(,hmttpunkte eines bellebloen Kegel-
schnittes mit 2 gleichseitigen Hyperbeln zu bestimmen. (mht J
durch §,, so zerfillt der Kegelschnitt in ein Linienpaar. Man
hat also dann die Schnittpunkte von 2 geraden Linien mit
einer C, zu suchen.

Interessant ist die Bestimmung der Schnittpunkte der
Verbindungslinie 8§, mit ;. Diese Aufgabe achten Grades
reduziert sich auf 4 quddl(msche L\ufgaben man hat 2 gleich-
seitige Hyperbeln mit 2 Geraden zu schneiden. Es sind also
4 mal die Doppelpunkte von 2 vereinigten projektiven Punkt-
reihen zu bestimmen. Die Bestimmungselemente dieser 4 Paare
von vereinigten projektiven Reihen auf SS = s lassen sich
durch folgende Ueberlegung finden: Der Gegenkreis ¢ ist
die Schnittkurve des Kegels K? mit der Ebene I ; er werde
von s geschnitten in don Punkten @', und @',. X’ sei der
entsprechende l\rels der zweiten Reihe zum Nullkreis S der
elston Reihe, ¢”, und o', dessen Schnittpunkte mit s, wobei

g’, der homolooe Punkt Au @', und g, der homologe Punkt
zu ), sein soll Dann sind die 4 vereinigten projektiven
Reihen folgendermaBen bestimmt:

1) R, und @', sind Gegenpunkte, S und o’ 1 ein Paar,
j

2) Rﬂ n (t)1 n n b L‘S ” G ] ” ” ?
o r

'3) R1 " (L)Q » ” ) S " G ” n o3
| ] \ 2

‘i‘) Rz 9 ‘)._.) ” L 3 “S ” G 2 n n b
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Sind 1, 1% I,1,*% I,1,* I 1* die 4 Paare von Doppe l
punkten, so heqtohon also die Beziehungen: I, R, =", I'*
Iy Boe= Q7 B3 I By =@ s L% I, B, =@, L*

9. ]umsz’) zrl. tion rl’m f’rm(/ente tin einem f’unlzfc P der O,
Die Tangente ¢ in einem Punkt P der €, ist die PmJe]\hon
der J"fuwento £ im Punkt P* an die R,. Sie ist also die
Projektion der Schnittlinie der I‘anuenrlalohene in P* an den
Kegel K? und der Tangentlalebene in demselben Punkt an
F,. Nun konnen leicht die Spuren dieser Tangentialebenen .
auf der Ebene I, angegeben werden. Is sei R der homologe
Punkt zu P auf dem Gegenkreis B und Q" der homologe
Punkt zu P auf dem Gegenkreis ()’. Die Tangente in Q' an
" ist dann die Spur der Tangentialebene in P* an K2, Nach
Artikel 4 findet man die Spur der Tangentialebene in P*
an F, wenn man durch den symmetrischen Punkt zu it
Bezug auf P die Parallele zieht zur Tangente in R an den
Kreis R. Der Schnittpunkt dieser 2 Spuren ist der Durch-
stoBpunkt der Tangente ¥ mit der Ebene £, also ein Punkt
der gesuchten Tangente ¢. Denkt man sich die Kreise K der
ersten Reihe als Projektionen der Querschnitte eines Kegels
mit den zur Bildebene parallelen Ebenen und die Kreise K
der zweiten Reihe als Projektionen der Querschnitte derselben
Ebenen mit einer I, so ergibt sich ein mneuer Punkt der
gesuchten Tangente, wenn man die Tangente in R an den
Kreis R schneidet mit der Parallelen zur Tangente in 2" an den
Kreis @ durch den symmetrischen Punkt zu Q" in Bezug auf P.
(v. Fig. 3.) Aus diesen beiden Tangentenkonstruktionen ergibt
sich eine neue, welche symmetrisch ist in Bezug auf beide Kreis-
reihen: Man konstruiert die Tangenten in P an die
Kreise K und XK', aus denen P entstanden ist, ebenso
in ® die Tangente an den Gegenkreis R und in Q
die Tangente an den Gegenkreis §'. Dann bilden
diese 4 Tangenten ein Parallelogramm. Die Tangente
¢t in P an C, ist die Parallele zu der nicht durch P
gehenden Diagonale dieses Parallelogrammes. -

Andere Tangentenkonstruktionen ergeben sich, wenn man
den DurchstoBpunkt von #* nicht mit der Ebene Z, sondern
mit andern zu £, parallelen Ebenen bestimmt. s eignen

sich hiezu hauptsiichlich die Parallelebenen durch S* und S;*
zu

0°
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Iis ergibt sich beispielsweise die folgende andere Tangenten-
konstriktion: L sei der Mittelpunkt der Strecke Q. Man
ziehe durch den Punkt §, die Parallele zu L P bis zum
Schnitt mit PS. Die Parallele durch diesen Schnittpunkt zur
Tangente in P’ an K trifft die Parallele durch &, zur Tangente
in > an K’ in einem Punkt der gesuchten Tangente ¢.

Oder allgemeiner: Man ziehe durch irgend einen Punkt
von PS, die Parallele zu L, P bis zum Schnitt mit PS. Die
Parallele durch diesen Schnittpunkt zur Tangente in P an K
trifft die Parallele durch den angenommenen Punkt zur Tangente
in I’ an K’ in einem Punkt der gesuchten Tangente in .
Analog, wenn man ausgeht von einem beliebigen Punkt der
Geraden PS.

Zu bemerken ist noch, daB die Kurve €, 4 vierfache
Tangenten hat, die 2 Paare gemeinsamer Tangenten der
2 Kreisreihen.

10. Die 6 Doppelpunkite der C,. Es wurde gezeigt, daB
die imaginiren Kreispunkte vierfache Punkte der €, sind.
Es soll bewiesen werden, dal die Kurve auBerdem noch
6 Doppelpunkte besitzt. Um die Anzahl der Doppelpunkte
der €, zu bestimmen, hat man die Anzahl der scheinbaren
Doppelpuniite der R, zu suchen beziiglich des angenommenen
Projektionszentrums, d. h. beziiglich des Punktes D, . Oder
mit andern Worten: man hat zu bestimmen die Anzahl der
Bisekanten der R, welche durch den Punkt D), gehen.

Ein Strahl ¢ durch das Projektionszentrum trifft die F',
auier in D in 2 weitern Punkten A4 und 4,, welche im
allgemeinen im Endlichen liegen. Derselbe Strahl o trifft den
Kegel K? in 2 Punkten B und B,. Der Mittelpunkt der
Strecke A4, sei A, dann ist der Ort von A die erste Polar-
fliche des Projektionszentrums beziiglich der F, also eine
Fliche dritter Ordnung P, (Artikel 7). Der Mittelpunkt der
Strecke BB, sei B; dann ist der Ort von B eine Ebene, die
Polarebene I’ des Projektionszentrums beziiglich des Kegels K2.
Unter den Strahlen durch das Projektionszentrum gibt es
einfach unendlich viele, fiir welche die beiden Punkte 2 und 3
zusammenfallen. Diese Strahlen erfiillen eine Cylinderfliiche,
deren Leitkurve der Querschnitt von P mit P, ist, also eine
Cylinderfliche dritter Ordnung. Zu den Erzeugenden dieser
Fliche gehoren auch die gesuchten Bisekanten der fi;. Die
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Schnittkurve dieses Cylinders mit der Projektionsebene £, geht
also durch die Doppelpunkte der C,. Die so entstchende Kurve
dritter Orduung I', soll heiBen: die Kurve der scheinbaren
Doppelpunkte. Sie kann auch betrachtet werden als Projektion
des Querschnittes von P mit P,.

Die Kurve I‘.; hat mit (J 24 Punkte gemein. Von
diesen fallen 12 in die imaginiren Kreispunkte, wie folgende
Ueberlegung zeigt: Nach A,l’[]kel 8 sind die imaginiiren Kreis-
punkte del' ]1'0Je1\t10nsebone dreifache Punkte der £, und “
vierfache Punkte der O, weil noch je ein Punkt der I
die Kreispunkte projiciert wird. Die imaginiren [\1elapunkte
sind also eine Vereinigung von je einem dreifachen Punkt
mit 3 scheinbaren Doppelpunkten. Die Kurve ', muls daher
in den imagindren Kreispunkten eine Berithrung zweiter Ord-
nung haben mit der Projektion desjenigen Zuges der I,
welcher nicht in Wirklichkeit, sondern bloB in der Projektion
durch die Kreispunkte der Projektionsebene geht. Die ima-
gindren Kreispunkte absorbieren also 2(3--3) Sehnittpunkte
von [y und C,. Die Anzahl der Doppelpunkte von € ist
also 1 (‘74——] 0} = 6. Die C, ist somit vom (reschlecht p = 3.
Lis to]gt hieraus nach einem Satz von Harnack!, daB (he
Kurve aus vier geschlossenen Ziigen bestehen kann. Diese
Eigenschaft ergibt sich iibrigens durch die bloBe Rauman-
schauung.

11. Es handelt sich noch um die Konstruktion der Kurve
1',. Sie ist die Projektion des Querschnittes der Polarfliiche
P, mit der Polarebene P auf die Ebene F. Diese Projektion
liBt sich in einfacher Weise aus den auf der Ebene FE,
gegebenen (réfen konstruieren. »

Eine beliebige Iibene I parallel F, schneidet P, nach
einem Kreis U* (untl nach einer unendheh fernen G‘rumden)
und die Polarebene P nach einer Geraden *. Dieser Strahl ?
v* ist die Polare des FuBpunktes der Senkrechten aus der
Kegelspitze §;* auf der Ebene F in Bezug auf denjenigen
Kreis K™, welcher durch die Ebene Z aus dem Kegel K* -~
geschnitten wird. U* und »* schneiden sich in 2 Punkten,
deren Projektionen auf ['; liegen. Nun sind durch die Ebene

Ueber die Vielteiligkeit der ebenen algebraischen Kurven.
Mathematische Annalen, Band X,
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Fdie Kreise U* und die Geraden »* einander projektiv
zugeordnet. Die Projektionen der Kreise U* bilden nach
Artikel 7 ein Biischel, dessen Grundpunkte G, und G, die
Berithrungspunkte der Tangenten aus S an den Gegenkreis
£ sind. Die Projektion der Geraden +*, also die Linie v,
ist die Polare des Punktes S| in Bezug auf den Kreis A,
die Projektion des obigen Kreises X . Die siimtlichen Linien

bilden also ein Biischel von Parallelen. Das Biischel der
Kreise {7 und das Biischel der Geraden » sind projektiv;
ihr Erzeugnis ist die Kurve I',. Man kann 3 Paare dieser
Projektivitit angeben:

1) Dem Kreis U, durch den Punkt § entspricht die Polare
v; des Punktes S, in Bezug auf denjenigen Kreis X‘
der zweiten Reihe, welcher dem Nullkreis S der ersten
Reihe entspricht.

2) Dem Kreis 0/, = IV entspricht als v, der unendlich ferne
Strahl des Biischels. Dieser Kreis bertihrt also I'y in
den imaginiiren Kreispunkten. Sein Mittelpunkt ist der
Doppelbrennpunkt von I',. Dieser Punkt ist nach Artikel
10 auch ein singulirer Brennpunkt der C,.

Dem unendlich 01'0[3011 Kreis U, des Bu,s(,helb entspricht
als v, die l’ol(ue von 8, in Be.ausg auf den Gegenkreis §)’.
Die Elemente U, Lmd v, sind die Querschnitte der
Projektionsebene £, mit der Flache P, und mit der
Ebene . Die Gerade v, ist die reelle Asymptote der
Kurve; ihr lahﬂ()llfld[pml t ist der Schmittpunkt der
Geraden v, und U,. (v. Fig. 4.)

Durch diese 3 Paare ist die Projektivitit der beiden
Biischel bestimmt; von ', kennt man dadurch schon mehr
Elemente als zur Bestimmung notwendig sind.

12. In ebenso einfacher Weise ldBt sich eine zweite
Kurve 1''; konstruieren, welche durch die gesuchten Doppel-
punkte ooht Betmchtet man nidmlich die Ixrelse K der ersten
Reihe «l]b Projektionen der Querschnitte eines Kegels mit
den zur Bildebene parallelen Ebenen und die Kreise K der
zweiten Reihe als Projektionen der Querschnitte einer I
mit denselben Ebenen, so zeigt die analoge Ueberlegung,
daB die Doppelpunkte der C, auf einer neuen Kurve dnttel
Ordnung liegen, welche ebenf’ﬂls dargestellt werden kann
als Eueugum eines Kreisbiischels und eines dazu projektiven

o
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Biischels von unter sich parallelen Strahlen. Die Kreise U’
des meuen Biischels gehen durch die Bertihrungspunkte der
Tangenten aus S, an den Gegenkreis ‘. Die Strahlen v’
des neuen Biischels sind die Polaren des Punktes S in Bezug
auf die Kreise K der ersten Reihe. Die 3 Paare entsprechen-
der Elemente (7' »', welche die Projektivitit bestimmen, sind
die folgenden:

1) U’, sei der Kreis des Biischels, welcher durch S| geht;
diesem entspricht die Polare ¢’ von S in Bezug auf P
den Kreis X, der ersten Reihe, welcher dem Nullkreis
S, der andern Reihe korrespondiert.

2) Dem Gegenkreis ()’ = U’, entspricht der unendlich ent-
fernte Strahl des Biischels als »,’. Der Mittelpunkt
dieses Kreises ist demnach der Doppelbrennpunkt der
Kurve I, und zugleich ein singuldrer Brenmpunkt der C.

3) Dem unendlich groBen Kreis (7', des Biischels entspricht
als v’y die Polare von § in Bezug auf den Gegenkreis
E. Es ist also die TvelblndunUshmc G, G, -Al die
reelle Asymptote von ", und dm %hmttpunl\t der Gre-
raden U, und o', ist der zugchorige Tangentialpunkt. e
Damit ist auch die Kurve I" . \()H.bt‘.l.ndlg bestimmt.

Die Kurven I';, und I, sind zirkular und haben den-
selben Tangentialpunkt fiir die reellen Asymptoten. Die
6 iibrigen gemeinsamen Punkte dieser beiden Kurven
dritter Ordnung sind die Doppelpunkte der C,.
Aus der I\OHbtlU.L.thll folgt, dal die 6 Doppelpunkte
der g, im allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitt liegen.
Sie heO'en auf einem Kegelschnitt, wenn dle Zentralen de1
beiden 1&1(,]:’1e1hen dl(—)b@]be hmhfung haben.
18. Wirkliche Doppelpunikite der I und Doppelpuniite
zweiter Art der C,. Die projektive Beziehung der beiden
Kreisreihen kann so spezialisiert werden, daB die Kurve C >
noch weitere Doppelpunkte, jedoch von anderem Charakter
als die bereits gefundenen, besitzt. Die gegenseitige Lage
der Flichen K? und F, kann derart sein, daB die Durch- -
dringungskurve I wirkliche Doppelpunkte aufweist. Die aus
solchen hervorgehenden Doppelpunkte der C; sollen Doppel-
punkte zweiter Art der C, genannt werden. Die Durch-
dringungskurve von 2 I‘la«,hen bekommt einen wirklichen
Doppelpunkt, wenn die beiden Flichen sich in einem Punkt
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berithren; d. h. wenn beide Flichen in einem gemeinsamen
Punkt dieselbe Tangentialebene haben oder wenn ein Doppel-
punkt der einen Fliche auf der andern Fliche liegt.

Die Kurve €, wird also Doppelpunkte zweiter Art be-
kommen, wenn die projektiven Kreisreihen so gewiihlt sind,
daB /', und A% in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangen-

fialebene haben oder wenn S* auf A* oder endlich S* auf
F, liept.

Der Fall, daB der Doppelpunkt D), auf K? liegt, kann
hier nicht in Betracht kommen, weil dann die Ordnung von
C, um 2 Kinheiten verringert wiirde.

Die Dbeiden letzten Kriterien fiir das Auftreten eines
Doppelpunktes zweiter Art sagen aus:

Wenn der Kreis X der zweiten Reihe, welcher dem
Nullkreis § der ersten entspricht, durch § geht, so ist § ein
Doppelpunkt der €, oder wenn der Kreis X, der ersten Reihe,
welcher dem Nullkreis S, der zweiten entspricht, durch S,
geht, so ist S, ein Doppelpunkt der C.. Es bleibt noch zu
untersuchen, welche Bedingung erfillt sein muf3, damit F,
und A7 in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangential-
ebene haben. Soll P* diese Eigenschaft haben, so miissen
durch 7 2 korrespondierende Kreise K und K’ der beiden
Reihen gehen, welche sich in P berithren. p sei die Tangente,
nach der die Beriithrung stattfindet. Ist R der homologe
Punkt zu P’ auf dem Gegenkreis 72, so ist die Parallele ¢
zu p durch den symmetrischen Punkt zu R beziiglich P die
Spur der Tangentialebene der I, in P* auf der Projektions-
cbene 74,. Die Verbindungslinie S; P muff in dieser Tangential-
ebene liegen; ihr DurchstoBpunkt muB sich somit auf ¢
befinden. Konstruiert man also den Gegenkreis ) so, dal3
er im Schnittpunkt von ¢ und S, I’ die Linie ¢ berithrt, so
haben K* und F, in P* eine gemeinsame Tangentialebene
" und dem zufolge C, in P einen Doppelpunkt zweiter Art.

Das Kriterium fiir einen Doppelpunkt zweiter Art ist also
folgendes: P ist ein Doppelpunkt zweiter Art fir C,
wenn die Kreise K und XK', aus denen P entstanden
ist, sich in diesem Punkt berithren und die Tangente,
nach der diese Bertihrung stattfindet, in der Mitte
liegt zwischen der homologen Tangente v des Gegen-

-

—
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kreises R und der homologen Tangente q° des Gegen-
kreises .

Durch das Vorhandensein eines Doppelpunktes P wird
das Geschlecht der € um eine Einheit reduziert.

Durch Vereinigung von Doppelpunkten zweiter Art mit
solchen erster Art konnen auch hohere Singularititen, nim-
lich dreifache und vierfache Punkte der C, hervorgebracht
werden. Die Untersuchung der einzelnen Iille ist interessant,
wiirde aber hier zu weit fithren. Kin Beispiel mag geniigen.
Es soll gezeigt werden, wie die Annahmen zu treffen sind,
damit C, die Punkte S, S, und einen beliebigen Punkt P zu
Doppelpunkten zweiter Art hat.

Fir diesen Fall muB3 also S* auf K? und S* auf I,
liegen; ferner miissen K? und /7, in P* eine gemeinsame
Tangentialebene haben.

Von der ersten Kreisreihe seien gegeben: S, der Gegen-
kreis R, der Kreis K, auf welchem P liegen soll und end-
lich der Kreis X, welcher dem Nullkreis S, der zweiten
Reihe entsprechen soll. Dann ist durch diese Angaben die
zweite Reihe zweideutig bestimmt.

Die Spitze S;* des Kegels A2 muB} liegen in der Tangential-

=3

ebene in P* an ¥, und auf dem Kreis X * dessen Projektion
Y, ist. Dieser Punkt ist also einer der beiden Schnittpunkte
der Tangentialebene mit X *. Man findet die Projektion
dieser Punkte durch folgende Ueberlegung: p sei die Tangente
von K in P, ¢ die Spur der Tangentialebene auf F,, »
die unendlich ferne Gerade der Ebene und endlich s die
Projektion der gesuchten Schnittlinie der Tangentialebene
mit der Ebene des Kreises X, *. Dann ist die letztere (erade
bestimmt durch die Projektivitit:
(G 7 8)= (KK BX.),
wobei K, der unendlich groie Kreis der Reihe ist. Das ’
Biischel der 4 Strahlen muB also zur Reihe der Mittelpunkte
jener 4 Kreise projektiv sein, wodurch s eindeutig bestimmt
ist, da alle andern Elemente bekannt sind. Schneidet man ;
jetzt s mit X , so ist einer dieser beiden Schnittpunkte der
gesuchte Punkt S,. Ks sei ferner o die Projektion der
Schnittlinie der Tangentialebene mit der Parallelebene zu K
durch den Punkt S;*. Zur Bestimmung von ¢ hat man die
Projektivitit:
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(P 7o 6 =(E K - RS)

5 ist dadurch eindeutig bestimmt. Verbindet man nun S|
mit L, so ist der Schnittpunkt dieser Linie mit g die Projektion
des DurchstoBpunktes der Linie S *P* mit der Parallelebene
zu I, durch den Punkt S* Konstruiert man also jetzt den
Kreis, welcher im Schnittpunkt von S, P mit ¢ die Linie ¢
berithrt und durch S geht, so ist dieser Kreis X', d. h. der-
jenige Kreis der zweiten Reihe, welcher dem Nullkreis S der
ersten entspricht.  Dadurch ist die zweite Kreisreihe den
Bedingungen der Aufgabe gemidfi bestimmt. Zu bemerken
ist noch, daB der Gegenkreis " die Linie ¢ im Schnittpunkt
mit der Linie S, P beriihrt.

Die hier entstehende (g ist rational. Wenn man diese
Kurve nach reciproken Radien transformiert und als Mittel-
punkt der Transformation einen Doppelpunkt der C, annimmt,
so erhiilt man eine spezielle Kurve sechster Ordnung mit
10 Doppelpunkten, wovon 2 in den imaginiren Kreispunkten
liegen. Iis ergibt sich hieraus eine verhéltnisméBig einfache
Konstruktion dieser ausgezeichneten Kurve sechster Ordnung.

14. Derjenige I'all ist noch besonders zu behandeln,
wo fiir eine oder fiir beide Kreisreihen die charakteristische
Konstante &= 1.

a) Fir die erste Kreisreihe sei £=1, fiir die zweite
Kreisreihe sei 4 == 1. Die zweite Reihe besteht aus Kreisen,
die sich im Punkt S, berithren; d. h. die Kreise bilden ein
Biischel. Der Index dieser Reihe ist = 1. Nach dem Satz
von de Jonquiéres ist demnach das Erzeugnis dieser zwei
Kreisreihen eine Kurve sechster Ordnung. Der Grund dieser
Reduktion der Ordnung des Erzeugnisses um 2 Einheiten
lifdt sich aus unserer Raumbetrachtung leicht erkennen. Der
Kegel K? hat im angenommenen Fall eine Mantellinie, welche
zur Projektionsebene senkrecht steht, d. h. der Doppelpunkt
D, der F, liegt auf dem Kegel K. Der Punkt D, ist
demnach ein wirklicher Doppelpunkt der E . Die Projektion
dieser R, ist eine Kurve sechster Ordnung, welche die Kreis-
punkte zu dreifachen Punkten hat und fiir welche S, ein
Berithrungsknoten ist. Weitere Doppelpunkte erster Art kann
diese €, nicht haben; sie ist also vom Geschlecht p = 2.

Durch Transformation nach reciproken Radien fiir S, als
T
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Mittelpunkt geht die Kurve iiber in eine C, mit einem un-
endlich fernen Doppelpunkt.

b) Haben beide Kreisreihen die charakteristische Kon-
stante £ =— 1, so kann man nach Artikel 6 die erste Reihe
betrachten als Projektionen der Querschnitte einer Iliche
dritter Ordnung I, mit den zur Bildebene parallelen Ebenen
und die zweite Reihe als Projektionen der Querschuitte eines
Kegels K? mit denselben Ebenen. Die Durchdringungskurve
beider Flidchen ist eine Kurve sechster Ordnung, welche in
den imagindren Kreispunkten der Ebene /4, und im Punkt
D, wirkliche Doppelpunkte hat. Die Projektion dieser Kurve
auf 14, also das Erzeugnis der beiden projektiven Kreisreihen,
ist eine bicirkulare Kurve vierter Ordnung, welche durch S
und S, geht und in diesen Punkten die Tangenten der beiden
Kreisreihen bertihrt.

[n den Fillen «) und ) kann man nach der allgemeinen
Methode noch Doppelpunkte zweiter Art erzeugen.

15. Eine lineare Kreisreihe kann auch zu andern Ge-
bilden erster Stufe in projektive Beziehung gesetzt werden,
vorausgesetzt, daB diese Gebilde rational sind. Im Anschlufy
an Artikel 14 soll hier das Krzeugnis dev projektiven Zu-
ordnung der Kreise einer linearen Reihe zu den Kreisen eines
beliebigen Biischels untersucht werden.

Die Kreise eines Biischels mit 2 getrennten Grundpunkten
konnen angesehen werden als Orthogonalprojektionen der Quer-
schnitte eines Hyperboloides /77 mit den zur Bildebene parallelen
Ebenen. Das Hyperboloid geht durch das unendlich ferne
Projektionszentrum und ist ein hyperbolisches, wenn die Grund-
punkte reell sind, ein elliptisches, wenn die Grundpunkte
imaginir sind. Die Grundpunkte & und L des Kreisbiischels
repriasentieren die Projektionen der 2 durch das Projektions-
zentrum gehenden Erzeugenden ¢ und / der Fliche. Die Kreise
der Reihe stellen dann wieder die Projektionen der Quer-
schnitte der zur Bildebene parallelen Ebenen mit einer [
dar. Die beiden Ilidchen F', und H* durchschneiden sich in
einer Kurve achter Ordnung, welche die imaginidren Kreispunkte
der Bildebene zu dreifachen Punkten und das Projektions-
zentrum D, zn einem Doppelpunkt hat. Die Projektion
dieser Kurve aus D, ist eine Kurve sechster Ordnung. Die i
imaginéiren Kreispunkte sind dreifache Punkte der Kurve, die
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beiden Punkte (+ und 1 sind Doppelpunkte. Weitere Doppel-
punkte erster Art kénnen nicht vorkommen. Die Kurve ist
also vom Geschlecht 2. - und I sind Doppelpunkte erster
Art, demn ¢ z B. schneidet I/, aulBer in D_, in 2 weitern
Punkten, welche der £, angehoren und deren Projektionen

in (r vereinigt liegen.
Die Tangente in einem Punkt I’ der €, wird erhalten
als Projektion der Tangente #* im entsprechenden Punkt P*
< an die Raumkurve ;. % ist die Schnittlinie der Tangential-
ebenen in P* an | und an H? Die Spur der Tangential-
ebene von F, in I auf der Bildebene [, wird nach Artikel 4
bestimmt als die Parallele zur Tangente in P an den Kreis K
durch den symmetrischen Punkt zum homologen Punkt 9 in
Bezug aut P. Die Tangentialebene in I’* an das Hyperboloid
wird am einfachsten bestimmt durch die 2 durch P* gehen-
den geraden Linien des Hyperboloides. Es sei @' der Kreis
des Biischels, welcher dem unendlich groBen Kreis der Reihe
entspricht, d. h. der Schnitt des Hyperboloides mit der Ebene £.
Die Projektionen der 2 Geraden des Hyperboloides durch
¥ sind die Verbindungslinien von £ mit den Grundpunkten
(+ und /1. des Bischels. Die zweiten Schnittpunkte dieser
Geraden mit dem Kreis )" sind die DurchstoBpunkte derselben
mit der Ebene /. Die Verbindungslinie der beiden letzten
Punkte ist die Spur der Tangentialebene des Hyperboloides
in der Ebene £F,. Wenn man diese Spur mit der frithern
schneidet, so erhélt man einen Punkt der Tangente in Pan C,.

Die Konstruktion der Spur der Tangentialebene des
Hyperboloides erleidet eine geringe Modifikation in dem Kall,
wo die Punkte (+ und L imagindr sind. Man findet dann
die genannte Spur, wenn man zur Verbindungslinie G I, be-
ziiglich P und die Polare von P beziiglich des Kreises @ den
vierten harmonischen Strahl konstruiert.

16. Zum SchluB dieses Abschnittes mochte ich noch
bemerken, daB die projektiven linearen Kreisreihen auch aus
- einem andern Gesichtspunkt betrachtet werden konnen. Die

eyklographischen Bilder 1) der Punkte einer geraden Linie er-
fiillen eine lineare Kreisreihe und umgekehrt kénnen die Kreise

) Man vergleiche: Fiedler, Cyklographie oder Konstruktion der
Aufeaben iitber Kreise und Kugeln, Leipzig 1382,
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einer lincaren Reihe stets als die cyklographischen Bilder der
Punkte einer Geraden aufgefaBt werden.

Die Paare entsprechender Kreise K A" von 2 projektiven
linearen Reihen konnen demnach angesehen werden als die
cyklographischen Bilder der Paare entsprechender Punkte von
2 projektiven geraden Punktreihen im Raum.

Man hat also den Satz: Der Ort der Schnittpunkte
der cyklographischen Bilder entsprechender Punkte-
paare von 2 projektiven geraden Punktreihen im .
Raumisteine Kurveachter Ordnung vom Geschlecht 3.

Mit Hilfe des Satzes von de Jonguicres 1dBt sich die
Ordnung der analogen Kurve bestimmen fir den Fall, dals
die projektiven Punktreihen auf Raumkurven beliebiger Ord-
nung N, resp. N, gegeben seien. Es ergibt sich der Satz:
Der Ort der Schnittpunkte der cyklographischen
Bilder entsprechender Punktepaare von 2 projek-
tiven Punktreihen auf Raumkurven von der Ord-
nung N, und N, ist im allgemeinen eine Kurve von
der Ordnung 4 (N,--N,).

Die Richtigkeit dieses Satzes geht daraus hervor, daB die
Indices der so entstehenden Kreisreihen gleich sind 2V, und 2N, .
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