
Convergenz der Kugelfunction-Reihen.

Von Prof. Dr. J. Frischauf.

Die voUkümmene Strenge des berühmten Dirichlet'schen

Convergenz-Beweises der Kugelfinictiou-Reihen wird seit

mehr als zehn Jahren nicht mehr anerkannt. Wenngleich

durch die Arbeiten von U. Diu/, FI. Bruiis mid K. Heine die

UnvoUkommenheiten dieses Beweises beseitiget wurden, so

dürfte dennoch eine vollständige Darstellung dieses Beweises

mit Benützung aller bis jetzt gewonnenen Vereinfachungen

der einzelnen Theile nicht ohne Interesse sein.^)

1.

Setzt man in dem Ausdrucke

4- = -y— „ ^ ^ = Po + Pl a + . . + Pu rj.'' + . .,T y 1 — 2a cos Y + a-
' ' ' ' '

welcher den Ausgang für die Theorie der Kugelfunctionen

bildet, 7. ^ e'-i^ = cos <\ -\- i sin '];, so wird

1 4- 7.2 = a (a 4- ^ ) = 2 a cos '].,

T' = 2 (cos 'L — cos 'i)
7. 'T> < 7

= — 2 (cos Y — cos ']>) 7 'l > Y

— 1 = 6-'^^

1 COS ^ 'h — i sin }j A

T y 2 (cos «i — cos y)

1 sin ^ 'i + i cos I A

^ y 2 (cos y — cos i)

') Hinsichtlich der Geschichte der Convergenz-Beweise für die

Ivugelfunction-Reihen mag auf das bekannte „Handljuch der Kugelfunc-

tionen" von JE. Heine hingewiesen werden.
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Dadurch nimmt der Ausdruck 1 : T die Form G -\- III

an, wo

G z^ Po -\- Fl cos
'l'

-|- . . -\- Pn cos n<]) -\- . .

II = Pi sin
'^^-i- . . + Pu sin u'\> -j- • •,

G und II haben die obigen verschiedenen Formen, je nach-

dem '\) <i oder > Y ist.

Nach der Theorie der Sinus- und Cosinus-Reihen ist

2 /* 2 /* .

Pn = — / G cos H'^^ d<!^ und Pn = — / H sin >t'J> (/-{>

2

jedes dieser Integrale muss in zwei Theile zwischen den

Grenzen und y, y und ;u zerlegt werden; es ist daher

2 /* cos n'l cos i -i di , 2 /" cos ?io sin ^ -i/ tZ'ip 2 /" cos ni cos f o d'l ^, 2 r
~ - J 1/2 rcos.i — cosY^ "T" ^-/ vT '

T^ y 2 (cos 'i — cos y)
~ / 1^2 (cos y — cos A)

2 /* sin n'i/ sin J } rf'i > 2 /* sin »li cos \ 'i tZ'i„ p ^ f sm n'i sm t i rfi
\

^ f
7C y l7 2 fcos 'L — cos y\ ~^ - J \^ "^2 (cos 'i — cos y)

~ / y 2 (cos y — cos -i)
'

wobei zu bemerken ist, dass in der Formel 1. für n = auf

der rechten Seite die Hälfte zu nehmen ist, die Formel 2. für

w = ihre Giltigkeit verliert.

Durch Addition von 1. und 2. erhält man
Y ~

p _ 1 / COS (n + I) A di , 1 r sin (n -{- \) ^ d'l

" ~"
- / ]A2 (cos A — cos y)

'^ -^ / 2 (cos y — cos -i)
'

setzt man in 1. und 2. statt n die Zahl n -\- 1 und subtrahiert

man die neuen Gleichungen, so wird

T
'

r cos (n + ^) '\ d'l /
• sin(TC + |) '} c^'l

^ ]/ 2 (cos J* — cos y) -^ y2 (cos y — cos -i)

Es ist daher

.3. Pn (COS Y) = -~ L;-lt±M^^
^ ^' - J y2(cos'i — cosy)

T y
1 r cos (n 4- I) <1 fi'i 1 r cos (n + |) -i cZ-i

~" ~^/ fsiniy^-si^ii^ ~ ~^^ ylJ^T¥T¥sETC^¥
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. ,, , . 2 /- sin (n + i) A dh
4. Fn (COS y) = — / ,,

-^-^^^^^^^^^ ~ -^ |/ 2 (cos y — cos h)

J^ /• sin (n 4- ^) >|y d 6 1^ r sin {n + i) } rf']/

r. / "jAsinitl^^ sin J y^ " -^ "jAsin J
(y + }) sin i (J' — y)

'

welche Formeln auch für >i = giltig sind.^)

Setzt man in 4. 7 = 7: — 0, (|; =^ ;t — tp, so erhält man

.1/ r^ / X (— 1)" /" cos (n + A) 9 eZm
4'. Pji (cos 7) = ^ ' V ^ 2; r r

Ti: ^ /sin 1 (0 + cp) sin 1 (5 — 9)

Die vorstehende Ableitung der Formeln 1. bis 4. ist

nicht strenge, da die Entwicklung von 1 : T nur für a <^ 1

convergent ist. Es lässt sich aber die Richtigkeit dieser For-

meln ohne Schwierigkeit directe beweisen. Es genügt hierzu

der Beweis für die Formel 3. Dieses geschieht durch Sum-

mierung der Reihe

Ä = Po -I- Pi a + . . -f P„ a'^ + . .,

wo Pn = Pn (cos 7) durcli die Gleichung 3. gegeben ist, und

7. einen echten Bruch bedeutet. Es ist

T
r,

/" d'!j

TT »J

^ Y sin -^ y^ — sin i -P

(cos J
'}> -f- a cos t ']> + .. + 'j" cos (» + i) 'P ~h • •)'

Die in S vorkommende Reihe

R = cos i
'{; -|- a cos f ']> 4- . . -[- a'* cos (^« -j- ,}) 'I; -j-

wird durch Anwendung von

2 cos X = e
"'*

-[- e ~ •'^*,

als die Summe zweier geometrischer Reihen

O f?
-— ^ '' '

_1
e -' ' 2 (1 — g) cos ^ i

"

ii T"
-,

— 'Vi 1 — 2 a cos 6 + a=
1 — a e ' 1 — ae •

''

bestimmt; damit wird
Y

1 — a /~ cos i 1 cZi 1=^/r^ y sin i y^ — sin ^ !/= 1 — 2 a cos i + a-

') Die beiden Formeln 3. und 4. wurden von Mehler („Math. Ann."

Bd. V) aufgestellt.
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6^

Setzt man
sin }, '\) = sin i 7 sin 's

,

so Avird j^
2

2 (1 - a) /- dj 1

~
O

^'^ ~ ^^' + '^°' ^"^ ^
'"'" ^"^ '^'

}'' 1 — 2 a cos Y + «"
'

Setzt man in 6' statt a und 7 resp. — a und - — 7, so

bleibt die ganze Rechnung ungeändert, und man erhält damit

die Begründung der Formel 4'.

2.

Ans den Formeln 3. und 4'. erhält man den AVert von

Pn (cos 7), wenn ;< = 00 ist,

1) Ist 7 endlich, dabei 7 <C \ ~.

Man zerlege das Integral von bis 7 in Formel 3. in

die zwei Theile von bis 7 — 3 und von 7 — -. bis 7, wo
unabhängig von n die Gröi3e = beliebig klein, m mit '\i un-

endlich groiB vorausgesetzt wird. Dann ist das erste Integral

[wegen
h

/fix) cos kx dx =^ 0, für A; = 00,

a

wenn f{x) im Intervalle von a bis /; endlich bleibt^)] gleich

Null. Das zweite Integral geht, 7 — '{^ = 'Q gesetzt, ülier in

j^ __ 1 /-cos (n + ^) (y - r^) cZr,

~ ^ y sin (y — h ft) sin h r,

Wendet man auf dieses Integral den „Du Bois'schen Satz''

b b b

ff{x) 'f{x) dx = f{a)/'f{.i:} dx 4- [f{h) — f{a))/t^{x) dx
a a ^

(; bedeutet einen unbestimmten zwischen a und b liegenden

Wert, das Integral
b

J ^ix) dx

muss für alle Werte von ;; = ^/ bis ^ ^= h stetig, die Func-

'j Folgt unmittelbar aus dem „Du Bois'scheu Satze".
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tion /"(.r) im Intervalle von a bis b entweder nicht wachsend
oder nicht abnehmend vorausgesetzt werden) an, so wird

y sin i rj

I J^ / 1 _ _ 1 \ /-COS {n 4- |)(y — n)cZrt

^^ ~ \]/ sin (y — i e) ^ sin y / y ]A sin i r,

Das zweite Glied kann vernachlässigt werden ; für das

erste erhält man, wenn ^ /] statt sin 4 '^
,
{n -[- \) (] ^= ii ge-

setzt wird,
CD GO^ Ir 2^

(
cos(n+JT /-COS.

^^^
sin(M:J)T /"sinn

y

Nun ist
CO cc

.

/cos tt , /" sin tt , \
,'

TZ
- ,^ du = / -7^= au = / —

,

also der obige Ausdruck

cos (n + D T+ sin (« + ») y

]/ t: (71 + I) sin y

welcher gleich Null wird, wenn n = oo wird.

Damit ist

Fn (cos y) = 0, für u =: oo.

2) Wird Y mit n unendlich klein, w; aber mit ;^ unend-

lich groiS (z. B. Y = ö' : Yn\ wo l> eine bestimmte endliche

Zahl bedeutet), so kann in diesem Falle für Fu (cos y) der

vorige Wert K gesetzt werden, indem man y «tatt a setzt.

Damit wird, wie in 1), der erste Theil von K gleich Null,

während der zweite

T

1_ /,^9 _ ]_\
/" cos (» + i) (y — ri) dr

^

^' Yf
^"^

" V /siniri

analog wie in 1), wegen
CD 00./cos u , /" sin M ,

,

—

au
, / —7^=^ d

u

Yu ' y Y^
(wo i zwischen und oo liegt) endlich, in Null übergeht. Es
ist daher auch in diesem Falle

Fn (cos y) = 0, für «=00.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



8

3) "Wird mit ii miendlich groi3 7 unendlich klein,

ifi = 0- endlich, so kann man in 3. statt der Größen sin }j 7

und sin ^ ^ ^ 7 und ^ <{> setzen, setzt man überdies n -p |oder

(« + I) i^l
= 'h

so wird

D / N
2 /* COS !p ^9 , ,^,

P,, (cos 7) = -y y^^. = '^ ('^),

WO J {\)-) die Bessel'sche Cylinderfunction bedeutet.

4) Wird mit n unendlich groi3 7 unendlich klein, 71 7

ebenfalls unendlich klein, so kann in obiger Formel cos
'f
= 1

gesetzt werden; damit erhält man

Pn {COS V=~y y^^. =1-

Um P71 (cos 7) für n = <x) zu bestimmen, wenn 7 >> i
-

aber <C ;r ist, so setze man n — 7 = ^ ; damit erhält man aus

Formel 4^ folgende Werte:

1\) und 2') Pn (cos 7) = 0, )i (z — 7) unendlich groß.

31) P« (cos 7) = (— 1)" J ({>), ^?^ (TT — 7) = a- endlich.

4'j P», (cos 7) = (
—

- 1)", n (it — 7) unendlich klein.

S.

Es sei eine Kugelfläche vom Radius 1 gegeben. Auf

dieser Fläche werde ein fixer Punkt iV^ als Coordinaten-

Anfang und eine fixe größte Kreislinie NZ als Axe ange-

nommen. Jeder Punkt M der Kugelfläche ist durch seine

sphärischen Coordinaten {)•, cp, wo \)- den Abstand 3/iV, cc den

Winkel MNZ bedeutet, bestimmt: !) wird von bis ~,

'f
von bis 2 tt gezählt. Diese Kugelfläche denke man sich

als Träger der Functionswerte f (i')-, (p) einer beliebig gege-

benen Function, deren Werte aber nie unendlich werden

sollen.

Es sei nun (v)-,
'f)
= M ein bestimmter Punkt der Kugel-

fläche, (8-', ^') = M' ein beliebiger Punkt, co = MM' und

r/ {)•'
. sin iV (/ cc' das Flächenelement bei M' : es soll der Grenz-

wert (1er Summe
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9

Sn = Ao —j- Ai -|- . . -|- A«

,

- 2k

Xn = ^^ysin d' d^' /Pn (cos to) /' (.V,
'f') f/'f',

"

für n ^= oo bestimmt werden.

Man setze zunächst {)• = 0, auf diesen einfacheren Fall

lässt sich der allgemeine leicht zurückführen. In diesem Falle

wird oi = i)-', also

Xn = ^^^^ysin iV Pn (cos xY) dd'/f(%-', 'S') df.

Setzt man der Kürze halber

^^/f(^',',')dz' = F(n

so wird

Xn = —2^ysin iV Pn (cos {>') F {^') d &'

;

dabei bedeutet 7'^ (»)•') den Mittelwert aller Functionswerte

f {^ 's') auf jener Kreislinie, welche um den Punkt A' mit

dem sphärischen Radius i)' beschrieben ist.

Im Folgenden soll der einfacheren Schreibweise wegen

i> statt 9-' gesetzt werden.

Aus der Grleichung

(2 n + 1) Pn (X) = '''^y'^) _ JPr^^i-^

folgt, wenn x = cos l> gesetzt wird,

(2 n -f 1) sm D- I^n (cos Ö-) — ^ -^-^ ,

damit wird

2 Xn =/F (.^) [

''^'^-^^i^-'^^) _ ^iA.tLi««A-^l^ ^ ^.

Setzt man in diesem Ausdrucke n = 0, 1, 2 . . n. so er-

hält man durch Addition

- 2 .S„ =J I' I .)
)

( ^^- + -^^-j d ».
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10

Das erste der beiden Integrale

zerlege man in die drei Integrale

r, X

WO mit it nnendlich groli -q und - — C nnendlicli klein und
zugleich u-q und ii iz — C) unendlich groi3 werden.

Zunächst soll das mittlere dieser drei Integrale bestimmt

werden.

Sind 7.1, 7-2, . . die "Wurzeln von Pn (cos a) = im Inter-

valle von 7. = Tj bis 7. = C, so ändert in jedem Intervalle

zwischen je zwei "Wurzeln (wie von 7i bis 72, u. s. w.) die

Function '-''-^—-—~ einmal das Zeichen; es sei Swi die im Inter-
a a '

'
^

valle von 7?» bis c.m f 1 liegende Wurzel von —^^-^ ' =0.')
d a

Das Integral / zerlege man in

'C «1 an a,n + 1

/=/+/+•+/+
r, r, a, -Xm

Ist 7*' (1)1 im Intervalle von am bis 7m + 1 stetig, so

setze man
a»i + 1 [%ii ^m -\- 1

/ =/+/ ^

auf jedes dieser beiden Integrale kann der einfache Mittel-

wertsatz angewendet werden; es ist daher

/ = Pn (cos ,3 m) [F {a.m -\^) — F ([ii«i + '-)),

wo i zwischen und ßm — 7.?)i, ; zwischen und 7?» 4- 1 — ßm

liegt. Der Unterschied F (7«) 4- =) — F (ß,u -^ '.) ist kleiner als

') Die etwa zwischen Tj und a, liegende Wurzel möge mit ßo be-

zeiclmet werden, xi. s. w.
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11

die im Intervalle a?« bis awi -|- i stattfindende Schwankung
der Function F ({)•).

Ist F (0-) im Intervalle von bis iz abtlieilungsweise

stetig und besitzt diese Function in diesem Intervalle nur

eine endliche Anzahl von Maxiraa und Minima, so sind die
V

Beträge von / für die Sprungstellen von F (W) verschwindend,

für das Stetigkeits-Gebiet ist die Summe aller F (y.m -f- a) —
— F (ßm -]- '.) kleiner als die Summe A aller Schwankungen
der Function F {i}) von F (0) bis F (tt), d. i. der Summe der

Änderungen der Werte von F (0) bis zum nächsten Maximum
oder Minimum, von diesem Maximum oder Minimum zum
nächsten Minimum oder Maximum, u. s. w. bis zum Werte F (k).

Setzt man außerdem statt der abwechselnd positiven

und negativen (oder negativen und positiven) Werte /^»«(cosßm)

den absolut
y
i,

größten Pn (cos ß), so wirdy von der Form A Pn (cos ß), wel-

eher Ausdruck gleich Null wird, wenn n unendlich groi3 wird.

Es ist daher r, -

ö r

Ist die Function F (i>j im Intervalle von i> — bis {)• = tj

stetig wachsend oder stetig abnehmend , so ist nach dem
„Du Bois'schen Satze"

h h h

ff{x) 'S ix) cLx = f{a)f't ix) d X -f {f ih) — f{a))/'s [x) dx,

f= F (0) (Pn (cos rj) — Pn (cos 0))

+ [F (-/]) - F (0)) . (Pn cos -/] — Pn (cos £)).

Für » = (X), wird Pn (cos tj) = 0, F [-(^ — 7^'(0) = 0; also

/= - ^' (0).Di
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12

Ist die Function F (»>) im Intervalle von \\ = l bis «)•= Ti

stetig wachsend oder stetig abnehmend, so ist analog mit

dem Vorigen ::

/={-irF{i:).
Y

Es ist daher j,^ = _ ^ (0) -f (— l)" F {£).

Ebenso erhält man

Jn^X = -F (0) + (_ 1) « + 1 i^ (;.),

also Ä = F (0).

Zusatz. Wie man aus dem Vorhergehenden ersieht,

genügt es bei der Auswertung von Sn statt von x)-' rr^ bis

i)' = Tl nur von bis rj zu integrieren. Es ist daher diese

Bestimmung ganz analog mit der der Fourier'schen Reihen.

Der allgemeine Fall kann auf diesen speciellen (wo

{) = Oj leicht zurückgeführt werden.

Dies geschieht entweder durch eine Coordinaten-Trans-

formation, oder directe (nach DiricJilet) durch die Betrachtung

der Bedeutung des allgemeinen Gliedes Xn. Das Doppel-

Integral Xn unterscheidet sich nur durch den Factor Pn (cos w),

d. i. statt des Abstandes des Punktes M' von N wird der

Abstand M' M des Punktes M' von dem festen Punkt M ge-

nommen; d. h. statt des Punktes N erscheint der Punkt M
als Anfang. Die Summe der Reihe S ist daher der Mittel-

wert aller Functionswerte im Umfange eines um den Punkt

fö-,
'f)

mit unendlich kleinem Radius beschriebenen Kreises.

Ist die Function f (^^, 's) um diesen Punkt herum eindeutig,

so stellt die Summe S diesen Functionswert /'(O', z) selbst dar.

Beispiel. Auf der Kugelfläche sei ein gTöJiter Kreis

als Theilungslinie gezogen, auf der einen Hälfte der Kugel-

fläche sei der Functionswert a, auf der anderen Hälfte der

Functionswert h aufgetragen. Liegt die um den Punkt M mit

dem Radius ö' beschriebene Kreislinie vollständig auf der

ersten Hälfte, so ist F (0') ^= a^ u. s. w. Liegt aber diese Kreis-

linie theils auf der einen, theils auf der anderen Hälfte, so

wird F (yY) auf die folgende Art bestimmt. Liegt M auf der

Hälfte mit den Functionswerten a , ist 7 der Winkel der
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Bögen von M zu den Durchsclmittspunkten der Kreislinie

mit dem Tlieilungskreise, so ist

WO Y durch den Abstand des Punktes M vom Theilungs-

kreise bestimmt ist. Ist dieser Abstand größer als r^ , wo

MTj = oo ist, so ist von %' = bis O' = r^, y = 0, also

i^ (9-') = a. Liegt M im Tlieilungskreise selbst, so ist y = "j

also F (d'') = }f (a -f ^) ; u. s. w.

Nimmt man den Pol der ersten Hälfte der KugelÜäche

als Anfang der Zählung von l>, so sind in jedem Meridian

von {> = bis ä- = h tc die Functionswerte = a, von 9- = J ~

bis Tt hingegen = b; f ( 0-, z) also von 'p unabhängig. Durch

Anwendung des Legendre'schen Satzes

2 -

jFn (cos co) d'{i' = 2 71 Pn (cos i>) • Fn (coS {)')

wird das allgemeine Glied

Xn = ^ ''^ ^
Pn (cos ^)/f{yy) Pn (cOS 9') siu \V d W

.

y= «yPn (cos !>') sin i>' f/y' + h/Pn (cos y-'j sin {}' (/!>'

^
1;:

X„ = " {Pn _ 1 — P« + 1)
+-'- (P„ _ 1 _ P,^ + l) P„(C0S9-)

2

a — h— o {Pn~l — P,i + l) Pn (cos {>)

Ao = -2 •

1-^(2) = 7TT^ = '^^ .)^^- ,

erhält man
^2r— \ i): ^\r + 1

0:

^2.= 0,A,,.^,,=— ^((-^)_(-|j)i^,.^,(cos9)

" — ^ / ^ ,r 1 . 3 . 5 . .
2?- — i , . , o T.= -2- • (- 1) 2»- + i(.+ l)r (^ ' + ^^ ^2. + 1

(COS ^).
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Die unendliche Reihe

Xo + Xi + Xs + Xö 4- .

.

liefert für alle Werte von i> = bis i tu den Wert a^ für alle

Werte von [> = i - bis ;r den Wert b, für i)- = ^
~ den Wert

a -\- b

Anhang.
Die Bestimmung von Fn. (cos -,') für « = co, «y = oo,

beruht darauf, dass die Integrale

b b

r cos M 7 r sin it ,

(U«, / ; d U ,^ Yu ' -^ y

WO (( und A reelle Zahlen lO und go inbegriffen) bedeuten,

endlich sind.

Analog können die Integrale

T Y
r cos n y dy /" sm ny dij

^^ ^

^ (sin (2y — y) sin yY ' ^ (sin (2 y — y) sin ?/)«

mit Berücksichtigung, dass für a <; 1

/cos it , /* sin u
,

f/ »
, / (/ U

a a

endlich sind, behandelt werden.

Für das erste Integral erhält man

:

1) Y endlich <" | -.

J = /+/
£

wo -. unabhängig von ;/ beliebig klein, m unendlich groß

vorausgesetzt wird.

£ CO/l /* cos u du

(sin2r)«.^-« / «''

also

J = 0, für II = oo.
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2) 7 wird mit n unendlich klein, ii -; unendlich groi], d.h.

j 1 / 1 r cos u du ^, /' cos u du \

also J = 0, endlich oder oo, je nachdem

1 >, = oder <^ a (1 -}- a) ist.

3) WY = i)- endlich.

j- 1 /* cos M d?t

4j ;«
Y unendlich klein.

T

Die Grenzen von ./ nach dem Mittelwert-Satz sind

-^ und - .

1 — « 2''(1 — a)

Das zweite Integral wird ganz analog behandelt; der be-

kannte Fall a = 1 und y endlich, für welchen dieses letztere

Integral noch existiert, kann hier übergangen werden.

Für groi3e Werte von n hat Pn (cos y) die Form
A : /wsiny, WO Ä endlich ist. Die «-Wurzeln von Pn (cos y)

sind reell, zu jeder Wurzel y gehört eine zweite tc — y? für

große Werte von n haben je zwei aufeinander folgende Wur-
zeln den Unterschied nahezu tt : n, d. h. die Wurzeln sind im

Intervalle bis tt gleichmäßig vertheilt.^) Es erhellet dies aus

nachfolgender Betrachtung. Ist ?i ( und n (jz — y) unendlich

mit «, so folgt aus

T, ( / I

^ \\ 1 /" cos(n -I-
i) J/d'i

Pn (cos (Y + --)) = -Vit—

wenn >\) = t/ -\—— gesetzt wird,

*) Beweise dieses Satzes haben U. IHni und H. Bruns gegeben.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



16

— ^ \ sxni(T + 2/+~)sm»(Y — 2/)

Zerlegt man das Integral in die beiden Theile von
— -K : n bis und von bis y, so wird ersterer (bei Vernach-

lässigung der kleinen Glieder im Nenner) tu : 2 n (n -[- 5) sin i
7,

während der zweite sich bis auf Glieder von der Ordnung
1 : ti ''i auf ;r Pn (cos 7) reduciert, es ist daher

Pn (cos (V+ ;;-))=- PWCOS Y) + 3̂ !

n 2

WO B endlich ist. Es wechselt daher Pn (cos 7) das Zeichen,

wenn y um tt : n geändert wird. Ist Pn (cos y) = , so ist

daher auch (mit Vernachlässigung der kleinen Glieder höherer

Ordnung) Pn (cos (y -f -'^)) = 0.

Für die auf das Intervall bis r^ (und C bis ;:) fallenden

Wurzeln ist die Vertheilung aus der Theorie der Bessel'schen

Functionen bekannt. Auf einfache Weise erfolgt dies durch

Zerlegung von *

J/j^x 2 /" cos CO CZCB

6 y ^' - ?'

in Theile mit de^i Intervalle -^.

Setzt man ^ j^

7 1 1,2 /" ^ cos » cZcs

J,. = absolut — /
'=

,

so folgt (wegen der Gleichheit der Zähler cos cp und der ab-

nehmenden Nenner y^^'^— cp'^

Jr <Z. 'Jr -\- 1 •

Für \y = ^^- -\- mi:^ wird

./(d) = Ji _ J2 — /3 -f J4 -f J5 _
;

woraus folgt, dass

J (-^) positiv, J{^ -\- tt) negativ, J (^ -j- 2 tu) positiv,

u. s. w. ; d. h. zwischen t> =^ -\- m tt und d- = -^- -\- {m -\- 1) :i

liegt eine Wurzel von J {^)'
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Zusatz. Für absolute Zahlen folgt, wenn a <^h, k'^ l^

a ^ a — k

J^ 1^ / b —k \m / 1 1 \

(Tm 5 w '^ V J / \(a — k)m (b — k)ml

^ 1 1/1 1

^-~
{a — k)'m (b — k)m '^ (a — k)m Q, — l)m '

Wendet man diese Ungleicliung auf die obige Zerlegung

von J an, so erhält man

Berücksiclitiget man, dass das obige Integral von nm bis

m TT -}- m\ m' ^ ^ tc, mit ( — l)*" dasselbe Zeichen hat, so er-

hält man den „Bessel'schen Satz": J {^) ist von {) = m tu bis

(vn -j" i) ^ positiv, wenn in gerade, und negativ, wenn m un-

gerade ist.

Nach den von Hansen auf 6 Decimalstellen berechneten

Tafeln der Functionswerte J (9-) von {) = bis i)- = 20 (ab-

gedruckt in Lommels „Studien über die Bessel'schen Func-

tionen") ergeben sich folgende Wurzelwerte:

Differenz
2.404826

5.520079

8.653730

11.791535

14.930919

18.071064.

3.115253

3.133651

3.137805

3.139384

3.140145

wo die letzte Ziifer jedoch nicht verbürgt werden kann. Der

Unterschied zweier aufeinander folgender Wurzeln nähert

sich umsomehr der Zahl tt, je größer die Wurzeln werden.

Dass die Summe Po -\- Pi <y. -\- P2 'J.^ -^ . . auch für a = 1,

wenn 7 von Null verschieden ist, den Wert 1 : T liefert, wird

so bewiesen. Setzt man in

Sn ==- Po -\- P\ -\- . . -\- Pn

für Pn den Wert 3., so erhält man, mit Anwendung von

cos 1
-|. + cos I -]; + .. -f cos {n + i) ']> = "^^^^^

,

2
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Sn =

18

sin (» + 1)
'I'

dl}

2 '^^ sin ,| 'i y sin ^ (y + 'i) sin i (t — ']-)

Zerlegt man das Integral in die drei Theile von bis =, von

£ bis 7 — e , von 7 — s bis 7 , wo s beliebig klein voraus-

gesetzt wird, so wird für ;/ = 00, der erste Theil -
: sin | y,

der zweite und dritte Null. Es ist daher

1 1
S=

2 sin ^
y" T

Um diese Summe allgemein, also auch für 7. -- eSi zu

bestimmen, sei

An = Po + Pi a -f . . 4- P« a".

Setzt man für P« den "Wert 3, und

P = cos i
(]; -f a cos f '1^ -j- . • -j- '^•'^ cos (;« -[" i) "I^

(1 — a) cos i A — a" + 1 cos {n + |) '} + a" + '^ cos (»i -|- y) 't'

1 — 2 a cos
'!f

-\- OL-
'

SO wird

TT Sn = / -
Bd'l

/ l^sin i T^ — sin | -i^

Für n = 00 wird : Ist a <C 1, so ist S = 1 : T. Ist a= 1,

so erhält man, wie oben, »5=1:2 sin \ 7. Ist a. = e^\ so

wird, wegen 1 — 2 a cos ^ -\- a.'^ = 2 a. (cos — cos '|i),

»S r= 1 : T", wenn S > 7 ist ; hingegen verliert das obige Inte-

gral scheinbar seine Bedeutung, wenn <; 7 ist. In diesem

Falle erscheint für ']; = der Ausdruck R in der Form : 0,

dessen wahrer Wert aber unendlich ist. ^) Gleiches gilt, wenn

ö <;^ oder > 7 ist und für Pn der Wert 4. gesetzt wird. Für

§ == 7 wird die Reihe S für beide Werte von Pn divergent.

') Nacli bekannter Methode oder auch durch unmittelbare Sum-

mierung der Reihe, erhält man 4 sin R =z A -\- Bi^ wo

A — {11 ^ 1) (sin I
-^- sin | 0) + sin 1 -|- sin (2 n -f- |) ö

B = — {n -\- 1) (cos ^ — cos I 0) -|- cos | 8 — cos (2 n -\- f) 0.
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