
Nachweis der Gleichheit des Integrals

T

1 r cos (w -h 1^) (|> . c? (];

""o )/'"(sin_p2-(sin'|)2

mit der Iviigelfunctioii Pn (cos 7).

Von Alois Walter.

IJie Function -^^^
-~—-— ,- der beiden unabliäne;ie-en

|/1 — '2aa;+a- ^^
Yeränderliclien a nnd x lässt sich mittels der Binomialformel

in eine unendliche Reihe entwickeln, welche nach ganzzahligen

Potenzen der einen Veränderlichen 7. fortschreitet, indess die

Coefficienten dieser Potenzen Functionen der andern Verän-

derlichen X allein sind.

Es ist nämlich
— 1

Ä =

= in.-) '-'^y'';s(:)(2^o'-^"(-'.r'=

OD ^

Fasst man nun alle Glieder, welche dieselbe Potenz von 7.

enthalten, in je ein Grlied zusammen, so ergibt sich

=:0 V=0
ri-L+. =1 ^"- (-i)"2 CrJ.,) C'7")

(2.)"
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— 26 —

Es ersclieinen somit die Coefficienten der einzelnen Po-

tenzen von 7. als ganze Functionen von a' ; man bezeichnet

den Coefficienten von a" mit Pn(.r)^ und nennt ihn die Kwjel-

fundion h'^'' Ordnung von x] es ist also

11

p„r.; = (-i)»2CrJ,)("v')(2.)"-''
v =

Von der Kugelfunction Pn {x) ist nun eine Anzahl von

Umformungen bekannt; bemerkenswert ist unter denselben

die Mehler^sche Formel

T

l r cos (?i + l) 'J/ . cZ J(

• 2 2

welches Integral den Wert Fn (cosy) hat.

Es lässt sich nämlich, nach dem Vorgange Dirivlilefs,

zeigen, dass die unendliche Reihe

OD T

2'-
cos {n -|- I) 'i . d !/

l''^(smX)^-(sml)« V l-2a.<;osY+a
« =

ist; da nun, nach der Entstehung der Kugelfunction, auch

die unendliche Reihe
OD

> a . 7^,1 (cos 7) = -,/ -,—ö

—

I

~
^^ ^ '' y 1 — 2a.cosy+a-

ist, so muss in der That

1 / cos {n-\-\)-h.d <l
r ^. X

•• b [ (sin_I)=-(sin V)^

sein. Es ist nun der Zweck dieser Blätter, diese Gleichheit

ganz direct nachzuweisen. Zu diesem Ende möge der oben

für l\ (cos Y) aufgestellte Ausdruck solange umgeformt wer-

den, bis schließlich das Mehhr'sche Integral zu Tage tritt.

Man setze zunächst

Fn (X) = Fn (1 -f (X - 1)) =

= 2 (— f)' .Fj'\i)

P =
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27

Die Werte sämmtliclier Ableitungen von Pn (.'*•) für ^=1,
welche hier auftreten, erhält man so: es ist

(-^\ = (-1)"-' (2n-2v) / /u-v\ ^ (n-v)/
U—

V

S^""^'' [(?i — v).']' ' ^ ^ -^ v.'(n — 2v).'

daher ist auch

/>„ (,,.) = .', . 2
(— l)^(2n — 2v).' (n — v).' 71— 2\

2« ' ^ [(»i — V).']-
' v.'(n — 2v).'

1 "^ , ^.v (2n — 2v).' n.' n— 2v *•

2"* jLi4 71.' (»i— 2v).' 'v.'(7i— v).'"'

71

1 "V / 1\^ /271— 2v\ /7J\ 71— 2v

v =
Vergleicht man damit den Ausdruck

74

rf.T« ^
^

J;r" ^ Vvy V ;

V=:rO

n

so bemerkt man, dass

Pnir) = --^
.
-^ (.1-2- 1)" ist.

^ ' 2" 71.' rf:c" ^
^

Darnach ist nun

^ ^ 2'.* 7i.' fZa;" + ^ ^ ~ ^ ^

Setzt man hier

SO erhält man schließlich
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- 28 —

71 +p

Bei allen Gliedern dieser Summe, wo negative Potenz-

exponenten auftreten, hat stets auch einer der als Factoren

vorkommenden Binomialcoefticienten den AVert Null, weshalb

alle diese Summanden wegfallen; für ,r = 1 werden außerdem

noch alle Glieder, für welche n — X > ist, auch gleich Null;

so dass nur derjenige Summand, bei dem X =r n ist, überbleibt;

somit ist

pJ^h^)
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^ 29

Es ist

(sm x) '
2 (^e — e ^

2p

2o

x=o

Schreibt man die Posten dieser Summe in der umge-

kehrten Reihenfolge an, so lautet diese Formel

(sin.)'> = fcf .v(,^,) (-ir^-\

.
{
COS (— 2 + 2 k) ^ -f-

/ . sin (— 2 p -f 2 X) .r

Addiert man beide Ausdrücke, so heben sich je zwei

einen Sinus enthaltende Glieder, und es bleibt nur

2o

(sin x)

'

' = ^=^ 2 {— 1 )^
(\' ) . cos (2 p - 2 Xj j-.

x=o

Daraus erhält man

2;

y (sin^) ^^ ./ X = ^^' . 2 (- 1)'
fxO .

. / cos (2 p — 2 X) X . d X =

p—

1

::

_ (-1)' V . n^ ^2p\ sin (2p-2X) .-/p^— 2^'^^ • Zj ^~ -'^ Ixj • 2o-2X I

+
x=o 'o

+ 'i#'
(- 'f (V) • V +
2p z

(
-l)P ^^ X /2pN sin(2p-2X)^ )^

• ^ 2'f*^ • .iilj ^ ^ Ix j • 2o-2X
X= G +

1

'

'O
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- 30 ~

Es ist aber hier alles, mit Ausnahme des Mittelgliedes,

gleich Null; dadurch erhält man

(sm .r) . dx = ^^ . -^ . [ ^;)

2?) = 2 ' .-- .y(sin.r) '
. dx .

Diesen Ausdruck führe man nun in die zuletzt für Pji (cos '{)

erhaltene Formel ein; diese geht dadurch über in

n 71

Pn {COS 'i)=l-.y^i-lf. (sin^)\^ ('\+/^) . 2'^m.r)':d,-=
p=

''y^ (- 1)'. (sin^- . sin .rff ("+/) . 2 \^^
./.r.

p=0
Zur Weiterführung der Integration ist es zweckdienlich,

eine neue Integrationsveränderliche 'j; einzuführen, so dass

sinX . sin x = sin X ist.

2 sin X . cos x . d x = cos JL . d 'h

2 ' 2
'

cos J_
d X = ^ d <\

2 sin JT . cos X
2

sin" X {1 — cos ^ x) = sin ^ X

sin X . cos X = |/' (sinX)^^(siniL) ^

wobei die Quadratwurzel positiv ist, da sowohl sin X als auch

cos X positiv sind.

Auf diese Art geht die Kugelfunction über in

1 /-' COS _±^ . d 'If ^_, . „ r r , < or

p.,^eon)=|y. ; ^..
•Vrsint)--(-i/.('H;0.2-^

"5
^Z (smJ)2-(smX)-^-^Q

Es erübrigt nunmehr nur noch die Berechnung der Summe
n

&.= >; (sin .;'•'(- !)•' ("2+'') ä''

s =
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^ 31 -

Einen Anhaltspunkt liiefür gewährt die Kenntnis des

Wertes derselben für besondere Werte des n; so findet man

^
_ cos (2 . + 1) g

** cos X

Sj = 1 — 4 . sin 2 a = (1— 2 sin ^ «) — 2 sin ^ a =
, sin 2 a . sin a

cos 2 a . cos a — sin 2 a . sin a

cos a

cos 3 a cos (2 . 1 + 1) a
S, = —

' cos a cos a

»S'^ = 1 — 12 sin ^ a -[- 16 sin * a =
= (1— 4sin-a)(l—2sin2a) — 2sin7.(3sina— 4sin''aj

cos 3 a r-, sin 2 a • o=
. COS 2 a — - . . sm 07.=

cos a cosa

cos 5 a cos (2.2 + 1)«

cos a cos a

Es ist somit für n =0, 1, 2

n

COS (2 >«+ 1) a =. cos a . V (sin aj ' ^— 1)
' ("2+ ^) •

2"'"

Und nun soll gezeigt werden, dass^ wenn diese Gleichung

für ein bestimmtes )i erfüllt ist, dieselbe auch für das um eine

Einheit grössere n besteht. Es ist

cos (2 (n -j- 1) -]- 1) 7. = cos (2 n -\- 1) y. . cos 2 a —
— sin (2 n -|- 1) a . sin 2 7. :=

n ,
-,

,

r. I

<^ cos (2 n + 1) a sin 2 a
;=• COS (zu. -\- 1) 7. . cos 2 7 H ^^^ '—

. p,
—--.

• '

(t a 2 « -|- 1

Durch Anwendung dieser Beziehung ergibt sich nun

cos ( 2 (n + 1) + 1) ->.= cos 7. . y (sin 7.)' '' (— 1) ''

("2^^^^)
2' ''

.

. (1— 2 sin^ 7) -j-

,
sin 2 a

( V o / • \ ^ ^ ~ '
^ 1 \!^ ^* + p\ o '' ^

+ 2M^1 P^' ''•2j ^^^^'"'''•^ ^"-^^
V 2 p j ^ -

=

-.in.^(.iaafU-ryi^'+/)2'')
^0
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32 —

cos (2 (n -}. 1) + 1) a x.^ . 2 /„ I .X-A_1-^„ZX^L_ = y (sma) ' (-1)' (" + f) 2-' —
cos a .mU \ -^ P /

f =

P =

^2f'(-"')''^^-i)' ("2t
2''

2«-!-

. p=

2n + j ^ fsm 7.) (—1) ( 2> j ^

cos (2 (n 4- 1) 4- 1) a XT"' . '-i P . P /d 4- r\ 2 4 ^

cos a jmmJ \ ^[^ ) ' 2n-\-V

- 2 2 '«in ,.)''^+- (- 1/ (»+/-) 2'^-
(1 + ^^.

p=
Die erste der beiden hier stehenden Summen kann man

von [j = bis p = y* -|- 1 nehmen, weil der zu [j =: n -\-

\

gehörige Summand infolge des Factors (2"i9) tlen Wert

Null hat. Betrachtet man in der zweiten Summe -}- 1 als

die Sammationsveränderliclie, so erstreckt sich diese Summe
von [> -j- 1 = 1 bis p -|- 1 = « -|- 1 ; man kann aber auch

diese Summe zwischen den Grenzen und « -|- 1 nehmen,

da auch hier der dadurch hinzugefügte Posten den Wert
Null hat. Setzt man schließlich statt p -[- 1 wieder einfach r>,

so erhält man
71+1

cos(2(n + l)4-l) a V/' \'w 1 >>V" + ^A o' ? /1 l

^= ^
l— =2^^^^^) (-iM2p)2 a+2-niri) +

P=0
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33

H-f i

? =

=

= "v',.in ,,-^ (- ly-
,"^'

I

(,;;t.^)
»^+i ,1 + ^i^^) +

=

-r \2?-2J 2» + i
J

—

u + 1

V^ • \- ?
/ 1

''^ o- '^ 1/'" + '^ \ " ~ P + i
1 I

-^ ? \ I

=0

+ 1

^ V2p-i; 2n + l

^,
(yiii a) (—1,) 2 (20-1) •

"97"^ r
=

1

2 n — 2 p + 2 , 2 p - 1
I _+ 2vr+l' + 2V+I j
~

u + i

= > isui 7.1 (.--1) 2 (9,__'j^) —^^ö~r^^ ^^

p^O

u -f- 1

= V (>m a/' (— Ij' 2'' (" V + ').

p =

Dies i.st aber nichts anderes als Sni-i. Bestellt also ein-

mal für irgend ein n die Gleichnng

cos (2 n -\- 1) OL
,

^ — 0)i
cos a '

SO gilt diese auch noch für alle folgenden Werte von n.

Nachdem nun oben für n=0 das Erfülltsein dieser Cxleichung

ausdrücklich festgestellt wurde, so ist nunmehr deren allge-

meine Giltigkeit nachgewiesen.

3
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34^

Demnacli ist

y (sin ±r^ (- ly ("2^0 2^- = cosjn+k)',

und
=

T

Pn (COS 7) = ^ /,-
l'

cos {n + 5) '^ . cZ
't*

''^
(sinX)- — (sini)-'

Avomit die Richtigkeit der Mehlei'^sehen Formel auf directem
Wege dargethan ist.

Zusatz. Die zweite Mehler'nche Formel

sin (« -f- ?) '} . cZ A

^APn (cos Y)
— / \r f Y N2 / 6X2

^ '^ - ^
Y (<^os X)^ — (cos A_Y

erhält man aus der ersten dadurch, indem man ;: — y statt y,

T^ — '\ statt 'Jj setzt und berücksichtigt, dass

Fn (cos (:r— 7)) = (- If Pn (cos 7)

ist. Durch Addition der beiden i¥(?A/er'schen Formeln für Pn

mit Berücksichtigung der Gleichung, welche durch Subtraction

der beiden il/(?/«/er'schen Formeln für P?i — l erhalten wird,

erhält man die beiden Formeln Dirichleis.
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