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1.
Uber das Riemannsche Integral.
Von VOJTECH JARNTK.

Vorgelegt den 17. Feber 1929,

§ 1. Einleitung.

Wir bezeichuen im Folgenden, wenn a < b, mit (a, b)
das offene Intervall a <ax<<b, mit <<a,b > das abgeschlos-
sene Intervall a =z =05, mit (a, b> bzw. <<a, b) die halb-
offenen Integralle a<<x=b bzw. a =z < b.?)

Es sel nun f (z) eine in <a, b> definierte und be-
schrinkte Funktion, Dann wollen wir folgende Bezeichnun-
gen benutzen: m (f(x); a, b) sei die untere Grenze von f (z)
in <a, b >. Wenn

(1) n=Zl a=x <ty < oo < Ta=b,
80 sei

Wenn fiir zwel in <<a, b>> beschriinkte Funktionen T (x), g (x)
und fiir jedes n, %o,y xn mit (1) gilt s(f (x); X0, 1, x0) =
=5 (g (®); xo, x1,--,xn), Wollen wir schreiben

(3) S(f () =8 (g (®) in <a,b>.
Wenn f(x) = g (x) fiir alle z aus <<a,b>>, so schreiben wir
(4) fl@)=g(x) in <a,b>.

Wenn eine in <<a,b> beschrinkte Funktion 7 (z) ge-
geben ist, so sind auch alle Zahlen (2) mit der Bedingung
(1) dadurch definiert; die obere Grenze der Zahlen (2) ist
das untere Integral

./’:f(x) dx.

. ) Es handelt sich siets nur um endliche Intervalle und um
reelle beschrinkte Funktionen.

Véstnik Xral. Ces. Spol. Navk. Ti. IT. Roé. 1929,
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Wir fragen nun, ob und inwieweit auch umgekehrt die
Fanktion f (x) durch die Angabe sidmtlicher Zahlen (2) in
<a,b> definiert ist, d. h. ob oder unter welchen weiteren
Bedingungen (4) aus (3) folgt.

Erstens ist es klar, dass aus (3) nicht ohne weiteres anf
(4) geschlossen werden darf. Denn es sei z. B. f (2) stetig in
<a,b> und es entstehe g (x) aus f (z) dadurch, dass man
f (x) fiir alle rationalen z irgendwie vergrissert. Dann gilt
offenbar (8), nicht aber (4).

Dieser Umstand fiihrt uns dazu, eine besondere Klasse
von Funktionen durch die folgende Definition einzufiihren:

Definition 1. Eine Funktion f (z) heisse ,,vom Typus A
m <a,b>", wenn folgendes gilt:

1. f (z) ist definiert und beschrinkt in <a, b>;

2. f(a) = li'nz %f f (z); f (b) =< lim mﬁ f (x);

—h—

3. f (&) = max (lim in(]“f (z), l’i?llg@ff f (w))

T=E—
fiir a <& <b.
Und es gilt folgender

Satz 1. Zu jeder in <a,b>> beschrinkten Funktion [ (x)
gibt es eine Funktion g (z) vom Typus 4 in <a,b>, so dass
(3) S(f(zx))=8(g(x)) in <a,b>.

Nach diesem Satz kann es sich also bei unserem Problem
nur darum handeln, ob fiir zwei Funktionen f (z) und g¢(z),
die vom Typus 4 in <a, b> sind, (3) aus (4) folgt. Und wir
werden beweisen:

Satz 2. Wenn f,(z), f: (z) vom Typus A in <a, b>
sind und wenn
S(ti(z)) =8 (f:(x)) in <a, b>,
so st entweder
filz) =1 () 1n <a,b>>,
oder

filz)=A(x—a) + B, fe(z) =A(b—2a)+ B,
wo A, B Konstanten sind, A= o0,
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Satz 3. S(A(x—a) +B)=S(A4A(b—x) -+ B) in<<a,b>.

Diese beiden Sidtze geben eine vollstindige Antwort auf
unsere Frage: Eine Funktion f (z) vom Typus 4 in <a, b>
ist durch die Angabe sdmtlicher Zahlen (2) mit der Bedin-
gung (1) eindeutig gegeben; bis auf den Fall, dass f (x) eine
in <<a,b> nicht konstante lineare Funktion ist; in diesem
Falle gibt es noch genau eine Funktion g (z) vom Typus
A in <<a,b>, die dicselben Zahlen (2) wie f (%) besitzt; und
zwar ist g (x) auch linear in <<a, > und

fla)=g(b), f(b)=g(a).

§ 2. Beweis des Satzes 1.

Es sel f(?) in <a, b> definiert und beschrinkt. Wir
definieren ¢ (x) in <a, b> folgendermassen:

1) g(a) = min (f(a), ]i[il 1+u;f f(as))
2) g(b) = min (f(b), lim inf f(a:))

8) g(%) = min (f(go), max (hm 1nf f( ), lim inf f(m)))

z =g —0 T =F,+0

fiir a <& <b.

Wir behauvpten: fiir a=c¢<dZ=b ist

) m(g@); ¢, d)=m (f(x);c, d).

Denn offenbar ist erstens m (g(z); ¢, d=m(f(x); ¢, d.
Zweitens gibt es nach 1) 2) 3) zu jedem ¢>>0 und zu jedem
S aus <c¢, d> ein x aus <c, d=>, so dass f (x) << g (&) +
+ &5 also m (f(x); ¢, d) =m (g(w); ¢, d). Daraus folgt aber (5),

Weiter ist fiir a=§<b nach (5) 11m Tf g(w) = lim

& =<0
}Lﬂlo'ﬂl (g(z); Eot+h, ot l) —lhm llm m( (.17), Eothy 5ot R) =
= lim inf f(x )
z =g +0

und ebenso fiir a<<&=b
liminf g (z) = lim inf f(z).
T=§—0 T=§g—0
Also ist wegen 1) 2) 3)
g(a) ~~llm mfg(m) 9(b) =liminf g(z),

z=b—0

(%) = max (llm 1an (z), hgglﬂ%g(;p))

r=F —

fir a<g <b.
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Also ist g(x) vom Typus 4 in<<a, b> und aus (5)
folgt (3); w. z. b. w.

§ 3. Beweis des Satzes 2.
In diesem Beweis liegt die ganze Schwierigkeit.
Hilissatz 1. Wenn fiir zwet Funktionen fi(x), fi(x) vom
Typus 4 in <a, b> gilt
S(fi(x)) =S (falx)) in <a, b>
und
m(fi(z); a, ) =m(fe(x);a,’)
m(fi(x); &, b)=m(fs(z); & b)
fiir alle € mit a<<t<b, so ist fi(x)=f () in <a, b>.

Beweis: HEs geniigt zu zeigen: wenn f (z) vom Typus 4
in <a, b> ist, so ldsst sich f (&) fiir e =& =b durch die
Zahlen

s(f(z) ;5 To, Ti s yza), m(F(2); a, &), m(F(z); &, b)
mit n=1, a=x <z, < . <Zn=1"b,a<<t<<b eindeutig dar-
stellen.

Und das geschieht durch folgende Formeln:

f{a) = min (f(a), ].iin' i%f f(x)) =,1=m+10m (f(x); a, a+h);
f(b) = min (f(b). lirilbi_n;ff(m)) Zhlirgom (f(x); b—h, b);

15(8(7‘ (@) @, & 0y b)—=m (f@); a, HE—
—a) —m (f (®); ,b) (b—1n))
fir a<&i<n<b;
f(&%)=max (min (f (&), ]igé i_nﬁf (z)), min (f (&), ligl‘_i]il_f_;f [g;))):

m(fx); & o) =

=max lim m (f (x); &—h, &), lim m(f (z); %, S+ h))
\r=+0 h=+0
filr a <& <b.

Hilissatz 2. Voraussetzungen:
fi(x), f2(x) seien vom Typus A in <a, b>.
Ls sei
(6) S(fi(x)) =8 (f(x)) in <a, b>.

I's sei nicht
filw)="fs(x) n <a, b>.
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Der gemeinsame Wert von
S (fw (x) S Lo DLy ey Tn) (l= 1, 2)
werde mit
s (o y Ly ey Zn)
bezeichnet.
Behauptungen :
I. Fiir kein & ist
s{a, &, b) =5(a, b), a<i&<b.
Il. Fir kein & st
lz'zmginfs (a,2,b) =s(a,b), a <& <b.
0

I11. Ber geeigneter Numerierung ist
b
i (a) =m (F (x): ab) =2,

—a
b(a,b)

—a

fa(b) =m(fs (x); a,b) =
fila) <m(fi(2); c b)
f2(6) <m(fs(x); a,c)
fiir jedes ¢ mit a <c<b.
Diese Numerierung werde in den folgenden Behauplungen
beibehalten.
IV. Fiir a =5 <9 <b st
m(fi(z); &b) <m(fi(x); 7,b).
V. Fir aZ=x<y=b ist
fa (z) < fi (.7/)
VI. Fiir a =z <y =b ist
falx) > fa (y).

Beweis: Wenn ich im Folgeuden ctwas iiber f; (x) aussage,
meine ich damit, dass die Aussage fiir f1(x) und fa(z) gilt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei s (a,b)=0 (also m (f: (z);

a,b) =0) — denn sonst betrachte man fi () — 5 (a, b) statt

fi ().
Es sei nun a <& <b, s(a, & b) =s(a,b)=0. Dann ist
m (fi (x); a,5%) =m(fi (x); 5.b) =m (fi (x); a,b) =0,
also fiir & =£<b
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m (fi (z); a,&) =0, m (fi (m);g,b)=ﬂ;%
und fiir e < £<§,
m (fi (x); £,b) =0, m(fi (x); a, (g::zb)'

Also ist fiir jedes § mit a <&<<b
m (fi(x); a,8) =m(f(x); a,&), m(fi(z); §,b)=
m (f: (w); &,b).
Also ist wegen (6) und nach Hilfssatz 1.
fi(z) =f.(z) in <a,b>,
was einen Widerspruch gegen die Voraussetzungen ergibt.

Damit ist die Behauptung I. bewiesen.
Es sei nun a<§ < b, lim inf s(a,z,b) =s(a,b)=0.

x=&
Dann gibt es entweder eine Folge &, &, mit & <& <& <o
&,—>%, s(a, & b)—>0 oder eine Folge &, &, mit 5 >5>5> ...,
> &, 9(as§n,b) - 0.
In beiden Fillen ist also
(8n—a) m (fi (x); a,&) + (b—E) m (fi (x); &, b) =0,
also
m (fi (x); a,&) >0, m(fi (x); §,b) 0.
Im ersten Fall (5§ <& < ...) haben wir also:
Fir b>:=¢& ist m (fi (z); a,&) =m(f; (z); a, &) fiir
alle n, z2lso
(1) m(fi (v); a,8) =0, m(fi(w); £,b) =220 (Zf’rb)
Fir a<§<& ist m (fi (v); £,0) Zm (fi (x); &, b) fiir
fast alle =, alqo
£
(8) m (fi (x); 5,b) =0, m(fi (x); a,&) =%aﬂ
Aus (6), (7), (8) folgt aber nach Hilfssatz 1. f; (x) =f:(z)
in <@, b>, also ein Widerspruch.
Ebenso ergibt sich ein Widerspruch im zweiten Ifall
2 =>...). Damit ist die Behauptung II. bewiesen.
Es sei nun a < ¢ <d<<b; dann ist nach der Behauptung
11
) m (fi(x); ¢, d) > 0.
Denn sonst konnte man entweder ein & mit ¢ =& =d,
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f, (&) =0 finden, oder eine Folge &, &, . von untereinander
verschiedenen Zahlen mit ¢ =& =d, f, (&)—>0. Im ersten
Jrall wiére

sla,% ,b)=(§o—a) m (f, (w); a’gn)‘}"(b_‘so) m (fl (93), §0,b)=
=0==5(a,b), gegen die Behauptung I. Im zweiten Fall wire
s(a,kn,b) = (En—a) m (fi (z); a, %) + (b— &) m(f (z);
£, ,b) =0, also, wenn % einen Hé&ufungswert der Folge
&,&, ... bedeutet, liminf s(a,z,b) =0=s(a,b), gegen die

Behauptung 11I.
Wegen m (fi (z); a,b) =0 und wegen (9) ist also ent-
weder fiir alle 2 mit 0<<h<<b—a
m(fi(z); a;a+h) =0, also
£ (a) = min (f. (a),lixlllairlgffl (x)) ———h]=iﬂm (fr(x);a,a+h)=20

oder es ist fiir alle 2 mit 0 <A <b—ua
m(f (x); b—h,b) =0, also
fi(b) = min (f, (b),linjbi_fnoffl (x)) =’]_i£:})m (fr (x);6—h,b)=0.

[Es kaun aber nicht f, (¢) = f;(b) =0 sein, denn sonst wire
fir a<z<b sla,z,b) =0=s(a,b), gegen die Behauptung I.
Es gilt also genau eine von den beiden Gleichungen
fi(a) =0, f, (b)=0,
Ebenso gilt genau eine von den beiden Gleichungen
fa(@) =0, f2(b) =0
und fiir a<e<d <b ist
m (fs (x); ¢,d)>0.
Wiire nun f, (@) = f3 (@) = 0, so wiire fiir a<<{<b
m(fi (x); a,&) =0, m(fi (x); £,b) = S(Z'+L_b)
also mach Hilfssatz 1. f, (x) =f,(x) in < a,b >,'gegen die
Voraussetzung. Ebenso ist nicht f,(b) =f, (b) = 0.
Also ist bei geeigneter Numerierung
frla)=0, f(6) >0, f.(a) >0, f, (b) =0.
Weil
0<f, (b) =min (fl (b), lir_r}5 ig]f fr (:v)) =
=]i2(1] m (fi(xz); b—h, b),

h=
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so gilt wegen (9) fir a<c<b
m (fy (2); ¢, b) >0
und ebenso beweist man '
m(fe(x); @, ¢) >0.
Damit ist die Behauptung I1T bewiesen.
Wir schalten nun folgende Zwischenbemerkung ein.
Es sei a<<c¢<b; wir setzen
filx)="fi (@) lir aZz<c, fild)=
= min (fi (c), 1ir£ci_nof fi (x)) (1=1, 2).

Dann ist offenbar 7@ (z) vom Typus 4 in <a, ¢> und
m(fi (2); & n) =m(fi (2); &, 3) fir a2t <y=c. Fiir

(10) 1121,a=x0<w1<......<xn=c
ist also
$(Fi (@); Doy Tay ey Tn) = S @oy a, ey Tuy b) — m (i (2):
¢, b) (b—o).
Wir setzen noch
filw; y="Fi (x) + m (fi (¥); ¢, b)?:;

Daun ist fi (x; ¢) vom Typus 4 in <a, ¢> und aus
(10) folgt '
s(fi(x; o)y @y Try vy Tn) =8 (o, Tiy wony Ty D),
also insbesondere
S (x; ) =8 (x; ) in <a, ¢>.
Die Differenz fi (z; o) —fi (x) ist konstant in <a, o).
Kbenso setzen wir
Fi () =fi (x) fiir c<az=<b,
Ti (¢) = min (fi (¢), lixlgn_ggxf fi (x)) (1=1,2
und
Fi(z; ¢)=Fi @) +m(fi (2); a, o Z:i
Dann ist Fi (z; ¢ vom Typus 4 in <e¢, b>; fiir
N, c= Ty <Xy < o < =D ist
s(Fi (@3 ¢); Xoy, Xyyo, Ta) =58(a, To, Ty, Tn)s
also insbesondere
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S(Fy(x; ¢)) =S (F, (x;¢)) iIn<e, b>.

Die Differenz F; (z; ¢)—fs (x) ist konstantin (¢, b > *)
Wir wollen nun voraussetzen, dass es zwei Zahlen &, g
gibt, so dass

(1) a=E<qy<b, m(f @); & b) =m(f (x); 5. b).

Nach der Behauptung 11l ist sicher §>a. Wir bilden
Fi; (x; §). Die Funktion F, (x; §) nimmt ihren kleinsten
Wert in <§&, b> im Punkt b an. da dies nach der Behaup-
tung ITT fiir 2 (@) in <aq, b> gilt. Weiter gilt S(F, (z; ¥))
— S8 (F, (z;8) in <E b>. Wire nicht F;(x; £ =F, (2;£) in
< £, b >, so miisste nach der Behauptung IIT gelten

Fi; H=mFilz; 95 & bD<mF (@; ; 5b) im
Widerspruch zu (11). Also ist F\ (z; §)=F, (z; & in <&,
b >. also ist fi () —f. (x) konstant in (& b>.

Es sei X die untere Grenze derjenigen &, zu welchen
es ein 7 mit (11) gibt. Also ist a =X <b und £, (x) —f; (x)
ist konstant in (X, b >.

Fis sei X <y <b. Weil fi (x)— 7. (2) nicht in <a, b>
konstant ist?), so ist f (x)—f. (x) nicht konstant in < g,
X+y

2

>. Alsoist auch f, (z; y)— fa(x; y) nicht konstant, also ins-

besondere nicht identisch Nullin <a, y >. Weil S (f, (x; y)) =
=8(f,(x; y)) in <a, y > und weil f1(z; y) in <a,y> ihren
kleinsten Wert im Punkte a annimmt, so ist nach Behaup-
tung TII

Lysp<m(f, 'z v a, 2)

fiir a <<z <y ; also — nach der Definition von £, (x; y)
(12) min (fz (7). lim jnof fa (x))< m (fs (x); a, 2)
Tz y—

fir X<y<b, a<z<y.
Es sei 0 <t <b—y; dann ist nach (12)
min (fz (y + 1), lim inf £, (x)) <m(fa(x); a, y).
T=y+t—0

%) Auch die Differenzen
m(fi(x; €); & ) —m(fu(x); & n), mFi(x; €); &, ) —m (fi(x); & o
sind offenbar fir a <E<p<Lec<LE <y <b von &, 7, & » unabhingig
- ?) Denn sonst miisste wegen (6) “diese Konstante Null sein, also
f1(x) =f.(x) in <<a, b > gegen die Voraussetzung.
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Fiir ¢-+ 0 folgt daraus
llm lnf fa (x) Zm (fs (05 a, y),

also
lim inf f;(z) =< min (fg (y), lim inf f, (x)).
z=y+0 T=y-—0
Weil
fs (y)émax(lim inf f; (z), lim inf f, (w)),
r=y—0 z=y+0
so ist also

f2 (y) =lim inf £, (@) ,

r= J*—
und statt (12) kann man schreiben
13) fir X<y <b, a<e<y ist fo(y) <m(f, (x); a, 2).
Insbesondere ist also fiir Xé e<y=b

fz (y) < fa
(fiir y = b folgt diese Ungleichung aus der Behauptung III).
Also ist f, (x) abnehmend in <X, 4>, und da f, (z) — 1. (z)
in (X, b > kounstant ist, so ist f, (x) abnehmend in (X, b >.
Wir unterscheiden nun die beiden Fille a < X < b und

X=a

1. Fall. a< X <b. Wir wéhlen ein &> 0 so. dass
h< X— b— \ 8Mh<(f;( b;;\) fub))(b—X h)
wo M eine gemeinsame obere Schranke von (f; (z), |f (@)]

in <a,b> ist. Wir bilden fiir ein § mit X <f=-— b+X

sla, X—nh,t,b)=m (fi (x); a,X—h) (A——k—a) +
+m (fi (@); X—h,5E—X+h) +m(fs (a); &,b)(b—E).
Durch Subtraktion dieser Gleichungen fiir 7=1 und
1 =2 ergibt sich, dass der Ausdruck
(14) m(fi (x); X—h .8 —m (falzx); X—h, §))(s—X+h)—|—
+(m (f1@); &,b)—m (f2(2); §,D)) (b—8)
von & unabhingig ist. Es ist aber
m (fi(x); £,b) =11(0), m(fe(x); §,b) =12 (b);
und nach der Definition von X ist
m(fi(x); X—h,b)<m(fi(x); £,D),

also m (f1(@); X—h,8 <m (fi(x); &,b) =fi(b).
Endlich ist nach (13)
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fa ‘Ob—l—Y) <m(fLl@); a,5=m (f3(x); X—h,{).

Also ist der Ausdruck (14) fiir ¢ = b _:X kleiner als
(e = (5 55+ 1) + s —nontgE =
— (A ) =A6) b—X+ {5 (E2F X)—

— 40554 H) < ) A BN O—X + =8 Mk

Fiir £ =X + & ist aber der Ausdruck (14) grosser als

—aM.2h+ (i(B)—fo () (b—X—h) >—8Mh+ (f1(b)—
—fo DN O—X + h).

Also ist der Ausdruck (14) doch nicht von £ unabhéngig, was
einen Widerspruch liefert.

2. Fall. X =a. Dann ist f;(z) abnehmend in <a,b>,
fi(x) in (a,b>. Nach der Behauptung ITT. ist f1 (@) =/, (b)=0,
fi(B) >0. Also ist fiir 0<h<b—a, s (a,a+ h,b) =
= f, (b) (b—a— h) = fo(a+h) k. Dies ist aber ein Widerspruch,
denu fiir Ah—0 ist fola+ k) h—>0, /1(b)(6—a—h)— '
—=f1(b) (b—a > 0.

Daher enthilt die Annahme (11) jedenfalls einen Wider-
spruch, womit die Behauptung IV. bewiesen ist.

Bs sei nun a ={<9=b. Wenn £ =a, so ist nach der
Behauptung III. /1 (§) </fi(y). Also sei £ >qa. Dann ist fiir

h>0, h<i—a, h< I3
m(fi(@); E—=N,0) <m (fi(x); &,b)
<m(fi(@); E+h.b)<m (fl(a:‘; gJ;”—,b).

Also
m(fi@); E—h,D<m(fi(@); 5,5+ h<m (f1 (x); %,b).
Also fir A—0

min (fl (§),lzii1§i(r)1ff1 (.1')) = min ( hm lnff1 (x)> =

=m (f1 (z); "'2'77 b).
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Wegen
f1 (5 = max (min (f1 (&), lgiﬂr:néi_noffl (x)) , min (fl &), Lizlfsl_gglffl (x)))
ist also }
f1(8) =min (fl (&), ]xl_lg_mffl(xJ) =m (fl (x); ;——;17-, b)
<m (fl(.r); s +3 i b) =/i(n),

womit die Behauptung V. bewiesen ist. Durch die Betrach-
tung der Funktionen f; (—x), f; (—x) im Intervall <—b,—a>
wird endlich die Behauptung VI. auf die Behauptung V.
zuriickgefiihrt. '

Damit ist der Hilfssatz 2 in allen Teilen bewiesen.

Beweis des Satzes 2. Nach Hilfssatz 2. ist f; (#) wach-
send, f; (x) abnehmend in <a,b>. Alsoist fiir a<<z <y <b
(15) s(a,z,b)=fi(a) (x—a) +f1(z) (b—2)=f(z) (x—a)+
+f2(b) (b—2),
(16) sla,x,y,b)=rfila) (x—a)+f1(@)(y—2) +
+h) (b—y) =fo@) (x—a) +foly) (y— ) +f2 (D) (b—y).
Nach (15), (16) ist
(fr(@)—Lfo ) y—x) =fa(@)@—a) +
+ b b—y)—fila)(z—a—fi (y) (b—y) =

(17) =s(a,z,b) +f2(b)(z—y)—s(a.y,b) —
—fita)@—y) =s(a,z,b)—s(a,y,b),
Q(a b)

da fila) =/f2(b) = —_

Weil fi(z), fo(x) in <<a,b> beschriankt sind, so ist nach
(17) s(a,x,b) eine stetige Funktion von z in (a,b). Nach
(15) sind alsO auch f; (x), f2(x) stetig in (a,b); also folgt aus
(17) bei y—>2+0

sla,x,b)—s(a,y,b)

lim — = f1(@) —fs (z)
y x40 Yy—x
und bei x>y —0
lim sla.a, b)_ s(a,y,b) =hH—Le ().
z=y—0 Y @

Also ist fir a<z<b
—L%S (a, z, b) =7 (w)*fl (x)
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Aus (1) folgt dann die Differentierbarkeit von f; (x)
in (a, b) und die Richtigkeit der Gleichungen
(].8) fz (93)=f1 (a) + (b —x) f’1 (x)
filwy=F(b)--(@—a)fsix)
in (a, . Daraus folgt die Existenz von f,”(z) in (a, b) und
die Gleichung
fl“(:v) (b_x) (x—a) —f/|($) (x—a) + fl {x)_f2 (b) =
Die Fuanktion f,(z)—fz (b) = fi (x) — /1 (a) geniigt also fiir
a<xz<b der Gleichung
y'(b—x) (x—a)—y (z—a)+y=
deren allgemeines Integral ist
Cilz—a) + C, (b—a +{(zx—a) locrz—_@).

a
Da fi(z) in <a, b > wachsend und beschrinkt ist, gilt
notwendig
(19) file) =fi(a +4(z—a), 4>0

fiir a<z <b. Fiir 2=a ist diese Gleichung auch erfiillt;
weiter ist fi(b) /hbm Ji(x) (weil f; (x) wéchst) und anderer-

seits fl(b)/hm mf S1(x).

Also ist f; (93) linksseitig stetig im Punkt b, also gilt (19)
auch fiir o = b.
Aus (15) folgt dann
(20) fax)=fi(@+Ab—2)=f0b)+Ab—2z)
fiir a<a <b; fiir =10 ist diese Gleichung auch erfiillt;
weiter istf(a) = lll_[[al_l_{z () (weil f;(x) abnimmt) und anderer-.

seits f(a) gzlzig}ro inf fp(z). Also ist f;(x) rechtsseitig stetig

im Punkti a, also gilt (20) auch fiir 2=q.
Daher gilt (19) und (20) fiir a =z =¥, womit Satz ©.
bewiesen ist.

§ 4. Beweis des Satzes 8.

Fiir ni;], a:$o<w1<1‘2<.....<xn:b’ A>O4) ist
S(A (.’L'_a) + B Zos L1y s $n)
—s(4(b—=x) + B; 20 X1,y Tn)

) e't. Y) 4 >0 bedeutet offenbar keine Beschrinkung der Allgemein-
i1ert.
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—_—gl('A (vici—a) + B—A(b—xi)— B) (xi — xi-1)
=A.§1(sm-4 + xi) (i — xi—1) —*4(a+b)§(1xi — Ti—1)

— A3 (28— 2%-1) — 4 (a+b) (b—a)
=A4(b*—a?) — A(b?—a%) =0, w. z. b. w.

Résumé.

Sur lintégrale de Riemann.

Par Vojtéch Jarnik.

f(z) étant définie et bornée dans lintervalle fermé
<&, n>, désignons par m(f(x); & .n) la borne inférieure
de f (x) dans <§, n>.

Supposons f(x) définie et bornée dans <a. b>. Alors
on peut former, pour =1, a =20 <21 <... <an=>b, les
nombres

n
(1) s(f(@); zo, T1,-r Tn) :‘21m(f(x); Zi—1, &) (@i — zi—1).
o
La borne supérieure des nombres (1) est l'intégrale
b
{'f(m) dz.

Nous nous posons, dans la Note présente, le probléeme
suivant: en quelle mesure une fonction f(z) est-elle déter-
minée par la totalité des nombres (1)? La résolution de ce
probléme est fournie par les théorémes 1, 2,3 du § 1°.
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Zur Darstellung sphirischer Dreiecke durch
Kreisvierecke.

Von J. SOBOTKA.

Vorgelegt am 10. April 1929.

1. Auf die Darstellung sphérischer Dreiecke durch Kreis-
vierecke hat wohl zuerst E. Study in seiner grundlegenden
Schrift: »Sphiirische Trigonometrie, orthogonale Substitutio-
nen und elliptische Fanktionen« (1893) aufmerksam gemacht
und diesbeziiglich eine Reihe interessanter Satze aufgestellt.
Unabhingig von Study’s Auffassung, aber auf dhnliche Art,
hat Ernst Eckhardt in seiner Schrift: »Zuriickfithrung der
sphirischen Trigonometrie auf die Geometrie des ebenen
Kreisvierecks (1909) bemerkenswerte Zusammenhdnge der
Relazionen zwischen den Bestimmungsstiicken eines sphéri-
schen Dreiecks und denen eines Kreisvierecks sowohl rechne-
risch als auch konstruktiv behandelt.

Nun wissen wir, daBl eine einfache Abbildung der Ge-
bilde auf einer Kugel in eine Ebene durch die stereographische
Projektion erfolgt, durch welche alle Winkel einer Figur
auf der Kugel in gleiche Winkel projiziert werden. Da die
Léingen der Seiten dieser Figur gleich den entschprechenden
Winkeln der zu ihr polaren Figur sind, so liefert die stereo-
graphische Projektion der Polarfigur die wahren Seitenléngen
der urspriinglichen Figur. Tatséichlich fiihrt die stereogra-
phische Projektion fast unmittelbar zu den diesbeziiglichen
Beziehungen und Darstellungen, wie sie sich in den erwihn-
ten Schriften vorfinden, was zu zeigen und weiter zu ent-
wickeln den Zweck der vorliegenden Arbeit bildet.

2 Wir projizieren die Gebilde auf der Kugel, deren Halb-
messer mit r bezeichnet werden moge, stereographisch in eine
durchi ihren Mittelpunkt O gehende Ebene und bezeichnen

Vistnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T#. II. Rod. 1929.
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die Projektion eines Gebildes dadurch, daB wir zum Symbol
des Gebildes oben einen Strich beisetzen. Wir beschrénken uns,
obzwar es nicht notwendig ist, aut Kuler’sche Dreiecke, ge-
brauchen aber die Bezeichnung von Mobius; die Seiten des
Dreieckes bezeichnen wir mit a, b, ¢; die Winkel entspre-
chend mit «, 8, y; die inneren Winkel desselben mit «, g, 7,
so daf} also a=n—aua, ﬁ=;t—ﬂ, Y=y ist.

Die zu den Ecken 4, D, C des Dreiecks diametral gegen-
iiberliegende Punkte auf der Kugel bezeichnen wir A;,B5;,Ch.

Wir projizieren die Kugel stereographisch von einem
dieser Gegenpunkte als Projektionsmittelpunkt, etwa von 4.
Die Projektion des Parallelogramms BCB,C; ist ein Kreis-
viereck, welches in einem einfachen Zusammenhang mit dem
sphirischen Dreiecke ist. Dieses Kreisviereck zerfiallt durch
seine Diagonalen in die Dreiecke A'B'C’, A'C’'By, A'B{C:"
A'C/'B’; der Kreis (a), in den sich der Hauptkreis (a)=
=BCB;,C, der Kugel projiziert, und dessen Halbmesser wir
mit B bezeichnen wollen, bestimmt mit den Diagonalen B’ 5",

C'C{ vier Teile der Ebene A’E’—C?",‘ A'C,B,, A'B/C{, A'C/'B’
welche Projekzionen der sphirischen Dreiecke
ABC, ACB:, AB.01, AC1B
sind. Die Winkel dieser Dreiecke sind entsprechend
Qy ﬁ: Yy T O TTTTY, ﬂ; a, n—ﬁ, Ty T Y, T —f.
Die sphérischen Exzesse dieser Dreiecke seie n 2a;, 203, 201, 203
Es ist somit
20‘0=27t—(a—|—‘6’+y), 20e=0a—- 81y, 261=—a+ﬁ+7;
20‘320‘{_‘8_ Y.

Setzen wir fiir die Seiten des Kreisviereckes

B’C':ZO, C,B1,=Z27 ‘B1,01’:Z1, CI’B,=Z3'

Die Winkel in dem Dreiecke 4'B'C’ sind «, 8, y; es ist also
a=arc (B A'C’1) =arc(B"14'C"), g=arc (B'C'By),
y=are('CB'CY).

Der ExzeBl von ABC ist gleich dem des Dreiecks A'B‘C".
Zieht man die Winkel des Dreiecks A‘B'C’ von denen des
Dreiecks A4’B‘C’ ab, so erhidlt man die Winkel, welche die
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Qehne B'C’ mit den in B’ und ¢’ an den Bogen B'C’ gezo-
genen Halbtangenten einschlieBen; es ist also Jeder von

diesen Winkeln gleich oo, und der zum Bogen BC gehorige
Mittelpunktswinkel von (a)’ ist somit glewh 200 Ebenso

erkennt man, daf die zu den Kreisbogen CBl, Bl CY, Cf CC
gehorlgen Mittelpunktswinkel von (@) entsprechend gleich
sind 209, 201, 205. Von diesen Kreisbogen sind entweder alle
kleiner als ein Halbkreis, dann umspannen die Winkel 20, . .,
9g; die entsprechenden Sehnen Z,, .., Z3; oder einer von
ihnen ist groBer, die iibrigen sind aber kleiner als ein Halb-
kreis; dann enthédlt der zum ersten gehorige Mittelpunkts-
winkel die entsprechende Sehne nicht, wihrend in jedem der
iibrigen Fille er sie enthilt.

Den Kreisbogen B'1C°By', C'1B1C’, welche durch die
Diagonalen d:=RB'B;', d3=C'C," abgeschnitten werden kom-
men die Mittelpunktswinkel 20;3+25;=28 und 205+ 20,=2y zu.
s ist also

d;=2R sin B, d3=2R sin y, und dy:ds=sin B:sin y. (1)

Projizieren wir das zu ABC polare Dreieck 4 BC von
dem Gegenpunkte 4; der Ecke 4 als Projekzionszentrum
stereographisch, so gelangen wir zu einem apalogen Kreis-

vierecke B'C' By C;'. Die Seiten desselben sind
B'C =Y, C'B/ =Y, B/ C/=Y,, ¢/ B =Y3;
weiter ist

a=arc(B' A" C,)=arc (B_LZE'), b=arc(B' C' By),

c=arc (C' B’ Cy).

Die zu den Kreisbogen B'C’, C' By, B/ C{, Cy'C" ge-
hirigen Mittelpunktswinkel des Kreises (a)’, in welchen das
Viereck B’ C' By’ C;" eingeschrieben ist und dessen Halbmesser
wir mit B bezeichnen wollen, sind entsprechend.

2s0=2z— (a+b+c), 2ss=a—b-+¢, 2s1=—a+b-+g,

2s3=a+b—uc,

durch die Dlagonalen ds=B' Bl, d3—C Cy begrenzt werden,
vehdren die Mittelpunktswinkel 26 und 2¢, nnd es ist
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de=2R sinb, ds=2R sinc, und ds: ds =sind : sinc. (1)
Das sind Zusammenh&nge, zu denen Study auf anderem
Wege gelangt ist (a. a. O. S. 174).
3. Wir haben die Art kenneun gelernt, wie die Winkel
« 3 y mit dem Viereck B'C'B,'C,’ zusammenhiingen und
wollen den Zusammenhang der Seiten a, b, ¢ mit diesem
Viereck ndher untersuchen. Zunéchst folgt aus dem Drieck
A,B'C’, daB
BIC,2=BIA12+C/A12*QB’A1.CIAl CO0S (B'AlC’).
Da die Kugel und ihre stercographische Projektion von
A; in die durch O gehende zu 4 4; normale Ebene invers sind
fiir 4; als Zentrum der Inversion inbezug auf die am 4,
als Mittelpunkt mit dem Radius V2 beschriebene Kugel, so
lasst sich die letzte Gleichung transformieren in die Glei-

chungen - -
e [ 27 (27‘ )_ ( ar? (_) . _
B¢ ( ) + 2 o) cos (BAC)

BA, CA4,

_L >

 BA4.®.C4:%" BC".
Es ist also

B =2 BC (2)

’ BAI ] C_Al . e 1
Da
BC=2r sin 5 BA;=2rvos = CAl 27 c0S g
S0 1st sin %
2 "% 2

Analog konnen wir die Strecken C'By, B,'C{, C1'B’ aus-
driicken und gelangen so zu den Beziehungen

si cos a sin a
in - s — —
A e R T S -
=1 —-7', — — = —
’ b c 2 cosbsinc’ 1 sinbsin c’
COS —~ C0S — - = = =
2 2 2 2 2 2
cos 2
2
Zy=—"—r. (3)
. b G
sin = COS —

2 2
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Ferner ist

1C'=00'=rtg —g A Cy'=r cot g A'B =rtg —;, A'ByY =rcot—;,

somit ) ) ;

’ r___ o = o) . r

Coi=r (tb 2+00t 2) sin b’
Es ist also
. 2 2 . )
ds = Siurb, dy= rc und ds: ds=sin b : sin c. (4)

Aus (1) und (4) folgt

sin b sin y=sin ¢ sin ﬂ:%{, (5)

also der Sinussatz.
In dem Dreieck A'B'C’ ist

B (=B A?+CA*+2B'A" . C'A’ cos c.

Setzen wir da die zuvor berechneten Werte ein, so kommt
= 0‘2—0 0-29 2 ° é
tg Q—HD 2+~tg2tg2 cos «,

also

sinzg =sinz—20- cos? g—l— sinzgcosz—;-l-?sin %cos —; sin 20032 coSa.

Gehen wir zu a, b, ¢ iiber, so wird

2(1—cos a)=(1—cos ¢) (1+cos b)+ (1—cos b) (1+-cos ¢)+
+2sin bsin ¢ cos «,
woraus folgt
cos a=cos b cos ¢—sin b sin ¢ cos «,

also der Kosinussatz.
Aus (3) ergibt sich die Proportion

. ' b )
21792y Zo=tg —g:tg 5 g—étg—zc. B

4. Analog fiihrt das Polardreieck 4 BC zu den Be-
ziehungen
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sin — cos— sin—

Yo =—5—2—; r, Yomm———g— 1, Y1=—ﬁ—2——y 7
cos —5 €08 5 cos =, sin E) sin 5 sin
cos —

2 ,
Y3 = ﬁ _—; 7, (3 )
Sin —2 [(eX] _é
- _ 2r —=_ 2 — TS o
ds= sin 8’ do= siny und ds:dsz=sin g:sin 5.

Es ist also mit Riicksicht auf (1)
sin b sin y=sjn ¢ sin ﬂ=—T—
7 R .

Diese Gleichung verglichen mit (5) gibt R=R, was auch
die Konstruktion bestétigt.

Denn schneidet die Senkrechte von A, auf die Ebene des
GroBkreises durch B, C die durch O gelegte Projektionsebene
P im Punkte S, so ist bekanntlich S der Mittelpunkt der
Projektion dieses Grofikreises (a) und 4,5 ist gleich dem
Halbmesser R dieser Projekiton. Fiir das Polardreieck ist 4,
das Projektionszentrum und (BCO) die Projektionsebene,
wéihrend die Hibene des durch B und C gehenden Grofkreises
mit P zusammen fillt. Wird also (BCO) vou der durch 4,
gehenden Senkrechten auf P in S; geschnitten, so ist 4,5, = R.
Es ist (04,) Il (S4y), (4151 | (O4,) und die rechtwinkeligen
Dreiecke 04,8, 0A,S: sindkongruent, weshalb 4,5, = 4, S.

Aus den letzten Gleichungen folgt ebenso
cosa = cos B cosy —sin 3 sin y cosa,

und

Yi:Y,:Ys: Y, =tg%: tgg : ’rg%:tg%.tg%-tg—é—

5. Aus den Gleichungen (3) erhalten wir zunéchst

_Z0+ZI+Z2+Z3:
= 4 p [sin i(—sin ésiniml—

sin—qsinicosﬁcos— 2 2 2
2 2 2 2
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-+ cos % cos %) -+ cos 1( sinﬁ cos< -+ cos ) sin —C—)]

2 2 2 2 2
_ Ar .a b+tec a . b—|—c)
I C(sm 5008 — —+ cos 5 S0
— 4r. sin a—l—b—|—c.
sin b sin ¢ 2

Auf dieser Weise gelangen wir zu den Gleichungen

— 70V 272+ 72,47, :msin&,
Zo— 2+ 2Z:+ 7y =S hsng S0
Zo+Zi—Z:+Zs =S bsing S
Zo+7a+ 2y — L =————sins,.

(6)

Driicken wir die Seiten Z,, Z, Zs, Z; unseres Kreisvierecks
B’ C’' B’y C', mithilfe der zugehorigen Mittelpunktswinkel aus,

so erhalten wir die Relationen

7o =2 Rsina,,Z, =2 Rsin 0y, Zs = 2 R sin 65, Zs — 2 R sin o; und
+ Zot+ 72137y 73 —2 R (Fsin g, = sin oy 2= sin g = sin o),

worin einander immer die beiderseits gleichliegenden Zeichen

der Glieder entsprechen. Es ist also

. . . . 2r .
R {(— sin g, + sin 6, + sin 0, +sin g;) = —————sin s,,
sin bsin ¢
) ) . r .
R (singy,—sino; +sin g; + sings) = —————sins
0 + 2 1) S bsing 1
R (8in oo+ sin o, — sin g. + sin 03) = .—2r.—sin S,
sin bsinc¢
. . . . _ 27 .
R (sin g, + sin 6, -+ sin ¢ —sin g;) = —————sin ;.
sin b sin ¢

Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir

) . ) ) r

n :'.—_.__

R (sin oq =+ sin o, -+ sin ¢. + sin g3) SnDhsine
(sin s, + sin s, + sin s; - sin s3)

Da analog
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Yo=2Rsin s, Y, =2 Rsin S1, Y, =2 Rsin s,, Ys =2 R sin Sy,
so erhalten wir zunichst, dass

4r . 2”'Yo
5 : SINS = =,
sinbsin ¢ Rsinbsine

und da R =R, so wird unter Beriicksichtigung der Formel (5)
_4r
sinbsinc

Verfahren wir mit Bezug auf die rechten Seiten der
iibrigen Gleichungen (6) in gleicher Weise, so gelangen wir
zu den Gleichungen

sin Y
sinc¢

Sin s, == Y.

sin

—zo+zl+z2+zszzsmg Y,
zo—zl+z2+23:2:§§7c’yl
zo+z,—zz+zazgziggn
zo+zl+z2—z£,:2:iiﬁ7c’ 7y
Zo+ Zat 2o+ 2o =221 (Vo4 ¥, + ¥, + Ya)

sowie zu den Beziehungen
sins, +sins, -+ sins, +sins; __ sina__sinb _ sinc
sirop + sino, -+sinee~-sino;  sine” sing  siny

Y, :Y1:Y23Y5= (“Z0+Z1+Z2‘+‘Zs):(Zo_Z1+Z2+Za)1
1(Z0+Z1_Zz+zs)1(Z0+Z1‘+Z2_Zs)

6. Ebenso ergeben sich die dualen Beziéhungen

. 4r ;
_Y°+Y1+Y2+Ys—*sinp’siny sin oo

- 4r .
Yo—Y,+ Y.+ Ya__hsinﬂsiny sin ¢

. 4r . 6')
Yo"l"Yl_'Yz_l_Ya— sinﬂsin_y S1n o»

__ 4r .
Yo"l"yl"{_Yz—Ya—-—_sinﬁsiny SN o3
und
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sin ¢

‘Y0+Y1+Y2+Y3=2 - Zo
sin y
. . _osinc
lO Y1+12+Y3 2Sin7Z1 (7/)
Y0+Y1_172"|‘Y3:28%DCZ2
sin y
Yo‘I‘Y1+Y2—Y3=2S¥nC 3
sin y

Dabei wurden die Dreiecke 4 BC, 4 BC auf derselben
Kugel K dargestellt. Wir konnen aber das Dreieck 4 B C auf
einer anderen Kugel K darstellen, die wir unbeschadet der All-
gemeinheit mit K konzentrisch annehmen, und deren Halbmes-
ser mit 7 bezeichnet werden moge. Wir haben dann in den dem
Dreieck 4 B C entsprechenden Formeln iiberall r statt r zu
selzen. Da wir hiedurch fiir dieses Dreieck eine &hnliche
Abbildung im Verhéltnis 7:7 vorgenommen haben, so wird
alsdann statt R =R zu setzen sein R: R=r:7.

Aus (1) und (4), sowie (1') und (4") folgt hier

r ¥ . . .
— == —sin3sinc=sin bsiny.
R R

Wihlen wir » so, daB ds = ds; wird, so fiihren diese For-
meln zu den Beziehungen
R __sinc__ sinb _ sina

. . - . ’
R siny sing sinc

e
r

und es wird gleichzeitig ds = d2
Die Seiten des zweiten Kreisviereckes Yo, Y1, Yo, Y3 gehen
hiedurch iiber in
To— Ly, =27 T,=%v.7 =
wir bezeichnen sie mit X,, X;, X5, X3 Hiedurch gehen die For-
meln (7) und (7') iiber in

—Zo+Z1+Zs+2Z23=2%,
Zo—Z1+Zs+Zs=2X, (8)
Zo+Z1_Z2+Z3:2X2
Zo+7Z1+Zy—Zs=2X,4

und

=e] =]

Y.
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—Xo+Xi+Xo+X5=27,

Xo— X1+ Xo+X3=27, (8"

Xo+X1—Xo+X5=27Z,

Xot+Xa+ Xo— Xs=22Z3

Wir bezeichnen diese Vicrecke mit Z und X.

7. Von den zahlreihen Beziehungen, welche sich hier cr-
geben, fithren wir die folgenden an.

Zunichst geben die Formeln (8) und (8') eine Konstruktion
der Seiten des sphérischen Dreiecks, wenn seine Winkel gegeben
sind und umgekehrt; denn aus gegebenem Z oder X kann
man obneweiters X resp. Z konstruieren, da beide gleiche
Diagonalen haben und man aus den Seiten des einen die des
anderen ohneweiters ermitteln kann. Das sind die von Study
gegebenen Konstruktionen.

Aus dem Viereck X folgt, indem wir B 31 mithilfe
des auf die geradlinigen Dreiecke B’ By C, B' By Cy angn-
wandten Kosinussatzes ausdriicken

cos b— XofF X' — Xy — X
2 (XO X2 + Xl 3)
und da tg? Z i;gOSb 8o ist
tg2g: (= X+ X+ X+ Xs) Ko+ X —Xo+ X9
2 (Xo— X1+ X+ X3) (Xo+Xa+Xo— X3)

Fiihren wir in die letzte Formel die Beziehungen vrn

(8') ein, so wird

b ZyZs 21723 —"ZoZs
2 _._—
tg Bl 7173,w0raus sich ergibt cosb—z 7o ZoZs
Ebenso erhalten wir
o2l . Zy Zs _ZyZly—ZLZs
te 5= 7. 7 und cosc—zlzz_f_zoz3
sowie
0,2ﬂ:Z0 Zl =Z2Z3_ZOZ1
tg 5~ 74274 und cos a —Z2Z3+Z0Z1

Die Flidcheninhalte P, und P, von Z an X sind
P.=VXo X1 X Xs. Po=VZ0Z1227s
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und da P.=dsd, sin «, P2=dsd; sin a, 50 istg——‘%
R F4
8. Man kann das Formelnsystem der sphirischen Geo-
metrie aus den Beziehungen an den Vierecken Z und X
ableiten, wie es Eckhardt in ausfiihrlicher Weise tut. So be-
kommen wir aus der Relation
2B’ B1,. C’ 01’ cosa= B’ C’z + B’l ,12 — B 0/12— Bll 0'2
die Beziehung
ddedscosa =22+ 722 — Z,2 — Z3?
= (ZO—"ZI)?'_ (Z2+Z3)2+2 (Z021 + Zzza)
= (Zo+Z1)2— (22—23)2_2 (Z021+Z2Z3)

Da nach dem Satze von Ptoleméns Z¢Z,+ ZsZs— dsds
ist, so gehen diese Gleichungen mit Riicksicht auf (6) und
(8) iiber in

dodysin® = Xy Xy = " qinsesins
N — A1l — T o3 - o
23 2 0 8in%bh sin2¢ 0 1
2
« 4r . .
dodzcos*——= Xy Xg—=———F———8in s8I0 s
23 2 2 T Sin%bsin e 2 %
4 r? . ...
und da nach (4) ds d3 = ———————1ist, so bekommen wir die
sinbsine
Formeln
., _ sinsesins; . , 8 __ sinssinsy . 27 __ SN Sesin s3
sin?— —————, sin’ &= —————, =
2 sinbsinc 2 sin ¢ sin a 2 sinasin b

_ 8in S sin Sg

« ___sinszsing o7 __Sins;sins,
9 sinbsine’

2 sinasin b

]
2 2
Y

COS3

" sincsina ’
sowie die zugehorigen Polarformeln.

9. Unsere Projektion fiihrt auch selbst zu den zyklischen
Vertauschungen. Wir konnen das sphérische Dreieck 4 BC
auch vom Gegenpunkte B, der Ecke B oder vom Gegenpunkte
C: der Ecke C stereographisch projizieren, uud zu jeder die-
ser Projektionen das entsprechende Kreisviereck Z, resp. Y ab-
leiten, und da es nur auf die Form der Projektionen der
zugehorigen Kreisvierecke nicht aber auf ihre GroBe ankommt,
so konnen wir fiir alle drei Kreisvierecke Z, bezeichnen wir
sie mit Z«, Z3, Zy, denselben umgeschriebenen Kreis (z), sowie
fiir alle drei Kreisvierecke Y, die wir entsprechend mit Y,
Ys, Y. bezeichnen wollen, denselben umgeschriebenen Kreis
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(z) annehmen. Wir konnen diese Vierecke alsoso darstellen, daf3
Za,Zp,Zy die Seite Zouad Ya, Ys, Yedie seite Yo gemeinschaftlich
haben, wihrend die iibrigen Seiten cyklisch angeordnet sind;
also, wenn in Z« auf einander die Seiten Z,,Z;, Z3 folgen, so
folgen in Zg die Seiten Zy,Zs, Z5 und in Zy die Seiten Z3, Zs, Z4,
und die von den Diagonalen eingeschlossenen Winkel, in
denen Z, nicht liegt sind beziiglich «, 3,y. Analoge Anordnung
bieten dann die Vierecke Y, Yo, Ye.

10. Um aus den Beziehungen der betrachteten Vierecke
beispielsweise den Winkel « zu konstruieren, wenn die Seiten
a,b,c gegeben sind, konnen wir etwa die Formel

YoYs—YoY,

mbenutzen, aus der folgt, dass

CoOS ¢ —

cos? = = YoV _ YoT,
2 172 Y3+ Yo 171 dz Cl3

Wir konstruieren somit die mittlere geometrische Pro-
portionale m zu Y, Ysund % zu ds, ds; alsdann ist cos—g—:%

Wir wollen noch die Auflosung des sphéirischen Dreiecks
durch Konstrukzion ermitteln, wenn in demselben eine Seite
¢, ein anliegender Winkel 3 und der gegeniiberliegende Winkel y
(im Mobius'schen Sinne) gegeben sind, wobei sich aus der
Konstruktion auch die Bedingungen fiir die Moglichkeit re-
eller Losungen ergeben.

Wir ziehen zunichst die Strecke Z, beliebig und ziehen
durch ihre Endpunkte 4, 4; Halbstrahlen welche auf derselben
Seite der Ebene inbezug auf Z, liegen, so dall der erste mit
Zo den Winkel 3, der zweite den Winkel y einschliel3t.

Es sei A der Schnittpunt dieser Halbstrahlen.

Weiter tragen wir auf einen Schenkel des Winkels ¢ vom
Scheitel M aus die Strecke MN = 434 auf und schneiden
den zweiten Schenkel mit dem Kreis, welcher seinen Mittel-
punkt in N hat und dessen Halbmesser gleich 4 4, ist in
den Punkten N;,N,; dann ist nach dem Sinussatz b gleich
dem Winkel, welchen (N; Ny) mit (¥y N) oder mit (N; N)
einschlieBt. Die Aufgabe ist also zweideutig und man sieht
aus der Konstruktion wann sie reelle Lisungen hat. Wir
verfolgen die Liosung fiir einen dieser Winkel &.
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Aus der Beziehung (5') folgt Zy: Z3 = tgg tga Wir ermit-
teln also zwei Strecken, welche dieses Verhiltnis besitzen,
und tragen die erste auf den Halbstrahl 4,4 nach 4, C;
die zweite auf den Halbstrahl 454 nach A4;C5; auf. Fiir alle
moglichen derartigen Strecken desselben Verhiiltnisses werden
die Verbindungsgeraden der Endpunkte C,, C; eine Parabel
nmhiillen, welche dem Dreieck A4,A4; A eingeschrieben ist
Der diesem Dreiecke umgeschriebene Kreis £ vom Halbmesser
¢ schneidet den Kreis, welcher dem Dreiecke C; U3 4 umgeschrie-
ben ist auBer in 4 noch im Punkte F, welcher der Brenn-
punkt der erwéhnten Parabel ist.
b

Aus (5") folgt ferner Z;:Zo=—1 :tg— 2 tgo, es ist also
le—béo—)—, wodurch Z; eindeutig bestimmt ist.
tg- ’[g 9

Alle Dreiecke F CyCs, welche die Schnittpunkte der Pa-
rabeltangenten mit (45 4) und (434) und F zu Ecken haben, sind
dhnlich. Wir konstruieren eine Strecke von der Lénge o1
fiir die ¢1:0=Z;: 42 45und legen durch die Puankte 4, F
denjenigen Kreis vom Halbmesser g5, welcher die Halbstrah-
len (A Ay, (4 4s) in den Punkten B, B; schneidet. Alsdann
ist By Bs—2Z; und A4,BsBsA4; ist ein Kreisviereck. Den

274
sin (4. 4 4j)
leicht ermitteln. Enthilt das gefundene Kreisviereck die Win-
kel 3,7, dann ist es dasjcnige, welches die Seiten Zy, Zs, Z1, Zs
besitzt, widhrend, wenn es in 4, und A4; die Nebenwinkel
von 3 und y enthélt, dic Aufgabe abermals keine reelle Lo-

ung hat.

Im ersten Falle moge H der Schnittpunkt der Diago-
nalen d3— A4, Bsund ds — 45 Bssein; alsdannist <€ 4, HBs—«.

Nun konnen wir auch das Kreisviereck X ermitteln oder
das ihm dhnliche Kreisviereck Y im Verhéltnis 1:2. Wenn wir
aufden einen Schenkel, des Winkels ¢ vom Scheitel desselben die
Strecke A; Bs—2ds iibertragen, so hat der durch 4., Bs' ge-
hende Kreis (y), welcher den zweiten Schenkel des Winkels
¢ beriihrt, die Eigenschaft, dal man ihm ein derartiges Vier-

Halbmeser o; kann man auch aus der Relation ¢; =
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eck Y=—=A4', 4’3 B3 B'; einschreiben kann, und es ist den For-
meln (8) gemaB A’zA,gz Yo: — Zo‘,‘ 71 + Zz+ Z3, Ag' B3' =
=Ys=Z0+7Z+Zs—Zs, BsB=Y1=Zo—Z1+ Z2+ Zs
und Blg A,2:Z0+ Z]_'_ Z2 + Z3.

Ist K der Schnittpunkt von A3 B3, 4’3 B’;, dann ist
<X A3 K B's—a,wihrend <CA4,'4;'Bs—=cund < By'A4:'4's=
= bist.

Résumé.

Dans le présent mémoire, 'auteur étudie la dépendance
mutuelle des cotés d'un triangle sphérique et des cotés et des
diagonales d’'un certain quadrangle inscrit dans un cercle, et,
d’'une maniére analogue, la dépendance mutuelle des angles
d’'un tel triangle et des cotés et des diagonales d’un autre
quadrangle, inscrit a un cercle. On peut construire des quad-
rangles en une relation simple telle qu’il est facile de cons-
truire les triangles sphériques d’aprés des données détermi-
nées, a l'aide de ces quadrangles.
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O problému projektivnosti pfi orientované
poloze dvou obrazii.
Napsal dr. JOSEF KLIMA.

PredloZeno 10. dubna 1929.

Promitneme-li prostorovy tdtvar U ze dvou stfedu ls,2s
na dvé primétny » resp. >z, dostaneme praméty U, U,. Pra-
méty 2s; a sy jsou t. z. uzly v primétné 'z resp. *z a jsou
to stopniky dvojnasob promitaciho paprsku §='s*s na pri-
métnich. Paprskové svazky v pramétnach o stfedech 25 a
s, jsou uzlovymi svazky. Praméty a,,a. bodu a jsou na
odpovidajicich si uzlovych paprscich, jez se protinaji na pri-
seénici X,,5= ('z?z). Oba svazky uzlové jsou tu pfifazeny
k sobé perspektivnd o ose X,,. V dalsim predpokladame
pripad obeeny, kdy S a X,,, jsou mimobézné.

Promitnéme dale prumétny = a *z z libovolného stiedu
s na libovolnou primétnu =, jiZ povazujme za nakresnu. V =
dostaneme prvy obraz ai a druhy obraz a, bodu a dle M iil-
lera t. zv. obecného dvojobrazového zobrazeni.!)

Uzly *s1,'s: prejdou v uzly 2sf,'ss prvého a druhého
obrazu, jez jsou stfedy opét uzlovych svazkt, perspek-
tivnich o ose X%, Ozna&ime-li spojnice s's=1S a st =19,
ta uzlové svazky v obraze maji samodruZny paprsek
298 =105 = 153 %53, Obrazy a!,a} téhoz bodu a jsou na odpo-
vidajicich si paprscich uzlovych. V dal§im vynechame index
s k vyznaleni obrazi a budeme lisiti bod a; od a slovem
,pramét" a ,obraz“. O obrazech tak ziskanych, Fikdme, Ze
jsou v poloze ,,orientované“ na rozdil od nejobecnéjsiho
zobrazeni dvéma obrazy, jeZ dostaneme, provedeme-li na pri-

1) Vorlesungen iiber darstellende Geometrie I. sv. ,Die line-
aren Abbildungen* 2. kapitola str. 124,

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T¥. II. Rod. 1929.



2 III. Josef Klima:

métny 'z, ’n jakoukoliv kollineaci a pfeneseme tak ziskané
obrazy do nakresny, aniz by uzlové svazky byly perspektivni.

Problém projektivnosti v nejobeecnéjsim systému dvoj-
obrazovém spoéiva, jak znadmo, ve vyhledani p#islusnych uzly,
t. j. bodd, z nichZz odpovidajici si obrazy promitaji se pro-
jektivnimi svazky. Neni-li nie jiného dano, tfeba sedmi paru
odpovidajicich si bodovych obrazt k uréeni uzla a tiloha ma
obecné t i FeSeni, jeZ jsou hlavnimi body Steinerovy kvadra-
tické pi¥ibuznosti, dané sedmi pary odpovidajicich si bodu?),

Jestlize 6ty ¥i z danych bodd jsou v téZe rovinég, stadi
obrazy jen dvou dalsich bodd k obecné jednoznainému
urceni uzlovych bodi. Zname-li obrazy absolutni kuZeloseéky,
coz pri pfimyeh fotografiich je t. zv. vnitini orientace,
staéi k vyhledani uzlit bud obrazy &ty ¥ boda té%e roviny?)
nebo obrazy péti obecné poloZzenych bodu.*)

ReSme problém uréeni uzlt pro orientovanou polohu
dvou obrazi. Treba zde rozeznavati dva piipady a to, dana-li
zakladnice X,,;, nebo nikoliv.

I. Dana-li zakladnice X,,, sta¢i k uréeni uzla 2 s,
CtyFl pATy @i, bibs, ciCa, didy obrazt bodd a.b,c,d. Uloha
je dvojznaénou a lze dostati body ty téz tak, Ze bychom
z libovolného bodu s promitli prvé obrazy na libovolnou
rovinu 7 a druhé obrazy na rovinu %z, protinajici se s 'm
v pifimece X v roviné (sX;,). Dostaneme tak pary la.’a.
%%, . .. a ¢tyfi spojnice A =1g,%a,, B = b,2bs, C = Yci%cs
D =1d,*d, maji obecné dvé ptic¢ky, jichz stopniky na rovinach
17, %2x maji za obrazy z s hledané uzly.’) MoZno téz urciti
uzly nasledovné, aniz vyjdeme z nakresny.

a) UvaZujme nejdfive dva pary boda aas, bibs (obr. 1.)
Libovolnému bodu 'z jako uzlu v prvém obraze odpovida
uréity bod 2z v druhém obraze co uzel. Probiha-1i bod 'z pfimku

2) Zobecnéni tohoto :Chaslesova problému podal v roé 1914
Casopisu pro pést. mat. p. prof. dr. B. BydZovsky v pojednéni:
LReSeni zvlast. problému projektivnosti a jeho uziti«
str. 273.

%) Kruppa: ,Uber einige Orientierungsprobleme der Photo-
gramretrie®. Zpravy videfiské akademie roc¢. 1912,

9 Kruppa: ,,Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Per-
spektiven mit innerer Orientierung‘ tamtéz roc¢. 1913.

5) V uvedenych prednaskich Miillerovych str. 149.
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M,;, probiha patrné hod 2z kuzelosetku M3, jdouei body
a2 bay % = (a1b1, X1,2). Stejné obracens piimee N v poli 2n
odpovida kuzelosetka N3, jdouci body ay, by, 6= (azbs, X1,2).
Dostdvame tak kvadratickou Steinerovu piibuznost o hlav-
nich bodech ay, by, £ v poli prvém a as, by, 2 v druhém poli 2.

Obr. 1.

Dana-li podminka, by uzly byly ibéZnymi body, t.j. stied
s je v roviné jdouci paprskem S rovnobézné s iz, tu staci tyto
dva pary aiae, bibs k urleni uzlt. Ubézné primece pole 'z
odpovida kuZelosetka v %z a jeji GbéZné body, z nichz ale
jeden je tb&Znym bodem osy X, a tGloze nevyhovuje, je
hledanym uzlem pole 2z. Uloha je jednoznaénou.

b) Dany-li t¥i body aias, b1bs, cice, tu odpovidajici si uzly
vypliiuji v prvém poli kuZelose¢ku U/? a v druhém kuZelo-
seCku 2U% Myslime-li si totiz libovolnou primku M, v poli
1z, tu odpovida ji v pFibuznosti (ab) kuZeloseéka M2, jdouci
body a.,bs, (M1X,,:) a v pFibuznosti (ac) kuZelosedka M2,
jdouei body as, ¢, (MyX1,2). Tyto kuzeloseéky setou se jesté
ve dvou bodech mimo a.,(M,Xi,2), jimZ na M, odpovidaji
dva body hledaného mista.

JeZto spojnice bodu se sebou samym je neurcita patrno,
Ze kuzelosedka 'U? jde body ai, b, . Oznaéime-li pruseéiky
1= (byce, X12) (0br. 2), 2¢ = (bic, X1,0) atd, tu 'U. jde bo-

dem « =: ("B¢y, b)) a obdobné uréenymi body 8i,. KuZelo-
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secka ®U* jde body @s,bs,c: a body as,Bs,y2, kde na pf. ez =
(%8cs, %ybs).

Odpovidajici si uzly na téchto kuZeloseGkach tvori
projektivni fady, v nichZz bodim a,b;, ciaiByyn na U?* od-
povidaji body .-a:8:y:a:bec: na 2U% Obé kuZelosecky pro-
tinaji se v téchZe bodech na zakladnici X,,, jezto padne-li
jeden uzel na zakladnici, musi odpovidajici uzel s nim sply-

Obr. 2.

nouti, ma-li byti splnéna perspektivita obou svazkt pro osu
X,,,- Pruseéiky tyto maji tu vlastnost, Ze z nich odpovidajici
body a, as, b, bs, 1 c2 promitaji se paprsky, jez tvofi s osou
X, tyz dvojpomér.

¢) Budtez dany koneéné &¢tyfi pary odpovidajicich si
obrazll a,as, b.bs, ¢10s, did: a hledejme ptislusné wuzly. Pro
tFi pary obrazt bodd a,b,c dostaneme kuZelosedky 'D? %D?,
jdouci body a, b;¢, resp. azbs; c:;, na nichz museji byti hle-
dané uzly. Podobré pro obrazy bodd a,b,d dostaneme od-
povidajici si kuZelosedky C% *C% jdouci body a, b,d; resp.
az by d,. Tyto kuZelosecky majice vidy dva spoleéné body
a,b VvV 'm a aibs v *m, protinaji se jesté ve dvou parech
bodovych 'z,'y resp. z,%, jez davaji dva pary FeSeni.

7 piedchoziho vyplyva nasledujici feSeni pfidek &tyfT
mimobézek (obraz 3), jichZ stopniky na rovind !z jsou
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, by, ¢, di a na *z body az, be, ¢z, d». Stopniky hledanych pFicek
17,2z resp. 'y,%y dostaneme co uzly vyhovujici pfedchoz
tloze. KuZeloseCku 'D?* uréime body a, by ¢, a body 1,2 na
pfimkich a'y a b,'y, kde 'y= (a,bs, X1.s) a jest-li obdobné

Obr. 3.

ta = (bac2 X1,2), B == (catas X1,0), tu 1= (a,%,%ac,)
a 2E(b_1’7, 1?(;1). Kuzelose¢ka 'C? urlena je body a;bid; a
body 7', 2" na téchie piimkach asly, b,y. Prasesik I = (12,12
je na spojnici Z =2y spolednych bodd kuZelosedek 1C2 1D?
mimo @, b;. Stéjné uréime prasediky 3,4 a 3,4 kuZelo-
sedek D% 'B* s piimkami 8a; a '4c; a prisedik 1= (34,34
je téZ na spojnici 'Z. Jsou Ctyfi kuzelosecky 42 1B2 1(C? D?
jdouci body 'z,'y a kombinaci po dvou, lze tak pro pfimku
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17 obdrzeti Sest bodu. Priaseciky pfimky Z s kuZeloseGkou
na pf. 1D? urdenou body ay,b1,¢1,1,2,3 jsou hledané body
'z,'y, z nichz snadno jiz obdrZime %z, %y.

II. Druhy pfipad je ten, kdy neni dana zaklad-
nice X;,,. Problém zde zadind pro t¥i pary odpovidajicich
si obrazi a koné¢i pro Sest paru.

a) Budtez dany t¥i pary odpovidajicich si obraziu
b1bs, ¢102, d1de. Libovolnému bodu s co nzlu v prvém obraze
odpovida oo! uzli % v druhém obraze. Ti¥eba jen bod 2s
uréiti tak, by svazky s(bicidi) a 2s(becads) byly perspektivni.
Na libovolné piimece X (obr. 4), jdouei bodem b,, dostaneme
body tyto tim, Ze prﬁseéikem x=(B;X), kde B,=1sb,, se-
stro,]lme libovolnou piicku zyd, jez protma paprskv C1=="sc1,
D1=1%d, v bodech y a d. Spojnice Cay, dsd sedou pfimku

X v paru odpovidajicich si bodu & &. Otaéi-li se yd kol bodu
x, probihaji body &,&" dvé projektivni fady na X, jichZ sa-
modruzné body %z,%r’ vyhovuji podmince. Body ty jsou téz
prusediky p¥imky X s koZelosetkou X?% jeZ je vytvofena
pruseéikem paprska c?y,dzd a ktera prochiazi body cs,ds a ls.
Otaci-li se pfimka X kol bodu b, budou pfislusné kuZelo-
seCky X2 tvofiti svazek o zikladnich bodech ¢35 do s a
v poslednim bodé maji spoleénou teénu S, jeZ s primkou
codg tvoti rozpadajici se kuZelose¢ku X2 pro bod x, = (ceds, By).
Svazek (X2) je projektivni s fadou boda z na B, jak patrno
na pi. z druhych praseéika piimky D, s kuZeloseékami
(X?), jez tvofi Fadu perspektivnou s Ffadou bodi =z dle
stredu c,.

Body 2x,%z" jsou tudiZ na kfivee 3° 253, jez jde body
bs, Co, dg, 's a sice v poslednim ma dvojny bod, jeZto primce
b2 s co X odpovida kuZeloseGka X?* rozpadajici se v prlmky
ce's a do's. Kiivka 29% jde tézi prusediky x,= (cods, By,
O (dzbe, C1) a = (bacs, D1). Na libovolné pfimce 4, jdouei
bodem s je mimo dvojny bod ‘s jesté jeden bod k¥ivky
283, jenZ je v druhém prusefikt pfimky 4 s kuZelosedkou
jdouei body bs,code, s a z jejichz bodtl se tyto body pro-
mitaji dvojpomérem = (B;CiD14). T lze body kiivky této
snadno linearné zobraziti.
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Rychleji sestrojime kfivku 28° uZzitim (1,2) —znacné
paprskové prFifazenosti ve svazeich o stiedech v dvojném
bodé s a v bodé kfivky na pF. d..

Paprskiim B’ = daca, C' = d2bs, D' = dax,; druhého svazku
odpovidaji pary paprskové v projektivni involuci o stiedu
15, jez se s prvymi protinaji v bodech kfivky 25% Involueci
tu protneme kruZnici K, jdouei bodem s a na této dosta-

Obr. 4.

neme bodovou involuci o stfedu w a pary odpovidajici pa-
prskim B',C’,D’ vyfaty jsou paprsky B”,C",D" svazku
o stfedu w. Dopliiovanim projektivity svazkia w(B'C'D"...)
Ads(B'C'D’....) dostaneme dals{ odpovidajici si paprsky svaz-
ka 's,ds, a v jich prusecicich dalsi body k¥ivky 2S% Spe-
cielné paprsku M’ =d,'s odpovida v w paprsek M" protinajici
K v bodech tecen v dvojném bodé s atd. Dostdvame v¥sledek:

wLibovolnému bodu s co uzlu v poli =, odpovidd v poli

druhém maoo® wuzli, jeZ jsou na k¥ivce tietiho stupmé, jdouct
body bs, ca, d2 a magici v bodé *s dvojny bod.'
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Vysledek tento vyplyva téz z tFettho Grassmann o v a®)
vytvofeni kifivky kubické, pfi némz primky B, Ci, D: ne-
prochazeji tymZ bodem !s a pfrisluSna kfivka je obecnou
kfivkou kubickou. Jak toto vytvofeni lze pfevésti v Chas-
lesovo a Cayley-Hesse-ovo ukazal Schroeter.?)

Jestlize bod s splyne s nékterym z bodi by, ¢y, di na
pf. by, pak spojnice jeho se sebou samym je neuréita a od-
povidd mu tudiz v poli 7= celé bodové pole. Padne-li bod s
na spojaici dvou zakladnich bodu na p¥. bici, pak pfislusna
ktivka 2§ rozpada se ve tfi pfimky, zde boCas sz bycy. JestliZe
15 je na spojnici odpovidajicich si bodd na pf. bibs, tu pFi-
slusnd kfivka 2S® rozpada se v tuto pfimku a kuzelosecku
jdouei body ¢, do.2s a body (bace Ssdy),(badss 1scy).

Kdyby body by, s, d2 byly v téZe piimce, pak se k¥ivka
%83 rozpada ve tfi pfimky a to baceds a pFimky 28,2%S" jdouei
bodem 1!s, jez jsou samodruznymi paprsky projektivnich
soumistnych svazku, kde paprskim Bj, Cy, D, odpovidaji pa-

prsky 1sbg T50es Ysds.

Déany-li dva uzly 's,%s" budou jim v poli =2 odpovidati
dvé kiivky tFettho stupnéd 283,283 jeZ maji mimo body
be, ¢, ds spoleénych jesté Sest bodi a tedy:

wPromitneme-li tFe body by, c1,di ze dvou bodit s a s,
dvéma svazky, tu existuje Sest svazki paprskovich, jdoucich
odpovidajicimi body bs, cs, ds, j€2 jsou s obéma prvyme svazky
perspektivoni.*

Obdobné uréime obalku zakladnice Xj,5, pFi zvoleném
uzlu !s. Stanovme tyto zakladnice, jez jdou bodem z na
B1==1sby. Na spojnici zbs zvolime libovolny bod £ a tu spojnice
csf a dgf protinaji Cy a Dy v bodech yadatuma ;5 jiti
bodem z, by to byla zakladnice (obr.5). Spojnice yd obaluj,
probiha-li bod & pfimku b, kuZeloseCku E», k uiz lze vésti

¢) ,Uber die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch
gerade Linien und iiber geometrische Definitionen dieser Curven’,
v Journal f. die reine und angew. Math. sv. 36 str. 178.

") Zurilckfithrung der Grassmannschen Definitionen der Curven
dritter Ordnung auf die von Chasles, Cayley und Hesse angegebenen
Erzeugungsweisen* tamtéz sv. 104.



Problém projektivnosti p¥i orient. poloze dvou obrazu. 9

bodem x dvé teény, jez jsou zakladnicemi jdoucimi bodem .
Probiha-li bod z primku B, tvofi pFislusné kuzZelosecky 5,
fadu kuZelosecek, jejiz zakladni tedny jsou: Oy Dy cads a

T,= (baes, C1) (dabe, D). Rada bodi @ . . . . na By je projektivni
s fadou kuzZelosecek (5;).
Bodu s fady z . . . . odpovid4 rozpadajici se kuZelosetka

fady v par bodovy 1s,(T,, ceds) a tedy kiivka tieti t¥idy
obalena teénami z bodu z k odpovidajici kuZeloseéce 5, roz-

Obr. 5.’

—

pada se v bod 's a kuzelosetku 5% dotykajici se spojnie
Cadas dabas bycz a pFimek T, a obdobné sestrojenych T, a T3
Teény této kuzeloseGky jsou jednoznacéné prifazeny
bodim k¥ivky 25® a naopak. Je-li bod s na nékteré strané
trojahelnika b;c; di, tu prislusnd kuZelosecka =2 se rozpada,
na pf., je-li 's na strané bicy rozpada se v body (bicisbaca)
a bod d. Je-li bod s na nekteré spojnici odpovidajicich si
- %) Ze Sest téchto piimek dotyka se téZe kuZelosetky =2, plyne
ze Sestistranu Brianchonova, jehoz strany oéislujeme: c,d, =1,T;=2
0.d,=3, T,=4, b.c,=5,T,=6, Brianchoniiv bod je 's.
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boddi, na pF. bibs, tu prisluina kuzelosetka 5% rozpadd se
téZ v par bodovy a to bod b; a bod b’ na spojnici cads, ktery
s bodem (%sby cads) tvoii par v involuci uréené na cods pary
02(D1»02d2),d2(01,02d2)-

V piipadé, kdy bs, ce, de jsou v téZe pFimece rozpada se
kuZelosetka 5% v par bodovy na této pfimce, vyfaty pfimkami
28,28", jez jsou mistem uzld %s. Uzlam na %S odpovidajici
zakladnice jdou bodem (35, bacads) a pro uzly na 2§’ pro-
chazeji bodem (29, bacads).

Bodum s roviny 7 odpovidaji tak v poli %z kuZelosecky
52 dotykajici se stran trojihelnika bscods. A naopak libovolné
kuZeloseéce 52 dotykajici se stran trojihelnika bscod. od-
povida zcela uréity bod s v poli . Myslime-li si totiz dvé
dalsi tedny Xi,s,'X1,2 této kuZelosecky, tu dle I b) musi uzly
1s byti na dvou kuZeloseé¢kach, jdoucich body bjcid; a tedy
protinaji se jesté v jediném dalSim bodé !s. Probiha-li bod
s v 1z pfimku R, pak odpovidajici kuZelosetky 52 tvoii sou-
stavu kuZeloseGek vepsanych o bacads, z nichZz se dvé dotykaji
libovolné primky. V8echny tyto soustavy maji spoleéné tfi pary
rozpadajicich se kuZelosedek a to ba(cedes c1da), co(bady brdy),
da(baces bacy), jez odpovidaji pruseéikim piimek R se stra-
nami trojihelnika bicid;. Mimo to kazdy tento systém ma
t¥i pary rozpadajicich se kuZeloseGek v pary bodové, jez
odpovidaji priseéikim pfimky R se spojnicemi b1bgs c1¢25 dids.
Dle Chasles-a®) prochézi tudiz bodem ¢&ty¥i kuZeloseiky toho
systému.

Déany-li dva uzly s a s, tu existuje jedind osa per-
spektivity Xj, na niz protinaji se dva uzlové svazky prvého
pole s odpovidajicimi svazky uzlovymi druhého pole. Tato
piimka X;,; je étvrtou spoleénou teénou kuZelosetek 52a 52,
odpovidajicich bodim s a s’ v poli 2z, mimo strany troj-
thelnika bocads.

b) Dany-li ¢ty¥i pary odpovidajicich si bodu a, a,,
b1 bs, C1C2, dy dy, tu libovolné zvolenému uzlu 's bude odpo-
vidati obecné koneény pocet uzla %s. Uréeme nejprve na li-
bovolné piimee Sy, 2 uzly s, s, z nichZ promitaji se étvefiny

%) Na pi. Sturm ,,Liniengeometrie* dil L. str. 25.
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@ by 1 dy Tesp. as by e, dy perspektivnimi svazky. Je patrno, zZe
v téehto uzlovych svazcich pfimka Si,. odpovida sama sobé.
Body na pf. b, ¢, d uréuji v prostoru rovinu a, jejimz obra-
zem je kolineace mezi obrazy prvym a druhym bodového
a paprskového pole v té roviné obsazeného. V této kolineaci
uzlové body *s a *s si téZ odpovidaji, jakoZto obrazy prise-
&iku roviny o« se spojnici S=1!s2% a téZ uzlové paprsky si

Obzr. 6.

odpovidaji jako obrazy prusecnic roviny « s rovinami svazku
o ose S. Je tudiZ obrazova kolineace (o), uréujici rovinu o,
uréena tfemi pary b, b, ¢, s dy de odpovidajicich si bodua a sa-
modruznou pfimkou 8,,.. Odpovidé tudiz v kolineaci (e) pri-
seéiku y; =(S1,2, b1 d)) bod y2=(S\,, bs dz), stejné odpovidaji
si obdobné sestrojené body d,9d. a $ 5. Bodu ¢ =a, (obr. 6)
jako prvému obrazu bodu g roviny « odpovida bod ¢. v ko-
lineaci (o), ktery uréime na p¥. uzitim pruseéikit m = (g c, b d)
an=I(q d,b C). Je totiz (b1 dlgﬁ ’Vm):(bs de 72 mz) a (bl €10, "’h)=
=(b; ¢3 03 1s).

V priasecikun spojnic czms a ds s je bod gs. Spojnice az qs
je druhym obrazem prvého promitaciho paprsku bodu a, jde
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tudiZ uzlem 2s. UvaZujeme-li podobné bod p roviny «, jehoz
druhy obraz p.=a; a uréime prvy obraz py, tu a; p; d4 na Sy,s
uzel 's. Pro bod %s moZno obdobnym zpisobem obdrZeti jesté
tfi paprsky jim jdouci, uvaZujeme-li misto roviny «, nékte-
rou z rovin B=(cda), y=(dabd), 6=(abc).

Body s a %s lze obdrZeti téZ co spoledny par &ty para
projektivnich soumistnych ¥ad bodovych na Si,.. Body 1s,2s
odpovidaji si totiz v projektivité By 6, ABayads, jiZ urcuje
kolineace (a) na S, ale tytéz body odpovidaji si v obdobné
urcené projektivité stanovené na S, kolineaci (8), nebo (j),
nebo (d). Staéi ovSem uvaZovati jen dvé tyto projektivity na
pf. stanovené kolineacemi («) a (8), jez maji vedle spoleéné-
ho paru B, = (Sie, 1 dy) B = (S1,2 c2ds) JeSté jeden par spo-
le¢ny, linearn& sestrojitelny. I dostivame pro rovinnou geo-
metrii vétu:

»Strany odpovidajicich st trojuhelniki dvou ctyFuhelniki
uréugi na libovolné pfimce tii pary odpovidajicich si bodw
projektivnich Ffad a ctyii tak veniklé projektivity maji spolec-
ngy par, z jehoZ bodu promitaji se ctyiihelniky ty perspektiv-
nimi svazky.”

Dostavame tak, pro pripad Ze S.,» je GbéZnou primkou
roviny, synteticky dikaz a jinou jednodusSsi konstrukei pii-
padu uvaZovaného dr. J. Klapkou®®) a ku které jinou cestou
dospél té%z L. Hofmann!?).

Soucasné v této konstrukei obsazeno jednoduché odvozeni
Sylvestrova vytvoFeni linedrného komplezu, daného péti pa-
prsky mimobéznymi A BCD E.

Jak zndmo!'?) tieba jednim paprskem na p¥. E proloziti
dvé libovolné roviny %o a 20 a uréiti jich nulové body s a Ls.
Jsou-li ay, by, c1,d, stopniky paprska 4, B,C,D na roviné ¢
a @, by, Cs, d; stopniky téchze paprskd na roviné 2%, pak musi

19y V pojednéani ,,Pozndmka ke konstrukecim teéen k prisedéné
ki¥ivee dvou ploch v bodé dotyku“ v Casopise pro pést. mat. a fys.
ro¢. LII. str. 336.

1)  Konstruktive Losung der Massaufgaben in vierdimensio-
nalen euklidischen Raum.* Zpravy Videnské akademie roé¢. 130. (1921(
str. 177.

12) Na p¥. Sturm: ,Liniengeometrie® dil 1. str. 108, jakoZ i od
téhoZ autora ,.Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften*
dil I. odst. 255.
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platiti *s (a1 by c1dy E)A *s (a2 by 02 dy E). Promitneme-li dtvary
ty v rovinich 'o a *¢ do téZe primétny =, tu je zde predchozi
piipad, jen s tim, Ze S, = E. Ostatni pfedchozi konstrukei
1ze zde odtivodniti nasledovné.

Roviny 6 a % protinaji paprskovou linedrnou kon-
gruenci, danou paprsky B CD E v polich kolinedrnich, v nichz
odpovidaji si priseciky s tymz paprskem kongruence, pfi
gem% pifimka E je samodruznou a na ni vytinaji odpovidajici
piimky, na p¥. by cra b ¢, odpovidajici body projektivity sta-
novené na pfimce E a v niz odpovidaji si téZ uzlové body
1 a %s rovin ‘o a 0. PFimky na pf. 'sc, a *s¢, jsou polira-
mi vzhledem k linedrnému komplexu a tedy jako Fidici pfim-
ky uréuji linedrnou kongruenci, nalezejici komplexu. Tato li-
nearna kongrueuce ma s linedrnou kongruenci BC D E téhoz
komplexu spoleénou soustavu pFfimek druhého stupné, jejiz
stopniky na s jsou v piimee 1s¢; a na %6 v piimee ®s ¢, a proto
s a %s odpovidaji si ve vytéené projektivité na E.

Stejné dostaneme na primce E podobnou projektivitu
stanovenou linedrnou kongruenci ACDE a jezto maji spo-
le¢nv jeden par, vytaty stranami ¢ d; a ¢, ds, jsouls,2s dru-
hym spoleénym parem, pfi tom onen bod, jenZ nalezi Fadé
patiici k poli !¢ je nulovy bod *s roviny %.

»V orientované poloze dvou obrazii existuje pFi obrazech
¢ty bodit ma libovolné primce jediny pdr odpovidajicich st

o &b

wzl.

Vyjimku ¢ini strany X, Y,Z samodruZného trojihelniku
kolineace a; by ¢, d, < azbs0, dp, které obsahuji ! para od-
povidajicich si uzla s,%s, jez si ve vytené kolineaci odpo-
vidaji.

Kdyby uzly mély byti dbéZnymi body, pak jsou uréeny
jednozna¢né obecné, dany-li obrazy étyf bodu. Jde-li pfimka
81,2 nékterym obrazem, na pf. a,, pak patrné s=a, a bod
*s uréi se stejné jako dfive a je to prisecik pfimky S,
s kfivkou tfetiho stupné naleZejici bodu 's=a, vzhledem
k soustavé ti¥i bodi b,c,d podle II. @) a kterd m4 v a, dvojny
bod. Spojuje-li pFfimka S,2 neodpovidajici si body, na pr. a, bs,
tu 's==a, a 2s=b,. Pro dvé polohy pfimky §i,, jdouci bo-
dem a, splyne téZ 2.s='s=a, a polohy ty jsou teGnami zmi-
néné ktivky tretiho stupné v jejim dvojném bodé a,.
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Uvazujme libovolny bod s co uzel v poli '« a stanovme,
kolik mu odpovidé uzla *s v poli *z. Budtez 4,='sa;, Bi=1sb,,
C1==1s ¢, D:=1sd, uzlové paprsky v prvém poli, _JeZ se maji
protinati s odpovidajicimi uzlovymi paprsky 4, ="*sds,... v bo-
dech té%e pfimky X,,,. Paprsky 4., B, C:, D stanovi jisty
dvojpomér ¢ =(4, B, C, Dy). Musi tudiZ bod % byti na ku-
zeloseéee K2, jdouci body as, bs,ce,ds a z jejichZ bodd promi-
taji se body ty ¢tvefinami paprska dvojpoméru 6. KuZeloseku
tu stanovime snadno sestrojenim teény 7, na p¥. v bodé a,,
pro niz plati a, (T, b, ¢z, d2) = 46. Zvolime-1i bod 2s v libovol-
ném bodé kuZelosedky %K% nebudou odpovidajici svazky uzlo-
vé obecné perspektivné, nybrz jich prusediky budou na ku-
ZelosedceL?, jdouci body s,%s, (4:1*sa), (Bi1s*ba), (C1%c),
(D% dz)-

Probiha-li bod 2s kuZeloseCku K2, budou kuZzelosecky L?
tvoFiti svazek o zakladnich bodech s a tfech bodech z, y., 22
na kuzelosecce *K®. Posledni vyplyva z nasledujiciho: Svazek
15(A4, B, C, D, ...) je projektivni s fadou bodovoun as, bs, cs, ds . ..
na kuZeloseCce 2K? a tu nastava tiikrate pfipad, Ze paprsek X,
prvéhosvazku jde odpovidajicim bodem z, projektivni fady dru-
hého stupné na K2 Body x.,y:,2. dostaneme na pi. v pri-
sedicich kuzelosecky 2K* s kuzeloseckou M2, jiz vytvori svazky
s (4 B1CyDy....) Naa (T bscad,...), mimo spoleény bod a,.

Ve svazku kuZeloseéek L? nastava ttikrate pfFipad, Ze
kuZelosetka L® rozpada se ve dvé piimky, a to ve spojniei
bodn !s s nékterym ze tfi bodd zs,y.,z:a v spojnici zbyva-
jicich dvou boda. Prva spojnice je samodruznym paprskem
obou uzlovych svazki a vytina na *K? pFislusny unzel %s, kdezto
druha spojnice je osou perspektivity obou uzlovych svazku.
Dostavame tudiz vysledek:

K libovolnému bodu s co uzlu v prvém poli prindle3i
171 body *s co uely v druhém poli, které jsou na kuZeloseice
2K?2, z jejichZ bodi se ctvefina as, by, cs, de promitd tymz dvoj-
pomérem jako Ctverina ai, by, e, dy 2 uzlu 5.

Stejna véta plati pro bod 2s pole *a.

Spojnice bodd s ¥z 2. kuZelosetky 2K? s bodem ‘s
stanovi na 2K? tii body, %sz sy s, jeZ jsou uzly v poli *x
a prislusné zakladnice jsou spojnice yszs, 2o%s, Zays I musi
spojnice na pf. bodu a. kuZeloset¢ky ?K? s témito body Zss,

1
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3g,, %s. protinati strany Y22s, 2aTa, Xaya Ve tfech bodech, jez
jsou na spojnici ’sai, t. j. v jediné piimece. Tot véta vyslo-
vena Steinerem a jiZz dokazal prof. dr. Sobotka?’3).

Mysleme si proloZenu kuZeloseéku 'K? uréenou body
15, 4y, by, ¢y, di, tu probiha-li bod s tuto kuZelosecku, zistane
dvojpomér ¢ tyz a tedy odpovidajici trojiny bodu s probi-
hati budou kuZelosecku :K3* KuZelosecka M?, jeZ vytina na
2K? mimo bod a; body :y:zs bude pfi tom probihati sva-
zek, jehoZ zdkladnimi body jsou bod a: a t¥i body m4, m, p,
na kuZeloseéce K% Myslime-li si totiZ body as, bs, ¢z, do,. ...
na *K? promitnuty z a, tu svazek tento je projektivni s fa-
dou bodovou a,, by, ¢y, dy,.... na *K? a tfikrate opét nastane
piipad, Ze odpovidajici prvky jsou incidentni. JeZto body
Tg, Yo, 22 jsou vyfaty na 2K? kuZelosetkami M? svazku, jehoz
jeden zakladni bod je na 2K?, tvoii na této trojiny kubické
involuce. Strany trojihelnikai s y. 2., jeZ jsou osami perspek-
tivity piisluSnych uzlovych svazku, obaluji involuéni kuZe-
losecku I2

. Probihd-li uzel 's kuzelosecku jdouci body a, by, i, dy,
obaluji prislusné zdikladnice (osy perspektivity) kuselosecku."

Mezi body s pole 'z a body %s pole %z je piibuznost
[3,3] znaéna. Vyjimku tvo¥i v poli 'z body ay, by, ¢1,d: a v poli
2z body @, bs, ¢, ds, Na p¥. bodu a, co s odpovidd »! boda
%3, jezto spojnice a, s a; je neurditou a tedy mame p¥ipad
ITa) a tudiZz bodu a, odpovidaji body 2%s na kiivee tretiho
stupné *4°% jeZ ma v bodé a; dvojny bod a jde body bz, cs, de
a prisediky (a; by, ¢ ¢z do), (aycy, bs d2), (a, dy, bacs). Body a;, b1,¢1,d:
jsou hlavnimi body v poli 7z a jim odpovidaji kiivky 243, B3,
2(3,2D3. Stejné v poli *z jsou hlavnimi body as, bs, s, d» 2 jim
odpovidaji hlavni k¥ivky 143, 1B3,'0% D3

Prijde-li bod s do prusecikn kuZeloseéek 'K?, *K? pak
bod na p¥. x; splyne s timto a tudiz dva uzly 2sy, %s: splynou
s bodem tim. Oba projektivni svazky kuZeloseéék 'K* a 2K?
vytvafeji pruseiky odpovidajicich si kuZeloseéek, kfivku
&tvrtého stupné 8% jdouci body ai, by, c1, d1, s, bs, 2, ds a jezto

13} V pojednani: , Ke konstrukei rovnoosé hyperboly ze étyr
imag. bodi nebo teéen a jedné vlastnosti svazku kuZeloseéek.“ Roz-
pravy akademie roé. 1925.
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odpovidaji si téZ rozpadajici se kuzeloqecky svazku, jde tato
téz 12 pruseéiky na p¥. (ay by, azbs), (a1b1,ceds) atd. Body
k¥ivky S* pocitané jako s k poli 'z maji tu vlastnost, Ze dva
zodpovidajicich boda *s v poli %z splyvaji s bodem tim a stejné
uvazujeme-li body ty jako body 2s, dva odpovidajici body s
jsou v bodech téch. Jest-li bod s je na nékteré spojnici dvou
zakladnich bodi, na pf¥. @, b, pak jeden z odpovidajicich bodi
s je pro vSechny body s té spojnice pevny a je v priseciku
(@, by, ¢y dy), kdezto druhé dva jsou na a, b,. KuZeloseGka j*
pro body kuZeloseCky 'K?, rozpadajici se v pfimkv a, a1 b, c1d d1,
rozpada se v body (as b, a; by), (c: ds, ¢y d,)

Co odpovida fadé bodové '@ bodd s pole *= v poli *z?
Bude to kfivka ?Q” stupné =, jiz vypliiuji .trojiny boda 2s,
odpovidajici bodim pFimky Q. JeZto pFimka @ sede kaZdou
z hlavnich kfivek 14%.... pole 1z ve v8ech bodech, budou
@y, bs, €2, dy trojnymi body kiivky 2Q° JeZto pFimka '@ sede
kuzelosecku K?, jdouci body ay, by, c1, di ve dvou bodech, bude
miti kiivka *Q” s odpovidajici kuZeloseékou 2K? Sest spoleé-
nych bodi, mimo trojné body as, bs, s, ds. Plati tudiZ rovnice

22x=4.3-+6, z nizx=29.

Odpovida tedy pfimce v jednom poli kiivka devatého
stupné v druhém poli, jeZ ma v zakladnich bodech pole toho
trojné body. L

Jest-li pfimka Q= a, b,, tu pfisluiné kiivka 2@Q° rozpada
se v kfivky 243, 2B3, z nichZ prva ma dvojny bod v a, a druhéa
v by, prva jde body bs, ¢, dz, druha a;, ce. ds, 2 0hé jdou bo-
dem a, by, c2 ds, v dvojnasob poéitanou pfimku a, by a v pfimku
Ca dz.

Prochazi-li pfimka 1Q jednim ze zékladnich bodd, na pf.
bodem a;, tu kiivka 2¢Q° rozpadne se v kfivku 3° 243 majici
v bodé @, dvojny bod, kterd jde body bz, cs, ds, a v kFivku 6°,
jeZ ma v bodé a; trojny bod, v bodech b, ¢, ds dvojné body
a dalsi t¥i dvojné body v zbyvajicich priseéicich pfimky *Q
s §* mimo a,.

Vsechny kiivky °*@Q° mimo ¢&tyFech trojnych boda
as, bs, 3, dp maji jeSté Sest spoleénych bodu v prasedicich
(@, by, ¢, do), atd. V priseéicich ptrimky '@ s kiivkou S* méa
kiivka 2Q° ¢tyfi dvojné body. Pfimka @ protini kiivku 2Q°
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mimo dvojné body na S jen v jediném bodé s, jemuz od-
povidd jediny bod s lezici na piimce '@, jak vyzaduje dFi-
véjsl vysledek.

Myslime-li si dvé pfimky 'P a 'Q v poli =, tu odpovi-
dajici k¥ivky 2P° 2Q° maji miti mimo trojné body as, bs, ¢z, d»
a 6 priiseéiki (a; by, cady).... spoledny jen t¥i body, jez od-
povidaji uzlu (*P,'@) v poli ». To je mozZné jen tak, Ze na-
sobnost priusecika as, by, ¢s, ds je vice nez 9 a sice 18.

Libovolné kuzelosetce L? pole = odpovida kiivka 2L'S
stupné 18, jez ma v zdkladnich bodech ay, s, c2, ds Sestinasobné
body a 14 dvojnych bodid a sice Sest v bodech (a1 by 5 cads) ..

a osm v pruseéicich kuzeloseéky !L? s kiivkou S*. Jest-li 12
prejde v kuZeloseCku K?, jdouci zakladnimi body ai, by, ¢, di,
rozpadne se prislusna kfivka v kiivky 2453 %B3 (3, 2D® a tfi-
krate poCitanou kuZelosedku K2, jdouci body ag, b, ca, d2. Atd.

Predpokladame-li, Ze ¢ty¥i body a, b, ¢, d dané svymi
obrazy jsou v prostoru v téZe roviné o, pak odpovidajici
uzly vypliiuji tytéz tfi pfimky v obou polich. Rovina
zobrazuje se ‘totiz v kolineaci obou obrazti boda a pFi-
mek té roviny, jeZ je dana odpovidajicimi si &tvefinami
Mbicidy < @ybeced,. V této kolineaci musi odpovidajiei si
svazky kol uzlu s, 2s, jeZ si v této kolineaci téZ odpovidaji,
byti perspektivni a tedy spojnice !ss musi byti samodruz-
nou piimkou kolineace. PFimky ty jsou tfi a tvoii strany
samodruZného trojahelnika této kolineace. Odpovidajici si
body s a 2s na téchto strandch tvoii projektivni fady a p¥i-
slusna zakladnice jde protéjsim vrcholem trojthelnika samo-
druzného.

¢) Dano.li pét pard odpovidajicich si bodd aa., b,b.,
€163, dids, e, pak v polich ‘7 a 2z budou existovati jen
kfivky 28% a 1S8% na nichZ musi byti uzly. Pfimee @ odpo-
vida vzhledem k soustavé bcde kfivka 2¢° jez ma v bodech
bs, C2, da, e, trojné body. Libovolnému bodu 's na 'Q odpo-
vida dale vzhledem k bodim a, d, e kiivka 3° jez jde body
as, ds, €3 a protina tudiz kiivku 2Q° v 3.9 —2.3=21 bodech
®s, jimZ odpovidajici vidy jeden ze t¥i bodd s’ vzhledem
k b, ¢, d, e bude na *Q. Odpovidd tak libovolnému bodu ‘s
na @) 21 boda s’

2
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Naopak, zvolime-li 's’, bude mu vzhledem k a, d, e od-
povidati kiivka 3° jJeZ protind ®@Q° zase ve 21 bodech, jimz
odpovida tolikéZ bodt 's na Q. Dostdvame tak na pfimee 'Q
involutorni pFibuznost [21], jeZ m& 42 samodruinych bodd.

Takovému bodu samodruznému s odpovidaji sice na
2(° t¥i body 2%s, ale z nich tfeba vziti jen onen, ktery je
soucasné na kubické kfivee odvovidajici bodu s vzhledem
k a, d, e. Pro takové dva body 1s a 32 jsou nejen svazky
s (byerdier), s (bacadses), n¥brz i1 svazky s (aidie) a s
(asdees) perspektivoimi a proto body ty vyhovuji tloze.
Bodu 'r= (die;, '@Q) odpovida na *Q° jeden bod v prisecikun
2% = (dyer, bscs), kdeito druhé dva jsou na d.e.. Kiivka ku-
bicka odpovidajici bodu 'r v (ade) rozpadi se v pFimky
Yray dier, dses a tedy obsahuje téZ bodu 2r. Bodu ?r vzhledem
k (bede) odpovida kterykoliv bod na dye; a tedy téz bod r.
Nélezi tedy téz bod 'r ke koincidencim shora uvedenym
a proto misto uzld v poli 'r méa s libovolnou pfimkou 'Q
spoleénych 41 boda a tvoii k¥ivku *S*. Stejué v druhém poli
>z je kfivka 28" téhoz stupné. K¥ivka na pf. 28% jde viemi
body as, b ca, da, €2 a sice ma v téchto trojné body, jeito
na pr- bodu a; odpovidaji vzhledem k (bcde) t¥i body v poli
'z, jeZ jsou na kiivee 154,

Jest-li z petl boda abcde ctvn, na pft. abed, json
v téZe roving, pak jsou tt¥i pary uzlt, jez tdlohu tu Fesi.
Pri kolineaci ajbicids <— as2bacads, do niZ zobrazuje se rovina
(abed), odpovida bodu e; poéitanému k obrazu roviny té co
bod p1 bod ps v poli %z Jeito v prostoru je ep promitaci
prvy paprsek, bude esp, druhym uzlovym paprskem. Tento
protina strany samodruzného trojihelnika uvedené kolineace
ve tfech druhych uzlech 25, jimZz odpovidaji v kolineaci té
uzly prvé na téchZe stramdch samodruzného trojihelnika.

d) Dana-li kone¢né soustava Sesti bodu abedef svy-
mi obrazy, pak pro scustavu bcdef dostaneme v poli 'z
k¥ivku 1S majici v bodech b1, ¢, di, €1, f1 trojné body
a podobné& pro soustavu acdef kiivku 'Sp*! majici v ai, ¢1, di
e1, f1 trojné body. Krivky ty protinaji se v 41.41—4.9 =1645
bodech, jimz odpovida tolikéz bodt na 28,%, 2S,*.

Predchozi tGvahy schopny jsou dualisace a to nejen
v roving, ale i v prostoru. Jako prvky v prostoru uvazu-
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jeme roviny o, B, ... ~. azvolme v prostoru dva »stfedy pro-
mitani« t. j. dvé roviny 6. 26 a »dvé pramétny« t. j. body
1 a %p. Libovolna rovina &, protind roviny s a 0 v pfim-
kach, jeZ spojime rovinami o; resp. ez s body 'p resp. %p
a tyto roviny jsou praméty roviny ve smyslu dudlnim v tr-
sech 'p resp. ?p. »Uzly« jsou zde roviny 2s a e v trsu 'p
resp. *p, jez jdou priseénici (*o%). Praméty oy, s roviny a

Obr. 7.

protinaji tyto uzlové roviny v primkéach, jez jsou v téze
roviné jdouci spojnici p 2p.

Protnéme oba trsy pramétné *p, 2p libovolnou rovinou o,
tu obrazem roviny budou pruse¢nice 4;, 4z roviny ¢ s «a
resp. as, uzlové pfimky 1S a 28 jsou pruseénice roviny o
s rovinami %0; a o, a zakladnim bodem je prisecik zy, ro-
viny o se spojnici 'p*p. Orientace obou obrazi roviny spo-
¢ivd v tom, Ze spojnice prusecika (4;'9),(4:%9) jde bodem
%15 PFimka zobrazuje se zde ve dva prométné svazky pa-
prskové, jichZ odpovidajici paprsky protinaji uzlové paprsky
1S a 28 v bodech, jichZ spojnice prochazi zdkladnim bodem
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x1,2. Bod uvazovan co trs rovin, jim jdoucich, ma za obraz
kolineaci dvou paprskovych poli, v niz odpovidaji si uzlové
paprsky S a 25 a .sice vidy ony dva jejich body, jeZ jsou
na témZe paprsku svazku o stfedu x;,. Prisedik si,s = (9, 29)
(obr. 7) je ve vSech téchto kolineacich samodruznym bodem.

I je nyni vatrno, jak vysledky predchozi lze pFenésti
do tohoto dualniho dtvaru. Tak v obr. 7 ukazano, jak podle
toho Fesi se nasledujici uloha:

»Dany dva étyFstrany Ai1B1C1Dy a AsBsCeDs, a maji se
protnouts piimkams S resp. %S, jeZ jdou dangm bodem sy»
tak, by vzniklé stejnolehlé pruseciky byly na spojnicich jdou-
cich tymz bodem.«

Uloha ta Tes{ se dudlné k tiloze vyzna&ené v obr. 6.
Roviny, jichZz obrazy jsou v dvojinach pifimek B;Bg, C1Cq, D1Ds,
protinaji se v prostoru v bodé r, jenz ma za obraz kolineaci
uréenou odpovidajicimi si atvary B;C1D181,2<—> BaC2D3sy,e.
Uvazujeme-li pfimku 4; co prvy obraz @, roviny x trsu 7,
tu obdrZime druhy jeji obraz v pifimce . odpovidajici ¢
v uvedené kolineaci. Roviny «a, » protinaji se v téZe pfrimce
roviny o a proto jich druhé obrazy protinaji se se na uzlové
pfimece 28, jez jde téZ bodem si,2 a je tedy tim uréena. Stejné
lze obdrZeti bod uzlové pfimky S v pruseéiku 4; s prvym
obrazem P, roviny sz trsu 7, jejiZ druhy obraz je P,= A,.

Pfimky 1S, 29 jsou téz druhym spoleénym parem odpo-
vidajicich si pfimek ve dvou parech projektivnich svazk,
majicich zndmy jeden spoleény par. Projektivity ty se do-
stanou spojenim bodu sie se stejnolehlymi vreholy trojahel-
nikdl omezenych obrazy na p¥. 418:C: a A3B:C, a pak B1C1D,
a BgOgDz atd.
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Résumé.

Sur le probléme de la projectivité pour la position orientée
de deux images.

Par Jos. Klima.

Projetons 1’espace des points a, .... d’'un centre s sur
le plan de projection 'z et du centre s sur le plan de pro-
jection 27. Si nous projetons ensuite les plans de pro-
jection encore d’un centre s sur un plan =, le point « aurait
deux images a; et a; qui sont sur les rayons de deux fais-
ceaux qui out leurs sommets anx noeuds (points fondamen-
taux) 's et %s et qui se coupent sur la ligne fondamentale
X5 On dit que les images sont dans la position orientée.
Ici on résout le probleme de déterminer les noeuds s, 2s pour
telle position orientée en' connaissant les images des points.

Dans la I**® partie on suppose qu’on connait la ligne
fondamentale X,, Le probléme commence pour les deux
points a, b (les images a;as, bibs) et finit pour quatre points
a, b, ¢, d (les images aas, .. ... , didy). '

a) Connaissant deux couples aias, bibs. il y a entre les
plans ponctuels 'z et %7 des noeuds s et 2s une correspon-
dance univoque de Steiner qui a pour les points fonda-
mentaux en 7 a;, b; (azhy, X1, et en %z les points as, by,
(a1by, Xl,z)‘

b) Pour les trois couples ayas, bibs, cics, il y a dans deux
plans ponctuels deux coniques, qui contiennent les noeuds
et enfin

¢) si nous connaissons quatre couples des images a;as,
..., dids on a deux résolutions pour les noeuds ‘s, %s. De
la construction des noeuds suit une construction des trans-
versales communes a quatre gauches, données par leurs
traces sur deux plans.

Dans la II®™° partie on ne connait pas la ligne fon-
damentale X, le probléme commence pour trois points, don-
nés par leurs images b1bs, ¢i10e, dids, et finit pour six points.

a) Les trois points b, ¢, d sont donnés par leurs deux
images. Au noeud ’s dans ' correspondent dans %z points
%s qui sont sur la courbe du troisiéme degré qui passe par
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les points b, ¢, d2 et qui a au point s le point double. La
ligne fondamentale X;, enveloppe une conique 5% qui est
inscrite au triangle bgcads.

b) Pour quatre points abcd on a sur quelconque droite
S1,2 une couple des noeuds s, %, qu’on peut construire liné-
airement. Il en suit une construction simple de génération de
Sylvester d’'an complexe linéaire, connaissant cing rayons du
complexe. Au point arbitraire s correspondent trois points
%s qui sont sur la conique 2K?2, des points de laquelle les
points as, bs, c2, ds se projettent par les rayons dont le rap-
port anharmonique est égal a celui par lequel se projettent
les points ai, b1, ¢1, div du voint 's. Si le point s parcourt
la conique 'K? qui passe par les points a;, by, ¢1, dy, les droi-
tes fondamentaux enveloppent une conique. A une ponctuelle
1Q des points s correspond une courbe du neanviéme degré
qui a aux points as, bs, cs d2 des voints triples et quatre
points doubles aux points communs de la droite 'Q et de la
courbe S* qui est engendrée par les faisceaux projectifs des
coniques aux points fondamentaux a;, by, ¢, dy resp. as, by
s, do. Si l'on suppose que quatre points abed sont au méme
plan, alors les noeuds sont sur trois droites qui font les c6tés
du triangle dont les sommets sont les points doubles de la
collinéation plane a;b161d1 <~ azhacads.

¢) Pour les images des cing points a, b, ¢, d, e existent
dans les plans 'z et 2z les courbes du degré 41 sur lesquelles
se trouvent les noeuds correspondants. Si quatre points des
cinq points donnés tombent dans un méme plan, on a trois
solutions.

d) Pour le systeme de six points on obtient 1645
couples de noeuds.

Enfin il est montré comment on peut transférer les
résultats réciproques non seulement au plan, mais aussi a
I'espace. Il est résolu le probléme suivant: Couper deux
quadrilateres dont les cOtés correspondent d'un certain
ordre par deux droites, qui passent par un point donné
de sorte que les ponctuelles respectives -soient perspectives.
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Multipolare Teilungen in chloralisierten Wurzeln.
Von Dr. B. NEMEC.

Mit 7 Figuren im Text.

Vorgelegt am 5. Mai 1929

Ich habe unldngst eine Arbeit veroffentlicht (Némec 1926)
in welcher ich multipolare Teilungen in den vielkernigen
Riesenzellen der Gallen von Heterodera radicicola an Beta-
Wurzeln beschrieb. Ich habe auch darauf hingewiesen, daB
solche Teilungen zu einer Reduktion der Chromosomenzahl
filhren miissen. Auf diesen Umstand hat iibrigens schon
Th. Boveri aufmerksam gemacht (1914), fiir chloralisierte
Wurzelspitzen Kemp (1910).

In meinen Arbeiten iiber den EinfluBl des Chloralisierens
auf diesich teilenden Pflanzenzellen vertratich den Standpunkt,
dafl nach Behandlung mit Chloralhydrat polyploid gewordene
Zellen zuweilen ihre Chromosomenzahl reduzieren koénnen.
Teh glanbte in dieser Weise einige Teilungsfiguren deuten
zu konnen, in welchen entweder in groBen Zellen, in welchen
man eine polyploide Teilungsfigur erwarten konnte, eine
normale diploide vorkam, oder Félle, wo sich Chromosomen
in der Aequatorialplatte in zwei paralellen Ebenen befanden.
Die erste Art bezeichnete ich als direkte, die zweite als in-
direkte Reduktion. Diese Erklirung wurde jedoch meist
nicht als zwingend bezeichnet, scheinbare Vierergruppen
wuarden als direkte Folge der Chloralwirkung nachgewiesen,
welche mit einer Reduktion nichts zu tun haben.

Wenn ich auch nicht die Resultate meiner Untersuchungen
an Seitenwurzeln, welche an chloralisierten Hauptwurzeln ent-
standen sind (Némec 1910), zu gunsten der Reduktion der
Chromosomenzahl in polyploiden Zellen ins Treffen fiihren
will, so muBl ich doch auf Winklers Krfakrungen hinweisen,

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. 7% TI. Roé. 1929.
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welcher an seinen Gigas Varietiiten gelegentlich Riickschlige
zur diploiden Stammform beobachtete. Da muB sicher eine
Reduktion der Chromosomenzahl stattgefunden haben. Auf
welche Weise dieselbe vor sich gegangen sein mag, wissen
wir nicht.

Da multipolare Teilungsfiguren auffallend sind und sicher
zu einer Reduktion der Chromosomenzahl fithren miissen,
wobei es sich jedoch keineswegs um eine Halbierung derselben
handeln muB, so glaubte ich noch am ehesten solche Tei-
lungen in polyploiden Zellen sicherstellen zu konnen, allerdings
wenn sie iiberhaupt vorkommen.

Am sichersten erhilt man polyploide Zellen durch wieder-
holtes Chloralisieren der meristematischen Gewebe. Weil
man da bis oktodiploide Kerne erhilt, sind auch Reduktions-
teilungen zu erwarten. Ich habe die Erfahrung gemacht, daf
in den Wurzelspitzen von Vicia faba zwar zahlreiche poly-
ploide Zellen durch das Chloralisieren entstehen, der Teilungs-
mechanismus fungiert hier jedoch dann meist normal, wenigtens
was die Kernteilung selbst betrifft. Viel mehr Abnormi-
tdten hab ich seiner Zeit in mehrmals chloralisierten Wur-
zelspitzen von Pisum sativum gesehen und ich griff daher
auch diesmal zu ihnen. Sie wurden dreimal hintereinander
in Intervallen von 12 Stunden chloralisiert und 48 Stunden
nach der letzten Chloralisierung fixiert.

Sie weisen eine grofle Menge von verschiedenen Abnor-
mitidten auf, wie ich auf dieselben schon in meinem Buche
»Das Problem der Befruchtungsvorginge« (1910) hingewiesen
habe. Ich will mich hier nicht mit der Entstehung der poly-
ploiden Kerne durch Kernverschmelzung oder durch Einstellen
der Prophasen mit ldngsgespaltenen Chromosomen eingehender
befasen. Auch will ich nicht iiber die relative GroBe der
Kerne und Zellen sprechen, Hervorgehoben sei nur, daBl es
nicht selten zur Bildang von zwei ungleich grofen Schwester.-
kernen kommt. Das ist eine Erscheinung, welche nur in
mehrmals chloralisierten Wurzelspitzen vorkommt. Sie komm?
wahrscheinlich durch ungleichméBige Verteilung der Tochter-
chromosomen auf die beiden Pole zustande, wenn eben das
Stadium ihres Auseinanderweichens durch das Chloralhydrat
getroffen wurde. Ich habe eine Zelle gefunden, wo die beiden
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ungleich groBen Kerne in Teilung begriffen waren. 1is handelte
sich um zwei Aequatorialplatten, welche schon in der Schnitte-
bene lagen. In einer Kernplatte konnte ich sicher 20, in der
anderen 36 Chromosomen zihlen. Die Zelle war also tetra-

Aus einer dreimal nacheinander chloralisierten

Wurzelspitze von Pisum sativum. Fig 1, 2, 3a,

4, 5 multipolare Teilungen. Fig. 3, 6, 7 durch
multipolare Teilungen entstandene Zellen.

diploid (oktoploid), die beiden Kerne enthielten zusammen 56
Chromosomen.

Mein Hauptaugenmerk war auf abnorme Kernplatten
gerichtet. Ich suchte nach multipolaren Figuren, welche mehr
als zwei Schwesterkernen Ursprung gegeben hétten, was mit
einer Herabsetzung der Chromosomenzahl verbunden wére,
Meine Ausbeute ist zwar nicht reich gewesen, sie war aber
dennoch positiv.
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Am einfachsten lagen die Verhéltnisse in Kernplatten,
welche nicht eben, sondern gekriimmt waren (Fig. 1). Da
kam es vor, daB an der konkaven Seite der Kernplatte die
Spindel einheitlich war, an der Konvexen war sie geteilt,
was darauf schlieBen lieB, dall sich hier zwei Chromosomen-
gruppen und zwei Kerne bilden werden. In einige Fillen war
die Kernplatte rechtwinkelig gebogen, was sowohlin der Seiten
— als auch in der Flédchenansicht (Fig. 2.) auffallend war.
In solchen Fillen werden wohl ebenfalls drei Schwesterkerne
entstehen, von welchen einer groB und mit voller Chromo-
somenzahl versehen, die zwei iibrigen kleiner und mit ver-
mindeter Chromosomenzahl versehen sein werden.

Weiter wurden Kernplatten beobachtet, welche un-
regelméBig mehrpolig waren. Ganz regelmiiflige multipolare
Figuren habe ich nicht gefunden.

In Fig. 3 ist eine vierpolige Teilungsfigur dargestellt.
Es sind allerdings nur zwei Pole sichtbar, weil die zwei
iibrigen zu jenem Teile der Kernplatte angehoren, welcher
in der Schnittebene liegt. Hier kénnte man der Meinung sein,
daB es sich eigentlich um zwei Teilungsfiguren handelt, welche
sich beriihren, deren Léngsachsen jedoch senkrecht zu einander
stehen. Das ist jedoch nicht méglich in den in Fig. 4 und
b dargestellten Teilungsfiguren.

Hier handelt es sich um dreipolige Figuren, obzwar
dieselben nicht so regelméBig sind, wie wenn die einzelnen
Kernplatten einen Winkel von 120° miteinander schlieBen.
Dennoch ist die Mehrpoligkeit der Teilungsfiguren ganz deut-
lich ausgepréigt. Die Figuren machen den Eindruck, wie
wenn sie unter dem EinflnB einer Bipolaritit der Zelle
stdnden, daher sie nicht regelméBig radiéir gebaut sind.

Jedenfalls fiihren solche Teilungen zur Erzeugung von
mehr als zwei Schwesterkernen und somit auch zur Herab-
setzung der Chromosomenzahl, wenn nicht in allen, so doch
in einigen Kernen. Es ist wahrscheinlich, dafl es auch Teilungs-
figuren gibt mit noch mehr Polen, da man polyploide Zellen
mit bis fiinf ungleich groBen Kernen trifft (Fig. 3 a). Diese
Zelle ist mehrkernig, weil die Scheidewandbildung offenbar
durch die letzte Chloralisierung verhindert wurde, doch weist
die Anordnung der Scheidewéinde in anderen Zellen darauf hin,
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daB mehr als eine Scheidewand simultan in der Zelle ent-
standen ist (Fig 6, 7.). Da nun die Kerne ungleich groB sind,
148t sich folgern, daB sie durch eine mehrpolige Teilung
entstanden sind, etwa wie die oben beschriebenen es sind.

Wenn z. B. die in Fig. 6 dargestellte Zelle durch ¢ine
dreipolige Teilung entstanden ist, so liegt im vorderen Ende
der Mutterzelle eine Zelle mit herabgesetzter Chromosomenzahl
vor. Da nun jede dem Urmeristem n#her gelegene Zelle eine
groBere Teilungsmoglichkeit hat, so kdnnte sie, nach dem die
hinteren beiden Zellen ihre Teilungsféhigkeit schon verloren
haben, sich noch weiter teilen und Zellen mitherabgesetzter
Chromosomenzahl Ursprung geben. Da es nicht ansgeschlossen
ist, da ein solcher Vorgang auch im Urmeristem stattfindet,
so konnte dadurch eine Riickkehr zur herabgesetzten Chro-
mosomenzahl in der Wurzelspitze bewerkstelligt werden.

Die oben beschriebenen mehrpoligen Teilungsfiguren
machen den Eindruck einer zufilligen Abnormalitit. Das
wiirde jedoch nichts ausmachen, daja auch die Ausscheidung
der polyploiden Zellen aus der Wurzelspitze keinen Eindruck
einer volligen RegelméBigkeit macht. Dennoch, ist hervorzu-
heben, dal die Mehrpoligkeit nicht z. B. durch Platzmangel
fiir eine allzubreite Kernplatte zustande kommt. Man findet
nédmlich neben mehrpoligen Figuren, die ziemlich selten sind,
ganz normale polyploide bipolare Figuren, deren Kernplatte,
wenn sie nicht Platz in der Querstellung findet, schrig orien-
tiert ist, wobei jedoch die Bi;olaritdt der Spindel nicht
verloren geht. Wenn man in derselben Wurzel neben ganz
normalen bipolaren polyploiden Kernteilungsfiguren auch
mehrpolige polyploide sieht, so muB man folgern, dal} die
Mehrpoligkeit durch irgend welche spezifischen Verhéltnisse
in der Zelle hervorgerufen worden ist. Ob es sich um Vorginge
handelt, welche man als' autoregulative ansprechen konnte,
will ich nicht entscheiden. Strasburger hat seinerzeit die
Bipolaritét der vegetativen Teilungsfiguren und somit auch
die Stellung der Scheidewand als AusfluB korrelativer Bezie-
hungen der sich teilenden Zelle zu den Nachbarzellen oder
zum Organ iiberhaupt aufgefaBt. Das ist sehr wohl moglich,
da ja die Sporen- und Mutterzellen, welche relativ selb-
stdndig sind, anfangs eine multipolare Figur entwickeln und
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auch die Stellung der Scheidewiinde weist keine Beziehungen
zu ihren Nachbarzellen auf. Ich glaube, daB sich diese Er-
klarung auch auf die Multipolaritdt der polyploiden Zellen
anwenden liefle. Erstens stellen die polyploiden Zellen gewisser-
maBen cin fremdes Element in dem diploiden Gewebe der Wur-
zelspitze vor. Zweitens weist die Mehrpoligkeit unddie un-
regelméfige Stellung der Scheidewiinde in der Mutterzelle
darauf hin, daB die Teilung nicht durch die normale Ein-
heitlichkeit der Wurzelspitze beherrscht wird.

Auf der anderen Seite wire es moglich diemultipolaren
Figuren als einen autoregulativen Vorgang aufzufassen, der
durch die normalen diploiden Nachbarzellen in der polyploiden
Zelle erzwungen wurde. Da jedoch Riickschléige zum normalen
diploiden Zustande auch an Pflanzen vorkommen, welche
nur aus polyploiden Zellen bestehen, scheint mir diese Er-
kldrung nicht annehmbar zu sein.

Zusammenfassend kann man also sagen, dal in den
mehrmals chloralisierten Wurzelspitzen von Pisum sativum
in polyploiden Zellen abnorme und mehrpolige Teilungsfiguren
vorkommen, welche Kernen mit herabgesetzer Chromoso-
menzahl Ursprung geben. Auf diese Weise konnen polyploide
Zellen eine Herabsetzung ihrer Chromosomenzahl erleiden und
es wire moglich, daB auf diese Art aliméhlich die polyploiden
Zellen aus der Wurzelspitze verschwinden konnen. Das schlieBt
nicht aus, dal daneben auch andere Vorgénge die Verminderung
der polyploiden Zellen in der Wurzelspitze verursachen.

Summary.

The author has found in roots of Pisum sativum which
have been several times treated with chloralhydrat multipolar
mitotic divisions of the polyploid nuclei. In connection with
such divisions the number of chromosomes is reduced.
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V.

Tumoren an den Wurzeln der Pflaumen.
Von Dr. B. NEMEC.

Mit 18 Figuren im Text.

Vorgelegt am 5. Mai 1929.

Zu den merkwiirdigsten Pflanzenkrankheiten, welche
durch Bakterien verursacht werden, gehiren jene, wo an
Pflanzen Geschwiilste hervorgerufen werden. Als erste wurde
die Geschwulstkrankheit der Olbdume erkannt, welche durch
Bacterium Savastanoi verursacht wird. Hierauf hat Erwin
Smith nachgewiesen, daB an zahlreichen Pflanzen Geschwiilste
durch Pseudomonas (Bacterium) tumefaciens verursacht
werden konnen. Diese Entdeckung wurde in Europa zunichst
miftrauisch aufgenommen, sie wurde da jedoch von J. Peklo
vollig bestatigt. Es folgen zahlreiche Arbeiten, welche einer-
seits Smiths Resultate bestitigten, anderseits ergénzten. Auch
die durch Bacterium beticola hervorgerufene Taschenkrank-
heit der Zuckerritbe gehort hierher. Es ist nicht ausgeschlos-
sen, dal man noch andere Bakterien auffinden wird, welche
geschwulstartige Neubildungen an Pflanzen verursachen.

Ebenso wie bei den parasitischen Pilzen, welche Pflan-
zenkrankheiten verursachen, kénmnen auch die bakteriellen
Pflanzenkrankheiten in mehrere Typen gesondert werden, je
nach dem, wo die Bakterien leben und nach der Art, wie sie
auf die von ihnen befallenen Pflanzen einwirken Zum ersten
Typus konnte man Bakterien rechnen, welche die Zellen, mit
denen sie in Kontakt kommen, nicht in kurzer Zeit todten,
sondern entweder an ihrer Oberflache oder in ihrem Inneren
leben und anfangs nur ihren physiologischen Zustand in ver-
schiedener Richtung verdndern. Auch wenn sie schlieBlich
die Zellen todten, so geschieht das erst nach einer lingeren
Zeit. So lebt und wirkt B. tumefaciens, welches nach meinen

Vestnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T IT. Rod. 1929,
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Befunden im Inneren der Zellen lebt und dieselben zur reich-
lichen Teilung anregt, wodurch eben die Pflanzentumoren
entstehen. Die zweite Gruppe wiirden Pflanzenkrankheiten
vorstellen,. wo die Bakterien interzellular leben, ohne die
Zellen frith zu todten. Wenn wir unter die Krankheiten die
Symbiose zwischen Bakterien und den Bléttern einiger tro-
pischer Rubiazeen einreihen konnten, ebenso eine dhnliche
Symbiose bei Ardisia und Dioscorea, so wire das ein Bei-
spiel fiir diese zweite Gruppe. Denn in allen diesen Féllen
bleiben die Bakterien in den Interzellularrdumen und reizen
die Nachbarzellen zu einem hypertrophischen Wachstum, sel-
tener zu einer reichlicheren Teilung.

Der dritte Typus waren Pflanzenkrankheiten, wo die
Bakterien die Zellen der Wirthspflanze frith tédten ohne in
ihr Inneres einzudringen. Zu diesem Typus gehoren die meis-
ten Pflanzenkrankheiten, welche durch Bakterien verur-
sacht werden.

Fs ist bekannt, daB auch Bacterium radicicola, sowie der
actynomyces-artige Mikroorganismus, welche in den Alnus-
Knollchen, sowie bei Podocarpus und Myrica leben, intra-
zelluldr vorkommen. Was B. radicicola betrifft, so habe ich
(Némee 1915) fiir Serradella bewiesen, daB es anfangs Infek-
tionsfaden bildet, spiter jedoch interzelluldre Schleimfiden,
dasselbe wurde fiir Lupinus von Milovidov (1926) und Dan-
geard (1926) nachgewiesen. Natiirlich leben auch hier die
meisten Bakterien intrazellular. Auch fur die durch B. tume-
faciens verursachten Geschwiilste haben Robinson & Walkden
(1923) und Riker (1923) gezeigt, daB in ihnen Bakterien inter-
zellular als Stringe oder nestartige Anhiaufungen leben. Es
ist nicht ausgeschlossen, daB einige Pflanzentumoren bloB
interzelluldre Bakterien enthalten.

In den Bakterienkndllchen der Leguminosen enthalten
die Markzellen eine ungeheuere Menge von Bakterien im
Zytoplasma. Hingegen konnten die Bakterien in den Tumo-
renzellen nach iibereinstimmender Angabe jener Autoren,
welche dieselben zytologisch untersucht haben, nur in gerin-
ger Zahl vorhanden sein. Smith (1920) sagt in dieser Bezie-
hung: »Der tumorerzeugende Organismus erscheint nur in
Inneren einiger proliferierender Zellen. Teilt sich die Zelle,
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so gelangt der Organismus in die Tochterzellen, von denen
er sich wenigstens in einigen vermehrt. In der Zelle ist er
nur in relativ geringer Anzahl vorhanden, und infolge
der kornigen Beschaffenheit des Protoplasmas kann er
auch bei starker VergroBerung nicht befriedigend unter-
schieden werden. Nach einer Impregnation mit Goldchlorid
und der nachfolgenden Einwirkung von Ameisensdure er-
hielten wir eine dunkle, blau-schwarze Farbung einiger stib-
chenformiger Korperchen in den Tumorzellen, welche einige
Zeit lang als intrazellulire Bakterien aufgefalit wurden, jetzt
halte ich sie jedoch fiir Mitochondrien.« Die Mikrophoto-
graphien von Smith (Nr. 331 und 332) weisen Stdbchen sowie
Kornchen auf, die stark gefdrbt und gut sichtbar und nicht
im ganzen Zytoplasma gleichméBig verteilt sind. Es konnte
auf Grund dieser Angabe sowie nach den Mitteilungen von
Riker sowie Rcbinson und Walkden geschlossen werden,
daB in den Pflanzentumoren innerhalb der Zellen iiberhaupt
keine Bakterien vorhanden sind, sondern daB sie nur inter-
zellular leben. Die scheinbar in den Zellen vorkommenden
Bakterien seien nur Mitochondrien.

Ich werde jezt noch zur Besprechung der dritten Gruppe
der Bakterienkrankheiten zuriickkehren, welche ich eben er-
wihnt habe. Wie schon gesagt, konnen in diese Gruppe alle
jene Fille eingereiht werden, in welchen die Bakterien nicht
innerhalb der Zellen, sondern an ihrer Oberfliche und inter-
zellular lehen und durch die Produkte ihres Stoffwechsels die
Zellen frith todten. Aus den getodteten Zellen diffundieren
dann in ihnen enthaltene Stoffe, die den Bakterien zur Hr-
nihrung dienen. Soweit bekannt, kommt diesen Bakterien die
Fihigkeit zu, die mittlere Pektinlamelle der Zellwande auf-
zulosen, wodurch es zu einer Mazeration der Pflanzengewebe
kommt. Smith ist der Meinung, daB diese Bakterien nicht
{dhig sind die Zellulosemembran aufzulosen, das sei auch
die Ursache, warum sie fiir gewohnlich nicht ins Zellinnere
einzudringen vermogen. Zu solchen Krankheiten kann wahr-
scheinlich auch die Beulenkrankheit der Olbdume gezihlt
werden. Denn das sie verursachende Bacterium Savastanoi
lebt in den Beulen in Hohlungen, welche urspriinglich offen-
bar Interzellularriume waren, die sich spiiter durch das Ab-
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sterben von Nachbarzellen vergroBerten. Es entstehen so in-
nerhalb des Pflanzengewebes Wunden, um die herum sich die
Zellen reichlich teilen. Eben diese Teilung der Zellen fihrt
zum Erscheinen von groBen Beulen. Dieselben haben eine
unregelmiBige (Festalt und wenn sie auch duBerlich den durch
B. tumefaciens verursachten (feschwiilsten &hnlich sind, so
sind sie doch von denselben in mancher Hinsicht verschieden.
Ob die durch B. beticola verursachten hdckerigen Geschwiil-
ste der Zuckerriibe (pocketdisease) ndher den Beulen der
Olbiiume oder den Tumefaciens-Geschwiilsten stehen, 1aBt
sich noch nicht entscheiden (Brown 1928).

Die pathologischen Knollen der Olbdume, verursacht
durch B. Savastanoi, konnten eher mit durch Tiere verur-
sachten Gallen verglichen werden, wo das parasitische Tier
im Pflanzengewebe lebt und dasselbe zur Bildung einer An-
schwellung usw. notigt. Der Kallushildung als Folge der
urspriinglichen Verwundung kommt auch bei der Entwick-
lung der Galle eine groBe Bedeutung zu (W. Magnus).

Die Frage, ob in den Pflanzentumoren die Bakterien
innerhalb der Zellen, oder nur interzelluldr leben, hat mich
schon seit einer langeren Zeit interessiert. Ich bin zur Uber-
zeugung gekommen, daB man Bakterien innerhalb lebendiger
Zellen nur dann auf Praeparaten gut erkennen kann, wenn
man die Zellen mit einer Fliissigkeit fixiert, welche gleich-
zeitig die Mitochondrien fixiert. Wenn beide gleich gut fixiert
sind, so ist es allerdings schwierig sie zu unterscheiden. Da-
her sind besonders Methoden geeignet, wo entweder die Bak-
terien gut, die Mitochondrien jedoch schlechter fixiert wer-
den, oder wo beide gleich gut fixiert wurden, jedoch nach
einer differenziellen Farbung wvon einander unterschieden
werden konnen. Ich fixierte die Tumoren mit folgenden zwei
Fliussigkeiten: A) 1% Chromsaure 100 cem, neutr. Formalin
8 cem. B) 1% XKaliumbichromat 50 cem, 1% Chromséaure
50 cem, neutr. Formalin 8 cem. In der Fliissigkeit A werden
die Bakterien sehr gut, die Mitochondrien nur méifig gut
fixiert. Eis sind an ihnen im Vergleiche mit erprobten mito-
chondrialen Fixierungsfliissigkeiten z. B. Regaud, zuweilen
Storungen festzustellen. Werden solche Praeparate mit Hei-
denhains Haematoxylin tingiert, so erscheinen die Bakterien
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bei richtiger Differenzierung sehr distinkt schwarz geférbt,
wogegen die Mitochondrien viel schwicher, zuweilen nur
schattenhaft tingiert erscheinen. Die Flissigkeit B fixiert
Bakterien ebenso gut wie Mitochondrien. Beide férben sich
mit Heidenhains Haematoxylin fast gleich stark. Immerhin
werden bei starkerer Differenzierung die Mitochondrien
merklich frither entfirbt als die Bakterien. DaB die Mi-
tochondrialmethoden hiufig launisch sind, ist jedem, der in
dieser Richtung gearbeitet hat, geldufig. Zum Ausprobieren
eignen sich besonders gut die Bakterienknoéllchen der Legu-
minosen.

Aufler dem Eisenhaematoxylin kann man die Bakterien
auch mit Gram farben. Aber entscheidend sind Doppelfir-
bungen, z. B. jene, wie sie Milovidov ausgearbeitet hat (1928).

In dieser Mitteilung will ich die Resultate meiner Unter-
suchungen zusammenfassen, welche ich an Tumoren an Wur-
zeln (oder am sog. Wurzelhals) der Pflaumen angestellt
habe. Bekanntlich kommen an Wurzeln oder an Stidmmen
einiger Obstbiume Geschwiilste vor, welche meist von B.
tumefaciens hervorgerufen werden (siehe die zitierte Litte-
ratur). Besonders haufig scheinen sie an Apfelbdumen und
Pflaumen (Prunus domestica und insititia) zu sein. J. Smolak
sdagt in seiner Phytopathologie (1926) iiber solche Tumoren,
daB sie am haufigsten auf Apfelbdumen, Birnbiumen und
Kirschen erscheinen. An ganz diinnen Wurzeln konnen es
nach seiner Angabe ganz kleine knollchenartige Geschwiilste
von einem Durchmesser von nur einigen mm sein, welche an
die bekannten Knollchen an den Wurzeln der Leguminosen
erinnern. Anderseits erscheinen an dickeren Wurzeln Neubil-
dungen, welche die GroBe einer WallnuB oder sogar einer
Faust haben. Wenn der Tumor im oberen Teile der Wurzel
des Wurzelsystems erscheint, oder an der Grenze zwischen
der Wurzel und dem Stamm, am sog. Hals, so hat er gewohn-
lich grofere Dimensionen, zuweilen bis wie ein Kindskopf.
Smolak ist iiberzeugt, daB die Ursache dieser Geschwiilste
Pseudomonas (Bacterium) tumefaciens ist.

Ich verdanke mein Material der Freundlichkeit des Hr.
Dir. Dr. J. Smolék. Ich erhielt Pflaumen aus Béhmen, Méh-
ren und der Slovakei, welche am Halse oder auch an den
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Wurzeln selbst verschieden grofie Tumoren trugen. Das Ma-
terial bekam ich schon am Anfang des Winters und da waren
die meisten Tumoren schon abgestorben. Aber es gab auch
etliche lebendige, welcher Umstand dafiir spricht, daB die Tu-
moren itberwintern konnen. Vor einigen Jahren fand ich im
Frithjahr an Wurzeln junger Apfelbdume lebendige Tumo-
ren, welche daher ebenfalls tiberwintert haben.

Die an Pflaumenwurzeln von mir heobachteten Tumo-
ren waren erbsen- bis wallnuBgro8. Der grofite Teil ihrer Sub-
stanz bestand aus einem kleinzelligen Parenchym, in welchem
jedoch verschieden starke (efaBbiindel verliefen.

Ich will mich nicht mit der Schilderung der Anatomie
der (allen aufhalten, da ja eine andere Frage der Gegen-
stand meiner Untersuchung war, diejenige nahmlich, ob
iberhaupt Bakterien in den Geschwiilsten nachzuweisen sind,
und zweitens, wo dieselben lokalisiert sind. In den von mir
studierten Tumoren enthielten die Zellen ziemlich wenig Zy-
toplasma. Dasselbe bildete nur einen diinnen Wandbelag, in
welchem sich auch der Kern befand. Alle Zellen waren aus-
nahmslos einkernig. Die Kerne waren linsenformig oder in
ein paar Fortsétze ausgezogen. In der Zentralvakuole befan-
den sich verschiedene Niederschlige, welche entweder kuge-
lig und gelbbraunlich waren, was hochstwahrscheinlich Gerb-
stoffe sind. Daneben enthielten die Vakuolen sehr haufig fein-
kornige, mit Haematoxylin schwarz tingierbare Nieder-
schlige (Fig. 9 links von der Zellmembran). Da die Zellen so
spérliches Zytoplasma enthalten, erscheinen sie, wenn man
von den Niederschléigen absieht, bei schwacher VergroBerung
leer. Wenn wir etwas mehr von dem plasmatischen Inhalte
sehen wollen, so miissen wir nur solche Stellen untersuchen,
wo der Plasmabelag von der Fliche aus zu sehen ist. Es sind
also tangentiale Schnitte in dieser Beziehung am geeignet-
sten. An solchen Schnitten lassen sich im Zyvtoplasma ver-
schiedene Korperchen feststellen. Zunichst schwach gefarbte
Féserchen, welche hiufig an einem Ende eine Aufbauschung
aufweisen (Fig. 1. u. 2.), daneben aber kugelige oder ellip-
soide Gebilde, welche in verschiedenem Grade stark gefdrbt
sind. (Fig.5.,7.,8.) Die Féserchen kénnen als Mitochondrien
betrachtet werden, welche entweder bei der Fixierung ladiert
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und vakuolisiert wurden, oder irgend welche metaplasma-
tische Stoffe bilden. Die kugeligen oder anders geformten
Korperchen sind offenbar Leukoplaste, von denen einige
Starkekiorner enthalten. Neben diesen (tebilden und den Ker-
nen enthilt das Zytoplasma der meisten Zellen nach KFixie-

Parenchymzellen aus einem Pflaumentumor
mit intrazelluliren Bakterien.

rung mit Chromsédureformalin stark gefédrbte Stabchen, Fé-
den oder Koérnchen, welche ein wenig dicker sind als die
Mitochondrien und meist in Gruppen angehauft liegen (Fig.
11, 13), oder zuweilen auch léngere Stréinge bilden (Fig.
6, 10). h
Die kiirzeren Stébchen sind einfach, wenn sie lédnger
sind, lassen sich an ihnen Einschniirungen sehen, so daf es
angenommen werden konnte, daB sie aus einzelnen Gliedern
bestehen. Zuweilen sind sie so angeordnet, dal man sie als
verzweigt betrachten konnte (Fig. 2, 10). Aber es konnte sich
auch um eine zufillige Anordnung der Stibchen handeln.
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Diese Gebilde, welche sich viel intensiver tingieren als
die Mitochondrien, kénnen als Bakterien gedeutet werden.
Erstens haben sie eine ziemlich gleichmiiBige Gestalt, zwei-
tens sind sie nicht diffus gleichméBig im Zytoplasma verteilt,
wie das meistens bei Chondriosomen der Fall ist, sondern bil-
den Gruppen und Stringe (Fig. 6, 10, 14, 15), was bei den
Mitochondrien im Wandbelag nicht der Fall zu sein pflegt.
BEs ist natiirlich, daBB man alle diese Stibchen nicht immer
in ihrer ganzen Léinge sehen kann, das geschieht nur bei
jenen, welche in der optischen KEbene liegen. Jene, welche
senkrecht zur optischen Ebene liegen, werden als Kornchen
erscheinen, in schiefer Lage werden sie kiirzer scheinen. Da-
durch kann erkldrt werden, daB man neben Stibchen auch
Kornchen trifft (Fig. 3, 10, 11, 13). An geeigneten Schnitten
kann man sich iiberzeugen, daB diese Gebilde im Wandbelag
dicht an der Zellmembran liegen (Fig. 3, 9, 12). Neben ge-
raden gibt es auch schwach gekriimmte Stdbchen.

Dr. Milovidov hat einige Schnittserien aus meinem Ma-
teriale nach seiner differenziellen Methode geférbt, wobei die
Mitochondrien roth, die bakterienéhnlichen Korperchen blau
gefarbt erschienen. Auch das kann als Stiitze meiner Ansicht
angefithrt werden, daB3 die fraglichen Gebilde etwas Anderes
als Mitochondrien sind und daB sie hochst wahrscheinlich
Bakterien vorstellen.

Diese Befunde stimmen ganz gut mit jenen von Smith
tiberein. Auch seine Mikrophotographien (1920, Nr. 331, 332)
zeigen intensiv gefarbte Kornchen und Stdbchen, welche nicht
gleichmiBig im ganzen Zytoplasma zerstreut sind, sondern
Gruppen an beschriankten Stellen im zytoplasmatischen Zell-
inhalte bilden. Wie schen hervorgehoben wurde, sind die Mi-
tochondrien viel gleichméBiger in der Zelle verteilt und eben
aus diesem Grunde kann angenommen werden, dafl man es
in den fraglichen Gebilden mit Bakterien und nicht mit Mito-
chondrien zu tun hat. Die Figuren 1, 2, 10, 11, 13—15 zeigen,
daB die Bakterien nicht in einer so ungeheueren Anzahl in
den Zellen vorhanden sind, wie in den Knollchen der Legu-
minosen, daB sie jedoch nicht so sparlich vorkommen, daB} sie
einer aufmerksamen Untersuchung entgehen konnten. Beson-
ders in den jungeren, der Peripherie nidher gelegenen Zellen
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(Fig. 11, 13) enthélt der zytoplasmatische Wandbelag ziem-
lich viele Bakterien.

Die Frage, wo B. tumefaciens in den Tumoren vege-
tiert, hat auch Magrou (1926) untersucht. Nach seinen Be-
funden sind die Bakterien in den Tumoren an Pelargonium

Bakterien in den Zellen eines
Pflaumentumors.

zonale entweder ausschlieBlich oder in der groBten Anzahl
in den peripheren groBen parenchymatischen Zellen vorhan-
den. Er tritt also fir das intracellulire Vorkommen von
Bakterien ein. Auch in den von mir untersuchten Tumoren
waren die Bakterien in den peripheren unter der Korkschicht
gelegenen Zellen relativ haufiger als in den inneren  Zellen.
Das ist auch aus dem Vergleiche der Figuren 1 und 2 mit
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den Figuren 11 und 13 zu ersehen. Aber ich konnte Bakterien
in allen Zellschichten der von mir untersuchten Tumoren
feststellen. Also nicht nur in &dlteren Parenchymzellen (Fig.
1, 2), sondern auch in jingeren Zellen an der Peripherie des
Tumors (Fig. 11, 13), weiter in den langen prosenchymati-

Verschiedene Gewebezellen aus dem Pflaumen-
tumor mit Bakterien.

schen Zellen der GefaBbiindel (Fig. 14, 15), in der Paren-
chymscheide der GefaBbiindel (Fig. 16), in den Siebrohren
und ihren Geleitzellen (Fig. 17) und schlieBlich auch in den
meristematischen Zellen, welche in den Tumoren in einigen
GefaBbiindeln als Interfaszikularkambium vorhanden sind
(Fig. 18). Es enthalten daher alle Gewebearten der von mir
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untersuchten Tumoren innerhalb der Zellen Bakterien oder
hakterienahnliche Gebilde.

Ich versuchte es auch zu entscheiden, ob die Tumoren
nicht Bakterien in ihren Interzellularrdumen enthalten. Zu-
ndchst schien es mir, daB die Bakterienstringe, wie sie in
Fig. 6 und 10 veranschaulicht sind, in Wirklichkeit interzel-
luldre Striange sind. Aber bei eingehender Untersuchung und
nachdem ich mit dem Materiale vertrauter wurde, kam ich zu
Uberzeugung, daf unsere Tumoren in den Interzellularrau-
men keine Bakterien beherbergen. Die Interzellularrdume
enthielten weder Kornchen noch Stédbchen, so dafl man anneh-
men kann, daf} sich hier alle Bakterien innerhalb der Zellen
befanden. Es ist nicht ausgeschlossen, daB bakterielle Strénge
entweder wie bei Seradella oder Lupinus erst in den &lteren
Stadien interzelluldr erscheinen, oder, was wahrscheinlicher
ware, dal} sie in den ganz jungen Tumoren vorwiegend inter-
zellular sind.

Fis hing offenbar mit der Winterzeit zusammen, dalB
ich in den Tumoren keine Kernteilungen finden konnte. Ich
kann daher nicht sagen, wie sich in denselben die Bakterien
auf neue Zellen verbreiten. Es ist jedoch sicher, daB bei einer
Zellteilung, auch wenn sich die Bakterien nicht so regelméis-
sig an den Polen der Teilungsfigur anhdufen wiirden, wie
das Milovidov fiir die Knollchen von Lupinus beschrieben
hat, immer ein gewisser Teil der Bakterien in die Tochter-
zellen gelangen wiirde. Darum braucht fiir unseren Fall nicht
angenommen werden, dall sich die Bakterien von Zelle zu
Zelle durch die Zellwinde verbreiten.

Polyploide Zellen habe ich in diesen Tumoren nicht ge-
funden, obzwar sie in anderen Tumefacienstumoren reichlich
vorhanden sein konnen (Winge). Soweit ich auf Grund der
Dimensionen der Zellen und ihrer Kerne schlieBen konnte, be-
standen die Tumoren nur aus diploiden Zellen.
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Summary.
Tumors on the roots of plumtrees.

The author has got plumtrees from several places of
Czechoslovakia with tumors on their roots and he succeeded
in showing that the tumors contain bacteria inside their cells.
By injection of the juice from the tumors he has been able
to produce new young tumors of the same kind as the original
tumors have been. The tumors contain irregular vascular
bundles, but they are rather of a parenchymatous character.
They are composed of two kinds of cells. Some of them do not
contain tannin, meanwhile the others contain much of this
substance. The cytoplasma forms only a thin lyer on the
cellwall. The cytoplasmatic film contains fibrillar mitochondria,
leucoplasts and one nucleus. It is easy to demonstrate in
tanninless cells in their cytoplasmatic film bacteria well
stained with haematoxylin and retaining their stain even
when the mitochondria became colourless during the differen-
tiation. The bacteria are rodshaped (Fig. 1, 2), forming so-
metimes strains (Fig. 10) or definite groups in the cells
(Fig. 11, 12), they are very often arranged in threads
(IMig. 4, 5, 8).

Bacteria in tumorcells of plumtrees never are abundant
as in the noduls of the Lieguminous plants. But they are also
present in living cells of the vascular bundles, in their paren-
chymatic (Fig. 18) and prosenchymatic elements (Fig. 14, 15)
and in the cambium (Fig. 17). Intercellular spaces never
contained bacterial masses or threads, as they have been
described by Riker and Robinson & Walkden.

As the bacteria differ in the tumors of plumtrees from
true mitochondria, it is hardly possible to confuse both. In
other plants it is rather possible and it will be necessary to
distinguish them by differential staining, as Duesberg and
Milovidov have done it.

As in other tumors polyploid cells very often occur
(Winge), they never have been found in the tumors of plum-
trees. It is therefore hardly possible to assume, that poly-
ploidy is the main cause of a cancerons cellproliferation, as
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it is possible to produce artificially tissues containing normal
and polyploid cells but never after it a cancerons eellproli-
feration appears.
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VI.

Uber den Einfluss der Bakterien
auf die Entwicklung des pflanzlichen Kallus.

Von Dr. B. NEMEC in Praz.
Mit 12 Photographien im Text.

Vorgelegt am 5. Mai 1929,

Friedemann und Magnus haben im Jahre 1915 eine {AD-
handlung veroffentlicht, in welcher sie die Resultate ihrer
Untersuchungen iiber die Eigenschaften einiger Stamme von
Bacterium tumefaciens mitteilten, besonders jener, welche es
ihnen gelungen ist mit Bendix und Hassel aus eiterigen Ent-
zilndungen beim Menschen zu isolieren. Dabei beniitzte Magnus
auch eine Methode, welche den EinfluB der betreffenden
Bakterien auf die Entwicklung des pflanzlichen Kallus sehr
schon demonstriert. Auf die frische Schnittflache der Zucker-
ibe wurde die Masse einer frischen Kolonie von Bacterium
tumefaciens gebracht, worauf sich gezeigt hat, dal sich ein
sehr tippiger Kallus an der Wundfliche entwickelte. Tm
gleichen Jahre verdffentlichten die genannten Autoren eine
andere Arbeit, in der sie iiber weitere Versuche berichten,
die zu denselben Resultaten fithrten. Diese Versuche sind
noch iberzeugender, da in denselbem mit der Bakterien-
masse nur ein beschréinkter Teil der Wundfliche bestrichen
wurde, worauf sich ein Kallus nur an jenen Stellen ent-
wickelte, welche mit Bakterien bestrichen wurden, wogegen
an der iibrigen Wundflidche kein Kallus zum Vorschein kam.

In dieser Arbeit (1915 a) erwihnt Magnus auch die
I'rage, ob die Bakterien in das Innere der Riibenzellen ein-
dringen und dieselben dann zur reichlichen Kallusbildung
reizen. Er untersuchte mikroskopisch den Kallus, aber es ist
ihm nicht gelungen, die Gegenwart der Bakterien in den Zellen
festzustellen. Ja er meint, daB es kaum moglich sein wird durch

Veéstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. Ti. IT. Ro3. 1929,
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mikroskopische Untersuchung festzustellen, ob sich Bakterien
in den Zellen befinden oder nicht. Er beruft sich auf Smith
(1920), und meint, daB auch in Tumoren, welche sicher durch
Bakterien veranlaBt wurden, ihr Nachweis innerhalb der
Zellen sehr schwer, wenn nicht ganz unmoglich ist, da es
schwer ist, dieselben von anderen DBestandteilen der Zelle zu
unterscheiden. Er betont, daB die Mitochondrien nach einer
Fixierung mit einer schwachen Flemmingschen Losung eine
den Bakterien sehr dhnliche Form aufweisen. Zwar enthalten
die Tumorzellen relativ mehr Bakterien als die normalen
Gewebe, aber das liefle sich leicht durch ihre erhohte Stoff-
wechseltitigkeit erkldren.

Blumenthal und Hirschfeld (1916, 1917) verwendeten
zu dhnlichen Versuchen Scheiben, welche aus Mohrenwurzeln
herausgeschnitten waren. Wenn sie die basale Wundfliache
mit einer Bakterienmasse bestrichen haben, so erschien der
Kallus an dem entgegengesetzten Ende der Scheibe. Die Ver-
fasser erkldren das in der Weise, daB die Bakterien durch
die Scheibe bis ans andere Ende durchwachsen und hier eine
Kallusbildung hervorrufen. Magnus (1918) hat jedoch be-
wiesen, dafl ihre Erklarung nicht zutrifft, denn sie haben
keine Riicksicht darauf genommen,; daf Scheiben aus der
Mibhrenwurzel schon unter normalen Verhiltnissen infolge
ihrer Polaritit an ihrem Apikalende einen schwéacheren
Kallus bilden als am Basalende. Blumenthal und Hirschfeld
suchen auch zu beweisen, dafl Bacterium tumefaciens ihre
IPdhigkeit eine Kallusbildung anzuregen auch auf andere
Bakterienarten zu iibertragen vermogen, welche einige Zeit
zusammen it ithm kultiviert wurden. Auch dieses Resultat
bestreitet Magnus, indem er meint, daB die Verfasser auch
hier den Umstand {ibersehen haben, daB schon unter normalen
Verhiltnissen, d. h. ohne Gegenwart von Bakterien, die
Mohrenscheiben am basalen Pol einen stattlicheren Kallus
bilden als am apikalen Ende.

Ich werde diese Arbeifen nicht weiter diskuttieren, da
es sich mir in meinen Versuchen um andere Fragen handelte.
Ich versuchte die Methode von Magnus, welche sehr wert-
voll ist, darum, weil ich es nochmals untersuchen wollte, ob
die Bakterien, wenn sie eine reichlichere Kallusbildung her-
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vorrufen, in das Innere der Zellen eindringen oder nicht. Ich
habe geglaubt, daB es mir leichter als Magnus sein wird diese
JFrage zu losen, da ich unterdessen einige bequeme Methoden
zur Fixierung der Bakterien ausprobiert habe. Wenn man
Objekte, welche mit Chromsadureformalin oder mit Kalium-

Fig. 1.
Dekapitierte Kohlrabiknolle, deren Wundfliche

mit Baect. tumefaciens an einer Hilfte (links) be-
strichen wurde. Von der Flache gesehen. 2:1.

bichromat - Chromséaure - Formalin (Némec 1926, Milovidov
1928) fixiert wurden, mit Hisenhématoxylin, Gram oder bloB
mit heiBem Gentianaviolett farbt, so lassen sich in den Zellen
ziemlich leicht die Bakterien nachweisen.

Zu meinen Versuchen beniitzte ich Kohlrabiknollen,
weiter die ribenformigen Wurzeln der Zuckerritbe wund
Turnipsknollen. Die Versuche wurden im Winter im Gewachs-
hause angestellt und da reagierte die Zuckerriibe sowie der
Turnips ziemlich schwach, hingegen bildeten die Kohlrabi-
knollen (Brassica oleracea gongyloides) sehr schnell einen
méchtigen Kallus an den Schnittflichen. Ich habe mich daher
schlieBlich nur an Kohlrabi beschrénkt. Zu den Versuchen
wurden Pflanzen mit noch sproden, unverholzten Knollen ge-
nommen, welche zum Zwecke der Samengewinnung iber-
wintert wurden. Am besten bewahrte sich die Sorte Dvorsky.
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Den groBten Teil des verwendeten Materials widmete dem
Institut die Firma V. Dvorsky — Prag — selbst, wofiir ich
ihr auch an dieser Stelle bestens danke.

Zunachst wurde zu den Versuchen eine alte, im Institut
gefithrte Kultur von Bacterium tumefaciens verwendet. Die
Kultur war schon sehr schwach virulent, denn nach einer
Injektion von Pelargonium gab sie fast keinen Anlaf mehr

Fig. 2.
Mediane Liangsschnitte durch eine dekapitierte Kohl-
rabiknolle, deren Wundfiche an der rechten Hilfte
mit Bact. tumefaciens bestrichen wurde. 2:1.

zur Bildung von Geschwiilsten. Das Bakterium wurde auf
Agar kultiviert und die Kultur wurde mit einer Platinose auf
die frische Wundfliache gebracht und hier moglichst schonend
‘zerrieben, so daBl die gewinschte Fliche gleichmaBig mit den
Bakterien beschmiert war. Die Pflanzenteile wurden dann
meist ing Dunkle unter einen Zinksturz gestellt.

Ich werde einige Versuche eingehender beschreiben. Am
29. X1I. 1926 wurde der Kohlrabiknolle der obere Teil etwa
in der Hohe eines Sechstels der Liangsachse durch einen Quer-
schnitt abgeschnitten, auf die Halfte der Wundflache wurde
die Bakterienmasse einer frisch angestellten Kultur von
Bacterium tumefaciens igebracht. Die bestrichene Halfte
wurde von der unbestrichenen durch einen seichten Einschnitt
getrennt. Schon am 2. XII., also am vierten Tage, erscheint an
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der mit Bakterien bestrichenen Héilfte der Wundfliche der
Kallus starker entwickelt als an der anderen, mit Bakterien
nicht bestrichenen Hilfte. Gleichzeitig (am 29. XI. 1929)
wurde ein #hnlicher Versuch mit der Zuckerriibe und dem
Turnips angestellt. Auch hier wurde die Hilfte einer durch

Fig. 3.

Mediane Lingsschmitte durch eine dekapitierte Kohl-

rabiknolle, deren Wundfliche mit Bact. tumefaciens

bestrichen wurde. Nach 1 2Tagen wurde der Kallus

samt einer etwa 2,5 mm dicken Gewebeschicht abge-

tragen, worauf sich unter der urspriinglich mit Bak-

terien bestrichenen Wundfliche wiederum ein stir-
kerer Kallus entwickelte.

einen Querschnitt hergestellten Wundflache mit einer Kultur
von Bacterium tumefaciens bestrichen. Beim Turnips war der
Unterschied zwischen den beiden Halften am 2. XII. schwach
zu Gunsten der bestrichenen Fldche zu beobachten, bei der
Zuckerriibe war noch kein Kallus angedeutet. Am 3. XII.
war beim Kohlrabi der Unterschied zwischen der bestriche-
nen und unbestrichenen Wundfldche noch auffallender als er
es am vorigen Tage war, beim Turnips ist der Unterschied
ein wenig deutlicher, bei der Zuckerrilbe gar keiner. Am
4. XIT: ist der Unterschied zwischen den beiden Hilften der
Wundflache sehr auffallend. An der mit Bakterien bestri-
chenen Wundfldche ist der Kallus hoch und hockerig, an
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der anderen Halfte der Wundflache gibt es nur Anfange
eines viel schwicheren Kallus. Am 6. XTII. wurde der an den
Wundfldchen von Kohlrabi entwickelte Kallus von der Fli-
che sowie am medianen Léngsschnitt photographiert (Fig.
1 und 2). An demselben Tage ist beim Turnips der Kallus
an der bestrichenen Wundflache hockerig, an der unbestri-
chenen glatt. Am. 11. XII. beginnen beim Turnips einige
Teile des an der bestrichenen Hallte entwickelten Kallus ab-

Fig. 4.

Dekapitierte Kohlrabiknolle, deren Wund-
fldche an der linken Hilfte mit B. proteus
bestrichen wurde, 2:1.

zusterben und zu faulen, an der anderen unbestrichenen
Hilfte ist der Kallus zwar viel schwicher entwickelt, aber
gesund.

Bei einigen Kohlrabiknollen wurde eine Hiilfte der Wund-
flache am 29. X1. 1926 mit Bacterium tumefaciens bestrichen,
am 11. XII., wo die Unterschiede in der Mdchtigkeit des
Kallus schon sehr auffallend waren, wurde eine etwa 2,5 mm
dicke Gewebeschicht unter dem Kallus am ganzen Quer-
schnitt der Knolle samt dem Kallus abgetragen. Die Knollen
wurden unter einen Zinksturz gebracht. Am 18. XTI. ist der
neue Kallus an der Wundfldche jener Hilfte, welche ur-
sprunglich mit der Bakterienkultur bestrichen war, deutlich
méchtiger entwickelt, als an der zweiten H&lfte. Der Unter-
schied wurde in den weiteren Tagen noch auffallender. Der
Kallus hat aber einen anderen Charakter als ihn der erste
Kallus hatte. Der neue Kallus ist namlich glatt, an seiner
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Oberflache gibt es keine Hockerchen. Am 31. XII. ist der
Kallus an jenen Hé&lften der Knolle, welche urspriinglich mit
Bakterien bestrichen wurden, um einige mm hdher als an der
anderen Halfte. Er ist noch immer glatt, ohne Hockerchen.
Am 4. I 1927 wurden diese Knollen median durchschnitten
und die Flachen des Medianschnittes photographiert (Fig. 3).

In einem anderen Versuch wurden am 29. XI. 1926

Fig. 5.
Mediane Lingsschnitte durch eine dekapitierte Kohl-
rabiknolle, deren Wundfliche an der rechten Hilfte
mit abgetodteter Suspension von B. tumefaciens be-
strichen wurde. 2 :1.

Kohlrabiknollen dekapitiert und eine Héilfte der Wundfliche
mit Bacterium tumefaciens bestrichen. Am 11. XTI. wurde
bei einer 'Knolle 2 mm, bei einer anderen 5 mm und bei der
dritten 10 mm unter der urspriinglichen Wundfliche das
(Gewebe durch einen Querschnitt abgetragen. Im ersten Falle
bildete sich an jener Hilfte der Wundflache, welche urspriing-
lich mit der Bakterienmasse bestrichen wurde, ein viel méachti-
gerer Kallus als unter der zweiten Hélfte. Wurde das Gewebe
5> mm unter der urspringlichen Schnittflache abgetragen, so
waren zwischen beiden Hilften ganz geringe Unterschiede
festzustellen, wurde der Schnitt 10 mm unter ihr gefiihrt, so
2ab es keine Unterschiede mehr. An beiden Héalften ent-
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‘wickelte sich der Kallus in ganz gleicher Méchtigkeit.

Am 11. XTII. 1926 wurde mit Kohlrabi der nachfolgende
Versuch ausgefiihrt: Wiederum wurden die Knollen etwa ein
em unter dem Vegetationspunkt dekapitiert, eine Halfte der
Wundflédche wurde bei einigen mit Bacillus proteus, bei ande-
ren mit Bacterium tumefaciens bestrichen. AuBerdem wurde
bei anderen Knollen die Hilfte der Wundfliche mit einer

Fig. 6.

Wundflache einer Kohlrabiknolle, de-
ren rechte Hilfte mit B. proteus be-
strichen wurde. 2:1.

Wassersuspension von Bacterium tumefaciens, das durch
Hitzeeinwirkung getodtet wurde, bestrichen. Bei der vierten
Gruppe wurde auf eine Hilfte der Wundfliche Nahragar
ohne Bakterien aufgetragen. Am 16. XII. ist der Kallus an
jenen Haélften der Wundfldche, welche mit B. proteus oder
B. tumefaciens bestrichen wurden, bedeutend méchtiger als
an den nicht bestrichenen Halften. Durch den EinfluB von
B. tumefaciens entwickelt sich ein hoherer und mehr hockeri-
ger Kallus, unter der Einwirkung von B. proteus bildet sich
ein niedrigerer Kallus mit einer krustigen Oberfliche. Bei
den Knollen, wo eine Halfte der Wundflache mit abgetodtetem
B. tumefaciens oder mit Nahragar ohne Bakterien bestrichen
wurde, ist kein Unterschied in der Kallusgrofle zwischen den
beiden Hélften festzustellen. Nach weiteren zwei Tagen
(am 18. XTI.) ist der Unterschied zwischen beiden Hélften
der Wundfliche bei Kunollen, welche mit B. proteus bestri-
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chen wurden, noch auffallender. Der Kallus ist struppig, nicht
hockerig, wie unter dem EinfluB von B. tumefaciens. Beiderlei
Knollen wurden photographiert (Fig.4—7). Bei den Knollen,
deren eine Hilfte der Wundfliche mit abgetodteten Bakte-
rien (B. tumefaciens) oder mit N#hragar bestrichen wurde,
ist kein Unterschied in der Michtigkeit des Kallus zu sehen.
Hochstens ist der Kallus da, wo auf die Wundflidche Nahragar

Pig. 7.
Mediane Lingsschnitte durch eine dekapitierte
Kohlrabiknolle, deren rechte Hilfte mit B. proteus
bestrichen wurde. 2:1.

aufgetragen wurde, ein wenig mehr hockerig als an der ande-
ren Halfte.

Dieser Versuch beweist, dafl nicht nur B. tumefaciens,
sondern auch B. proteus die Wundfliche zur Produktion
eines michtigeren Kallus anregen kann. Daher wurden wei-
tere Versuche unternommen. Am 18. XII. 1926 wurde bei
einem Teile der Knollen eine Halfte der Wundflache mit
einer Kultur von Bacterium coli, bei anderen mit Bacterium
megatherium bestrichen. Am 21. XTI. ist der Kallus an den
mit diesen Bakterien bestrichenen Halften der Wundflache
deutlich méchtiger als an den nicht bestrichenen entwickelt
und immer auffallend unregelméBig hockerig. An den nicht
bestrichenen Hilften der Wundflachen ist der Kallus ganz
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glatt. Megatherium bewirkt die Entwicklung eines mehr
krustigen, B. coli eines mehr héockerigen Kallus. Am 31. XII.
ist der Unterschied noch auffallender. Am 4. I. 1927 wurden
Knollen, bei denen eine Halfte der Wundfldche mit B. me-
0‘a‘[hermm oder coli bestrichen wurde, photographiert (Flo
6—10).

Am 4. I. 1927 wurde ein analoger Versuch, wie die vor-

Fig. 8.
Dekapitierte Kohlrabiknolle, rechte
Hilfte der Wundfliche mit B. coli
bestrichen. 2:1.

herigen waren, ausgefiihrt, die Wundflichen wurden mit
Kulturen von Bacterium radicicola und B. mesentericus be-
strichen. Am 8. 1. ist bei beiderlel Pflanzen der Kallus an den
mit Bakterienkulturen bestrichenen Wundflédchen bedeutend
méchtiger als an den nicht bestrichenen Halften. Am 8. 1.
sind die Unterschiede noch deutlicher. Beiderlei Pflanzen
wurden photographiert (Fig. 11, 12).

Auch bei Knollen, deren eine Hilfte der Wundfldache
mit B. mesentericus und radicicola bestrichen wurde, wurde
das Gewebe durch einen etwa 1,5 mm unter der urspriingli-
chen Wundfléche gefithrten Schnitt abgetragen. Nach 12 Ta-
gen ist der Kallus unter der ursprunglich mit B. mesenteri-
cus bestrichenen Hélfte deutlich starker entwickelt als an dev
zweiten Halfte. Bei B. radicicola 148t sich jedoch kein Unter-
schied feststellen.
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Die mit B. radicicola und mesentericus bestrichenen
Wundflachen beginnen relativ frith abzusterben und zu fau-
len. Bei einigen Pflanzen beginnt das Absterben schon 8 Tage
nach der Operation, bei anderen spiter. Pflanzen, welche sich
im Dunkeln befinden, beginnen fiir gewdhnlich frither zu
faulen als jene, welche am Licht gebalten wurden.

Fig. 9.
Dekapitierte Kohlrabiknolle, Wundflidche an dex
rechten Halfte mit M. megatherinm bestrichen. 2 : 1.

Haberlandt hat sehr interessante Versuche ausgetiihrt,
wo auf die Wundflichen der Kohlrabiknollen Gewebebrei der-
selben Pflanze aufgetragen wurde. Durch das Gewebebrei
wurde die Kallusbildung deutlich gefordert. Es wurden daher
ahnliche Versuche unternommen. Am 7. I. 1927 wurde bei
einigen Pflanzen die frische Wundfldche zunachst mit Lei-
tungswasser abgewaschen, dann auf eine Halfte der Wund-
fliche Gewebebrei aus derselben Pflanze aufgetragen. Einige
Pflanzen wurden unter einen Zinksturz, andere unter Glas-
sturze gestellt. Am 10. I. ist duBerlich kein Unterschied zwi-
chen beiden Hailften der Wundflichen festzustellen. Der
unter dem Gewebebrei sich entwickelnde Kallus ist gleich
grol wie an den nicht bestrichenen Héalften. Auch in den
nachfolgenden Tagen ist kein Unterschied zu sehen. Aber
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schon am 11. T. beginnt bei einigen Pflanzen, die sich im Dun-
keln befanden, der Kallus unter der Breidecke abzusterben
und zu faulen. Bei Lichtpflanzen beginnt das Absterben erst
am folgenden Tage. Dieser Versuch wurde mit gleichem Re-
sultate am 24. I. 1927 wiederholt. Bei einem Teile der Pflanzen
wurde die Wundflache mit dem Brei, beim anderen mit aus
dem Brei ausgepreBtem Saft bestrichen. Ebenso wie im vor-

Fig. 10.

Mediane Liangschnitte durch eine dekapitierte Kohl-
rabiknolle, rechte Hialfte der Wundfldche mit B.
megatherium bestrichen. 2:1.

herigen Versuch beginnt der Kallus an den bestrichenen
Halften der Wundfliche nach einigen Tagen abzusterben,
auch hier iibt das Licht auf diesen Vorgang einen verziogern-
den EinfluB aus. Das Absterben geht sehr schnell vor sich und
nach einigen Tagen verindern sich die Knollen zu einer brei-
artigen Masse. Diese Versuche sind darum nicht entscheidend,
weil ich den Kallus hier nicht mikroskopisch untersucht habe.
Wenn es sich um die Teilungsintensitit der Zellen handelt,
so missen die Kalli mikroskopisch untersucht werden, da
gleich groBe Kallusbildungen nicht identisch sein miissen.
Bei einem kann Hypertrophie der Zellen ohne Teilung, bei
dem anderen Zellteilung ohne allzu starke Hypertrophie der
Zellen vorherrschen.
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Die Versuche, iiber welche soeben berichtet wurde, be-
weisen, daB nicht nur B. tumefaciens, sondern auch andere
Bakterienarten (proteus, coli, megatherium, mesentericus, ra-
dicicola) die Wundfliche der Kohlrabiknollen zu einer méch-
tigeren Kallusbildung anregen. Dieser stimulierende Einflu$}
dringt auch in eine gewisse Tiefe unter die Schnittfliche,
allerdings nur hochstens 5 mm tief. Dasz es sich hier um den
FinfluB von lebenden Bakterien handelt, kann daraus ge-

i Fig. 11.

Wundfliche einer dekapitierten Kohlrabi-

knolle, deren rechte Hilfte mit B. radi-
cicola bestrichen wurde. 2 :1.

schlossen werden, daB eine an die Wundfliche gebrachte
Suspension von abgetddteten Bakterien (B. tumefaciens)
keine stimulierende Einwirkung ausgeiibt hat. Auch Nahragar
selbst reizt die Wundfliache zu keiner schnelleren Kallusbil-
dung. Es handelt sich hier also um den EinfluB von lebenden
Bakterien. Da stellt sich die Frage, mit welcher sich schon
Magnus befaBite, ob die Bakterien nicht in die Zellen eindrin-
gen und sich nicht bis zu einer gewissen Entfernung von der
Wundflache entfernen. Das konnte allerdings vielleicht noch
besser geschehen, wenn sich die Bakterien interzelluldr ver-
breiten wiirden. SchlieBlich wire es nicht ausgeschlossen, daB
in das Gewebe unter der Wundfldche nur bestimmte Stoff-
wechselprodukte der Bakterien eindringen.

Ich habe, nachdem die obere Schicht der Wundfléche,
welche mit. B. tumefaciens bestrichen wurde, abgeschnitten
wurde, Bakterienkulturen von der Substanz der neuen Wund-
flache herzustellen versucht. Mit einer Platipnadel wurden
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Stiickchen des Gewebes von der frischen Wundoberfliche
genommen und auf Né&hragar gebracht. Ich bekam keine
Bakterien, was beweist, daB das Gewebe steril war. Auch
weitere Versuche beweisen, daBl gesunde Kohlrabiknollen im
Inneren steril sind, und sich daher zu Gewebekulturen sehr
gut cignen wiirden.

Vielleicht lieBe sich die Kallusstimulation durch die

Fig. 12.

Mediane Léngsschnitte durch eine dekapitierte
Kohlrabiknolle, die linke Hilfte der Wundfliche
mit B. radicicola bestrichen. 2 :1.

Einwirkung eines vom Bakterium ausgeschiedenen Stoffes,
welcher in das Gewebe hineindiffundiert, erklaren. Ein sol-
ches stimulierendes Agens haben Bechhold und L. Smith be-
schrieben (1927). Ein durch Chamberland I, 5 — Kerzen er-
haltenes Filtrat von B. tumefaciens enthielt keine mikrosko-
pisch sichtbaren Gebilde, aber auch keine ultramikroskopi-
schen Partikelchen, da es auch Ultrafilter passierte. Dennoch
bewirkte dieses Agens Wucherungen auf der (Gelbriibe, ebenso
wie B. tumefaciens selbst. Die Verfasser bezeichnen das
Agens als Tumefaciens-Plastin.

Des weiteren habe ich die Kalli mikroskopisch unter-
sucht. Die Kalli wurden mit Chromformalin fixiert (Némec
& Milovidov 1926, Milovidov 1928), und zwar sowohl Stiicke
solcher, welche durch Bakterien stimuliert wurden, als auch
jener, welche ohne BakterieneinfluB entstanden sind. Die
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Schnitte wurden mit Heidenhains Haematoxylin gefarbt und
in verschiedenem Grade differenziert. In den Zellen waren
gut Plastiden sowie stédbchenférmige Mitochondrien zu sehen,
nicht jedoch Bakterien, welche sich intensiver tingiert hétten
als die Mitochondrien. Auch in den Interzellularrdumen
wurden keine Bakterien angetroffen, was wohl nach den Be-
funden von Robinson und Walkden (1927) nicht ausgeschlos-
sen wire. Ich kann zwar nicht apodiktisch behaupten, daB
die Zelle des Kallus keine Bakterien enthalten, aber wahr-
scheinlich scheint es mir doch zu sein.

Ich fixierte auch Teile von Knollen, welche unter dem
Einflul von B. mesentericus und radicicola abgestorben sind.
Es ist interessant, dafl es auch hier nicht méglich war inner-
halb der abgestorbenen Zellen die Gegenwart von Bakterien
festzustellen. Sie wurden nur in der ndchsten Nachbarschalt
der Wundflache getroffen und in Interzellularrdumen, wohin
die Bakterienmasse offenbar durch Kapillaritdt eingedrun-
gen ist. Auf eine groflere Entfernung von der Wundfliche
verbreiteten sich jedenfalls die Bakterien auch in den Inter-
zellularrdumen nicht.

Es ist somit ersichtlich, daB die von mir benutzen Bak-
terien hochst wahrscheinlich nicht in das Zelleninnere einzu-
dringen vermogen, ja dafl sie sich auch mnicht in den Inter-
zellularraumen von der Wundfldche aus verbreiten. Ihr sti-
mulierender EinfluB auf die Kallusbildung JaBt sich offen-
bar der Einwirkung von Stoffen zuschreiben, welche von den
lebendigen Bakterien produziert werden, wie es z. B. das
Tumefaciens-Plastin von Bechhold und L. Smith ist. Die-
sclben konnen offenbar in das Pflanzengewebe hinein dif-
fundieren. Das wéare nichts iiberraschendes, da ja in den
letzten Jahren bewiesen wurde, dafl die sog. Wuchsstoffe im
Pflanzengewebe ziemlich schnell auf relativ weite Entfernun-
gen diffundieren konnen.

Kinige Bakterien scheiden Stoffe aus, welche friher
oder spater die Zellen abtodten. So wirkt z. B. Bacillus pyo-
cyaneus. Wenn man cine Suspension von dieser Art auf eine
frische Wundfldche der Mohre bringt, so sterben die Zellen
von der Wundfldche angefangen allmihlich immer tiefer ab.
Wird nur eine Hélfte der durch einen Querschnitt hergestell-
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ten Wundfliche mit B. pvocyaneus bestrichen, so stirbt nur
an dieser Hilfte das Gewebe ab. Ich untersuchte die abgestor-
benen Partien mikroskopisch und fand, daB auch hier die
Bakterien nicht in das Innere der Zellen eindringen, sondern
nur an ihrer Oberfliche bleiben. Bekanntlich scheidet B.
pyocyaneus (iftstoffe aus, und diese sind es, welche die Zellen
abtodten.

ZUSAMMENFASSUNG.

Bakterien der Arten: Bacterium tumefaciens, radicicola,
coli, megatherium, mesentericus und proteus verursachen,
wenn sie an die frische Wundfliche der Kohlrabiknollen
gebracht werden, eine méchtige Kallusbildung, welche viel
rascher vor sich geht, als wenn sich der Kallus chne Bakte-
rien entwickelt. Dabei dringen die Bakterien nicht in das
Innere der Zellen ein, sondern scheiden wahrscheinlich einen
stimulierenden Stoff aus, wie ein solcher fiir B. tumefaciens
von Bechhold und L. Smith als Tumefaciens-Plastin nach-
gewiesen wurde. Wenn die Bakterien auf die Wundfliche
gebracht werden und nach einigen Tagen eine 15 hochstens
5 mm dicke Scheibe samt dem Kallus und demr Bakterien-
belag entfernt wird, so entwickelt sich der neue Kallus den-
noch unter jenen Partien der Wundfliche, auf welche ur-
springlich die Bakterien aufgetragen wurden, deutlich mach-
tiger (B. tumefaciens, mesentericus), obzwar das Gewebe der
neuen Wundflache selbst steril ist. Das spricht eben dafir,
dal aus den Bakterien Stoffe ins Gewebe diffundieren,
welche es zu erhohter Kallusbildung reizen. ‘Auch B. pyo-
cyaneus, welches auf frische Wundflichen der Mohrenwur-
zeln gebracht das Gewebe allméhlich zum Absterben bringt,
dringt nicht ins Zellinnere ein.
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Summary.

The mfluence of Bacteria on the developement of calli:

A suspension of Bacterium tumefaciens brought on the
cut surface of the bulbs of Kohlrabi stimulates a vigorous
developement of the callus. The author has found that B:
radicicola, coli, megatherium, mesentericus and proteus are
also stimulating the growth of the callus. The bacteria do not
onter the cells.
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VIIL.

Sur la culture de la Spirogyra dans des
suspensions bactériennes.

Par JAN KORINEK.

Présenté le 5. Mai 1929.

Dans notre travail: »De I'influence des microbes banaux
du sol sur les plantes«, nous avons pu constater l'influence
favorable des suspensions microbiennes ajoutées au sol sur la
croissance des végétaux. Nous avons été surpris de constater
le contraire en cultivant nos plantes (Pisum sativum) directe-
ment dans ces suspensions, ou dans le sable mouillé par ces
suspensions microbiennes. Mais nous avons réussi a trouver la
cause de cette anomalie: il gagit des ions d’hydrogéne. Les
plantes superieures en géneral ne supportent pas de bascs
concentrations de H-ions et les suspensions des microbes ont
presque toujours une réaction sensiblement alcaline. Le pH
de l'eau d’aqueduc de Prague laissée librement dans des cu-
vettes en verre ordinaire (la qualité du verre a naturallement
aussi son importance) monte en peu de temps jusqu'a 8—82,
mesuré 4 la température de 21° C. I’eau fraiche et froide
gice a la présence de CO, a son pH égale a 72—74.

Ce pH élévé des suspensions microbiennes ne peut pas
exercer d’effet nuisible si les suspensions sont ajoutées au sol,
parceque la terre a un pouvoir tamponnant grice a ses car-
bonates, phosphates, acide carbonique ete. L’eau pure et le
sable représentent des solutions mal tamponnées et il. en
résulte une influence nuisible des suspensions microbiennes
alealines.

Nous croyons avoir démontré, dans notre travail cité
plus haut, que les microbes banaux, ajoutés au sol, constituent
un aliment excellent pour les végétaux. Si nous voulons cul-
tiver les plantes directement dans ces suspensions, il faut

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk., T¥. II. Roé¢. 1929.
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abaisser artificiellement le pH en ajutant de 'acide dilué.

Cette précaution est superflue pour les plantes aquati-
ques qui préferent la réaction alcaline. Elodea, Chara, Riccia,
Waulfia, Callitriche, Cladophora et Spirogyra ont poussé
vigoureusement dans des suspensions microbiennes — sans
addition d’acide indispensable pour les végétaux terrestres.

Nous avons étudié plus spécialement la nutrition de la
Spirogyra, une algue asséz difficilement cultivable au labo-
ratoire. Elle y périt en effet dans un temps relativement
court et c’est ce que Benecke (1925) a aussi constaté.

Nous nous sommes attachés & cultiver la Spirogyra et
a mettre en lumiére le rdle des ions H si important dans la
nutrition des végétaux.

Nous ne citerons que les travaux qui nous concernent
trés étroitement. D’abord la publication de V. Ulehla. Cet
auteur démontre que les eaux courantes sont caractérisées par
un pH constant, tandis que les eaux stagnantes montrent,
dans le courant de la journée, un changement de pH suivant
la quantité de lumiére. A la lumiére, 'assimilation a lieu, CO,
est consomé et il s'en suit une augmentation de pH. Pendant
la nuit, CO, est dégagé et alors nécessairement le pH diminue.
Font exception a cette régle les eaux stagnantes en contact
avec des masses calcaires.

C’était le cas de la flaque ot nous avons ramassé notre
Spirogyra (il y en avait toujours au moins trois especes a la
fois). Cette flaque ne mesurait pas plus d'un métre et n’avait
pas plus de 25 em de profondeur. Ses parois étaient formées
par des rochers calcaires. Lies Spirogyres s’y trouvent plus ou
moins abondamment depuis trés longtemps selon le témoignage
des naturalistes de Prague.

Pluis loin Ulehla démontre que la prosperité des
algues dépen du pH et de san constance. Il distingue des
algues alcaliphobes et des algues acidophobes. D’apreés 1ui, les
algues marines n’ont ppas besoin d’un régulateur du pH de
milieu parce qu’elles sont entourées d’une solution bien tam-
ponnée. Au contraire les algues des eaux douces doivent néces-
sairement étre munies d'un tel régulateur pour se protéger
contre les variations quotidiennes du pH. Et ce régulateur,
ce systéme tamponnant n’est autre que ce qu’on nomme »psi-
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chohormies« ¢’est & dire les bactéries assimilatrices du fer,
surtout une nouvelle espéce découverte par Cholodnyj et
appelé Sideromonas. Cette bactérie vit en épiphyte sur
Jes algues en formant des colonies sur leurs parois muqueuses.
Ensuite a lieu l'incrustation par le carbonate et I’hydroxyde
de fer. Le terme »psychohormie« est du a Kiitzing.
Ulehla a trouvé, sur son Oedogonium principalement:
(CaCO;, mais en outre: des ions C-, Fe- et Fe~. Ainsi, quand
CO, commence a étre en excés, une quantité de CaCO; se
transforme en CaH, (CO,), qui est soluble. Alors on ne peut
pas regarder les psychohormies comme des épiphytes sans
importance, mais comme de véritables symbiontes. I’auteur
désigne ce phénomene sous le nom d’electrosymbiose. Clado-
phora n’est pas munie de psychohormies, mais elle se réfugie
sur les coquilles des Mollusques et le CaCO; de son substratum
lui sert de systéme tamponant. Le travail de Ulehla est
fort intéressant et il faudrait lire loriginal. Le résumé alle-
menad pourrait faire croire que lauteur a exagéré 1'impor-
tance du pH pour les végétaux, mais dans le texte tcheque,
on voit que l'auteur ne nie point I'importance des autres
facteurs et qu’il croit au synergisme.

Une autre publication qui fut pour nous des plus inter-
ressentes, est celle de Tetsu Sakamura. Cet auteur a con-
staté que Spirogyra rempli d’amidon et plongée dans 'eau
distillée dégage des matiéres d’'un caractére acide de maniére
que lacidité du milieu la fait périr. D’aprés lui on peut réme-
dier & cet inconvenient en ajoutant du CaCO,. Cette substance
agit d’abord comme un tampon. Ensuit le Ca ion est antago-
niste du H ion. Nous nous permetrons une seule observation;
Pauteur a plongé la Spirogyra dans 100 cm® d’eau distillée.
11 ne dit pas quelle quntité d’algue il a employé, mais nous
croyons que la quantité d’eau n’était pas suffisante; nous y
revindrons.

La technique.

La technique de nos experimentations était trés simple.
nous avons cultivé notre algue dans des cylindres de 12 cm
de diametre. La quantité d’eau était 600 cmd. Les cutures
étaient exposées & la lumiere diffuse. Nous avons en géneral
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employé 'eau d’aquduc de Prague qui contient asséz de cal-
cium (177 mg dans un littre). Pour mesurer le pH nous avons
employe la méthode colorimetrique de Clark et Lubs.

Nous employons toujours le mot Spirogyra sans deter-
miner éspece. Il nous était absolument impossible de le faire
a cause de la copulation manquée. Nous savons que c’est un
grand défaut de notre travail mais nous I'avons observé chez
d’autres auteurs. Disons cependant a notre decharge: a) L’une
de nos Spirogyres était trés vrasemblemblement. S. fluviatilis.
Outre celle-ci il y en avait au moins deux éspéces — surement
trés communes — plus minces et toujours plus resistantes.
Nous osons dire que les conditions oekologiques de toutes ces
trois éspeces étaient les mémes ou au meoins trés emblables.

b) Nous ne voulons pas etendre nos resultates quant au
probléme du pH a toutes les plantes aquatiques; mais nous
pensons pouvoir géneraliser notre opinion sur utilité des
bactéries pour peut-étre tous les végétaux aquatiques. En plus
des algues — détérminées ou non — que nous avons vu
pousser dans nos cuvettes, plusieures plantes superieures se
montraient favorisées par l’addition de microbes (Wulfia,
Flodea, Riccia, Callitriche, Chara).

Les experiences.

Nous avons voulu savoir comment change le pH de ’eau
seule, sans additation d’organisme. Ce changement est évi-
dement du a linfluence de la temperature, a I’absorbtion de
('O, et aux matieres solubles du verre.

pH
15. V. 1926 26. V. 2. VI.
15. V. | 20. V.
8 heures|15heures|8 heures|15heures
eau 17°C 20°C 18°C 21°C
distillée 56 70 70 82 73 73
eau
d’aqueduc K 82 83 82 83 82

Nous voyons que le pH de 'eau elle — méme subit des
changements -— a savoir il augmente a) parceque CO, se
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dégage; b) parceque. probablement les matiéres basiques du
verre se dissolvent dans I'eau. Nous constatons aussi des vari-
ation quotidiennes du pH en fonction de la temperature.

Un fait interressent se manifeste quand on ajoute a 'eau
des acides ou des bases. Nos avons ajouté & la méme quantité
d’eau 6 cm HC1 /(N et 6 em NaOH '/, N.

pH : pH
VL — P ol IL ajoute |2
18. VI TN R

eau-+6ecm*HCY,,N| 67 | 70 | 2em* HC Y;, N | 73 | 79

eau + 6 cm® Na OH
1, N 88 | 82 . NaOH . g2 | 82 ‘

Il semble que 'eau en contact avec le verre soluble et
exposé a I'acide carbonique de ’air est tamponée & pH 80—82.
Mais c’est un probléme purement physico-chimique et il ne
nous est pas possible de nous en occuper malgré son impor-
tance pour la physiologie.

Spiregyra dans VUeau sans bactéries.

% t‘é ;6. V. E[ VL 8.vI.

) P . @ p L9 o

15. V. 1926 S 8 7 S B8 % |gs®| 9
s |l = heures |heures = ;g heures |heures ‘3 ; 2. g

= | & (17°C | 200C |2 a0 | 18°C | 21°C |;2 &0 &|m &

eaud’aqueduc . ||82 (87| 86 89 | ++ 86 ol | +4+ [++
» bouillie 84|87 85 87 | +4 85 86 + —
» + la terre.|80]87| 83 86 | ++ 83 8 | +4+ [++
» 4+ CaCoO, 8186 84 90 | ++ 84 90 |+++[++
» + MgCO, . (82|84 84 86 -+ 85 87 — —

» 4+ CaCoO, +

+ Mg CO, 84 (86| 88 90 + 85 90 + x
> +CaSO, .[81/83] 82| 83 | + | 82| 83 | £ |+
» distillée 66|88 89 88 | +4 79 87 -+ +

Nous croyons pouvoir conclure de nos resultats: a) que
I'eau distillée n’est pas toxique pour la Spirogyra — tant
qu’elle ne contient pas de cuivre. La seule nuisibilité de Peau
distillée tient a ’absence de tampon, ce qui entraine des gran-
des varitations de pH. Le matin le pH diminue & cause de la
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presence de CO,; Paprésmidi CO, étant assimilé, le pH monte,
Ce manque de pouvoir tamponant se manifeste quand CaSO,
est ajouté.

MgCO; n’est pas favorable a l'algue; un certain tam-
ponement pourrait peut-étre avoir lieu, mais l’eau contenat
cette substance en abondance n’est pas une solution balancée.

Quand l’algue meurt, la décomposition s’en suit, alors
que le phénoméne du pH devient tres compliqué. La compli-
cation augmente encore davantage quand les algues unicellu-
lares commencent a apparaitre.

C’est en presence de CaCO, que la Spirogyra prospére
le mieux; nous avons dit que nous avons recolté notre Spiro-
gyra dans une flaque formée dans un massive calcaire. L'uti-
lité de CaCO,; ne tient seulement & son pouvoir tamponant,
mais encore & l'antagonisme possible du Ca et du H- (eir-
constance mentionnée par Sakamum)

Il y a des plantes superieures pour lesquelles CaCO,
est nuisible; mais Mevius a expliqué cette calcophobie. Il
S'agit surtout d’action nocive de I'alcalinité de cette substance.

I’eau d’aqueduc de Prague contient asséz de Ca; c’est
peut-étre la raison pour laquelle Spirogyra y pousse mieux
que dans 'eau distillée. Le pH de cette eaun laissée a elle-meme,
comme nous l'avons vu, est 82, ce qui est précisement la
réaction de la flaque, ou nous avons ramassé notre Spirogyra.

Spirogyra dans les solutions nutritives minerales.

26. V. 2. VL 8.Vt
s ==
15. V. s pH 9 pH 2 2
e 14 g 8 16 2 8
S ) .0 | .0
Y2 | = |beures |heures | gn o, (heures [heures | g &, (v) &
Knop avee
KH,PO,
normal |56 |66 6 68 | ++ 68 69 +
» dilué a, |57 |70 71 72 | +4+ | 73 4L+ | X
Knop avee
K.HPO,
normal (69 |74| 76 89 |+++} 77 78 | +4 | L
» dilué a1, |74 | 77| 76 7 + 1 80 4+ +
Crone normal 74 (78| 75 717 + 77 80 + +
» dilué 2, || 72| 79| 77 80 | ++ 79 81 + +
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Si nous comparaisons ce tableau avee le précendent (Spi-
rogyra dans I'eau) nous voyons que les solutions nutritives
minerales ne sont pas trés favorables a 'algue. Tout au plus
le Knop aveec X,HPO, pourrait &tre regardé comme nutritif
pour la Spirogyra; mais méme dans ce milieu I'algue ne sub-
siste pas longtemps. Dans aucune des nos solutions le pH ne
peut pas depasser la valeur 80-—82 que nous regardons
comme optimum.

Il v a encore autre chose; toutes ces solutions sont de-
stinées aux plantes superieures (voire aussi leur réaction
acide) et plus ou moins balancées pour chacune d’elles. La
question se pose comme suit: si ces solutions sont aussi ba-
lancées pour une algue. Au cours de temps ce balan-
cement peut devenir encore plus défavorable, parceque les
composants de la solution peuvent étre absorbées avec des dif-
férentes vitesses. C’est ainsi que nous nous expliquons que
dans Knop aveec K,HPO, Spirogyra poussait d’abord bien
mais apres, elle a péri tandis que dans 1’eau d’acquedue, simple
ou additionnée de CaCO;, elle poussait toujours bien.

Il ne faut pas s’étonner que la Spirogyra ait supporté
la réaction acide du Knop ordinaire. Cela ne saurait contre-
dire aux résultats de V. Ulehla. Nous le répétons: rester
vivant et pousser bien et longtemps sont deux -choses
différentes. ‘

En résumé: Nos solutions nutritives miné-
rales ne sont pas favorables & la Spirogyra.

Dépendance du pH de la quantité du miliew nutritif.

Sakamura éerit que les matiéres dégagées par la Spi-
rogyra augmentent l'acidité de ’eau distillée de telle maniére
que lautointoxication (Selbstvergiftung)s ’en suit. Il recom-
mande CaCO,; pour remédier & cet inconvénient. L’auteur
écrit qu’il a employé 100 em?® d’eau distillée, mais il n’indique
pas quelle quantité de Spirogyra il y a mise. La chose est de
grande importance. I1 est bien connu que, si nous employons
une trop petite quantité d’algue et surtout de levure ou de
bactéries, les organismes ne poussent pas. Nous ne voulons
pas toucher & la question du »bios«. Au contraire, si nous
emiployons de trop grande quantités d’algue et surtout quand
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le milieu n’est pas bien tamponné, il y a de grandes variations
du pH; celles ci peuvent étre supportées pendant un certain
temps, mais elles finissent par tuer Palgue.

Voici le tableau de nos résultats:

exposé
& l'obscurité | N cenz Spirogyra |
24 heures | % le humiére | Différence pousse
pH
100 em® H,0O 79 89 10 +
600 s 82 85 3 -+
100 » -
+ CaCo, 80 88 8 +
600 . 81 83 2 +
100 em? de sus-
pension de mi-
crobes 79 83 4 +
600 cm3 ,, 81 81 2 +++

Nous voyons de grandes variations du pH dans de pe-
tites quantités d’eau. Nous constatons l’action tamponnante
du CaCO,, mais la suspension de microbes semble étre bien
mieux tamponnée que l'eau additionnée de CaCO;. Nous ré-
sumons: La quantité du milieu nutritif joue
aussisonrdle.

Spirogyra dans les suspensions bactériennes.

Nous avons ajouté de la suspension de microbes dans des
cuvettes ou se trouvaient des plantes aquatiques (Wulfia, Cal-
litriché, Elodea, Chara, Riccia). Nous avons été bien surpris
de constater combien les plantes prospéraient. Nous avons
choisi la Spirogyra pour mieux étudier ce phénomeéne.

Voici un tableau de résultats:

pH pH S. pH S.
1 VL 14. VI. | 16. VI. | pousse | 21. VI. | pousse
eau d’aquedue 85 87 —l—i | 87 =+
» + Ca CO,| 83 86 + 86 +
suspensions miero- ' '
bienne | 80 83 4+ 85 444+
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Nous voyons la différence entre ces trois milieux; dans
la suspension de microbes on obtient toujours les meilleurs
résultats. Nous eroyons qu’il y a deux raisons a cela: a) la so-
lution de microbes est bien tamponnée; malgré la vigoureuse
croigssance des algues, le pH n’est pas monté sous I'influence
de l'assimilation chlorophyllienne comme dans ’eau ordinaire;
b) les bactéries sont peu a peu autolysées (faute de nourriture)
et les produits de cette autolyse servent probablement de
nourriture a la Spirogyra. Peu importe la nature de la bactérie
en suspension; celle ci n’a rien de spécifique. Les bactéries
n’agissant pas comme des étres vivants, mais les produits de
leur autolyse représentent un tampon et servent en méme
temps a la nourriture des algues.

Voici une expérience oul nous avons employé différentes
bactéries: :

> > > S . S
19. 1V. = = = : & .
o | O | Heg | Pousse | pousse
=7 (=] =1 =12
eau d’ aqueduc 7.7 82 80 + 85 —
B. vulgare . . . . . . 7 78 78 | +++ 82 + ++
B. azotobacter . . . .|| 77 9 79 | +4++ 82 ++
Myecobac " Friedmann 77 72 72 | +++ 81 4+
B. tumefaciens. . , .| 77 79 82 + 4+ 85 | +++
Mierococeus cinaba-
rensis . . . .. .. 7 78 79 +++ 84 | ++++

Nous trouvons peu de différence dans nos cultures quant
a la prospérité de la Spirogyra. Méme dans la suspension a
bas pH de Mycobacterium Friedmann Valgue poussait bien.
B. tuméfaciens, pathogéne pour les plantes supérieures, s’est
montré aussi utile pour la Spirogyra.

Nous avons cru pouvoir admettre que les bactéries,
ajoutées aux suspensions, y jouaient le role de psychohormies
— dans le sens de Kiitzing, Cholodnyiet Ulehla.
Nous avons été obligés d’abandonner notre opinion parceque
les bactéries tuées se sont montrées aussi utiles que les bacté-
ries vivantes.

Voici le tableau de nos résultats:
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pH - S.
15, IT. 15, 1L | 18 II. | 20. I1. | 25. IL. ponsse
B.tumefaciens vivant 76 78 79 81 +4+ |
» mort 83 78 78 82 +++ |
Melange de microbes
vivants 75 78 78 80 +++
> tues 8.7 79 78 80 +—4++

Les bactéries étaient tuées par la chaleur. »Mélange de
microbes« veut dire que nous avons inoculé de grandes boites
de Roux d’eau d’acqueduc ou d’eau ol nous avons mis quel-
ques morceaux de terre. Les suspensions de bactéries tuées ont
d’abord un pH élévé qui diminue peu & peu et, au bout d’'un
certain temps, la réaction est partout la méme. Les petites dif-
férences tiennent peut-étre a4 des erreurs d’observation.

Il faut comprendre ainsi l'utilité des microbes tuées:
Il est vrai qu’ils ne peuvent pas succomber directement a;
l'autolyse — tous leurs enzymes étant tués —, mais dans le
traité de R eynals, nous trouvons I'explication de ce phéno-
meéne (la bibliographie y est citée). Se sont d’abord les micro-
bes vivants qui s’autolysent et les produits de cette autolyse
déterminent ensuite la bactériolyse des microbes tués.

15. V. 1926 R T =S

. . . ousse ousse

T | B g | P i | P
Bactéries. . . . . . . 7 79 84 | +++ 82 +4++
Feuilles coupées en

morceaux . ., . . . 7 77 78 + 80 —_
Papier a filtres . . .|| 77 81 82 + 82 —
Levares . . . . . .. 82 79 80 ++ 7°0 +
Peptone . . . . . .. 82 81 79 4 7'9 +
Viande . . . . . . .. 82 76 77 — 79 —
Amidon . . .. . .. 82 83 88 + 4+ 88 ++
Dextrose . . . . . .. 79 79 | 80 — 82 —

I1 est bien conu que les algues aiment la nourriture orga-
nique. On peut voir sans aucune analyse que les matieres or-
ganiques sont en abondance dans la flaque ol nous avons ra-
massé notre Spirogyra (cadavres d’animeaux). Il est conu
qu'on peut cultiver des algues vertes — méme a 'obscurité —
sur des milieus usuels en bactériologie. On peut citer la sym-
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biose des algues vertes et des pontes des grenouilles et des
poissons. Benecke a trouvé des Diatomées sans chloro-
phyle, pour lesquelles la heterotrophie est indispensable.

Nous avons essayé quelques matiéres organiques, mais
nous n'avons presque jamais obtenu de bons resultats, au
moins en comparaison avec suspensions bactériennes.

Dans la nature il peut arriver que des feuilles d’arbres
tombent dans la flaque; certainement la quantité des feuilles
y joue son role. Mais dans notre experience 'action de feuilles
s'est montré nuisible. Peut &tre que les feuilles ont absorbé
beaucoup de l'oxygeéne dissout dans 'eau (elles étaient seule-
ment coupées en grands morceaux et pas tuées). Quant au
papier a filtrer, on trouve dans la bibliographie qu’'on peut
ainsi desempoisonner des solutions toxiques pour les orga-
nismes. Nos resultats ont étaient mauvais.

Parmi les matieres hydrocarbonées ’amidon se montrait
favorable. Il est peu probable qu’il puisse agir comme matiere
insoluble. 11 était décomposé par les microbes. On ne sait si ce
sont les produits de cette décomposition, ou les bactéries qui
se sont d’abord multipliées et secondairement ont subi Pauto-
lyse. _

La pepton, les levures, la viande succombent a la putré-
faction et sont décidement nuisibles a la Spirogyra.

Alors 1l faut avouer que.les bactéries mises en suspen-
sion, se sont montrées les plus utiles de tout pour notre algue.
Mais le fait le plus curieux est que cetie action favorable des
suspensions bactériennes s’est manifesté seulement a la lu-
miére. A l'obscurité les bactériens étaient nuisibles.

11. VL ' H| o8 A ’ -
dggsé):&%iqgs -1 ,_n-;gz o : pog-sse am i pm?sse
n 22 | 2l | a8 am
a la lumiére . . . . . 80 | 79 | 88 | +++ 85 | +++
a 1’ obscurité., . . . . 79 78 7 + 76 —

Ii faut avouer que les bactéries a l’obscurité sont plus
nuisibles que 1’eau pure ou 1’eau additionnée de CaCOj,.
Nous ne pouvons expliquer ce phénoméne.
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Resumé.

Les suspensions microbiennes constituent un excellent
milieu de culture pour la Spirogyra. Les microbes ajoutés en
grande quantité succombent & l’autolyse et les produits de
celle-ci tamponnent le milieu et servent probablement & la nu-
trition en méme temps. I’absorbtion des matieéres organiques
dissoutes dans l’eau est bien conue chez les algues vertes et
elle a été démontrée méme pour les animeaux aquatiques
(Piutter, Spdrck, Hykes, Kfizenecky). Il n’y a
pas d’action spécifique de la bactérie. Celles-ci ne jouent pas
le réle des psichohormies. Les bactéries tuées sont de méme
utilité que les vivantes; les produits d’autolyse de microbes
vivants sont en état de bactériolyser les microbes tués. L’action
favorable des bactéries se manifeste seulement & la lumiére;
a l'obscurité elles sont nuisibles. Les solutions inorganiques
sont loin d’étre aussi favorable que les bactéries. Les autres
matiéres inorganigues sont en géneral nuisibles.

Nous pouvons recomender les suspensions microbiennes
(n’importe lesquelles) pour maintenir la Spirogyra vivante
aux laboratoires.

Les ions d’hydrogéne jouent un grand rdle dans la nu-
trition de Spirogyra. Ils ne sont tout comme le démontrent
Benecke et Ulehla; il faut toujours penser au syner-
gysme de plusieurs facteurs. Notre Spirogyra a son optimum
de pH a 80—82 aussi ne peut on pas la dire alcaliphobe
(comme c¢’était le cas de la Spirogyra, avee laquelle travailait
Ulehla). Une extréme sensibilité des organismes végétaux
aux pH est impossible; il y a des variations quotidiennes de
pH grace & V'assimilation et respiration des végétaux; le pH
varie de la surface en profondeur (F. Knocke); des autres
végétaux peuvent aussi causer des variations de pH. Si les
autres conditions sont bonnes, 'algue suporte mieux le pH
défavorable. On ne peut pas étre surpris de trouver dans la
bibliographie que la Spirogyra a été cultivée de pH 4:0—90.
Nous insistons particuliérement sur ce fait: il faut distinquer
des conditions physiologiques et des conditions oekologiques.
Supporter un milieu et y pousser bien et longtemps, cela n’est
pas la méme chose. Plus pH reste voisin de I'optimum, plus
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favorable est le milieu et plus long temps la plante s'y main-
tient. Mieux la solution est tamponnée, plus favorable elle est
pour les organismes. On sait que les matiéres protéiques peu-
vent aussi tamponer le milieu; les produits d’autolyse micro-
bienne constituent un excellent tampon contre la variation
du pH.

Prague 11, 433. Septembre 1926.
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VIIL
Uber die Sporenbildung bei Hydnotria Tulasnei.

Von Dr. B. NEMEC.
Mit zwei Photographien und einer Tafel.

Vorgelogt am 17. Ma 1929.

Mitte Juli 1926 fand ich an einem grasbewachsenen
Weg in einem Fichten- und Tannenwald bei Vyzlovka (stid-
ostlich von Prag) FruchtkGrper der Tuberazee Hydnotria
Tulasnet Berk. et Br. Sie ragten ein wenig mit der Oberfliche
aus der Erde hervor. Die Fruchtkorper stimmten sehr gut
mit ihrer Beschreibung in den Pilzbiichern iiberein, nur waren
die meanderférmigen Windungen ihrer Oberfliche nicht so
auffallend, wie sie zumeist gezeichnet werden (z. B. bei Ve-
lenovsky, Ceské houby 1920, p. 906, Fig. 179, 4). Ihre
aulBere Form ist aus der Fig. 1, die inneren nach auflen min-
denden Ginge in Fig. 2 zu sehen. Der Habitus entspricht am
besten der Originalabbildung von Twulasne.

Die Fruchtkorper enthielten Schlduche in verschiedener
Entwicklungsstufe. Die meisten Schléduche besassen Sporen,
welche der duleren Form nach schon ausgebildet waren, da-
neben gab es auch Schlduche mit reifen Sporen, durch die
gelbbraune Farbe ihrer duBeren Membran auffallend. Weiter
fanden sich aber auch Schliuche mit nur einem Kern, sowie
ihre verschiedenen weiteren Entwicklungsstufen.

Einen Teil des Mhaterials fixierte ich in Chromsiure-
formalin (100 eem 1% Chromsiure, 8 cem Formalin), im
Jahre 1927 wurden Paraffinschnitte hergestellt, welche mit
Heidenhainy Haematoxylin gefiarbt wurden. Im ganzen er-
wies sich das Material als sehr gut fixiert, es traten nur in
reifenden Sporen Schrumpfungen auf.

Mich interessierte in erster Reihe die Sporenbildung in
den Schlauchen. Dieselben liegen palissadenartig zwischen

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nank. Tr 110 Rod. 1929,
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den septierten Paraphysen und sind meist senkrecht zu den
Gingen orientiert. AuBlerdem liegen andere subhymenial. Sie
enthalten immer Sporen, welche kugelig und mit einem dicken,
grobhockerigen Epispor versehen sind.

Schon die jiingsten Stadien der Asci, welche ich gefun-
den habe, waren einkernig. Der Kern war grof3 und von mehre-
ren dunkel gefarbten Korperchen umgeben (Fig. 1). Er teilt
sich dann dreimal hintereinander, wobei die Kerne immer

Fruchtkorper von Hydnotria Tulasnei. Fig. 1 von der
Oberfliche, Tig. 2. am Qli%}ﬂschnitt. Vergr. 2:1. Photo
dmec.

kleiner werden (I'ig. 2, 3). Immer erschienen sie von den er-
wihnten Korperchen umgeben, die jedoch vor der freien Zell-
bildung verschwanden. Die acht Kerne trugen an einer hals-
formigen Verlingerung ein dunkel farbbares Korperchen, von
welchem aus in der iiblichen Weise die Abgrenzung der Spore
vom Epiplasma vor sich ging (Fig. 4, 5). Dies sei hier aus-
driicklich hervorgehoben, weil Schussnig (1921) fir Tu-
ber aestivum die Sporen in einer ganz anderen Weise ent-
stehen 1aBt. Sehr haufig liegt das sog. Centrosom wahrend
der Abgrenzung der Spore in der plasmatischen Wandschicht
des Ascus (Fig. 4). Zu dieser Zeit enthilt das Zytoplasma
keine dunkel farbbaren Korperchen. Hierauf teilt sich der
primare Sporenkern, offenbar mitotisch, weil ich ein Sta-
dium, wo er entwickelte Chromosomen besalB, beobachten
konnte. Die so entstandenen zwei Kerne teilen sich nochmals,
offenbar wiederum mitotisch, da ich zweikernige Sporen, de-
ren Kerne Chromosomen enthielten, gesehen habe. Jetzt ent-
hilt die junge Spore vier Kerne, ein homogen fixiertes Zyto-
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plasma mit einigen Vakuolen und winzigen dunkel tingier-
paren Koérnchen (Fig. 6). Das Epiplasma enthélt keine stark
tingierbaren Kornchen.

Im weiteren Verlaufe erscheint in der Nahe einer jeden
Spore je ein kugelformiges, stark tingierbares Korperchen,
welches anfangs frei neben der Spore (Fig. 7, 8) liegt, spater
sich jedoch derselben anlegt. Unterdessen haben sich die Spo-
ren mit einer feinen, jedoch deutlichen Membran umgeben.
Sobald sich das Korperchen an die Spore legt, wird es an der
Beriihrungsstelle abgeplattet (Fig. 9—12).

Solche kugelige Korperchen, welche jeder Spore anlie-
gen, wurden schon beschrieben. Dittrich (1898) fand sie
in den Schlduchen von Helvella infula. Er hat sie als einen
Nebennukleolus bezeichnet, da sie in der Tat duBerlich einem
Nukleclus gleichen. Lagarde (1906) fand ganz ahnliche
(iebilde in den Asci von Lachnea Woolhopeia und zeichnet
einen Ascus (Taf. IV, Fig. 14), welcher acht junge Sporen
enthélt, jeder liegt ein rundes, intensiv gefarbtes homogenes
Korperchen an. Er betont ausdriicklich, daf nur einige Asci
diese Gebilde enthalten, dafl die meisten keinen duBeren Nu-
kleolus aufweisen. Uber das weitere Schicksal dieses Korper-
chens gibt L agarde nichts an.

Hingegen ist es mir gelungen den weiteren Entwick-
lungsgang der Sporen zu verfolgen und die Bedeutung des
fraglichen Nebennukleolus klarzulegen. Das Korperchen
wachst und tritt in eine immer engere Berithrung mit der
Spore. Wogegen es anfangs an der Berithrungsseite nur
sechwach abgeplattet war, wird es hier spater konkav (I'ig. 12,
13) und sitzt schlieBlich kappenformig der Spore an (Flig.
15—19). Von der Fliche gesehen weist es einen kreisformigen
Umrif auf (Fig. 11, 14).

Diese Stadien hat Ed. Fischer gesehen und gezeich-
net (1897). In Fig. 205 F zeichnet er einen Ascus mit jungen
Sporen, deren jeder ein kappenformiges Gebilde aufsitzt, in
Fig. 205 E zeichnet er eine junge Spore mit einem etwas
grofleren kappenformigen Gebilde.

Unterdessen ist die urspriingliche Sporenmembran deut-
licher geworden, sie farbt sich starker (Fig. 15, 17), zuweilen
sind an ihr winzige, unregelmaBig verteilte Kornchen zu se-
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hen (Fig. 16,19). Die Spore, welche bisher rund war, erscheint
jetzt unregelmiBig geformt (Fig. 15—19), das ist jedoch, wie
ich glaube, cher eine Ifolge der Fixierung. KEs handelt sich
namlich hochst wahrscheinlich um eine Schrumpfung infolge
eines ungleichmifBigen Iindringens der Fixierungsflussig-
keit oder des Alkchols. An der konkaven Berithrungsfliache
der Kappe und der Spore erscheinen in der sonst homogenen
Substanz der ersteren Vakuolen (Fig. 14, 18, 19) und der
UmriB der Berithrungsfliche wird unregelméBig. Die Sub-
stanz der Kappe umflieBt mehr und mehr die Spore (Fig. 20,
21), bis dieselbe von der Kappensubstanz ringsherum um-
geben wird. So entstand um die Spore herum eine neue Mem-
bran, die Anlage des Exospors. Aber die neue Membran ist
nicht an allen Seiten der Spore gleich dick. An jener Seite,
wo die Kappe zuerst erschien, ist die Anlage des Exospors
am dicksten, am gegeniiberliegenden Pol ist sie am dinnsten
(Fig. 22, 23). An fixierten Praeparaten ist eben diese Halfte
der Spore haufig verkrimmt, offenbar eine olge der
Schrumpfung.

Die duBere Fliche der Exosperanlage war bis jetzt ganz
glatt. Es treten nun in derselben zahlreiche Vakuolen auf,
welche zwischen einander anfangs Lamellen lassen (Fig. 24,
25), spéater jedoch zum groBen Teile verschmelzen. Die aulere
und innere Wand des Exospors bleibt jedoch durch zahlreiche
Stabchen verbunden (Fig. 25, 27, 29), welche hiufig in Grup-
pen zusammenliegen. Hierauf beginnt sich an einigen Stellen
in den Vakuolen eine dunkel farbbare Substanz anzusammeln
und eben an diesen Stellen wolbt sich die &duBere Wand des
Exospors hickerig hervor (Fig. 28), offenbar durch An-
wachsen der Vakuolen. Bisher war die Substanz der Exospor-
anlage farblos, mit Heidenhains Haematoxylin farbte sich
nur die eben erwéihnte Substanz in den Hockerchen sowie die
Stibchen dunkler. Im weiteren Verlaufe der Entwicklung
wird das ganze Exospor braungelb und sein innerer Bau lafBt
sich nicht mehr deutlich verfolgen.

Aber auch an ganz reifen Sporen ist das Exospor an
einer Seite der Spore viel dicker, als an der anderen, wo es
auch an einer beschrinkten Fliche keine Hocker besitzt. Das
Exospor verleiht also der Spore einen asymmetrischen Bau.
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Im Protoplasten der Sporen lassen sich noch immer vier
Kerne feststellen.

Besprechung der Resultate.

Die acht Sporen der Hydnotria-Schlauche bilden sich
in derselben Weise wie bei den fibrigen Ascomyceten dadurch,
daBl um jeden Kern herum durch eine zarte Plasmahaut das
zugehorige Zytoplasma ausgeschnitten wird. Vorher erschie-
nen im Zytoplasma des Ascus farbbare Kornchen, welche be-
sonders um den Kern herum sich anhduften (Fig. 1, 2). Sie
wurden hdufig bei den Ascomyceten gefunden und verschie-
denartig gedeutet. Sie werden meist als metachromatische
Korperchen bezeichnet (Guilliermond 1904). Daneben
kann der Ascus noch Oltropfchen, Glykogen sowie andere
(febilde, die ich nicht ndher besprechen will, enthalten. Gleich
nach der Abgrenzung der Sporen vom KEpiplasma enthilt
dasselbe bei Hydnotria keine geformten Korperchen. Dann
erscheint neben jeder Spore je ein kleines Kiigelchen, iiber
dessen Ursprung ich nichts zu sagen weiB. In einigen wenigen
Féllen schien es mir, da es zunéchst aus einer Gruppe von
Kornchen besteht, welche dann zusammenflieBen. Jedenfalls
sind dann die Korperchen, welche die Anlage des Exospors
vorstellen, kugelig. Aus ihrer Gestalt kann gefolgert werden,
daB sie flilssig sind. Sie konnen getrost als Produkt des Epi-
plasmas angesehen werden, denn aus den Sporen sind sie
nicht herausgetreten. Sie vergroBern sich und kommen in Be-
rithrung mit der Spore, worauf sie sich an der Berithrungs-
stelle abplatten. Das kann leicht so erklart werden, daB sich
hier die Oberflichenspannung des fliissigen Gebildes vermin-
dert hat. Vielleicht wirkt auf seine Substanz die Spore 16send
oder entmischend ein. Dafiir spricht die Tatsache, daB sich
in der Substanz der Exosporanlage an der Berithrungsflache
mit der Spore Vakuolen bilden.

Aber schon die Beriihrung der Exosporanlage mit der
Spore kann eine Verminderung der Oberflichenspannung an
dieser Stelle hervorrufen, in dem Falle ndmlich, wenn sie
zueinander eine groBere Adhésion besitzen als zu dem sie um-
gehenden Medium, d. h. zu dem Epiplasma. Dann muB die



6 VIII. B. Némec:

Exosporanlage schlieflich die ganze Spore umflieBen, &hnlich
wie eine Amoebe einen Fremdkérper. KEs kann hier ohne
Weiteres die Erklarung appliziert werden, welche R hum-
bler (1898) fur die Aufnahme fester Nahrungsstiicke in eine
Amoebe durch Umfliefung angewendet hat. Tch werde hier
den betreffenden Absatz aus der zitierten Abhandlung an-
fithren, da er ganz gut auf unseren Fall palit (I. c. p. 200):
»Kommt mit dem zihfliissigen Leib einer Amobe ein fester
Korper in Beriihrung, der zu den Substanzen der Oberfli-
chenschicht der Amdbe eine groBlere Adhésion besitzt als das
umgehende Medium, so muBl an der Berithrungsstelle die
Oberfldchenspannung der Amobe herabgemindert werden, und
ein Pseudopodium wird, sich dem Fremdkorper durch die
Adhasion dicht anschmiegend, nach dem Fremdkorper vor-
flieBen. Da bei der Anschmiegung immer neue Teile der
Amobenoberfliche mit dem Fremdkorper in Berithrung ge-
bracht werden, so muB unter fortgesetzter Herabminderung
der Oberflaichenspannung an den Beriithrungsstellen die An-
schmiegung eine vollstindige, allseitige werden, d. h. der
Fremdkorper muB von der Amdbe vollstindig umflossen
werden, und zwar nicht nur von rechts und links, sondern
von allen Seiten, auch von oben und unten her.«

Wenn nun die flissige Exosporanlage die Spore um-
flossen hat, so sollte man erwarten, daB sie dieselbe gleich-
miBig umgeben wird, was jedoch nicht der Fall ist. Es ist
sehr wahrscheinlich, daB die Substanz der Exosporanlage
sogleich nach dem UmflieBen der Spore zdhe geworden ist,
so daBl die exzentrische Liage der Spore erhalten bleibt. Ware
dieselbe gelatineartig, so ist immer noch das Auftreten von
Vakuolen im Exospor begreiflich. Wir haben gesehen, daf}
ziemlich frith in der Substanz der Exosporanlage Vakuolen
erscheinen, ihre Vakuolisation erreicht den hochsten Grad,
nachdem die ganze Spore umflossen worden ist.

Bis hierher 1aBt sich der Vorgang der FExosporenbildung
ziemlich einfach mechanistisch erkliaren. Die weitere Differen-
zierung des HKxospors ist schon viel komplizierter. Zunichst
die Bildung der Stidbchen, dann die Ablagerung der dunkel-
farbbaren Substanz in den Hockerchen. Die Hockerbildung
laBt sich durch das Anwachsen einzelner Vakuolen erkléiren.
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Zusammenfassung.

Die Sporen werden bei Hydnotria Tulasne: in den Aseci
in der fiur die Ascomyceten charakteristischen Weise ange-
legt. Sie werden friih vierkernig und besitzen eine feine Mem-
bran, das Endospor. In der unmittelbaren Néhe einer jeden
Spore erscheint ein kugeliges, homogenes Korperchen, wel-
ches offenbar fliissig ist. Es wachst, legt sich an die Spore an
und umflieBt dieselbe schlieflich ganz, was sich auf Grund
der Oberflichenkriafte mechanistisch erkldaren 14B8t. Jedoch
wird gleich darauf seine Substanz zihe. Sie umgibt die Spore
nicht gleichméBig. Das Exospor bleibt daher an einer Seite
der Spore bedeutend diinner als an der anderen. Hierauf wird
seine Substanz vakuolisiert, einzelne Vakuolen wachsen stark
heran und verursachen die Hockerbildung des Ixospors. Es
treten dann im Exospor Stibchen auf, welche die dulere mit
der inneren Wand verbinden. In den Vakuolen wird unter
den Hockern eine spezifische Substanz abgelagert. Die Ent-
wicklung des Exospors bei Hydnotria bietet das Beispiel einer
unstreitbaren Apposition einer neuen Membran, d. h. des
Exospors an das primédre Fndospor. Die Substanz.des Exo-
spors wird auBerhalb der Spore im Epiplasma gebildet und
umflieBt erst nachtréglich die schon mit einem Xndospor
versehene Spore.

Summary

The deveclopement of spores tn Hydnotria Tulasner.

Asci of Hydnotria Tulasnei contain eight spores. They
are at first surrounded only by a thin endospore. On one side
of every young spore appears a round body in close contact
with the endospore. The round body enlarges, surrouds finally
completely the spore and becomes the exospore of the spore.
So the exospore develops by a pronounced apposition.
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Tafelerkldirung.

Alle Figuren beziehen sich auf die Sporenbildung bei Hyd-
notria Tulasnei. Fixierung in Chromsaure-Formalin, Fiarbung mit
Heidenhains Haematoxylin. Zeiss Apochr. 2 mm, K. OK. 6.

Fig. 1. Kern eines eiukernigen Ascus.

Fig. 2. Kern eines zweikernizen Ascus mit einem Zentrosom.
Fig. 3. Kerne cines vierkernigen Ascus.

Fig. 4. 5. Sporenabgrenzung.

Fig. 6. Zwei vierkernige junge Sporen.

Fig. 7. Kugelige Gebilde neben den jungen Sporen.

Fig. 8. Die kugelige Exosporanlage legt sich der Spore an.
Fig. 9. 10. Die Exosporanlage wird abgeplattet.

Fig. 11. Spore mit einer Exosporanlage von der Fliche
gesehen.

Fig. 12--19. Die Exosporanlage vergriéfet sich und bildet
eine Kappe an der Spore. 14, Exosporanlage von der Fliche ge-
sehen, 16, 19, an der Sporenmembran (Endospor) erscheinen
Kornchen.

Iig. 20.—23. Die Exosporanlage umlief3t die Spore.

Fig. 24, 25. Im Exospor erscheinen Vakuolen.

Fig. 26. Stibchen im IExospor.

Yig. 27. Spore mit noch nicht hockerigen Exospor.

Fig. 28. Spore mit hockerigem Exospor.

Fig. 29. Stiabchengruppen im Exospor von der Flicle
oeselien.
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IX.

Einige Bemerkungen zur Theorie der
elementaren Konstruktionen.
Von J. SOBOTKA.

Vorgelegt den 20. Juni 1929,

1. Eine theoretische Erledigung der sogennanten Masche-
ronischen Konstruktionen gab A. Adler in den Sitzungsbe-
richten der Wiener Akademie 1890 und dann in dem Buche:
Theorie der geometrischen Konstruktionen 1906, worin er mit
Hilfe des Prinzips der Inversion zeigt, daBl alle Aufgaben,
welche unter Beniitzung von (feraden und Kreisen losbar sind,
sich auch unter ausschlieBlicher Beniitzung von Kreisen allein
16sen lassen. Wahlt man den Grundkreis % der Inversion mit
dem Mittelpunkte O beliebig, so geht jede Figur, die aus Ge-
raden und Kreisen besteht, durch die Inversion in eine Figur
iiber, welche aus lauter Kreisen und hochstens noch aus sol-
chen Geraden, welche durch O gehen und sich selbst entspre-
chen, zusammengesetzt ist. Da nun, wie Adler ndher ausfiibrt,
die zu gegebenen Punkten, Geraden und Kreisen inversen
Punkte und Kreise durch blofe Beniitzung von Kreisen allein
konstruiert werden konnen, so ist hiedurch jede Konstruk-
zion einer Iigur, die aus Punkten, Geraden und Kreisen zu-
sammengesetzt ist, auf Konstruktionen zuriickgefiihrt, in
welchen nur Kreise auftreten. Da jedoch in der Figur auch
(Gteraden auftreten konnen, welche durch den Mittelpunkt O
gehen, so hat man noch zu zeigen, wie in der urspriinglichen
Figur Schnittpunkte von Kreisen und Geraden durch bloBes
Legen von Kreisen ermittelt werden.

Ist P ein Punkt der durch O gehenden Geraden, so er-
halt man ihre Schnittpunkte mit einem gegebenen Kreis vom
Mittelpunkte M, indem man zu M den symmetrischen Punkt
M’ inbezug auf (OP) konstruiert, wodurch auch der zu dem

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T¥. II. Roé&. 1929,
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gegebenen Kreise inbezug auf (OP) symmetrisch liegende
Kreis, also auch die Schnittpunkte beider gegeben sind.

Den Schnittpunkt von (OP) mit irgend einer Geraden p
erhdlt man dadurch, da man zu p den inversen Kreis p’ und
zu diesem den in bezug auf (OP) symmetrisch liegenden Kreis
p” ermittelt. Die Kreise p, p” schneiden sich auBer in O
noch in einem Punkte, dessen inverser Punkt der Schnitt-
punkt von p mit (O P) ist. Der praktische Wert solcher Kon-
struktionen leidet aber daran, dafB die auftretenden Kreise,
welche die verlangten Schnittpunkte liefern, sich oft unter
sehr kleinen Winkeln schneiden, auBerdem die Konstruktio-
nen oft kompliziert sind, weshalb man trachten mu8 sie durch
einfachere zu ersetzen.

Dadurch werden verschiedene KXonstruktionen ver-
anlaft.

2. Ist ein Kreis s mit dem Mittelpunkte § gegeben und
will man mit dessen Beniitzung den Schnittpunkt einer be-
liebigen Geraden ¢ mit einer Geraden, welche einen gege-
benen Punkt ¢ mit S verbindet, konstruieren, so ermittelt man
nach Adler den Mittelpunkt G des zu ¢ inversen Kreises ¢'.
Bezeichnen wir mit L den von S verschiedenen Schnittpunkt
der Geraden (SQ) mit diesemm Kreise und schneidet dieser
die Gerade (SQ) unter kleinem Winkel, so konstruiere man
in bekannter einfacher Weise auf SG einen Punkt G’ derart,
daB SG’ = n.SG, worin n eine geeignet gewihlte ganze Zahl
ist, beschreibe um G’ als Mittelpunkt den Kreis, welcher durch
S geht und konstruiere auf (SG) den Punkt G,, fiir welchen
SG, = 28@, ferner den zu G, symmetrisch liegenden Punkt
G, in bezug auf (SQ)und den zu S symmetrisch liegenden
Punkt 8" in bezug auf (G,G,’), sowie den zu S’ inversen
Punkt S”. Der um 8" als Mittelpunkt beschriebene durch §
gehende Kreis schneidet (S¢) noch in dem leicht zu ermit-
telnden Punkte U’; alsdann ist der Punkt U auf (SQ) fiir den
SU = n.8U’ der verlangte Schnittpunkt von (S¢) mit der
Geraden gq.

Denn, wenn man mit 1 den Schnittpunkt von (G,G,")
mit (SQ) bezeichnet, so ist 81 = n.SL; ferner ist U’ der zum
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Punkte 1 inverse Punkt, und folglich ist SU’ ::%,. SU.

Was die Konstruktion eines inversen Punktes E’ zu
einem gegebenen F in bezug auf den gegebenen Kreis s anbe-
langt, so kann man im Falle, daB E innerhalb von s liegt, die
Zahl n so bestimmen, daB der Punkt E,, fiir den auf der Ge-
1aden (SE) die Strecke SE, =n.SE ist, auBerhalb S und
nahe an s liegt, dann 148t sich die Konstruktion des zu E,
inversen Punktes E,” mit Sicherheit durchfithren wund
ﬁ" =n. S_E— 0'.

Liegt aber E ausBerhalb s in einer Entfernung von S,
fur welche die den Punkt E’ liefernde Konstruktion von
Adler Kreise ergibt, die sich unter zu kleinem Winkel schnei-
den, so beschreibe man um E als Mittelpunkt den durch S
gehenden Kreis, welcher s in P, P, schneiden modge und
konstruiere in bekannter Weise den Mittelpunkt P, der Strek-
ke P,P, und alsdann iibertrage man auf SE die Strecke
SP, nach PoE’ um so den Punkt E’ zu erhalten. Dieses Uber-
tragen 1aBt sich jedoch bei zu kleinem SP, nicht mit Sicher-
heit durchfithren. In diesem Fall kann man auf s geeignet
einen Punkt H annehmen und zur Geraden (EH) den inver-
sen Kreis s konstruieren. Ist H, dessen Mittelpunkt, so kon-
struiere man auf (SH,) die Strecke H,H’ = SH, und dann
den zu H’ symmetrisch liegenden Punkt H” in bezug auf
(SE), sowie endlich den Mittelpunkt der Strecke H'H”,
welcher der gesuchte Punkt E” ist.

3. Bei der Konstruktion des inbezug auf s inversen
Kreises o’ zu einem gegebenen Kreise a vom Mittelpunkte 4
handelt es sich darum den Mittelpunkt B’ von a’ zunichst zu
ermitteln. Da gilt der Satz:

»Konstruiert man zum Mittelpunkt S von s den inversen
Punkt B in bezug auf a, so ist B’ der inverse Punkt von B
in bezug auf s.«

Adler hat diesen Satz unter der Voraussetzung bewie-
sen, daB & auBerhalb des Kreises a liegt, welcher Beweis
auBerordentlich einfach ist. Ohne diese Einschréankung wurde
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der Satz von K. Daniele bewiesen.') Dieser Beweis 1dBt sich
bemerkenswert vereinfachen und ist im engen Zusammen-
hang mit unseren: Konstruktionen. Es seien also a, ¢ zwel
in bezug auf s inverse Kreise 4, B’ ihre Mittelpunkte. Zu
irgend einem Punkte C auf a ist invers ein Punkt " auf a’;
es liegen also C, C’ auf einer Geraden, welche durch S geht.
Diese Gerade trifft @ noch in einem Punkte C, und ' noch
in einem  Punkte C,’, welche gleichfalls zu einander invers
sind in bezug auf s.- Zwei inverse Kreise sind in dhnlicher
Lage, fiir den Mittelpunkt der Inversion als Ahnlichkeitspunkt.
In der sich ergebenden Ahnlichkeit zwischen @ und o' ent-
spricht dem Punkte C, auf a der Punkt C” auf a'; es ist also
C’B’[|C,A. Dem Kreise b, welcher durch die Punkte 4, C, C,
geht, entspricht invers ein Kreis b’ durch C’, C,, der dem
Kreisé b auch in der soeben erwéhnten ah_nhehen Lage ent-
spricht. Folglich entspricht in dieser Lage dem Punkte 4 von
b ein Punkt auf der durch C" zu (C,4) gezogenen Paralle-
len, der auf dem Ahnlichkeitsstrahl (S4) liegt, somit der
Punkt B’. Es geht also der Kreis b" durch den Mittelpunkt
B’ von a. Der Kureis b treffe die Gerade (S4) mnoch im
Punkte B und der Kreis b’ treffe dieselbe Gerade noch in 4’.
Da in unserer Ahnlichkeit dem Punkte A4 der Punkt B’ ent-
spricht, so entspricht dem Punkte B der Punkt A4’; infolge
dessen sind die Punktepaare 4, 4"; B, B’ invers in bezug auf
s. Nun ist-der Kreis b invers zu der Geraden (SC) in bezug
auf den Kreis a, da er durch ihre Schnittpunkte mit a und
durch den Mittelpunkt von a geht; also entspricht dem Punkte
S von (SC") invers der Schnittpunkt B von §4 mit b. Es ist
also tatsdchlich B der inverse Punkt von S in bezug auf a
und-der Mittelpunkt B’ von &’ der inverse Punkt von B in be-
zug auf s, wodurch die Richtigkeit unseres Satzes dargetan
ist. Umgekehrt ist 4’ der inverse Punkt von S in bezug auf
b" und 4 der inverse Punkt von 4’ in bezug auf s. Dies lie-
fert die bekannte Konstruktion des Mlttelpunktes B’ und des
Kreises a'.

1) In »Fragen der Elementargeometme« von. F. Enriques IL
Teil 1907. 549—50. Es moge bemerkt werden,’ daﬁ dle.lenlgen Kon-
struktionen, die hier zu Rate gezogen, aber mcht erliutert’ werden,
sieli in den beiden hier angeliihrten Werken vorfinden.
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Den Punkt B kann man auch folgendermaBen erhalten:

Wir konstruieren die vierte Ecke J des Parallelogramms
C'C,A4J; dessen Seite ('J die Gerade (S4) im Punkte B’
schneidet. Konstruieren wir also den zu S in bezug auf (C'J)
symmetrisch gelegenen Punkt I und zu I den inversen Punkt
I’ in bezug auf s, so ist der Kreis, welcher I' zum Mittelpunkte
hat und durch S geht, invers zu Geraden (C'B’); er geht
durch C und trifft b noch im Punkte B. Diese Konstruktion
ist vorteilhaft, wenn b die Gerade (SA4) unter kleinen Win-
keln schneidet. ‘

4. Wenn die Schnittpunkte eines Krelses d mit einer
Geraden ¢ = (K F,) nicht reell sind, so werden sie als die
Doppelpunkte einer elliptischen Involution s auf e ermit-
telt. Die Konstruktion der Paare dieser Involution 148t sich
leicht auf die vorangehenden Konstruktionen zuriickfiihren.
Mit Hilfe der gegebenen Punkte F,, E, konstruieren wir den
zum Mittelpunkt D von d in bezug auf e symmetrisch liegen-
den Punkt D; und legen um D, als- Mittelpunkt den mit d
gleichen Kreis d,. Zu D, konstruieren wir den inversen Punkt
D, inbezug auf d und legen den. durch D gehenden Kreis
mit D" als Mittelpunkt; auf diesem Kreise ermitteln wir den
zu D diametral gegeniiberliegenden Punkt P’. Dieser ist also
der inverse Punkt desjenigen Punktes P, in welchem sich die
Geraden (DD,), (E,E,) schneiden. Ferner konstruieren wir
auf (DD,) den Punkt Q so, daB P'Q = DP’' wird und zu @
den inversen Punkt " inbezug auf d. Dieser Punkt ist Mit-
telpunkt der Strecke DP; man bekommt also den Punkt P,
indem man Q'P = D@’ macht, was mit Hilfe des Kreises g,
" welcher @’ zum Mittelpunkt hat und durch S geht, geschieht.
Dieser Kreis schneidet d in zwei Punkten H, K, welche auf
der durch P gehenden Polare von P in bezug auf d liegen.
Es ist nun P der Mittelpunkt der Involution = und die
Schnittpunkte F;, F, von e mit dem Kreise 4, welcher P zum
Mittelpunkt hat und die Punkte H, K enthilt, bilden das sym-
metrische Paar derselben, weil PH, PK die durch P gehen-
den Tangenten an d sind. Dieser Kreis schneidet d, in den zu
H und' K symmetrisch liegenden Punkten H,, K, in bezug
auf e. ' Die Punkte F,, F', werden dann als Mittelpunkte der
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auf i liegenden Bogen HH,, KK, ermittelt. Um zu irgend
einem Punkte M, auf e den in > zugehorigen Punkt M, zu
erhalten, konstruieren wir zu M, den inversen Punkt M,”
in bezug auf h und dann den zu M,” symmetrisch liegenden
Punkt in bezug auf P, welcher mit M, zusammenfallt, weil
ja = aus den Schnittpunkten von % mit (D,D,) durch Recht-
winkelinvolutionen projiziert werden.

Sind zwei Kreise d, f mit ihren Mittelpunkten gegeben,
die sich nicht reell schneiden, und will man die Involution, wel-
che ihre imagindren Schnittpunkte darstellt, erhalten, so wird
man zunéchst die Potenzgrade dieser Kreise suchen. Zu dem
Ende legen wir geeignet einen Kreis, welcher d in den reel-
len Punkten 4,, 4, und f inden reellen Punkten B,, B, trifft.
Zu den Geraden (4,4,), (B.B,) konstruieren wir alsdann die
mversen Kreise inbezug auf den gewéhlten Hilfskreis, welche
sich auBer im Mittelpunkte des Kreises noch in einem Punkte
schneiden, zu dem wir den in dieser Inversion entspre-
chenden Punkt N konstruieren. Dieser gehort bereits der Po-
tenzlinie e an, und wir konnen den zu N symmetrisch liegen-
den Punkt N, in bezug auf die Zentrale der Kreise d, f ermit-
teln, wodurch e = (NN,) bestimmt ist. Dadurch ist die Kon-
struktion auf die Losung der vorher durchgefithrten Aufgabe
zruriickgefiihrt.

5. Hat man in den Steiner’schen Konstruktionen, wo
ein fester Kreis und sein Mittelpunkt vollstindig gegeben
sind, die Schnittpunkte zweier Kreise a, b, von denen die
Mittelpunkte A, B und von jedem noch je ein Punkt
M auf a, N auf b beliebig gegeben sind, so ist es vorteilhafter,
als in der iiblichen Weise, die Potenzgerade von a und b wie
folgt zu ermitteln. Man sucht den Mittelpunkt L der Strecke
MN, fallt dann von M die Senkrechte auf (4L) und von N
die Senkrechte auf (BL); beide schneiden sich in einem Punkt
der Potenzgeraden, welche senkrecht zu (4B) ist. Bringt man
a mit dem festen Kreis in dhnliche Lage, so entspricht dieser
Potenzgeraden eine Gerade I, deren Schnittpunkte mit dem
festen Kreis umgekehrt die Schnittpunkte der Kreise a, b
liefern. Schneidet ! den festen Kreis nicht reell, so kann man
linear die Involution der auf ! liegenden in bezug auf ihn kon-
jugierten Punkte ermitteln, welcher Involution durch die ahn-
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liche Lage auf der Potenzlinie eine Involution etnspricht,
welche die imaginaren Schnittpunkte von ¢ und b zum Aus-
drucke bringt.

Bei der Konstruktionsmethode, die sich eines Lineals
mit Parallelkanten bedient, wird man die Konstruktion der
Schnittpunkte der Kreise a, b gleichfalls darauf zuriickfiihren,
daBl man zuerst ihre Potenzgerade ermittelt und die fraglichen
Punkte alsdann als Schnitte dieser Geraden mit einem der
beiden Kreise sucht. Diese Potenzgerade erhadlt man nach
demselben Vorgang wie zuvor. Man konstruiert L in bekann-
ter Weise, fallt dann die Senkrechte von M auf (AL) etwa
in der Weise, daB man das Lineal so legt, daB eine Kante des-
selben die Punkte M, 4 verbindet; es schneide dann die zweite
Kante die Gerade (4L) im Punkte 1. Man kann dann das
Lineal in eine zweite Lage bringen so, daB eine Kante des-
selben durch 4, die zweite durch 1 geht. Dadurch bekommt
man die zu (4AM) in bezug auf (4AL) symmetrisch liegende
Gerade. Konstruiert man in gleicher Weise die zu (MN) in
bezug auf (AL) symmetrisch liegende Gerade, so schneiden
sich beide so erhaltene Geraden in einem Punkte, dessen Ver-
bindungsgerade mit M normal zu (4L) ist. Selbstverstand-
lich konnte man statt 4 und L beliebige zwei Punkte auf
(AL) wihlen. In gleicher Weise konstruiert man die Senk-
rechte von N auf (BL). So bekommt man einen Punkt der
Potenzlinie, welche als die durch ihn gehenden Senkrechte
auf (4B) gleichfalls in der soeben beschriebenen Weise er-
halten wird.

Die Xonstruktion versagt fiir den Fall, wenn die
Entfernung zweier Punkte H,, H,, welche zu verbinden
sind, groBer ist als die Kantenldngen des Lineals. In einem
solchen Falle muBl man auf solchen Strecken zwei Punkte
ermitteln, deren Entfernung diesen Nachteil nicht besitat.
Da kann man in bekannter Weise ein Parallelogramm
konstruieren, welches die Strecke H,H, als Diagonale hat
so, daB die Endpunkte K,, K, der zweiten Diagonale so
nahe einander liegen, daB sie mit Hilfe des Lineals verbunden
werden konnen.

Wir konnen deshalb die Strecke K, K, halbieren. Der
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Mittelpunkt R dieser Strecke ist zugleich Mittelpunkt der
Strecke H,H,. Dann ist die Gerade (H,H,) durch R und
einen der Punkte H,, H, festgelegt. Wenn jedoch die Strecke
H,R groBer ist als die Kantenlingen des Lineals, so legt
man dieses mit einer Kante an die Gerade (K,K,) an und
bekommt die Schnittpunkte K,’, K, der zweiten Kante mit
den Geraden (H,K,), (H,K,) oder (H,K,), (H,K,). Die Ge-
rade, welche den Schnittpunkt von (K,K,) und (K,K,’) mit
R verbindet schneidet (K,'K,’) in einem Punkte S der Ge-
raden (H,H,), welche durch R und S hinreichend konstruktiv
bestimmt ist.

Um nun die Schnittpunkte eines durch einen Punkt M
und den Mittelpunkt 4 gegebenen Kreises a mit einer Geraden
p zu ermitteln, konnen wir auch den folgenden Weg einschla-
gen: Wir errichten in 4 die Senkrechte (1) zu (4M), legen
dann das Lineal mit einer Kante an () und ziehen léngs
seiner zweiten Kante die Gerade (2), welche (4AM) im Punkte
M’ schneiden moge, worauf wir zu (Z) und (2) die durch M
gehende Parallele ziehen, welche die Gerade p im Punkte P,
schneiden moége. Hierauf bringen wir (4P,) mit (2) in P’
zum  Schnitt und ziehen durch P,’ die Parallele p' zu p,
wozu wir die zu (2) in bezug auf (7) symmetrisch liegende
Gerade (2) beniitzen, indem wir den Punkt (2'.p) mit P/,
durch eine Gerade verbinden, deren Schnittpunkt mit (1)
wir weiter mit dem Punkte (2.p) verbinden, wodurch
wir eine Gerade erhalten, welche (2') in einem Punkte
trifft, welcher der Geraden p’ angehdrt. Wir bezeichnen mit
d die Entfernung der Kanten unseres Lineals. Der Kreis a
ist mit dem konzentrischen Kreis a’, dessen Halbmesser gleich
d ist in dhnlicher Lage, in welcher dem Punkte M der Punkt
M’ und der Geraden p die Gerade p’ entspricht. Die Senk-
rechte vom Punkte M’ auf die Gerade (4P,") trifft die Senk-
rechte von 4 auf p’ im Pole 4’ der Geraden p’ in bezug auf
@’ und man kann das Lineal auf zweifache Art so anlegen,
daB eine Kante durch 4, die zweite durch A’ geht; diese
zweite trifft p’ im Schnittpunkt V' resp. V,” von & mit p’.
Es treffen somit die Geraden (AV"), (4AV,’) die Gerade p in
thren Schnittpunkten V,, V,” mit a.
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Diese Konstruktion versagt jedoch, wenn 44’ groBer
ist als die Kantenlidnge des Lineals. In diesem Falle fithrt die
von Adler 1. c. angegebene zum Ziele; sie ist auch einfacher.
Dieselbe ist jedoch nicht anwendbar, wenn die Schnittpunkte
von ¢ mit p nicht reell sind. Die hier ermittelte ist aber auch
in diesem Falle brauchbar. Fiihrt man némlich durch A4’
irgend eine Gerade und durch A4 die zu ihr senkrechte Gerade,
so treffen beide p’ in einem Paar in bezug auf «' konjugierter
Punkte. Dadurch entsteht auf p’ eine elliptische Involution,
welche den Schnitt von (44") mit p’ zum Mittelpunkt hat.
Projiziert man diese Involution von 4 auf p, erhélt man eine
Involution, deren Doppelpunkte auf a liegen.

Will man diese Aufgaben mit Beniitzung eines beweg-
lichen rechten Winkels 10sen, so kann man die Potenzgerade
der Kreise a, b, welche durch ihre Mittelpunkte und je einen
Punkt M, resp. N gegeben sind nach gleichem Vorgang er-
mitteln wie im Vorangehenden; die Durchfiihrung der Kon-
struktion ist hier einfacher.

Um nun die Schnittpunkte des Kreises ¢ mit einer ge-
gebenen Geraden p zu ermitteln, kann man von 4 die Senk-
rechte auf p fallen und ihre Schnittpunkte G, H mit dem
Kreise @ in bekannter Weise ermitteln. Liegt der Schnittpunkt

K von p mit (GH) innerhalb der Strecke GH, so legt man
den rechten Winkel in die Ebene der Konstruktion so, dafl
seine Schenkel durch G und H gehen und daff sein Scheitel
auf p zu liegen kommt. Liegt aber der Punkt K auBerhalb
der Strecke GH, so ermittelt man den zu ihm inbezug auf «/
und 4 harmonischen Punkt K, in welchem man die Senk-
rechte g zu (GH) errichtet. Die Schnittpunkte der Geraden p
mit a sind dann die Doppelpunkte der auf ihr liegenden Invo-
lution konjugierter Punkte in bezug auf a. Die Paare dieser
Involution werden durch Paare von zueinander normalen Ge-
raden ausgeschnitten, von denen eine durch 4, die zweite
durch K’ geht; das symmetrische Paar erhalt man mit Hilfe
von g.
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Résumé.

Quelques remarques concernant la théorie des constructions
élémentaires.

Le mémoire des considérations sur les constructions élé-
mentaires de Mascheroni, de Steiner, sur les constructions
a laide d’une régle aux cotés paralleles et sur les constructions
a Yaide d’un angle droit mobile.



X.

Bakterien in den Fruchtkérpern einiger

Ascomyzyten.
Von Dr. B. NEMEC

Mit 11 Figuren im Text.

Vorgelegt am 28. VI. 1929

Bei der allgemeinen Verbreitung der Bakterien auf der
Erdoberfliche, in der Luft, im Boden und Wasser, ist es na-
tiirlich, daB sie auch auf der Oberflache der Pflanzen zu er-
warten sind. Tatséchlich hat Diiggeli in sehr eingehenden
Untersuchungen gezeigt, daB die GefdBpflanzen an ihrer
Oberfldche Bakterien tragen, insbesondere tritt neben Bak-
tertum herbicola haéufig das ubiquistische Bacterium flores-
cens auf. Bei zytologischen Untersuchungen iiber einige Dis-
comyceten wurden mir Stdbchen auffallend, welche ich in der
Ascus-Schicht zwischen den Schlduchen und Paraphysen traf
und welche die Form und GroBe der Bakterien hatten. Ich
verfolgte daher eingehender ihr Vorkommen und diese Mit-
teilung ist das Resultat meiner Untersuchungen.

Ich wollte mich zunédchst auf eine einfache Weise uber-
zeugen, wie weit Bakterien bei den verschiedenen Arten der
Discomyzeten verbreitet sind. Es wurden Fruchtkorper ver-
schiedener Ascomyzeten durchschnitten, die frische Schnitt-
flache wurde an ein reines Deckflaschen angedriickt, oder das
Deckflaschen wurde mit der Schnittfliche mehrmals gerieben.
Das Deckglaschen wurde staubfrei trocknen gelassen, dann
mehrmals durch die Gasflamme gezogen und der Ausstrich
wurde dann mit Karbolfuchsin oder mit Gentianaviolett ge-
tarbt. In den meisten Féllen zeigten sich am Deckgladschen
zahlreiche Bakterien. Sie waren stibchenformig, von einheit-
lichem Aussehen, so daB sie den Findruck einer Reinkultur
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hervorriefen. In den letzten vier Jahren konnte ich so das
Vorkommen von Bakterien in, oder an nachfolgenden Arten
feststellen: Sclerotinia tuberosa, Humaria sublimbata, Discina
venosa, pallida, Acetabula sulcata, Pustularia vesiculosa,

4 ; _
von Helvella pallescens

mit einer Bakterienschicht. Fig. 2. Aussere
Zellenschicht des Fruchtkorpers mit Bakterien.

Lachnea scutellata, Helvella pallescens, Gyromitra esculenta,
gigas; Verpa bohemica, Morchella esculenta, conica, rimosipes.

An einigen Beispielen werde ich zeigen, wie die Bakte-
rien an und in den Fruchtkorpern lokalisiert sind. Krstens
findet man sie fast allgemein in grofler Menge an der Ober-
flache des Hymeniums. Dieselbe ist ja haufig mehr oder we-
niger schleimig und der Schleim enthélt zahlreiche Bakterien.
Dittrieh (1908) macht auf die leichte Verschleimung der
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Zellen bei den Helvellineen aufmerksam, aber auch sonst ist
das Epithecium sehr hiufig von schleimiger Beschaffenheit.
»In dieser schleimigen Masse leben meist eine Unmasse Bakte-
rien, die einen raschen Zerfall des Fruchtkorpers herbei-
fithren« (G dumann 1926, p. 306). Sie bildet an Querschnit-
ten durch das Thecium an seiner Oberfliche eine deutliche
Schicht, welche vollstindig mit Bakterien erfiillt ist (Fig. 1).

Man konnte meinen, daB diese Verhdltnisse nur fiir
Fruchtkorper gelten, welche erst eine lingere Zeit nach dem
Sammeln im Laboratorium untersucht wurden. Das ist jedoch
nicht der Fall. Im Jahre 1924 erschienen in meinem Garten
in VyzZlovka bei Prag im Juli zahlreiche Fruchtkorper von
Helvella pallescens und Discina pallida. Tech konnte. sie daher
in ganz frischem Zustande untersuchen oder fixieren. Sie ent-
hielten an der Oberfldche ihres Theciums zahlreiche Bakterien,
ebenso wie auch anderwirts an und in ihren Fruchtkorpern.

Bei Helvella pallescens war das Thecium mit einer deut-
lichen Bakterienschicht bedeckt (Fig. 1), aber die Bakterien
drangen auch in betrachtlicher Menge zwischen die Schlauche
und Paraphysen, wo man sie ganz deutlich sehen konnte. In
geringer Menge waren sie im Hypothecium vorhanden, hin-
gegen bedeckten sie fast in einer kontinuierlichen Schicht die
dullere Fliche des Fruchtkorpers (Fig. 2). Bei dieser Art
waren es ganz kurze Stiabchen oder fast kokkenformige Ge-
bilde. Discina pallida besitzt an der Oberfliche des Theciums
keine so ausgesprochene schleimige Bakterienschicht. Dafur
waren zwischen den Asken und Paraphysen zahlreiche deut-
lich stdbchenformige Bakterien vorhanden (Fig. 3), welche
meist den Membranen dieser Elemente angeschmiegt waren.
Die Bakterien drangen auch in die Subhymenialschicht
(Fig. 4), waren im Plektenchym besonders reichlich in den
Interzellulariumen vorhanden (Fig. 5, 6) und man traf sie
dann auch an der auberem Fliache des Fruchtkorpers (Fig.
7, 8).

In unserem GGewichshause erschien vor Jahren in groBer
Menge eine Humaria, welche wir damals als H. sublimbata
hestimmt haben. Die Fruchtkorper waren in schwacher Flem-
mingscher Liosung fixiert. An Schnitten, welche mit Heiden-
hains Haematoxylin gefidrbt waren, wurden auch hier zwi-
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schen den Sporenschliuchen (Fig.9) und Paraphysen, an der
unteren Oberflache (Fig. 10) sowie im Plektenchym in den
Interzelluldrrdumen zahlreiche stdbchenformige Bakterien
festgestellt (Fig. 11).
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Discina pallida. Fig. 3 Ascusschicht, Fig. 4 Subhymenial-
schicht, Fig. 5. 6 inneres Gewebe mit stibechenférmigen
Bakterien.

Es entsteht da sogleich die Frage, was fiir eine Bedeu-
tung diesen Bakterien zukommt. Sind es nur zufillige Ein-
dringlinge, Epiphyten, oder handelt es sich um irgend eine
Symbiose? Zundchst muBte die Frage beantwortet werden,
ob dieses Zusammenleben von Bakterien und Pilzen bei den
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untersuchten Arten ein stindiges ist, oder ob es nur zuweilen
vorkommt. Zu diesem Zwecke eignete sich sehr gut ein in
unserem (Hlashause jedes Frithjahr regelmiBig an Sdgesphih-
nen auftretender Ascomyzet, nimlich Discina venosa. Nach
Velenovsky (1920, p.861) tritt diese Art sehr selten im
Frithling in Kiefernwéldern auf. Ich habe alle Entwicklungs-
stadien zur Verfiigung gehabt. Die jiingsten, noch eingerollten
Fruchtkorper besassen im Hymenium keine Bakterien. Je
alter und flach ausgebreiteter die Fruchtkorper waren, desto
haufiger traten die Bakterien im Hymenium auf und drangen
in das Gewehe verschieden tief ein. Aber es gab auch einzelne
ganz ausgewachsene Fruchtkorper, welche keine Bakterien
zwischen den Schliduchen aufwiesen. Somit ist bei dieser Art
das Auftreten der Bakterien im Gewebe der Fruchtkorper
nicht ganz obligatorisch.

Manche Beobachtungen sprechen dafiir, daB es sich
auch bei anderen Arten so verhalten wird. Die eigentliche In-
vasion der Gewebe durch die Bakterien geschieht erst bei
ausgewachsenen Fruchtkérpern und die Zahl der Eindring-
linge steigert sich, wenn sich der Fruchtkdrper seinem Ende
ndhert. Das Eindringen der Bakterien in das Gewebe der
Fruchtkorper ist dadurch begiinstigt, daB derselbe ziemlich
ungeniigend gegen das AuBere geschiitzt ist. Er besitzt keine
dulere Zellschicht, welche eine liickenlose Bekleidung bilden
wiirde. Die Endzellen der Hyphen, welche die sterile Ober-
fliche der Fruchtkorper bekleiden, sind zwar haufig keulen-
formig angeschwollen (F'ig. 2), aber sie lassen zwischen ein-
ander freie Spalten, durch welche die Bakterien leicht ein-
dringen konnen. Auch in anderen Féllen fithren Interzellula-
ren bis an die Oberfliche der Fruchtkérper (Fig. 7, 8). In
dem Gewebe (Trama) selbst gibt es zahlreiche Interzellular-
rdume. Dazu kommt noch, daBf die Membranen der Hyphen
nicht selten verschleimen, bis sie ein »magma mucilogineum«
bilden. Schleimige Substanzen konnen auch an der Oberfliche
der Fruchtkorper vorkommen (vergl. Fig. 18 von Lagarde
1906, welche sich auf Galactinia ampelina bezieht).

Gute Gelegenheit bietet erst recht das Hymenium zum
Eindringen von Bakterien. Das Ende der Paraphysen ist
hinfig verschleimt, dieselben schlieBen nicht ganz dicht an-
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einander, jedenfals mnicht so dicht, daBl in der schleimigen
Masse Bakterien nicht ins Innere des Hymeniums eindringen
konnten. AuBerdem wird der Zusammenschlu8 der Zellen am
Thecium durch die sich entleerenden und entleerten Schlauche
durchbrochen. Jeder abgestorbene entleerte Ascus bildet
eigentlich eine Wunde, wo die Bakterien einen leichten Weg

Discina pallida. Fig. 7 u. 8 dussere Zellschichten des
Fruchtkorpers mit Bakterien.

ins Hymenium finden. Zwar kann diese Stelle durch die sie
umgebenden Paraphysen geschlossen werden, der VerschluB
ist jedoch unvollstdndig. So ist das reife Hymenium die beste
Eingangspforte fiir die Bakterien, welche tatséchlich am héu-
figsten hier angetroffen werden konnen.

Bekanntlich werden die Sporen der Discomyceten aus den
Schlduchen mit Gewalt ejakuliert. Wenn nun das Thecium
bei zahlreichen Discomyceten mit einer Bakterienmasse be-
deckt ist, so ware es leicht moglich, daf die Sporen Bakterien
an ihrer feuchten Oberfliche mitnehmen. Das konnte ich
wirklich feststellen. Die Versuche wurden in folgender Weise
angestellt. F'alck hat gezeigt, daB das Ausschleudern der
Sporen durch eine plotzliche Steigerung der Beleuchtung aus-
gelost werden kann. Es wurden daher iiber die Fruchtkorper
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ciniger Ascomyceten in umgekehrter Lage Petri-Schalen mit
Agar gestellt und das Ganze auf einige Zeit (eine bis mehrere
Stunden) durch einen Zinksturz verdunkelt. Hierauf wurde
der Zinksturz gehoben, nach 5 bis 10 Minuten die Petrischale
bedeckt und der weiteren HKintwicklung iiberlassen. Bald er-
schienen an der Agarschicht Bakterienkolonien. Sie bildeten
immer Gruppen, besonders wenn sich die Agarschicht in
grofler Nahe des Fruchtkorpers befand. In jeder Kolonie be-
fand sich eine oder mehrere Sporen, so daf} es sicher war, da}
auf den Agar die Bakterien durch die Sporen gebracht wurden.
AuBerdem befanden sich am Agar auch sterile Sporen, d. h.
solche, um welche herum sich keine Bakterien entwickelt ha-
ben. So wurden Kolonien aus den Fruchtkérpern von Mor-
chella conica, Gyromitra esculenta und Discina venosa ge-
wonnen. Alle Kolonien erwiesen sich als Bacterium fluorescens.

AuBerdem wurde einfach von der Oberfliche auf Dex-
trosepeptonagar abgeimpft. Auch wurden die Fruchtkorper
zerschnitten und aus dem inneren Gewebe abgeimpft. In den
meisten Fallen erhielt ich Kolonien von B. fluorescens, ziem-
lich h#éufig erschein auch ein anderes, in milchig weillen
Kolonien wachsendes Bakterium, welches vielleicht ein farb-
loses B. herbicola Diiggeli war.

Bacterium fluorescens ist ein Ubiquist und auch D il g-
geli hat es als epiphytisches Bacterium an Pflanzen sehr
haufig angetroffen. Somit bildet unser Befund keine Aus-
nahme von der Regel. Auch ist es jetzt schon wahrscheinlich,
daB es sich im Vorkommen dieses und offenbar auch der an-
deren Bakterien an und in Fruchtkorpern der Ascomyzeten
nicht um eine Symbiose, sondern eher um einen sehr verbrei-
teten, fast konstanten Epiphytismus handelt. Dafiir spricht
auch der Umstand, daB man neben infizierten auch Frucht-
korper findet, welche im Hymenium keine Bakterium ent-
halten. Schlieflich beobachtete ich, daB sterile Sporen ebenso
schnell zu keimen beginnen wie solche, welche in einer Bak-
terienkolonie liegen.

In abgeschnittenen und in maBig feuchter Luft sich be-
findlichen Fruchtkorpern der Ascomyceten vermehren sich
die Bakterien sehr schnell. Sie fiillen alle Interzellularraume
der Fruchtkorper aus, verwandeln die Membranen und endlich
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den ganzen Fruchtkorper zu einer schleimigen weichen Masse.
Das geschieht aber bei absterbenden Pilzen auch in der Natur.

Ich habe dieses Jahr in groBer Menge Verpa hohemica
in einem feuchten humosen Mischwalde bei Oslany (Slo-
vakei) beobachten konnen. Es war am 24. Mai, wo ich die
Lokalitdt besuchte. Zahlreiche Fruchtkorper waren noch tur-
geszent und steif, wogegen andere schon schlaff waren mit

xt..—z‘if“: Q
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Humaria sublimbata. Fig. 3 Ascusschicht, Fig. 10 Zelle
aus dem inneren Gewebe, Fig. 11 dussere Zellschicht mit
Bakterien.

einem herabgesenkten Hut, welcher schmierig weich und
offenbar schon in Zersetzung begriffen war. Zwischen beiden
Zustdnden gab es alle Ubergidnge. Die noch gesunden und
turgeszenten Fruchtkorper enthielten an der Oberflidche des
Hymeniums sowie zwischen den Schliuchen etliche Bakterien,
wogegen die alten Fruchtkorper formlich zu einer Bakterien-
masse umgewandelt waren. Ein einfacher Ausstrich gab ein
Praeparat, wo das Glaschen fast liickenlos mit Bakterien
bedeckt war.

Wir sehen, daB die Fruchtkorper der Discomyzeten an
ihrer Oberflidche zahlreiche Bakterien tragen konnen. Darin
stimmen sie mit griinen Pflanzen iiberein. Aber die Bakte-
rien konnen auch in das Innere der Fruchtkorper einbringen,
was ihnen durch das Fehlen eines festgefiigten Hautgewebes
ermoglicht wird. Besonders leicht dringen sie in das Hyme-
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nium zwischen die Asci und Paraphysen, was ihnen durch
die freie Lage dieser Schicht, durch das lockere Gefiige ihrer
Elemente und durch das Absterben von zahlreichen Schlau-
chen nach dem Herauswerfen der Sporen ermoglicht wird.

Solange der Fruchtkorper waichst, oder gesund ist,
werden die Bakterien in Schranken gehalten. Sie stellen un-
schédliche Epiphyten vor. Wird der Fruchtkérper alt und
sinkt seine Vitalitat, oder wird er abgeschnitten und befindet
sich unter Umstidnden, welche seine Vitalitat abschwéchen,
so beginnen sich die Bakterien stark zu vermehren und be-
wirken wohl ein :Absterben der Hyphen sowie eine Zersetzung
des Fruchtkorpers.

In der Literatur werden mehrere Fille von Vergiftun-
gen mit Morcheln und Lorcheln angefiithrt. Es wird haufig
in praktischen Pilzbiichern geraten vor dem Zubereiten diese
Pilze abzubrithen und das Wasser abzugieBen. Es ist aber
sicher, daB diese Pilze meistens ohne jedwede Vorkehrung
zubereitet und ohne Nachteil gegessen werden. Es ist nicht
ausgeschlossen, daB die giftigen Stoffe in diesen Pilzen durch
die Zersetzungstatigkeit der Bakterien entstehen. Frische und
junge Pilze werden wohl harmlos sein, in &lteren und sich
zersetzenden Pilzen konnen durch die Tatigkeit der Bakte-
rien giftige Stoffe entstanden sein.

Ich untersuchte auch einige Basidiomyzeten. Die obere
Flache ihrer Fruchtkorper ist meist mit verschiedenen Mikro-
organismen besetzt, aber sie sind besser gegen das Kindrin-
gen der Bakterien ins Innere geschitzt als das Hymenium der
Discomyceten. Zwischen den Basidien sowie im inneren Ge-
webe der Fruchtkorper fand ich in gesunden Fruchtkorpern
mikroskopisch keine Bakterien. Das schlieBit allerdings nicht
aus, daB man bei bakteriologischer Untersuchung dennoch
feststellen konnte, daBl das Gewebe nicht steril ist. Jedenfalls
enthalten die Fluchtkorpel der Basidiomyceten, solange sie
frisch und nicht zu alt sind, Bakterien nicht in einer so
groBfen Menge und RegelmiBigkeit wie die untersuchten
Discomyceten. Untersucht wurden Boletus bulbosus, rufus,
variegatus, Thelephora terrestris, Rhizopogon luteolus. Auch
im Inneren der Thalli einiger Flechten (Peltigera canina,
aphthosa, Parmelia parietina, Evernia prunastri) wurden
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bei mikroskopischer Untersuchung keine Bakterien angetrof-
fen. Bei Peltigera canina untersuchte ich eingehend die Apo-
thecien, aber zwischen den Schlduchen und Paraphysen wur-
den keine Bakterien entdeckt.

Zusammenfassung.

Bei zahlreichen Discomyceten wurden an der Oberflache
ihrer Fruchtkorper, aber auch in ihren inneren Geweben Bak-
terien vorgefunden. Besonders reichlich und haufig sind sie
im Hymenium vertreten. Auf seinem Thecium bilden sie
zuweilen eine formliche Schicht. Die Bakterien trifft man
schon an frischen, gesunden und noch wachsenden Frucht-
korpern. In #lteren oder abgeschnittenen Fruchtkorpern ver-
mehren sie sich auBerordentlich stark und bewirken schlieB-
lich ihre Zersetzung. Schon Sporen konnen mit Bakterien be-
haftet sein. Es handelt sich meistens um Bacterium fluores-
cens, das auch an griinen Pflanzen sehr verbreitet ist. Obzwar
die Bakterien schon von der Sporenkeimung an mit dem Pilz
vergesellschaftet sein konnen, kann man hier kaum von einer
cbligaten Symbiose sprechen. Vielmehr 148t sich das Zusam-
menleben der Bakterien mit den Pilzen als Epiphytismus be-
zeichnen, welcher fiir den Pilz ganz harmlos ist, solange er
gesund und stark ist, der jedoch durch starke Vermehrung der
Bakterien zu seinem Tode und Zersetzung fithrt, wenn der Pilz
alter oder abgeschwicht wird. Jedenfalls vermehren sich die
epiphytischen Bakterien auf den Fruchtkorpern der Disco-
myceten wahrend ihrer Entwicklung, wie das fir grine
Pflanzen Burri (1903) und Diggeli (1904) annehmen.

Summary.

Buacteria on the fruit-bodies of some Discomycetes.

The author has investigated bacteria growing on the
surface of some Discomycetes. Nearly in every case he has
been able to demonstrate the presence of bacteria on the
fruit-body. They penetrate even between the asci and hyphae
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into the hymenium and some times into the intercellular
spaces of the whole fruit-body. It is generally Bacterium
fluorescens and a colorless Bacterium, probably a variety of
B. herbicola Diiggeli. The bacteria very often adhere already
to spores ejaculated from the asci, but the spores also ger-
minate without contact with bacteria. The presence of bacte-
ria in the Discomycetes is not a regular phenomenon. It is
rather an accidental epiphytisme, without any reciprocal rela-
tion beneficial to both symbionts.
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Sur une espéce particuliére de groupes d' invo-
lutions planes de Cremona.
Par B. BYDZOVSKY.

Presenté l e 26 aott 1929.

1. Introduction. Parmi les involutions crémoniennes pla-
nes symétriques — c. & d. celles dont tous les points princi-
paux sont du méme ordre — les involutions du 5° ordre a
six points principaux quadratiques sont caractérisées par la
propriété que le groupe de leurs points principaux n’est
pas un groupe de six points tout a fait général. Il y a une
autre circonstance qui mérite d’étre signalée et qui les di-
stingue des involutions symétriques d’ordre plus élevé, a
savoir de celles de Geiser (du 8° ordre) et de Bertini (du
17¢ ordre). Dans son grand mémoire »Sopra alcune in-
voluzioni piane«, Lomb. Ist. Rend. (2) 16 (1883), p. 89-
190, Bertini donne une démonstration du fait qu'il n'y a
quune seule involution du 8% ordre a sept points donnés
du 3% ordre et il démontre que l'analogue a lieu pour lin-
volution du 17¢ ordre. Il en suit qu'un groupe de transfor-
mations de Cremona ne peut pas contenir deux involutions
de Bertini. En effet, s'il en contient une, cest un groupe
reproduisant un systéme linéaire de sextiques hyperellipti-
ques aux mémes huit points doubles, lesquels sont points
principaux de linvolution; c’est ce qui résulte de la clas-
sification des groupes finis de transformations de Cremona
donnée par S. Kantor! (et A. Wiman?). Par ces huit points
une seule involution de Bertini est déterminée. I’analogue
a lieu pour l’involution de Geiser.

En ceci, les involutions symétriques du 5¢ ordre diffe-

1) ,,Theorie der endlichen Gruppen ete.“ Berlin.
%) ,,Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationalen Trans-
formationen in der Ebene“. Math. Ann. 48 (1897), p. 195.

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T¥#. II. Roc. 1929.
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rent de celless de Geiser et de Bertini. Je ferai voir, dans
ce qui suit, qu'on peut choisir un groupe de six points
principaux de sorte que plusieurs involutions du 5° ordre
soient déterminées par ce groupe. Il s’ensuivra lexistence
de groupes contenant plusieurs involutions symétriques du
5% ordre; c'est 'étude de ces groupes qui fait lobjet du
présent travail.

Pour ne pas interrompre, par des renvois, les consi-
dérations qui vont suivre, je rappelle succinctement les pro-
priétés des involutions symétriques du 5° ordre®. Les six
points principaux d’ une telle involution 17, 2, 3, 4, 5, 6 ne
sont pas situés sur une conique; done. ils déterminent six
coniques différentes, qui sont les coniques principales. Si la
conique principale contient le point principal correspondant,
celui-ci sera nommé point principal de la premiere espéce;
si elle ne le contient pas, il sera nommé point principal de
la deuxiéme espeéce. Il existe deux espéces d’involutions
symétriques du 5° ordre:

a) Involution de la premiére espéce, possédant six points
principaux de la premiére espéce, disposés en trois couples
de sorte que la conique principale relative & un point dun
couple ne contient pas le deuxiéme point du méme couple.
La condition nécessaire et suffisante pour l'existence de
cette involution est que les trois couples de points princi-
paux soient situés sur trois droites concourantes. Nous di-
rons qu’en ce cas les six points principaux se trouvent
dans la premiére position caractéristique.

b) Involution de la deuxieme espéce, possédant quatre
points principaux de la deuxiéme espece et un couple de
points principaux de la premiére. La condition nécessaire
et suffisante pour 1" existence de cette involution est que les
points du couple soient points de contact de la droite qui
les joint avec deux coniques du faisceau déterminé par les
quatre points principaux da la deuxiéme espece. Nous dirons
qu’en ce cas, les six points principaux se trouvent dans la
deuxiéme position caractéristique.

3) Je les ai réunies dans mon mémoire ,Sur les involutions

symétriques du 5 ordre®, Rozpravy IIL t¥idy Ceské Akademie,
t. XXXVIIL,n. 2.
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Le probléeme se pose d’examiner a quelles couditions
un groupe de six points peut se trouver de plusieurs mani-
gres dans l'une ou l'autre position caractéristique ou méme
dans les deux. Dans le présent travail je me bornerai a traiter
l'involution de la deuxiéme espeéce laquelle donne lieu a des
résnltats relativement simples..J’examinerai en méme temps
les sextiques invariantes par rapport aux groupes qu'on va
trouver.

2. Deux involutions de la deuxiéme espéce ayant les
mémes points principaux. Premier cas. Soient 1, 2, 3, 4- les
points principaux de la deuxiéme espeéce, 5, 6 ceux donnant
un couple de points de la premiére espéce. Soit J l'involu-
tion possédant ces points principaux. Nous nous demandons,
si ces deux points peuvent posséder la deuxiéme position
caracteristique d’'une seconde maniére. S’il en est ainsi, il
existe une seconde involution J’ ayant les mémes points prin-
cipaux, disposés, bien entendu, d’une autre maniere. La
correspondance H = JJ' est une homographie. En effet,
d’abord, c'est une correspondance uniunivoque. De plus:
a une droite p correspond par J une courbe du 5° ordre C;
ayant les six points 1,.., 6 pour points doubles; a C; corres-
pond, par J’, une droite p’, puisque

5.5 —6.2.2=1.

Pour J’' les deux points principaux 5, 6 ne peuvent
8tre plus, tous les deux, des points de la premiére espéce.
Deux cas se présentent: les points 5, 6 peuvent étre pour
J' tous les deux des points de la deuxiéme espéce, ou bien
un seul d'eux devient point de la deuxidme espeéce. Etudions
d’ abord le premier cas.

Si les points 5, 6 sont de la deuxiéme espéce pour J’,
deux des points 1, 2, 3, 4 doivent étre de la premiére espéce;
on peut supposer que ce soient les points 7, 2. Au point 1
correspond, par J, la conique %, si l'on désigne, dune
maniére générale, par k: la conique ne contenant pas le point
t. A &, correspond par J’, évidemment, le point 2. Au point
2 correspond, par J, la conique k., a cette conique corres-
pornd par J' le point 1. Donc, pour H les points 1, 2 sont
un couple involutive. On trouve le méme résultat pour 5, 6.
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Au point 3 correspond par J la conique k; a cette conique
par J' le point 3, puisque ce point est de la denxiéme
espéce. Dong, ce point est point uni pour H v il en
est de méme pour le point 4. Done, ’homographie # posséde
les deux points unis 3, 4 et deux couples involutives 1, 2;
5,6, d'ott il suit que les droites 12, 56 se reprocuisent par H.
Leur point d'intersection S est encore ur point uni de H.
Cette homographie est, évidemment, tne involution ayant le
centre S et dont I'axe est la droite 34. Il reste & examiner,
si six points ayant cette position particuliere peuvent posséder,
en méme temps, la deuxieme position caractéristique.

Choisissons arbitrairement les points 1, 2; 5, 6; par-la
le point § est déterminé et, de méme, I'axe de l'involution
H. En effet, cet axe est la droite joignant les points I, I’,
ces deux points étant déterminés de sorte que

d’'une part (1281) = —1 sur la droite 72,
(’autre part (568I') = — 1 sur la droite 36,

Choisissons encore le point # arbitrairement sur I I' et
soit P P’intersection de 56 avec 23. Déterminons sur 56 un
point @ tel que (56PQ) = —1. Je dis que la droite joignant
les points 2, Q coupe II' au point 4. Kn effet, on se rend
facilement compte que, par suite de cette construction, les
points 5,6 sont points de contact des coniques du faisceau
(1234) avec la droite 56. Car le couple 5,6 divise harmoni-
quement, non seulement la conique composée 13,24, mais
encore 12,34, puisque le couple S,I' divise harmoniquement
les points du couple 5, 6.

Done, par les points 1, .., 6, ainsi construits, une invo-
lation J de la deuxiéme espéce est déterminée, pour laquelle
les points 5,6 sont de la premiére, les points 7,..,4 de la
euxiéme espeéce. Il s’agit seulement de savoir, si le groupe
des six points, ainsi déterminé, posséde la seconde position
caractéristique d'une deuxi¢me maniére.

Pour résoudre cette question, considérons la conique k.
Projetons, du point 4, les quatre points 1, 3, 5, 6 sur la droite
56; on obtient les points Q,I,5,6. Si I'on projette du point
1 les trois points 3, 5, 6, on obtient les points P, 5, 6. Il en suit
que, le point X étant déterminé sur 56 de maniére que
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(QI'56) = (XP56),

71X est la tangente de la conique considérée au point 1. Or,
par application de H:
(QI'56) = (QI'65).
On obtient ainsi I’éqnation
(QI'65) = (XP56).
Il suit de la:
@ @5 _ X5 X6 Q¢ I's _ X5 Ps
76 'T5 — P5 P6 °" Q5 15 ~ X6 D6
Q6 P6 X5 I'5

dou 05 Ps X6'T

¢ a d. (QP65) = — 1 = (XI'56).

Par conséquent, X =G, c.a d,, 1S est la tangente cherchée.
Done, le point 7 — et les mémes conclusions ont lieu pour

le point 2 — est point de contact de la droite 12 avec une
conique du faisceau (3456). Done, 1l existe une involution J’
de la deuxiéme espéce pour laquelle les points 7,2 sont de la
premiére, les points 3,4,5,6, de la deuxiéme espéce. Enoncons
le résultat acquis:

Si les six points principaux d’une involution de la deuwt-
eme espéce se reproduisent par une homologie involutive de
la maniere décrite plus haut, il existe une deuxiéme involu-
tion de la méme espéce, ayant les mémes points pPrincipaus,
avec cette différence que les points principaux de la premiére
espéce de Pune sont points principoux de la deuxiéme espéce
pour Vautre, et inversement.

3. Le groupe G, respectif. Les deux involutions J, J'
qui viennent d’ étre trouvées et I’homologie H forment un
groupe G4 En effet, on a JJ =H, d'ou J'J=H, puisque
H est une involution; et, d'une maniére analogue

JH=HJ=J', JJH=HJ =J.

Il est facile de déterminer tous les points qui sont in-

variants pour toutes les transformations du groupe. On sait?

méme des droites 34, 35, 36, 45, 46, 56, 12, dont la derniére se
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reproduit identiquement. Done, pour les deux involutions et

par suite aussi pour H les droites "2, 34, 56 se reproduisent
et, par conséquent, aussi leurs trois points d intersection
4 savoir les poiuts S,1,I'. Il n’y a pas, évidemment, d’au-
tres points invariants, ni d’autres droites invariantes. Il est
intéressant de remarquer qu’il y a des coniques invariantes
par rapport au groupe. On sait?) que, pour J, chacune des
coniques du faisceau (1234) se reproduit, tandis que pour
J’, les coniques de ce faisceau s’échangent, en général, deux
a deux. Si, cependant, une d’entre elles se reproduit aussi
par J', elle est invariante aussi pour H, et l'inverse a en-
core lieu. Or, on voit facilement qu’il y a une seule conique
contenant les poiuts 1, 2, 3,4, qui soit, en méme temps, in-

variante par rapport & H; c’est celle pour laquelle § et 34
sont pble et polaire. Cette conique est déterminée par sa

tangente en 3, qui est la droite S3. Sa tangente au point 4

est la droite S4. Une considération analogue montre que la
conique contenant les points 3, 4, 5, 6 et ayant au point 3 la

tangente S3 (et, de méme, au point 4 Ja tangente S4) est in-
variante pour le groupe tout entier. Enfin, les coniques du
faisceau (1256) sont échangées deux a deux, par J aussi bien
qgue par J'. Toutes les coniques de ce faisceau sont invari-
antes par rapport & H. Toute conique de ce faisceau, in-
variante par rapport a J, l'est, par suite de ce qui vient
d’dtre remarqué, aussi pour J'. Pour trouver la conique de
ce faisceau qui se reproduit par J, il suffit de remarquer

que cette conique doit couper la droite 34 suivant an couple
de points conjugués harmoniques par rapport au couple I, I’
de points unis de J. Par conséquent, les deux points I, I’
sont conjugués par rapport a la conique cherchée. Done, la
polaire du point I’ contient I, et comme elle contient, ce qui
est évident, aussi le point S, la droite SI est la polaire du
point I’ par rapport a la conique. Done, celle-ci est déter-
minée par les points 1256 et par la tangente 1I'. De plus,
les droites 21, 5I', 6I' sont ses tangentes aux points respe-
etifs.

4) Voir le mémoire cité dans la note 3).
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On a trouvé, ainsi, trois coniques invariantes par rap-
port aux transformations du groupe. I.es deux premiéres se
touchent aux points 3, 4. La derniére coupe les deux pre-
miéres aux points qui correspondent, respectivement, aux
points principaux 1, 2; 5, 6. Ainsi, la conique %; coupe an
méme point la conique invariante du faisceau (1234) et la
conique invariante du faisceau (1256), et ainsi de suite,
pour les coniques ks, ks ks On a trouvé ainsi le théoréme:

Les deux coniques invariantes des faisceaux (7234),
(3456) sont coupées par les coniques principales ki, ke, ks. ke,
en dehors des points principaux, en quatre pownts. Ces quatre
potnts sont situés, avec les pownts 1, 2, 5, 6, sur une conique
qui est, elle-méme, tnvariante pour le groupe.

4. Sextiques invariantes pour G, I’ensemble des trois
coniques invariantes pour G, forme une sextique invariante,
ayant les points principaux pour points doubles. Nous allons
déterminer, plus généralement, toutes les sextiques ayant ces
6 points doubles, invariantes pour le groupe Gq.

Rappelons ce qui a lieu, sous ce rapport, pour l'invo-
lution .J°). Toute sextique aux points doubles 1-...6 et pas-
sant par quatre couples de cette involution est, en général,
invariante ; si, cependant, ces quatre couples se trouvent sur
une quintique — invariante, d’ailleurs — aux points doubles
1, 2, 3, 4 et passant simplement par 5, 6, une seule sextique
invariante passe par ces couples. Elle est déterminée par
ce qu'elle coupe la droite 34 en deux points divisant har-
moniquement le couple I, I'. La quintique en questlon con-
tient le point I, le point IT = (13, 24) et le point 111 = (14, 23).
Remarquons que le point I se reproduit, les points 17, 111
s’échangent par H.

Prenons deux couples arbitraires X,, Xs; Y, ¥ de l'in-
volution J. Les couples X'y, X's; Y'y, Y’y qui leur correspon-
dent, respectivement, par J’, sont encore des couples de J,
puisque les deux involutions J et J’ sont commutatives. Les
huit points, ainsi obtenus, forment done, d’abord, quatre
couples de J; ils forment, en méme temps, quatre couples
de J', a savoir

5 V. mon. mémoire cité ci-dessus, note 3).
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Xy X'y Xy, X3 ¥y, Y3 Yo, Y
et quatre couples de H, a savoir

Xy X9 Xop X'13 Y, Yo Yoo Yo
Ces huit points ne se trouvent pas sur une quintique aux
points doubles 1, 2, 3, 4, et passant simplement par les
points 5, 6. Car une telle quintique K;, contenant les quatre
couples en question, est nécessairement invariante pour H,
puisque la quintique qui lui correspond par H la coupe aux
points 1,..., 6 et aux points de ces couples, ce qui donne,
en tout, 26 intersections. Cette quintique contient les points
I, I1, III. La droite 56 la coupe eucore en trois points dont
un est nécessairement point uni pour H. Si cest p. ex.
le point I, la droite 31 coupe K en six points et en est
une partie; done, il existerait une quartique, invariante,
elle aussi, pour H, ayant pour points doubles 1, 2, passant
simplement par 3, 4, 5, 6, II, II] et contenant les points
des quatre couples considérés.

Or, toute quartique du systéme déterminé par les points
doubles 1, 2 et les points simples 3, 4. 5, 6, Il, II] est in-
variante par rapport a J. En effet, une cubique invariante
pour J, quelconque — elle appartient®) & un faisceau & la base
1, ..., 6, 1, II, IIl — la coupe encore en deux points &,
£ tels que la congruence ait lieu («; désigne le paramétre
elliptique du point ¢ sur la cubique, et ainsi de suite):

200 + 202t astas+ astagt+ag+ apr +5+HT=0
Mais comme
o1t ...t ag+ ar + arr+ anpr=0
il suit de la congruence précédente
w1+ as—a; + 54+ =0.
Mais a1 + ag + ar =0, done o1 +as=
et l'on obtient

(74

— 2a7 + 5+ & =0.
Ceci veut dire”) que § & sont les points d’'un couple de l'in-
volution J. Done, la quartique étant coupée par une cubi-

¢ V. mon mémvoire cité ci-dessus p. 12.
) V. mon mémoire cité ci-dessus, p. 12
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que invariante quelconque en un couple de l'involution J,
elle est elle méme invariante.

Toute quartique de ce systéme est déterminée, dune
maniére univoque, par deux points ultérieurs et elle conti-
ent les deux couples de J déterminés par ces deux points.
Il suit, de ce qui précede, que cette quartique devrait con-
tenir, de ce fait, encore les deux couples qui correspondent
anx couples donnés par J'. Cela signifie que toute quarti-
que du systéme considéré serait invariante par rapport a H.
Mais ceci n’est pas vrai, puisqu'on peut demander qu’une

quartigne du systeme contienne deux points de la droite 59
ne formant pas un couple de H.

En définitif, on voit qu’en général, les huit points
qu’on obtient en appliquant l'involution J’ & deux couples
de J, ne sont pas situés sur une quintique de P’espeéce con-
sidérée ; par conséqueunt, d’apres le théoreme mentionné plus
haut, toute sextique aux points doubles 7,..., 6 et contenant
simplement les points Xi, Xg; Yy, Va3 X'y, X'o;5 Y7y, Y'a est in-
variante pour .J. Mais, puisque ces huit points donnent,
comme il a été remarqué plus haut, quatre couples de 'invo-
lution .J', ces mémes sextiques sont Invariantes par rap-
port & J' et, par conséquent, par rapport au groupe entier
(Gs. Nous avons ainsi démontré le théoréme:

Toute sextique aux points doubles 1,..., 6 et passant
par deux couples arbitraires d'une wmvolutiow du groupe Gy,
ainsi que var les deux couples qui leur correspondent par
une autre imwvolution du grouve, est imvariante pour le groupe
(14 tout entier.

5. Sextiques hyperelliptiques invariantes pour G.. Dans
Yespece de sextiques figurant dans le théoréeme qui vient d’étre
énoncé rentrent les sextiques ayant deux points doubles
ultérieurs qui sont points uunis d'une involution du groupe
et sont reproduits séparément ou échangés par une autre
involution du groupe.

a) Si l'on considére d'abord les points unis de J, on
voit que le couple des points I/, II] a cette propriété (il
n'en est pas de méme du couple I, Il ete.) Done:

Toutes les sextiques du systéme lineaire, délerminé par
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les huit points doubles 1, ...,6, I1, IIl, sont invariantes par
rapport au groupe tout entier.

b) Les points analogues & [I, IIl dans l'involution J’
donnent un résultat analogue, qu’il serait inuntile d’énoncer.

c) Pour H il n’existe pas de couple de points unis qui
ait la propriété demandée et qui conduirait, en méme temps,
a une sextique non dégénérée.

Done, il n’y a qu’une espéce de sextiques hyperellipti-
ques invariantes pour le groupe G, Le théoréme ci-dessus
contient la condition nécessaire pour l'invariance d’une telle
sextique. Pour 1’énoncer d’une maniére simple, faisons re-
marquer que, d’aprés le résultat du num. 2., on peut cou-
struire le groupe spécial des points 7,..., 6 aussi de la ma-
niére suivante: choisissons arbitrairement les points 1,2,3,4
et considérons les sommets I, II, IIl du triangle diagonal
appartenant a ce quadrangle. La droite 34 est P’axe, le point

d'intersection § des droites 72, IT III est centre de l'invo-
lution H. Choisissons une droite arbitraire par §; les points
de contact des coniques du faiscean (1234) avec cette droite
sont les points 5, 6. En effet, on se rend facilement compte
que le point 4 est lié aux points 7, 2, 3, 4, 5, 6 par la con-
struction donnée au num. 2. Done, on peut énoncer le ré-
sultat suivant:

Les points doubles dumne sextique hyperelliptique, invari-
ante par rapport a Gy sont les sommets dun guadrangle,
deux sommets diagonaux de ce quadrangle et les deux points
de contact des coniques circonscrites aw quadrangle consi-
déré avec une droite passant par le point d'intersection de
la drotte, joignant les deux sommets diagonaux, avec le cité
du quadrangle passant par le troisieme.

Il est évident que cette propriété est suffisante pour
Pinvariance de la sextique par rapport a un, G, car le
groupe de points ainsi défini donne lien aux involutions
telles que J, J', H.

6. Impossibilité d’une troisiéme involution. Il n’est pas
possible que les six points principaux se trouvent dans la
deuxiéme position caractéristique d'une troisiéme maniére,
de sorte que 3, 4 soient les points principaux de la pre-
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miére espéce. En effet, s'il en était ainsi, les deux points
3, 4 seraient points de contact des coniques du faisceau
(1256) avee la droite 34. Mais ces coniques sont les cou-

ples de droites 15, 26; 16, 25 et leurs points doubles se-
raient les points 3, 4. Donc, les six points principaux se-
raient alignés, trois a trois, ce qui est exclu, car I'ordre de
I'involution se reduirait.

7. Deux involutions de la deuxiéme espéce ayant les mémes
points principaux. Deuxiéme cas. En second lieu, on peut se
demander, si les six points principaux peuvent posséder la
deuxiéme position caractéristique d’une seconde maniére, mais.
de sorte qu’un seul point du couple 5, 6 soit point principal
de la deuxieme espéce, p. ex. le point 6. Par conséquent, un seul
point du quadruple 1, 2, 3, 4 devra étre point princival de la
premiere espéce. Supposons donc que les points 4, 5 soient les
points principaux de la premiére espéce. Si l'involution re-
spective J' existe, composons-la avec J. Il est évident, tout
d’abord, que la transformation 7=/J.J’ est une homogra-
phie, toute ligne droite étant transformée par 7T en une
ligne droite. Etudions de plus prés cette homographie. Au
point 4 correspond par J la conique ks a celle-ci par J' le
point 5, done, au point 4 correspond par T le point 5. On
trouve de méme que par 7 correspond au point 5 le point
6, au point 6 le point 4; quant aux points 1, 2, 3, ceux-ci se
reproduisent séparément. Done, si T existe, c’est une homo-
graphie périodique, a la période 3, aux points unis 1, 2, 3
et dont les points 4, 5, 6 donnent un cycle. Comme ces trois
points ne sont pas alignés, on voit que T ne peut pas étre
une homologie.

Pour décider, si ce cas est possible, prenons les points
1, 2, 3 pour sommets du triangle de référence. Une homo-
graphie a la période trois, dont ces points sont points unis,
est exprimée, comme on sait, par les équations :

X1: T Tg— axl' : Ct2l'2’ : fg, (1)
3
ol «=V1., Prenons le point 4 pour point (1,1,1); alors les
points 5, 6 doivent avoir, respectivement, les coordonnées

1,0%a; 1,a,a?
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Les droites 43, 56, 64 sont exprimées, respectivement, par
les équations

5()1+a25v2+a563=0

Xy + Lo + Xy — 0

1+ o z2+ Pay=0.

Il s’agit de savoir, tout d’abord, si les coniques ks, ks, k¢ sa-
tisfont aux conditions de contact qui leur sontimposées par
le fait qu’elles doivent figurer comme coniques principales.
La conique ks p. ex., a I'équation

€Ty Lo + a2w2x3+ a Xy 1= 0.
La polaire du point 5 par rapport a cette conique est
1+ axs+ olxs =10

ce qui est bien la droite 46. 1l cn suit que. la conique ks

touche la droite 56 au point 6 et la droite 45 au point 4.
Done, on a d’abord le théoréme suivant:

La conique, contenant les trois points unis dune homo-
graphie a la période trois et passant par deux points d’un
cycle de cette homographie périodique, est touchée, en ces
points, par deur droites passant par le troisieme point de ce
cycle.

Par conséquent, la conique ks touche la droite 56 au
point 5 et la droite 64 au point 4; la conique %, touche la
droite 45 au point 5 et la droite 64 au point 6.

Il en suit, tout d’abord, qu’en effet, les points 1,...,6
étant choisis de la maniere décrite plus haut, les coniques
ka4, ks, kg remplissent les conditions qui leur sont imposées;
par conséquent, les deux involutions J, J' ainsi que leur
produit T=JJ' existent. Mais on voit de plus que la droite
64 est touchée par deux coniques du faisceau (1235) aux points
4, 6, done, 11 existe, en ce cas, une troisiéme involution J”
de la deuxiéme espeéce, pour laquelle les points 7,2, 3, 5 sont
points principaux de la deuxiéme espéce, les points 4, 6
points principaux de la premiere.

Or, JJ” est, évidemment, encore une homographie et
on voit de suite qu’elle posséde les points unis 1, 2, 3 et
quaux points 4, 5, 6 correspondent respectivement les points
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6, 5, 4c ad JJ'=T? oun bien J'=JT? Il ep suit immé-
diatement que les transformations
1,1,7% J,J,J"

forment un groupe métacyclique d’ordre six (. En effet,
on a d’abord

JJS =T, JJJ=T1% JJ'=T% J'J--
De plus J'=JT = T?], puisque JI'.JT==1; J" == ][2 TJ;
J=TJ=J1T
8. Les équations du groupe. En adoptant le systéme
de coordonnées du paragraphe précédent, les coniques prin-
cipales seront exprimées par les équations suivantes:
M= — T3 =0, lo=x—T125=0, ks=x3>—2122=0
7{455371 g + X, I3 "ll—.’l?z X3 — Q, ]€5 =21 Lo + «rl'y T3 + (‘(21'2Q73 =0
ke =x1 22 + C¢2CU1 T3 + « Taxsz = 0.

Par J currespond an point O: la conique ki; on en conclut
facilement que les équations de J ont la forme
gwl' = ]132 k3 l1. Q.’Egl = ]\73 71'/1 lg, 0 (Z'3I = 7\51 702 l3,

ou L sont des formes linéaires. Or, la droite O;Oj, p. ex.,
se correspoud a elle-méme; donc ', =0 doit équivaloir &
21 =0, k2=0, k3=0; par-la, l; est déterminée a un fac-
teur constant prés et il en est de méme pour I, I3; les é-
quations de J sont

14 14
lel =01 ks ks, 0%z = 022 ks ka1, 0T3 = 033 k1 ks (2)

Pour déterminer les constantes gi, s 03, exprimons le fait
qu’ au point 1, 1, 1 correspond la conique k, = 0. En posant
xi'=1 dans (2), on en tire

le1k2k3—9‘>wzk3k1 03I3L1Lo
et, par suite 01Z1 ke —o2x2k1 =0
ce qui doit fournir, & un facteur linéaire pres, 'équation
]64 =0.

Or, en substituant pour %y, k. les expressions explicites
respectives, on obtient

01%1 (X2 — X1 23) — 02 X2 (12 — 1 229) = 0
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ce qu’ on peut écrire
X1 X2 (91$2”—92$1) +a123 (’Iz'—gn x1) + x2 X3 (szz—d’l) = 0.
Pour obtenir le résultat demandé, il faut et il suffit que
01 = 02—
En raisonnant de méme sur
02 X2 71"3‘—93 x3he =10
on obtient 03 =1
Il en suit qu'on peut écrire les équations (2) sous la
forme définitive:
oxi'=xi: I 1=1,2,8 (3)
Nous en déduirons une couséquence qui nous sera utite
dans ce qui suivra. ’
Comme k; =0 est une conique principale contenant
les points 2,...,6, on doit obtenir, en la transformant par
J, une courbe du 10e ordre, composée de toutes les coniques
ki=0 pour ¢=2,...,6. Iin substitnant, d’aprés (3), dans
’équation

xlz

— Qe q3 = 0,
on obtient
22kt ks? — xaxs k2 ko ks =0
ce qui donne, d’abord, ks =0, ks =0 et puis
CU12 ]fz k3 — XT3 ,Clz = 0
ce qui doit se réduire a
k. 7{4 ks ke =0

Ici, & est un facteur constant qu'on déterminera en
comparant les coefficients d’ un méme terme dans les deux
équations. Ainsi, p. ex., le terme z.®x.’zs* a, dans la pre-
miére équation, le coefficient 1+ 2=3; dans la deuxiéme

k(a2+66+6t+a2+a2+a)‘:3k(a—|—a2)=—3k.

Il en suit £#=—1; done, l’expreésion ky se change par J en
— koks ka5 K.

On trouve de méme que %k, et ks sont changées, respective-

ment, en — kq ks ks ks ke et — ky ko ky ks Ke.

Quant a k4 la conique
X1 T +JP1$3+1‘2.73: 0
se transforme en la eourbe
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T1 T2 ko1 koo ks® + 1 @5 Koy keo® kog + 20 25 2 ha ks = 0

c. ad. k1=10, ka=0, ks =0
et ce qui reste, & savoir '

x1$2k3+w1$3k2+$2563k1=0
doit se réduire a

k. kske=0
La comparaison des coefficients de z,®z,% p. ex., donne
h=—1
ce qui fait voir que %, se change par J en
— Foy Ko fog s ke
et ainsi de suite pour ks ke Si I’on désigne par ki’ les ex-
pressions ki’ transformées, on voit qu’il vaut, en général
Tei'=— Ty koo Tog oa o5 Kog : Tei.

9. Les sextiques invariantes par rapport au groupe. Géné-
ralités. Une sextique invariante par rapport a J doit avoir

aux points 1,..., 6 des multiplicités telles que leur somme
S soit égale & 12, car en ce cas seulement ’expression
' 6.5—28

est égale a 6. Si, de plus, cette sextique doit étre invariante
aussi par rapport a 7, ses multiplicités aux points 4, 5, 6
doivent étre les mémes, égales a m. Ce nombre est néces-
sairement supérieur a zéro; car si m était nul, les points
1, 2, 3 seraient des points quadruples, ce qui est exclu, si
I'on se borne & des sextiques non dégénérées.
a) Si m=1 et si my, ms, ms signifient les multiplicités
aux points 1, 2, 3, on doit avoir
my+ Mg+ mz=29
ce qui entraine nécessairement m;= ms= mgz =3, car toute
autre solution de cette équation & racines entiéres positives
conduirait, comme il est facile de s'en rendre compte, & une
sextique dégénerée.
b) Si m =2, on doit avoir
my + Mo ‘|_ Mg = 0.
Les solutions essentiellement différentes et admissibles
a4 priori sont celles-ci;
) = 4, ms= 2, m3 =20
Bmi= 4, my=my=1
y) my=1ms =3, mg =0
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d)mg= 3, my= 2,mzg=1
&) My = Mg = M3z = 2.

La derniére solution est symétrique et conduit & une sex-
tigue dont le genre est le plus élevé possible, a savoir 4.

¢) Si m =3, on doit avoir

my + mg+ mzg=3
et on a les solutions admissibles:
a) mp= 2,ms=1,ms=20
B) m1 = my =mz = 1.

La deuxiéme solution conduit & une sextique dont le
genre est, dans les circonstances actuelles, le plus élevé pos-
sible, a savoir 1. '

10. Les sextiques invariantes par rapport au groupe.a) Pre-
mier cas. Une sextique ayantles points (: pour points triples
est exprimée par une équation de la forme:

g T1° To° + o 11° 3 + A1222%5° + baw® 0% w3 + by 213 w0 205 +

4+ 61 11280305+ 3 X123 T3 2 + A1212 Bows® + Ao 102> x5 6212 102 222 =

Cette courbe devant contenir les points 4, 5, 6, on a
(13‘|‘a2“l‘a1+b2+b3+01+03+d1+d2+6=0
as+as+ a3+ bee?+bsatciatcze?+dia?Fdoa +e=0
as+ as+ar+ bea +bse®+cra?+csa+ dia+dee®+e=0

En ajoutant ces trois équations, on obtient

ay+as+az+e=0

Les deux derniéres équations donnent alors

o (b3+01 + (/2) + az(bg + C3 + d]_) =0
az(ba ‘I‘ U1 -+ dz) + 24 (bz —+ C3 + dl) =0.

Comme le déterminant de ces deux équations est o — «
==0,0n a

b3 + C1 + dg =0
bz‘f‘ (‘3+d1=0.

Si l'on substitue pour ds, ds e les expressions qu’on ti-
re des équations obtenues, I’équation de la sextique prend
la forme

— d3 9312 xzz k3 — s 5!?12 (I'32 /\;2"‘ /31 w22 x32 kl -+ b3 T Ta xgz ]\51
— 1T TP X ks — Do X P o X3 ks + 31 Xaa e = 0

Appliquons les équations de I’involution J; on obtient
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2 2 2 2 -
POt SR a2 WIS Xa® X5 X1 T L3” .
3 2 1 -
]1512 1622 703 k12 k23 ka kzz ]632 ]1‘31 8 k12 Zﬂg k32
+o X1 272 X3 X1 132 T3 A2 $3
™ C1

k1 2k32+b2701k9 /3 o ]tll 27v3 =0

ou bien
3% To® kg + o112 x5 ko + ay @22 232 ky — b3 2y o 32 ko +-

' + C1 Xy 1'22 T3 Zﬁl + bz xlz Xo k'3 kz — C3X1 Xo 1'32 01 — 0
ce qui fait voir que la sextique considérée se reproduit par
J seulement, s1 by=c¢,=by=¢3 =0, ¢ a d., si elle est ex-
primée par I’équation

A1 T2 a2k + as 1252 ko + az k12 X2 ks =0 (4)

Si l'on applique la substitution (1), k; se change en
«®ky1; ke en aks; ke en k3. Comme z,®x5® se multiplie, par
suite de la méme substitution, par «, z:>x3® par o® et z:®zs°
par 1, on voit quen définitif, ’équation (4) se reproduit par
I’homographie 7. On peut énoncer le résultat:

Toute courbe du systéme de sextiques (4), ayant les po-
mts 1, 2, 3 pour points triples, se reproduit par toutes les
transformations du groupe Gs.

11. Etude de la sextique invariante. Les tangentes de la
sextique (4) au point triple

3
. . . X x _
0, sont données par I’équation % + 73 =0 l
2 3
3 3
Oy » » » » X5 + Zr 0 (5)
as ay’ ‘
3 3
O3 » » » » T + 22 =0
1 as

ce qui veut dire que ces tangentes coupent les droitcs,
joignant, deux a deux, les points triples, aux mémes points
‘que la cubique
3 3 3
% z x
1 + 2 + 3 O
ay as g
ou méme la cubique plus générale
3 3 3
Zq To® | T3 6
- +—+_+—9313325G3=O (6)
a3 asg ds m
Mais ceci est, comme on sait, la cubique la plus géné-
rale ayant le triaungle O; O O3 pour un triangle d’inflexious.
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Nous avons trouvé, ainsi, une condition nécessaire pour une
sextique & trois points triples se reproduisant par le
groupe Ge.

Inversement, soit donnée une sextique a trois points
triples ayant la propriété qui vient d’étre énoncée. Les po-
ints triples étant choisis pour sommets du triangle de réfé.
rence, une cubique générale 'ayant pour triangle d’inflexion
a bien Péquation (6). Il en suit que (5) donnent les tangen-
tes aux points triples de la sextique considérée. 1l est facile
de faire voir qu’une sextique ayant ces tangentes aux points
triples 0: a I’équation

a1 T2 3% + a2 232 1® + az P X + bzt s® =0 (7)
ol & est un coefficient quelconque. Prenons un point simple
de cette courbe pour le point 1, 1, 1; il en résulte

atat+ast+ k=0, dou k=—a1—a2—as

L’équation (7) devient

a1 09° 5® (@1 — a2 03) + @y 257 @® (@5° — w1 25) +
+ as f1251722 (1‘32—$1 (,Uz) =0
e a d. a1 $22 9."32 Al + aga:12 x32 lﬁz + as $12 $22 7f3 =0
ce qui est I’équation (4). Done, la condition énoncée est suf-
fisante. Nous pouvons énoncer le résultat:

La condition mnécessaire et suffisante pour quune sex-
tique a trois points triples se reproduise par un groupe tel
que (g est celle que les points d'intersection des tangentes aux
points triples avec les droites, joignant ces points deux a deu,
forment le groupe complet des points d'inflexion d'une cubique.

Ajoutons que les sextiques considérées constituent un
réseau ; les courbes de ce réseau ne se coupent qu’aux points
principaux, lesquels fournissent 30 intersections. Par un
point général un faisceau de ces sextiques est déterminé; la
base en est donnée par les points principaux avec les mul-
tiplicités préscrites et par les six points quon obtient en
appliquant au point donné le groupe Gg. Comme chaque
courbe de ce faisceau est déterminée par un point ultérieur,
on peut énoncer le théoréme suivant:

Tout couple de groupes a six points, obtenus par U'appli-
cation du groupe Ge, est situé sur une sextique invariante du
réseau (4).
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12. Les sextiques invariantes par rapport a G;. Casb) «, 3, y. d.
Il s’agit de voir s’il y a de sextiques invariantes pour (is
ayant les points 4, 5, 6 pour points doubles et, conformément
aux cas «) et 3), le point 1 pour point quadruple.

Une sextique ayant cette derniére propriété a une équa-
tion de la forme
212 (A2 T2 + D3 0?23 + Co Lo® a2 + do 2 23° + €5 25%) +
+ (dl 0325 + bl $24 2 $23 1}32"‘ dl 3722 $33 + e1xy $34+ f1 $35) +
+aox26+ bn$25x3+ Cow24.’1}32“|‘ d0r23,r33+eox229334+ f01'2x35 + gow36 =

Appliguons a cette courbe la transformation 7'; on
trouve que cette sextique se reproduit par T si elle posséde
une des formes:
%1% La?xs® + b1x12s T3 + e121Xaxs* + doka® + dor2 x5+ Joxs=0 (A)
A9T1 2T+ Ao o053+ C121.° 05+ Frxas®+ bowowst ez 223" =0 (B)
b2r12123133+82w12$34+ a1x1x25+ d1m1x23x33+ 00x24x32+ fo:l'}23?35='-0 (C)-

Les courbes (B) et (C) contiennent simplement les points
2, 3, ce qui rentre dans le cas 8). Done, c’est seulement la
courbe (A) qui rentre dans le cas «), mais, comme le point
2 doit étre point double, il faut que a,=0. Mais en ce cas
la courbe (A) dégénére; nous ne considérous, en principe,
que des sextiques simples.

Il nous reste & considérer les courbes (B), (C) au point
de vue du cas 3). La courbe (B) a au point O, la tangente
X3 — 0.

au point Oz la tangente 2, =0.

La conique k3 qui correspond dans J au point Os, tou-
che (v. num. 7.) la droite O, O3 au point O, done, elle n’y
touche pas la sextique (B). Comme elle la coupe aux points
Oy, Oy, 4, 5, 6, ce qui fait, en tout, 11 intersections, il existe
un douziéme point d’intersection, différent de O,. Par celui-ci
doit passer, comme on se rend facilement compte, la courbe
correspondant a la tangente de (B) au point Os si cette
courbe se reproduit, comme nous le demandons, par J. Mais
la tangente en O; est la droite OsOs, ne coupant ks qu’au
point O;. Donc, la courbe (B) ne peut pas se reproduire par
J et une considération analogue fait voir que le méme a lieu
pour (C). Done, le cas b) ) n’existe non plus.

Passons au cas y). Une sextique ayant les points Oy, O,
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pour points triples sans contenir le point Oz a I’équation
de la forme:
Ao xs® + x3° (a1 21 + b1x2) + 23 (aex1® 4 by X2 + coxs®) +
+ 253 (s T * + by 21 * et 5 41 Lo+ ds 22°) + 157 (ag 21° w0t by 1° T+
+ ey x9%) + x5 (as 22 X2+ bs 212 00°%) + ag 22 72 = 0
ol a3 0.

En y appliquant 'homographie 7, on trouve facilement
que cette courbe est invariante pour 7T seulement si son
équation se réduit a la forme
Qo L%+ by Ty T T3+ A3 21° T3°+ da X2 3%+ by 1% T2® TP+ as 22 222 =0
Le fait que les points 4, 5, 6 sont points doubles de cette
courbe se traduit par les relations

bs+ 3as+ 2by+3a6=0
bs+ 3ds +2bs+3a6=10
6ag + 4be -+ 3as +3ds+ 2b,=0
desquelles on tire
by = — 3a9— az 1+ ag, by = 0o — a5— 2as, a3 = ds
et I'équation ci-dessus prend la forme
Tos® (aozs® + agz1%2) — as 23> k1 ko= 0
en employant la notation abrégée du num. 2.
Par T'involution .J cette courbe se transforme en celle-ci:
52 (ag 1 To— as T3?) + ag s k1 ko= 0
Les deux courbes ne sont identiqies que pour
ag = —do;
done, la sextique
g3 (kike+ ka® )+ ag i @a ks> =0
est invariante par rapport a 7' aussi bien que par rapport
a J, done, par rapport au groupe Ge.

Toutes ces sextiques constituent un faisceau; il est
facile de trouver les points de sa base. Ce sont, outre les
points multiples 1, 2, 4, 5, 6 qui donnent 30 intersections,
les points ot la droite 13 rencontre 24, 25, 26 et les points
ol la droite 23 rencontre 14, 15, .6 en tout, 36 intersections,
ce qui détermine bien le faisceau.

On trouve, d’'une maniére analogue a celle appliquée
auparavant qu’il n’y a que la courbe
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a12108°F Cam2® 05+ b1 Das® + Car1 127 05” + a5 305705+ bew 1wt = 0
qui satisfasse aux couditions du cas ¢) et qui soit. en méme
temps, 1nvariante par rapport a 7. Pour que le point 4 (5,6)
soit point double, il faut, de plus, que

1 = — b3_ as
2(‘2 == b3 AV + 2(15
266 =—b3—04"‘2(]5

et la courbe prend la forme
bs k3 [xs? (as® + 5012 X% — 221 w3®] — cqx® ka® +
+ 2as ko ks (x3* + @1 22) =0
c. a d. elle dégénere; done, il n’existe pas de sextique propre
invariaunte, correspondant au cas ).

13. Les sextiques invariantes. Cas b) s Pour en passer
au cas ¢), une sextique ayant les points Oy, Oz, O3 pour points
doubles a I'équation

st (A @12 + by T + 02 x0%) + 3% (a5 21 + by 22 + c3 w1 w2 -

T da wzz) + 1'32 (664 $14 -+ b4 9313 Zo + Cy $12 @'22 + d4 :le:f + €4 .%24) +

-+ X3 ((15 ao{* CU2+ b5 $13£U 22+ 05x12x23—l— d51‘1$24)+ aew14$22+ bsib’13 9923+
+ cex12 2= 0.

En appliguant 'homographie 7, on trouve les trois
types suivants de cette espéce, invariants pour T':
hox1 o s + as 112 23° + ds 03 23® + ca w12 22 52 + as w1t xo s +

+ dg x1 2ot x5+ be i T = (A)

Co To? T3 + by 212 Los® + aq 212 a2 + dy 21 22232 + bs 213 X% T3+
+ocexlat=0 (B)

o 21273  + 3 1 w2 23 + Dax P o ks + ea et ks + 5 212 X2 x5 +
-+ r w14 ;1922 =0 (O)

Pour que la courbe (A) admette 4, 5, 6 comme points
doubles, les relations suivantes doivent étre satisfaites:

bs+ 3as+ 2¢, +4as+ ds 4+ 3bg =0
bg + 3d3 + 204+ a5+ 4d5 + 3bs =0
4b2+ 3(?3 + 3d3+ 2(’4 +7(15 + CZ5 =0

On en tire
8ag == — 2by—ca— 2a5+ d;
3d3 = — Zbg— Ca + 615_2([5
3bg = by — ¢4 — 2a5 — 2d;

et I’équation de la courbe (A) devient
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o
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bs (8xy xo s — 2% 3% — 22> 3® + .3 %) + ¢4 (— 213 ws® —

— .’3023 (I}ga + 32¢® W22 $32 — 51}13 x23) + a5 (— 2&313 .’)333 + 0023 W33 + (A"
+ 32,% 2o w3 — 22,° x5°) + ds (21° 233 — 205% 3 + 3wy 2?3 —

— 2%13 xza) =0,

Pour trouver ce qui correspond a cette courbe par
I'involution J, considérons la courbe obtenue en égalant 3
zéro le coefficient de b»:

3% s T3* — 222 25® — 2222 w3® + 2P w® = 0 (8)

C'est une sextique ayant les points 4, 5, 6 pour points
doubles, les points O, O, pour points triples et le point O
pour point double aux tangentes

Ty == O, Xy — O
Par J, cette sextique est transformée en une courbe du
56—2.6—4.4=2¢
ordre, c. a d. en uae conique us. Cette conique doit contenir
deux points principaux; en considérant les points d’intersec-
tion de la sextique avec les coniques principales, on trouve
que ce sont les points Oy, O.. La conique ne peut couper la

droite O; Oz en un second point. En effet, comme la conigue
principale %; touche la droite 0361 au point Oy, les deux
points Oy, Oz fournissent un couple de I'involution J sur la
droite invariante Os, Os. Done, & tout point X de cette droite,
distinct de O; O, correspond un point de la méme droite,
distinct de ces deux points. Si la conique wu» coupait O; O3
en un point X différent de O, (et, bien entendu, différent
de 03), la sextique en question couperait la méme droite en
un point X' différent de O, et de Qs ce qui est exclu, puis-
que la droite z,=0, étant tangente a la courbe au point Os,
ne la coupe pas en dehors de ces deux points. Il en suit
que O; O est tangente & u, au point O;; on conclut de la
méme fagon que O; O est tangente de us au point (J; et on a
Uz Emgz—/’,xlxz =0
ou . est & déterminer. C’est ce quon fait facilement en re-
marquant que tout point de la droite 56 est point uni pour
J et que uy coupe cette droite aux mémes points (autres
que les points principaux 5, 6) que la sextique. Iséquation
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de cette droite est
T+ z2t23=0;
ses points d’intersection avec la sextique sont, outre les
points doubles 5 (1, &% «), 6 (1, @, &?), les points aux coor-
données
1,—2,1;, —2, 1, 1.
Pour que u, contienne ces points, 2 doit avoir la valeur

de —/5 et on a
Uo =2x3% + 122 =0

Or, nous savons qu’en appliquant J & (8) on obtient:
trois fois les coniques ki, ks, deux fois les coniques ks, kg, ks,
ke et simplement la conique u,, done, le résultat de la sub-
stitution respective est

C. 7{)13 ]{}23 ]032 k42 75}52 7ﬂ62 (20."32 + X1 CEz) =0
ot ¢ est une constante numérique. Pour la déterminer, il
suffit de comparer le coefficient d'un terme de cette équa-
tion au coefficient du méme terme dans I’équation qu'on ob-
tient si 'on substitue, d’aprés J, directement dans (8). Cette
comparaison donne 1
c=1.
Une considération analogue fait voir que le coefficient
de a5 en (A’) se change par J en I’expression
]1”/12 kza k33 Zﬂ42 k52 ksz (2;’1’)12 + X £U3)
et le coefficient de ds en 1'expression
Foi® koo® Fog® Foa® s kg2 (2202 + 21 23)
Quant a celui de ¢4, on sait que
- (./Els CE33 + @23 $33+‘ $13 5623 _33)12 %22 %32) = (51‘1 mz X1 (l‘3
— o T3) (X1 X2 + a1 T3 + 2 T2 x3) (21 22+ ® X1 X3 + s .173)
=-—laksks
et ee produit se change par J — v. num. 8 — en
]f-13 71723 ]{33 71’/42 ]{»52 ]1.62-
En définitif, si I'on supprime le facteur commun, on voit
que la transformée de (A') est
bo }vl 7\/2 (2.273 + A xo) + Ca lu]_ ]19 7»3 + as lm]i (9931 T~ Xa $3) +
‘i‘ d ]1 /\3(2%'9 + xlxg) - O
et il s’agit de voir si cette courbe peut &étre identique & (A').
En mettant en proportion, respectivement, les coefficients
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des termes z; w2 23, Tilwazs 11 @2t s xE XY X33 on obtient
les relations
3b2 =5k (2b2 -+ Cqy — ds — Cl5)
3(15 = (_‘b2 -+ Ca + 2a5‘— d5)
3d5 =5k (—" bz + Cqy — Us -+ 2d5)
Cy = k (bg + as - d5)
En ajoutant les trois premiéres, on obtient
b2+ a5+d5=k04=:k2 (b2+ d5+d5) c. a d.
(]132'— 1) (bg +d5+ ds) =0

La solution b,+ as+ ds =0 donne ¢, =0 et de la pre-
miére relation suit 4#= 1. Done, cette solution rentre commie
cas particulier dans 'une des solutions générales

k=1, k=—1.

Le cas k=1 donne cqs= b2+ a5 + ds ce quirésout toutes
les relations (9). En ce cas, I'équation (A’) prend la forme
be (@1 %y T3t — 0% 0% — 2% 25% + @) 2,2 25%) + a5 (— P+
+ @t s — 272,° + 2)* 22 a?) + ds (— 20 2% + @y @ty —
— xla .’L’23 + 3:12 x22 x32) =

ce qui peut s'écrire

bo@s® ky ko + as x> ko ks + ds 2e® ks by = 0 (19)
On se rend immédiatement compte qu’en effet cette sextique
est invariante pour J et, par conséquent, pour G, pour
toutes les valeurs de b»,as,ds.

Pour k=—1 on a d’abord

—c¢ys = byt as+ ds;
les trois premiéres relations (9) donnent
2b,— a5 —ds =0
2a5s — by — ds = 0.
9ds — by —as =0
d’out l'on tire be = «; = ds, donc ¢y = — 3b..
Dans ces conditions, (A’) prend la forme
Xyt xy g+ wyayt - Tyt 32,22 %2 =
c. a d.
Xy T g (X + o+ 23) (0 + (g + a®23) (21 + «® 22+ o) =0
Cette sextique composée de six droites est, en effet, invari-
ante pour J, done, pour Ge.
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En définitif, il n'y a qu’ une espéce de sextiques, invari-
antes pour G et satisfaisant aux conditions du cas ¢ (A),
définie par Déquation (10). Cette courbe est touchée en O
par Oi Ox et O; On, 4, b, k étant une permutation quelconaue
de trois éléments 1, 2, 3. Toutes ces sextiques constituent
un réseau et ne se coupeut qu’aux points princivaux, ceux-
ci présentant 30 intersections. Il en suit, comme au num. 11,
gque chaque couple de groupes a six points, obtenus par
lapplication de (s, détermine une courbe de ce réseau.

Traitons sommairement les courbes (B) et (C) du cas
¢). Pour que la courbe (B) admette, comme points doubles,
les points 4, 5, 6, les relations doivent avoir lieu

2(,14 == - b3_ bs, 202= — b,; - d4, 2(‘3 == — d4_ b5
et ’équation prend la forme
b3 xgz klz + d4 x22 k32 + bs 3312 ]\722 =0
dont la transformée est
bs (E32 kzz -+ d4 .’L'22 ]{}12 + b5 x12 ]1“32 =0
Ces deux courbes sont essentiellement différentes, puisque
la courbe primitive a pour tangentes au point O; la droite
double
xg% =
tandis que la courbe transformée a, au méme point, pour
tangentes la droite double
.’L‘22= 0.
Pour que la courbe (C) aient les points 4, 5, 6 pour
points doubles, elle deit avoir la forme
cs 5" ko® + 522 k% + ba 27 ks? =0
c. a d. la forme de la transformée de (B). Done, cette courbe
non plus n’est invariante pour Ge. Aiusi, le cas ¢) est épuisé.

14. Les sextiques invariantes. Cas c). Il y a, en général,
trois types de sextiques invariantes pour 7'; je me borne a
écrire les termes contenus dans les équations respectives:
(A): 2,8, 058, @38, 24204, 0125*%5, 1 525%, 21%25%, 015053, 2,°25°%, @, %0,P 2
(B): @55, 2°%5, 210%, @, %5% 2% 2o, 0225%, 01320705, T1257057 2 20,257
(C): @1Pag,m125°, @5%, #1207, @tas?, % g, 50 05%, 170505, 0, 29707

Conformément au cas o) les termes z,%, #;5 2,% devraient
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manquer. En ce cas, la courbe (A) aurait le point O; pour
point double, ce qui est exclu; les courbes (B) et (C) passeraient
par le point Oz, mais ceci est, de méme, exclu, done il n'y
a pas de sextiques invariantes correspondant au cas «).

Conformément au cas f), les termes x:%, 2%, 23 devraient
manquer. En ce cas la courbe (A) aurait ces trois points
pour points doubles, ce qui est exclu. Quant a Ja courbe (B),
elle a au point O, la tangente a2, = 0, au point O, la tan-
gente z;=0, au point Os la tangente z;=0. Mais une telle
sextique ne saurait se reproduire par J. En effet, considé-
rons p. ex. le point O;. La tangente en ce point étant in-
variante pour .J, elle doit couper la conique principale %; au
méme point que la sextique. Mais cette droite touche la co-
nique au point Os, tandis que le douziéme point d’intersecti-
on de %, avec notre sextique, celui qui fait que la transformée
passe encore par le point Oy, est O, Done, la courbe (B)
ne peut se reproduire par J et il en de méme de la courbe
(C). Le cas ¢) ne conduit a aucune sextique invariante.

Ainsi, la discussion des sextiques invariantes pour le
groupe (g est terminée.

15 Conclusion. Nous avons trouvé qu’un groupe de
six points peut se trouver dans la deuxieme position cara-
ctéristique, définie plus haut, d'une double maniére, ce qui
donne naissance a un groupe du 4e ordre, ou méme d’une
triple maniére, ce qui donne naissance & un groupe du 6e
ordre. On voit, en méme temps, que par ces deux cas, toutes
les possibilités qui peuvent se présenter dans cet ordre
d’idées sont épuisées.
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Ptispévek ke geobotanickému prozkumu
sttedniho Polabi.

Napsal Doc. Dr. Jaromir Klika.

(Predlozeno dne 1. ¥ijna 1929.)

Nizina stfedniho Polabi byla od pfedopizovské doby
pfedmétem floristického vyzkumu. Fytogeograficky jeji vy-
zkum zahajil univ. prof. dr. K. Domin (1.—5. Beitrag z.
Kenntnis d. Phanerogamenflora v. Bohmen. — 1902—1909).
Celkovy raz fytogeograficky snaZzil se zachytiti v &rtg, uve-
fejnéné r. 1919. V mé studii fytogeografické (1922) je shrnuta
ve vieobecné c¢asti literatura, tykajici se vyzkumu Polabi,
vSeobecné klimatické a geologické poméry tohoto kraje. Pred-
métem této studie sociologické jest vyliGeni geobotanickijich
pomeért labskych kyselek, které jsou nam zachovany dnes jiZ
v pouhych zlomeich.

Polabské kyselky (Cernavy*) jsou vlastnd zbytky ramen
starého Fecisté Labe. Dluzno v8ak pripomenouti, Ze Gast jich
byla i umélymi hrazemi na &as pfeménéna v rybniky (Hraba-
nov, Velenka). Tvorba ra8eliny, zartstani tini dalo se v post-
glaciadlu. Starsi jsou podle pylovych analys (Klecka, 1927)
kyselky u Vrutice (nedaleko Mé&lnika), u Cecelic a VSetat,
mlad§i u Hrabanova. UdrZeni spodni vody jest podminéno
tim, Ze se kyselky nalézaji v kotlinkdch pod kopei nebo pod
opukovymi hibety, kde se spodni voda shromazduje nad ne-
propustnymi vrstvami jilu a slinu blizko povrchu nebo ve

*) Ponechavam nazev kyselky, ktery podobné jako éernavy, jest
nazev lidovy, oznaéujici, Ze tyto louky davaji kyselé ostficové seno,
Samo sebou se rozumi, Ze nema nic spoleéného s reakei pudni. Bo-
tanicky nejlépe pak oznacuji je nazvy spolecenstev, resp. svazi spo-
le¢enstev. Nazvia obou jako synonym pouziva v kratkém popisu jejich
jiZ Velenovsky (Mechy ceské 1897).

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. Tt. II. Rod. 1929.
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vihéich letech i nad povrchem. DluZno jiz pfedem zdurazniti,
ze hlavnim ¢initelem, podmifiujicim vznik riznych asociaci,
jejich facies i sukcesi, jest vgska spodni hladiny vodni. 1T mi-
krorelief pii téchto pomérech hraje dulezitou roli, jako vibec
pil dtvarech lu¢nich (viz Domin: Problémy a metody rost-
linné sociologie, 1923). Reakce vod a pudy jest vesmés alka-
licka (Prat-Novak, 1926).

Co se tyce makroklimatickych podminelk, jest priamérna
teplota ledna —2-2° G&ervence 19-5°. Rozdily mezi nejnizsi a
nejvyssi teplotou 20—22°. Vodnich srazek byva 500—600 mm.
Proudéni vzduchu jest silnéjsi neZ na horach. O makroklima-
tickych pomérech teplotnich pouéi nas nejlépe publikace Gre-
gorova (Tepelné poméry Ceskoslovenska, 1929).

Pii zjistovani mekroklimatickych podminek omezil jsem
se v r. 1928 na sledovani maximalnich a minimalnich teplot
v pudé od 5. kvétna do 17. listopadu. V pudé vietatskych ky-
selek byly umistény 2 teploméry, jeden v hloubece 5 ¢m, druby
20 cm, teplota kontrolovana v intervalu 7—S8 dni. Abych mohl
oceniti dobte ziskana data, umistil jsem druhé dva teploméry
v tychz hloubkach na strani ceceminské (210 m), opukové,
s jemné hlinitou pudou. Tato jest extremné sucha. Nalézame
tu na strané jihozdpadni fragmenty Caricetum humilis, pie-
chézejici misty vlivem spésani v Brachypodietum pinnati,
jinde vyznaéné fragmenty Festucetum sulcatae. Ziskana data
jsou sestavena v tabulku a v diagram, nazornéjsi, poucnéjsi
jest sledovati pribéh rozdilu mezi maximem a minimem jed-
notlivyeh stanie.

Rozdily wmaxim. a min. teplot béhem pozorovani:

Kyselky: : 28.1V.— 3. V. —13.V.—19.V.—27. V. — 2, VL. — 9. V], —
teplomér. 8. 1. 19’ 169 120 10-5° 100 13-5°
teplomér. €. 2. 8:3° 140 8 50 50 550 750

—16. VL. —23. VI. — 4, VII. — 11. VII. — 18. VII. — 25. VIT. —13. VIlI. —

140 100 14° 14-50 16¢ 95,0 859

S0 550 9o 4+50 90 70 550
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4‘ — 12, VIII. — 19. VIIL. — 25. VI1L. — 1. 1X, — 8. 1X, — 15. IX., — 25. IX. — }

959 90 99 750 950 60 130
50 49 50 559 6-50 4-5° 850 |

—29.IX. —13.X.—20. X. —30.X.—17. XI. ‘

-1

950 110 10-5° 160 9o
59 110 80 .50 69

Ceceminsk4 stran. | 28. IV. — 3. V. —10. V. —19. V. —25.V. — 2. VI. —

180 15°5° 14-5° 11-5° 170

150 11-5° 10-5° 850 14:50

teplomér

O

[el3

teplomér

—9. VI. —16. VI. -- 23. VI. — 4. VII. — 11. VIL. — 18. VIIL. — 25. VII. —

1650 20°50 15 220 2150 270 15:5°

120 150 160 13-5¢ 1350 150 ? 50

— 3. VIII. —12. VIIT. — 19. VIII. — 25. VIII. — 1. IX. — 9. IX. —16. IX —

190 110 19-50 15° 170 17¢ 1G°

11-50 150 130 8¢ 10° 140 750
— 25, IX. — 29. IX. — 13. X. — 20. X. — 30. X. — 5. XI. — 17. XI. —

189 110 15° 130 110 8.50 750

140 70 100 950 80 0-5° 60

Vsimneme-li si prabéhu teplot, tu vidime, podle zkuse-
nosti ziskané pi¥i pozorovani na Karl§tejnsku a Lounsku, Ze
kiivka maxim puady sleduje vlastné prabéh teploty povrchu
pudy, jest vyrovnanéjsi, ale ainek insolace jest znateln&jsi.
Prabéh nejvyssich teplot spadal do Eervence, prvé obdobi
maximalnich teplot bylo v prvé polovici ¢ervna, druhé, sou-
visejici s nejvyssi teplotou, od pocatku d&ervence do konce
srpna. Vliv suchého a teplého (aZ abnormalniho) 1éta se tu téz
krasné odraZi. Na jafe a na podzim jsou piirozend maxima
teploty pudni vys$si nez vzduchu.

V hloubce 5 em jsou minima ve svétlé mineralni pudé
(teplomér &. 3) jen o méalo vyssi nez minima v erné padé ky-
selek (teplomér €. 1), pribéh maximdalnich teplot jest p¥iro-
zené vySS8i na ceceminské strani. Difference maxim. a minim.
teplot, zjistovanych teplomérem ¢&. 3, jsou mnohem vé&tsi nez
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v kyselkéch, jsou tu na vapencové suché ptdé vétsi extrémy
v pudni teploté.

V hloubce 20 em jest pribéh v obou pfipadech vyrovna-
né&jsi, minimalni hodnoty sobé bliz§i a v maximalnich teplo-
tach vystupuje tu opét znadny rozdil mezi obéma stanovisky.

Co se ty&e pudni teploty kyselek, vidime, Ze pudy tyto
jsou prFirozené chladnéjsi nez svétlé pudy minerdlni. Pada,
promiSend Getnymi odumfielymi zbytky organickymi, prosy-
cené vodou, brani teplu vnitkati dovnitf. Znaény vliv ma sou-
visly pokryv rostlinny, tvofici moeny drn, i ten zabranuje
vnikani tepla a zvySuje povrchové vyzafovani. Jest pravda
ov8em, Ze Cerna piuda intensivnéji absorbuje teplo, ale v noei
silngji je vyzaiuje. Radi se pudy kyselek v tepelnych svyech
pomérech k chladnym ptadam ragelin, kde poméry jsou jesté
extremnéjsi. P¥i odvodiiovani se tyto poméry asi podobné jako
u raSelin zhorSuji, pouze tam, kde jest pfimés pisku nebo
vétsi mnozstvi vapnité svétlejsi pudy, jsou poméry piiznive]si
a tam se pravé uchycuji xerofilnéjsi druhy.

A pravée na téchto vlhkyeh a chladnéjSich pudach
udrZely se druhy typického sdruZeni saSinového a bezkolence.
Chladnéjsi puda jest téZ p¥i¢inou pozdniho jara vegetace na
kyselkéach.

Na raz spoledenstev méla znaény vliv meliorace, odvod-
néni a preménéni sousednich ploch v pole. Ji byla téZ podmi-
néna sukecese k suchym loukam i loukam kulturnim, ona zpi-
sobila, Ze nalézdme misty pouhé fragmenty jednotlivych spo-
leenstev, rtzné se prostupujici. Podobny vyznam ma i pra-
videlné sekdni (pouze ve Schoenetu provadéné jednou roéné),
umoziiujici pronikati jednotlivym travindm do ptvodnich
spoleCenstev. Nejlépe nam vysvitne vyznam téchto asociaci a
fragmentt, srovname-li je s asociacemi, vyskytujicimi se ve
vétsi rozloze a zachovaleji ve Svycarsku a ve Francii. Mél
jsem prilezitost jednak z autopsie pi¥i exkursich s dr. Braun-
Blanquetem sledovati tyto poméry ve zminénych tzemich,
jednak mohl jsem se, a to hlavng, op¥iti o znamenitou mono-
grafii Kochovu (1926)*) a praci Allorgeovu.**)

*) D. Vegetationseinheiten d. Linthebene unter Beriicksichti-

yung d. Verhiltnisse in d. Nordostschweiz. — 1926.
**) Les associations végétales du Vexin francais. — 1922,
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Vodni vegetace jest omezena jednak na koryta potoki
a odvodiiovacich stok, jednak na rybni¢ky, povstalé nebo roz-
gifené vypichdnim raSelin. Tim si vysvétlime, Ze vodni spo-
ledenstva jevnosnubnych jsou zastoupena pouze fragmentarné.
K nejtypictéjsim mechtim téchto vod nalezi Hypnum scor-
pioides, srdZeni vapence obstaravaji nékteré druhy char (ze-
jména Chara foetida, Ch. fragilis), tvofici ve vodach v nejhlub-
¢ich mistech celé vyznacéné louky. Téz Philonotis calcarea pi¥i-
spiva k usazovani vapence.

Ze svazu Potamion eurosibiricum (Koch, 1926) zastou-
peno jest fragmentdrné Myriophyletto-verticillati-Nuphare-
tum. 7 vyznaénych druht v nagich vodach nalézame Nuphar
luteurn (Hrabanov), Potamogeton natans, P. lucens, P. pusil-
lus (Hrabanov), je doprovazeji Utricularia vulgaris, U. ne-
glecta, P. coloratus. Ceratophyllum demersum. Praveé tato spo-
leénost odpovida tichym vodam nehlubokych tini. Prispiva
ovSem téZz k rychlému usazovani bahna.

K této asociaci pristupuje pruh vice nebo méné vyvinu-
tych spoledenstev, patficich k svazu Phragmition communis.
Nejrozsifenéjsi z nich jest spoleGenstvo rakosin, Scirpeto-
Phragmitelum, k némuz muZeme zapoditati fadu subasociaci,
povazovanych riznymi autory i za samostatnd spolecenstva.
Pro Hrabanov jest vyznadni subasociace s Cladwm maris-
cus. Vyznam jeji ocenil Allorge (1922): pfispiva u drenaznich
stok i v rybniécich k tvofeni pevné zemé, hromadéni humusu.
Opétné u nas pouze fragmentdrné zastoupend, jak sv&déi
snimky: Hrabanov, u rybni¢ku 300—500 m?: Cladium maris-
cus 3, Phragmites 2—3, Scirpus maritimus 1—2, Carex Hud-
sonii + (2); u odvodiiovaciho pfikopu na Hrabanové 10 m?:
Cladium 2—3, Juncus lamprocarpus, Carex Hudsonii, Galium
palustre, Mentha aquatica 1, Lythrum salicaria. Na hlubSich
mistech pronikd Cladium do porosti Secirpus lacustris, Heleo-
charis palustris. Cladium, podobné i Phragmites nalezneme
v nasledujicich spoleéenstvech ve Schoenetum a Molinietum,
kde nam. oznaduji sukeesi.

Misty uplatiiuje se Scirpeto-Phragmitetum typicum (se
Scirpus maritimus, Phragmites, Heleocharis palustris), pri-
padné jednotlivé slozky tvori &isté porosty, z nichZ Seirpus
maritimus, Phragmites zasahuji do hlubsich vod. Na mistech
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vyrypanych, po pfipadé i na obasné vysychajicim dné se udrzi
Scirpeto-Phragmitetum typhosum (Typha latifolia 2, Alisma
plantago +, Galium uliginosum, na vyvySenych sussich mi-
stech pristupuji Carex Hostiniana, Triglochin palustre, Agro-
stis alba, Mentha aquatica). V ob¢as vysychajicich mélkych
piikopech kyselek nalézame fragmenty asociace Glycerieto-

Obr. 1. ., Rrbni¢ek na Hrabanovskych kyselkich, v pozadi porosty
Phragmitetum s ptevlddajicim Cladium mariscus. (viz text), v popredi
Carex clata, budovatel nové pudy.

Sparganietum, vykazujiel jiz wréité vztahy k Bidentetumn tri-
partiti. K vyznaénym druhtm této asociace patii Sparga-
nium erectum (vzacnéjsi S. simplex), Glyceria plicata, G.
fluitans, Veronica beccabunga, Scrophularia alata, které jsou
doprovazeny dr. Scirpus silvaticus, Caltha palustris, Ranun-
culus repens, Lythrum salicaria, Juncus articulatus. Pii ne-
patrné rozloze vodnich ploch na kyselkach, vlivem drenaze
i rypéni raseliny se tyto fragmenty Gasto prostupuji a tvori
misty i dosti pesirou mosaiku. Na ob&asné vysychajicich mi-
stech na Hrabanové pristupuje i Calamagrostis stricta.

K zminénym asociacim p¥ipojuje se svaz Magnocaricion,
zahrnujici Caricetum Hudsonii (elatae) a C. inflato-vesicariae.
U nés na kyselkdch pouze prvni zastoupeno fragmentarné.
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Nejvélsi tlohu dynamickou méa tu vadéi druh Carex Hudso-
nii (nékde nahrazend nebo provazena C. caespitosa). Vnika
jako pFedni pionyr i do predeslé asociace Scirpeto-Phragmi-
tetum a piispiva nemalou mérou k budovani pevné zemé. Pfi-
kladem uvadim snimek z Hrabanova (300 m? — 90—100%

WAL

7
\A‘ SRS

Obr. 2. Seirpeto — Phragmitetum typhosum na Hrabanovskych kyselkdch (viz text}.

pokryvnost) : Carex Hudsonii 2.3, Lythrum salicaria 2.2, Ra-
nunculus repens 2.2, Galium palustre 1, Valeriana dioica 1,
k nim pristupuji Phragmites 2.2, Mentha aquatica, Scirpus
lacustris, S. Tabernemontani, Cardammine pratensis, Poten-
iila anserina 2.2, (larex Goodenoughii, C. Oederi, C. vesica-
via(!), z kera Sa.hx repens, S. aurita. Z mecht byvaji tu za-
stupei r. Hypnum, pokryvajici podobné jako ve Schoene-
tum velké plochy (H. intermedium, H. exanulatum, H. stel-
latum ete.). Nutno pFipomenouti, ze nase Caricetum Hudsonii
jest odchylnou varianton od Svy¥earského. Caricetum wvesica-
riae, k jehoz vérnym druhim Koch poéita Carex pseudocy-
perus, C. riparia, Lysimachia thyrsiflora, Cicuta virosa,
Oenanthe aquatica, zda se byti zastoupeno pouze v mepatr-
wijch fragmentech, nedovolujicich bliziho studia.
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Vyvoj, ktery dnes pozorujeme na zbyteich tini a ve vod-
nich prikopech, jest v podstaté tyz, jak se odehraval p#i za-
rastani tini, povstalych ze starych labskych ramen. Vytvori
se pevna puda, jiZ zaujme nejvyznacénéjsi svaz spoledenstev,
Motinion coeruleae. Tomu vénovany jsou piislusné staté ve
sminénych publikacich; kromé studie Schroterovy t¥eba pii-
pomenouti i prace Ruoffové (1922) a Scherrerovu (1925), obi-
rajici se vyluéné timto svazem.

Mezi tento svaz a Magnocaricion vklada se na naSich
kyselkach nejtypi¢téjsi asociace, Schoenetum nigricantis bo-
hemicum, vyzadujici vlhéi pady. Dluzno zdarazniti, Ze ve vy-
voj 1 Zivotni podminky rufivé zasahla lidska ruka. Naléza-
me-li dnes misty na Hrabanové, podle sdéleni Kle¢kova, Schoe-
netum 1 na mistech sus$sich neZ Molinietum caricetosum pani-
ceae, jest to sekundarni tkaz; Schoenetum udrzele se i tu za
neptiznivvch okolnosti a vyvoj byl zvolnén, ptipadné i za-
drzen. Vitalita vyznaénych druhti této asociace jest znacna.
Ostatné fragmenty této asociace nalézame velmi Gasto v bez-
prostiedni blizkosti odvodiiovacich stok a mé tu nejvétsi vi-
talitu. I jinde v piirozen&jSich podminkach, na p¥. na Slo-
vensku, ve Francii a ve Svycarsku, pfimo navazuje na Mag-
nocaricion a voda po znaénou &ast roku jest pfimo pod po-
vrchem.

Nasge asociace 1isi se ponékud od typickych Svycarskych.
K vyznaénym druhtm poéitdm v naSich pomérech: Schoenus
nigricans, S. ferrugineus, Orchis palustris, Pinguicula vulga-
ris (bohemica), Gentiana turfosa, Tofieldia calyculata, Tara-
xacum palustre, Polygala austriaca, Juncus subnodulosus.

Snimky: (Tabule 2. str. 16—18.)

1. Hrabanov, 180 m, hluboka Cernd puda, 100 m*—100%
pokryv., Cladium mariseus, podobné jako ve snimku 7,
poukazuje na infraaquaticky puvod asce. individua;

2. Vrutice u Mélnika; plochd piida hluboka, ¢erna, kryté
silnou vrstvou mechu, 100 m? (asoc. ind. znaéné homo-
genni na 1500 m?) 100%; typické asoc. ind.;

3. u stanice vrutické, 60 (120) m2—100%, na pudé sussi
(bez mecht!);

4. u Vavfince u VSetat nedaleko zelezni¢ni trati, hluboka
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Gernd puda, Schoenus ferrugineus mé jiz sniZzenou vita-
litu, ¥ada vyznaénych drubt jiz chybi; spalovano,
100 m2>—80%;

5. Vrutickd kyselka, hluboka Gerna piuda, 50 m2—90%,
mocné vyvinutd mechova vrstva, stadium pfipina se na
stadia po vypichané raSeliné;

6. Hrabanov, jemn4 ¢erna puda, silné vyvinutd rhizosféra,
facies s Carex Hostiniana; PH 7-1; 100 m®>—90%;

7. tamtéz, Gerna, hluboka, vapenitd pada, roéné jednou se-
kéno, 100 m2?, 80—90%;

9. tamtéz 300 m? 80—90%: &ernd hluboka puda, ziejmé
sussi facie;

10. Stara Lysa; 100 m2—100%; mazlava vlhkad az mokra
puda, vyznaéni mechovitd vrstva (Schoenetum ferrugi-
nei bohemicum typicum), facies s Juncus subnodulosus,
Hydrocotyle; sekéno;

11. Stard Lysa; suSsi, odvodnéna puda, koseno, piimiSeny
Getné prvky kulturnich luk.

7Z mecht v individuich, jez jsou v plném rozvoji, jsou
vyznaéné Drepanocladus intermedius, Campylium stellatum,
Ctenidium molluscum, Scorpidium scorpioides a j.

Tato asociace vyzaduje vlhké hluboké piudy, bohaté na
uhliGitan vapenaty; ¢asto nalézame i typicky vytvorenou luéni
k¥idu. Nutno odliiti jarni aspekt (V—VI), vyznaény rozkveé-
tem vétsiny vyznaénych druhtt (Schoenus, Pinguicula, Poly-
gala austriaca, Tofieldia, Crepis succisifolia, Orchis palustris)
a ostfic, od letnfho (VILI, IX), kdy se v hnédi uplatiiuje Mo-
linia, Rhinanthus serotinus, Gentiana turfosa, Parnassia.

Celkové nutno zdiurazniti, Ze u nis nemusime odlouéiti
jako samostatnou asociaci individua s pfevladajicim Schoenus
ferrugineus. Lisi se pouze tim, Ze v Cechéach jest facii sucho-
miln&jsi (a€ ne vzdy), do nizZ vstupuji ¢astéji druhy Molinieta.
Od naSeho typického Schoenetum nigrie. bohemicum miZeme
u nas odlouditi facii s Cladium mariscus, které poukazuje
na infraaquaticky puvod téchto asocia¢nich individui. Zaji-
mava facie s Juncus subnodulosus (snimek 10) ma nékteré
druhy, patfiei k Juncetum subnodulosi Koch 1926.
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Na Slovensku podafilo se mné u MoSoveh a Stubiian-
skych Teplic zjistiti Schoenetum schoenetosum ferruginei po-
nékud odchylného razu. Sukeesi jeho bude nutno jesté sledo-

Obr. 3. Pinguicula bohemica na Hrabanovskych kyselkéach,
vyzaény druh porostti §aSinovych.

vati. Jsou to infraaquaticka asociaéni individua, vyznaéna
mechovou vrstvou.

1. Louc¢ka u MoSovet 505 m, jilovito-pis¢ita, znaéné vlhka
pida, PH 6-8: Schoenus ferrugineus 3.3, Primula farinosa 2.2,
Polygalla austriaca 1; k nim pfistupuje Molinia 1.2, Briza 1,
Phalaris 2, Agrostis vulgaris +, Eriophorum latifolium 1; Ca-
rex panicea 1.2, C. Davalliana 2.2—3, C. Hostiniana + (2), C.
flava +, Juncus articulatus +, Valeriana dioica 1, Parnassia
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2.2, Ranunculus acer 1, Lythrum salicaria 1.2, Cirsium palustre,
Vicia cracca, Centaurea elatior, Equisetum palustre, Rhinan-
thus maior, Ononis spinosa, Hypnum stellatum 2.

2. Schoenetum schoenetosum ferruginei u sv. Michala
(Stubii. Teplice) : ¢erna puda téméF pod hladinou spodni vody,
PH 7-2; puda kopeckovita, Schoenus s vyznaénymi druhy ve
vlhéich prohlubeninach, Molinia se suchomilnéjSimi druhy na
vyvySeninach: Schoenus ferrugineus 2.2, Primula farinosa 1.2,
Pinguicula 2.2, Triglochin 1.1, Menyanthes 2.2, k nim se pfi-
druzuje Molinia 2.2, Carex Hostiniana 2.2, C. panicea 2.2, C.
Davalliana 1.2, Linum catharticum 1, Potentilla tormentilla
2.3, Pedicularis palustris, Trifolium fragiferum. V¥znaéné
jest Hypnum stellatum 4.5; 100 (1500) m>*—100%.

Koch zaradil §vvearské Schoenetum do svazu Caricion
fuscae. Rozlisuje jako geografické variety Schoenetum nigran-
tis helveticum, S. s. ferr. subalpinum. Allorge (1922) popsal
S. n. parisiense, jez radi mezi »associations des tourbieres a
Hypnacées« a oznacil je jako »Association & Schoenus nigri-
cans et Juncus obtusitlorus«. Jest vyznaéné nékolika atlant-
skymi druhy. NaSe Schoenetum jest blizké Kochovu a Allor-
geovu. V' jizni Franecii maze Schoenus nigricans podobné jako
Cladium mariscus vystoupiti jako ubikvist v riiznych vod-
nich spoleéenstvech, tvori s Carex panicea vyznaénou facil
spoleé. Caricetum elatae. Od této facie dluzno vsak odlisiti
zcela odchylnou asociaci, kterou prostudoval Braun-Blanquet,
v niz jest. Schoenus nigricans dominantnim a provazen d&et-
nymi halofyty. Jest ov§em zcela odli§na od vSech piedeslych,
jak ukazuje jiz Braunovo oznaceni této asociace »Schoenus
nigricans — Plantago crassifolia« a zafazeni do odchylného
svazu.

Nejvétsi dast povrchu kyselek zaujimaji asociace, které
Koch zarazuje do svazu Molinion coeruleae. Za vyznacéné
druhy pro tento svaz uvadi Koch Molinia coerulea, Serratula
tinctoria, Liysimachia vulgaris, Ophioglossum vulgatum. Prvé
11 jsou velmi hojné zastoupeny na nasich kyselkach, posledni
bylo mnou nalezeno na kyselkach vSetatskych. Molinietum
vyzaduje pidy bohaté na vapno, draslik, dostateéné vzdusné,
¢erné a Cernohnédé (»Gernavy«). Dilezitd jest opétné vyska
hladiny spodnich vod. V 1ét& byva ptda na povrchu vyschla,
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zna¢né porosni. Molinietum nagich kyselek mozno pFiFaditi
k subasociaci Molinietum caricetosum paniceae, vyvojové va-
zané k Schoenetum. Jest téhoz razu jako Kochova subasociace
ve Svycarsku. K vyznaénym druhim patii Molinia coerulea,
Sanguisorba officinalis, Serratulla tinectoria, Cirsium pa-
lustre, Gentiana pneumonanthe, Inula salicina, k nim mozno
pripodisti Iris sibirica (zj]istény mnou u Vsetat). Koch uvadi
jesté Laserpitium prutenicum a Selinum carvifolia. Mnohem
vétsl vyéet vyznaénych druhtt uvadi Scherrer ve své sub-
asociaci Molinietum moliniosum, jeZ by se v8ak blizila nagim
suchomilngjs§im faciim nebo pfechodnim stadiim k suS§im
loukam. Koch rozlisuje Molinietum podle ubyvajici vlhkosti
v M. caricetosum Hostinianae (nejvlhéi subasociaci, pfimykajiei
se k Schoenetu), M. caricetosum paniceae (Molintetum typi-
cum) a M. caricetosum tomentosae. Lize zjistiti v naSich aso-
ciaénich individuich uréité nabéhy k vytvofeni M. caric. Ho-
stinianae, setkdvame se i s uritymi diferencialnimi druhy této
subasociace. Nemozno vSak téchto {ragmentd pouZiti. Né-
které differencidlni druhy tieti subasociace Kochovy uréuji
u nas suchomilngjsi facie.

Snimky (Tabule 3. str. 19—22):

1. 210 m, u Staré Lysé, hluboka ¢erna pada, 100 m>—90%;
. u Vaviince blize Mélnika, dernohnéda jilovitd puda,
100 m2—100%; .

. Hrabanov u Lysé, 100 m2—80%, puda &ernd, hluboka;

. Vsetaty, hluboka, éerna, vlhéi pada, 100 m>—100%;

. Hrabanov, ¢ernava hluboka puda 100 m2—100%;

6. St. Lysa, 75 m?>—100%, odvodnéno, nabéh ke ku.lturmm
loukam; Ty

7. kyselky u P#ivor, pod Sedou vrstvou hliny blla vapen—
cova vrstva, 100 m2—100%

8. kyselky u Cedelic, 100 m®>—100%, hluboka puda, sussi
facie; vyznaény vyskyt Dianthus plumarius;

9. tamtéz, 100 m®>—100%; vyznaéna suchomilna facie;

10. kyselky u Pfivor na vyvySeném sus8im misté, 100 m>—
100%.

Snimek 1.—6. jest bran v aspekiu jarnim, 7.—10. v pod-
zZimnim.

vl N

<t
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Louky jsou pravidelné dvakrat koseny, nedostateéné od-
vodhiovany. Zasah lidsky v partiich sus§ich podporuje Sifeni
Bromus erectus a suchomilnéjsich druhd (Campanula glome-
rata, Betonica officinalis, Daucus carota, Ononis spinosa,
Picris hieraciifolia, Centaurea jacea, Campanula rotundi-
folia, Festuca ovina). Tuto spoleénost muzZeme oznaéiti jako
Molinietum brometosum. Xerofilni rdz muze byti dikladnéj-
§im oduvodiiovanim stupiiovan. Jsou to jiZ spoleenstva
blizka Mesobrometum brachypodietosum. Blizké piibuzenstvi
k Molinietum jest tu z¥ejmé. Blizka jsou §vycarskému Meso-
brometum, ale svou chudobou 1i§i se od Schererova Brometum
brometosum.

K doplnéni uvadim dva snimky tohoto spoleGenstva.

1. Vsetaty, 100 m®>—100%; puda Sedocerni, vespod Seda,
bohati, odvodnéna: Bromus erectus 3.4, Brachypodium pin-
natum 1.2, Onobrychis viciaefolia 1.2, Tetragonolobus 2.2,
Galium verum 1.2, Briza 1, Bupleurum falcatum 1.1, Ranun-
culus polyanthemus 1, Campanula glomerata 1.2, Ononis spi-
nosa, Cirsium arvense, Cardamine pratensis, Plantago me-
dia, Poterium sanguisorba, Polygalla oxyptera, Crepis suec-
cisifolia, Reseda luteola, Potentilla opaca, Pimpinella saxi-
fraga, Orchis militaris, Trifolium alpestre, Achillea collina,
Centaurea jacea.

2. U Vaviince, puda Sed4, hluboka, vapenitd, 100 m2—
100%: Bromus erectus 2.2, Brachypodium pinnatum 1.2,
Dactylis 3.3, Briza 1.2, Carex panicea 1.2 (— v), Poa trivialis
1, Carex hirta, Agropyrum repens, Carum carvi 1, Bellis
perennis 1, Ranunculus polyanthemus 1, Achillea collina 1,
Taraxacum officinale 1—2, Chrysanthemum leucanthemum
1.2, Trifolium repens 2.2, Lotus corniculatus 1.2, Potentilla
repens 1—2, Leontodon autumnalis, Polygalla oxyptera,
Orchis militaris, Convolvulus arvensis, Lychnis flos cuculli,
Galium mollugo, Tetragonolobus.

V podzimnim aspektu pfistupuje Molinia.

Z facii Molinietum typicum (= M. caricetosum paniceae)
mozno uvésti faeii Carex Davalliana. Dalsi vyvoj Molinieta
by vedl k Salicetum.

Misty setkdvame se s Molinietem zvlastniho razu. Jest
to spoleCenstvo, povstalé zejména na mistech, kde byla rypana
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raSelina. V pudé uplatiiuje se i pisek. Jako p¥iklad uvadim
z Hrabanova (100 m®>—70%): Molinia 3.3, Sanguisorba --,
Lysimachia vulg. 1—2, Cirsium palustre 4 1, Lythrum sali-
caria 1—2, Calamagrostis stricta 1—2, Agrostis vulgaris 1,
Deschampsia caespitosa 2, Anthoxanthum 1, Potentilla tor-
mentilla 1, Mentha aquatica 1—2, Centaurea jacea + Rhinan-
thus serotinus +, Potentilla reptans 2, Galium uliginosum --.
Tato asociace pfimo navazuje na Magnocaricion. Oznactuji ji
jako Molinieto-Agrostidetum, misty s facii Calamagrostis
stricta. Tato asociace jevi tendenci piejiti v Salicetum, nalé-
zdme v ni i dfeviny Salix alba, S. caprea, Populus tremula,
oznacéujici mozny smér dalsi sukcese, jemuZ ovSem brani za-
salh lidsky.*)

Vzajemny pomér spolefenstev na stfedoceskych kysel-
kadch ndm nejlépe znazorni nasledujici schema:

Frng‘ment Myriophyllelto—verticillati-Nupharetum

Y
\ _ Scirpeto-Phragmitetum
Glycerielo-Sparganietum

I— Magnocaricion (Caricetum e atae)

Schoenetum nigricantis bohemicum

{
Molinietum carie. paniceae

Molinieto (odvodnéni, koseni) —
Agrostidetum

t
) ? Mesobrometum brachypod.(?)

Arrhenatherum

luhové lesy | elatior-Trisetum
Salicetum flavescens asociace

n] T

by R "
*) Na nejlépe obhospodatovanych lukéch nalézdme spolecnosti,

které se blizi loukam typu Arrhenatherum elatior-Trisetum fla-
vescens, kulturni typ, vyhodny jiZ pfi obhospodafrovani.
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Pokraéuvani tabulky 3.

Molinietum caricetosum paniceae

1 2 | 3 | 4| 5 | 6| 7] 8
Festuca ovina........................ P
Galium asperum .................. ... .. ..., . .
G.erectum. .......... .. . i . 1—2
G. uliginoSum . .« . .vvtti i s + . .
Geranium pratense ...................oiiaieion. . . 1
Hydrocotyle. ... . +
Juncus lamprocarpus................... ..., . 1—2
Lathyrus pratensis .................. ... ... ...... 1 .
Medicago faleata.................. ... ... ..., . . +
Polygonum bistorta ............................. 1.2 .
Ranunculus bulbosus............. ... .. ... ..... +
Silene inflata............ ... o i i . . . 1
Taraxacum palustre................ .. iiiinn.n . + .
Viola elatior .............coiiiiinn.. Ce . . +
Viscaria vulgaris................ e =+ .

Néhodné (Zufillige — Accidentelles):

Cladium mariscus. .. ..ooovueevnenenne,... N -+ .
Festuca pratensis . ..........coovnoviiiiiiiiaaann ) 1 1 1
Holcus 1anatus .. ....ovuit e cn i enannnn .
Pinguicula vulgaris ......................... R -
Trisetum flavescens .................coiiiuian.
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Résumé.

Une contribution a I'étude soeiologique des associations de la vallée
de I’Elbe (Labe).

(C’est une partie centrale de la vallée de Labe qui était
déja au commencement du XX° siecle le sujet des études
flovistiques. On fait des études phytogéographiques de cette
contrée (Velenovsky, Domin, Klika).

Les tourbiéres a Hypnacées (»kyselky« et »@ernavy«),
qui forment, au point de vue botanique, la partie la plus inté-
ressante de nos associations, sont aujourd’hui peu nombreuses.
On les trouve prés de Hrabanov (non loin de Liysd), prés de
Vietaty-Liblice et & Vrutice prés de Mélnik. C’est la présence
d’une nappe d’eau tellurique limpide & circulation lente, riche
en sels minéraux (earbonate de Ca principalement) qui favori-
salt la formation et accumulation de la tourbe et du sol. La
réaction en est toujours alcaline. Aujourd’hui la hauteur de la
surface d’eau souterraine est un des facteurs principaux qui
provoquent la naissance de nos associations. Mais I'influence
de 'homme (surtout le drainage) se fait valoir, les associations
changent, puis disparaissent. Souvent ce sont seulement des
fragments des associations originales qui survivent.

De méme j’ai suivi le maximum et le minimum de tempé-
rature du sol au courant de 'année 1928. J’ai employé les ther-
mometres maximinimaux de Sixte installés dans la terre. J’en
ai installé un a la profondeur de 5 em, un autre a celle de
20 em, dans le sol de nos prairies prés de Vietaty, a une sta-
tion du Molinietvm caricetosum paniceae. Le sol y est pro-
fond, noir, sans pierres, riche en carbonate. Fin vue de com-
paraison, j’ai installé encore deux thermométres de Sixte
(no 3, 4) dans la méme profondeur sur une colline a 210 m
de hauteur. Le sol est sec, blane, squelettique, crétacé. La il y
a le Caricetum humilis et le Brachypodietum pinnati. La
pente est située vers Sud-Est. En regardant la table no 1
(voir p. 15) nous pouvons constater que le sol noir et humide
du Molinietum est plus froid que la terre blanche du Brachy-
podietum. C’est la quantité de débris organiques, puis la cou-
leur nojre et 'humidité du sol qui en sont la cause. Il est vrai
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que leau empéche la naissance de températures extrémes, (e
grandes différences entre le maximum et le minimum (voir
p. 2—3, ou il y a une table de différences des maxima et des
minima de nos thermomeétres au courant de l'année). Nous
voyons le contraire a la seconde station (therm. no 3, 4; le dia-
grame, p. 15). La température plus basse du sol de nos prairies
est la cause d’un retard de la saison printaniere.

La végétation aquatique se trouve seulement dans les
grands fossés de drainage ou dans des fosses qui restérent
apres I'extraction de la tourbe. lei le Hypnum scorpioides, puis
le Philonotis calcarea appartiennent aux mousses les plus ty-
piques. Les especes différentes de Chara vivent dans les eaux
Jes plus profondes, ou elles jouent un réle édificateur en séeré-
tant CaCO, (de méme que le Philonotis calcarea).

Nous pouvons distinguer sur notre territoire les asso-
ciations suivantes:

1. les fragments du Myriophylleto-verticillate-Nuphare-
tum (voir p. D);

2. leScirpetum-Phragmitetum avee une facie a Cladium
mariscus (voir p. 5) et une facie a Typha latifolia (Seir-
peto-Phragmitetum typhosum, voir p. 6). Les espéces de
cette association exercent a la fois le role destructeur envers
Passociation précédente et un rodle édificateur et conservateur
envers celle dont elles font partie;

3. les fragments du Glycerieto-Sparganietum se tiennent
dans les fosses peu profondes et souvent déssechées (voir
p- 6);

4. les fragments du Caricetun. Hudsonis (Magnocarieion)
jouent un rdle tres important dans la naissance du sol (voir
p-7);

0. le Schoenetum nigricantis bohemicum vient sur le sol
déja fixé, humide, noir. On y trouve souvent la couverture des
mousses typiques (Drepanocladus intermedius, Campylium
stellatum, Ctenidium mollusecum, Scorpidium scorpioides etc.).
Cette association ressemble beaucoup a celle de la Suisse (Koch
1926) et de la France (Allorge 1922). Nous voyons les especes
de cette association dans la table 2 (voir p. 16—18). Les releviés
provenant de Hrabanov, de VSetaty et de Vrutice sont pris,
pour la plupart, sur 100 m2. Dans cette table je donne 'abon-
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dance et la dominance de chaque espéce. Il faut distinguer
Vaspect du printemps (la saison ol on voit en fleur Schoenus,
Pinguicula, Tofieldia, Polygala austriaca, Crepis succisifolia,
Orchis speec. div.) de celui de Pautomne. La présence du Cla-
dium dans quelques relevés est le signe d’origine infraaquati-
que. Une facie a Juncus subnodulosus a déja quelques especes
caractéristiques pour le Juncetum subnodulosi (Koch 1926).
En Slovaquie, j’ai trouvé dans le Grand Fatra le Schoenetum
schoenetosum ferruginel qui a une composition un peu diffé-
rente (voir p. 10—11). '

6. Le Molinietum caricetosum paniceae (qui appartient
au Molinion coeruleae) couvre la plus grande partie de nos
prairies. C’est une association qui suit le Schoenetum (voir le
schéma de la succession p. 14); elle exige une terre plus seche,
poreuse, bien aérée, d'une couleur noire-brunatre. Elle s'ap-
proche de la méme association de la Suisse et méme de celle de
la France centrale (voir table 3). L’influence de 'homme, sur-
tout le drainage, qui desséche le sol, facilite la concurence des
especes plus xérophiles. Nous voyons apparaitre les asso-
ciations qui s’approchent du Mesobrometum brachy podieto-
sum. (voir p. 00).

Le Molinieto-Agrostidetum (voir p. 14) sempare de
la terre apres I'extraction de la tourbe.

Nous pouvons rencontrer dans notre territcire des prai-
ries cultivées qui appartiennent déja au type d’Arrhenathe-
rum-Trisetum flavescens.

Le climax de nos tourbiéres, peut-étre le Salicetum et
I’Alnetum, nous manque presque complétement.

Le schéma (voir p. 14) nous donne la succesion des
associations.
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‘Flechten aus der Cechoslovakei.
Ven Dr, M. SERVIT.

Vorgelegt am 9. Oktober 1929,

1. Die Umgebung von Praha.

In den Jahren 1920 und 1926 unternahm ich eine Reihe
von Exkursionen in die Umgebung von Praha (Prag), auf denen
ich das meiste Material fiir diese Arbeit sammelte. Weiters
erhielt ich zur Bearbeitung die von RNC J. Podzimek
im Prager Gebiet gesammelten Flechten, sowie einen kleinen
Teil des lichenologischen Materials Prof. Dr. Podpéras,
welches sich im botanischen Institute der Universitdt in
Praha befindet.

Auch diese Arbeit wurde mir durch das Entgegenkommen
der botanischen Abteilung des Naturhistorischen Museums
in Wien, des pflanzenphysiol. Institutes in Miinchen und
des botan. Institutes in Berlin-Dahlem sehr erleichtert und
ich bin den Herren Hofrat Dr. K. Keissler (Wien), Pro-
fesor Dr. von Schoenau (Miinchen) und Dr. K. Schul z-
Korth (Berlin-Dalhem) fiir die Einsendungdes umfangreichen
Vergleichsmaterials zu grossem Dank verpflichtet. Auch Herrn
Bernt Lynge aus dem Botanischen Museum in Oslo
gebiithrt mein Dank fiir die Einsendung einiger Arten der
Gattung Aspicilia zum Vergleiche.

Bei der Bearbeitung des Materials fand ich bei einigen
lichenologischen Monographen, die mein Material bestimmten,
wertvolle Unterstiitzung. Es sind dies H. Sandstede —
Bad Zwischenahn (Cladonia), A. H. Magnusson — Gote-
borg (Acarospora), Dr. A. Hilitzer — Praha (Par-
melia), B.Lynge— Oslo (Physcia), Dr. V.Gyelnik —
Budapest (Peltigera), sowie H. Zschacke — Bernburg
Veéstnik Kral. Ces. Spol. Navk. Ti. II. Rog. 1929.
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(ein Teil der Verrucariaceaen; publiziert wird derzeit jedoch
nur Staurothele Ambrosiana).

Im folgenden fiihre ich eine Anzahl charakteristischer
Standorte mit ihrer Flechtenvegetation an:

A. Charakteristische Standorte.

Lydit.

Sarkatal:

1. Abs. H.270m, etwa in 45° geneigte Felsenwénde beim
Eingangin die Schlucht Dzban bei Liboc. Dem Lichte und dem
Winde von W. voll exponiert. Substratfeuchtigkeit kaum vor-
handen, nur in einigen Spalten scheint zeitweise etwas Wasser
durchzusickern.

a) Neuere Steinfldchen, nach Steinbruch: Thyrea
pulvinata, Collema rupestre, Lecanora gibbosa f. porinoidea,
Lecanora wmbrina, L. wncusa f. caesiella, Parmelia mol-
leuscula, Xanthoria parietina, Physcia mnigricans, Ph.
virella.

b) Urspriingliche Felsenoberfliche: Lecanora gibbosa
f. porinoidea, Parmelia molliuscula, P. proliza, Rinodina
orewna, Ph. caesia, Cladonia fimbriata var. ochrochlora.
Erde: Lecidea uliginosa var. humosa.

2. FuBl der gegen SW gerichteten Felsenwinde beim
Eingang in die Schlucht Dzban: Lecanora gibbosa, Parmelia
conspersa, P. glomellifera, var. grisea, P. physodes, P. mol-
leuscula, P. proliza, Rinodina oreina.

3. An iiberhédngenden Felsenwandpartien bedecken hier
die Flechten nur etwa 10°, der Steinoberfliche: Parmelia
conspersa und Rinodina oreina.

4. Der Pumkt 331 im Sdrkatale besteht aus einer
romantischen Lyditfelsenrippe, offen gegen WNO. Grundfeuch-
tigkeit kaum vorhanden: An iiberhingenden Winden Acaro-
spora oxzytona, Rinodina oreina dagegen mehr an frei expo-
nierten Felsenteilen; Crocynia membranacea, Lecidea ostreata,
Cladonia bacillaris, Cl. fimbriata var. ochrochlora, Cl. squamosa,
Gyrophora hirsuta, Acarospora oxytona, A. fuscata, Lecanora
orosthea, Parmelia furfuracea f. thamnodes, P. glomellifera, P.
physodes f. platyphylla, Rinodina oreina.
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Auf dem Erdreich der Felsenstufen Cladonia foliacea
var. alcicornis.

Schieter.

A. H. 265, Felsenblock neben dem Meyerhof Jenerdlka:

5. Senkrechte Nordwand, meist uberhidngend, Licht
und Wind nur von N, Grundfeuchtigkeit sehr gering. Buellia
porphyrica, B. canescens var euthallina.

6. Stellenweise mehr Feuchtigkeit: Verrucaria glaucella
Collema rupestre, Lecanora incusa f. elaeoplaca, Ramalina
pollinaria f. humalis, Xanthoria fallax, Buellia punctiformis
var. stigmatea, Physcia deminuta.

7. Stufenweise ansteigender Westhang des Felsenblocks.
Wenig Grundfeuchtigkeit: Rhizocarpon disporum var. Mon-
tagnei, Cladonia foliacea var. alcicormis, Gyrophora hirsuta,
Acarospora fuscata, Lecanora incusa f. olivacea, Parmelia
glomellifera, P. molliuscula, P. proliza, P. saxatilis, Xanthoria
fallax, Buellia badia.

8. Plateau des Felsens: Umbilicaria pustulata, Parmelia
molliuscula, P. proliza. Auf sandigem und schotterigem Boden:
Lecidea granulosa, Parmelia prolixa var. Pokorny:, Cetraria
aculeata.

Abs. 'H. cca. 270 m. Schlucht oberhalb der Ortschaft
Vsenory am Flusse Berounka:

9. Kleiner Felsen in der Schluchtsohle, am Bichlein,
von Baum — und Gebiischkronen iiberdeckt, ohne direktes Licht
und Wind, Substratfeuchtigkeit genug oder auch wenig
(dann Coniocybe furfuracea): Porina chlorotica, Contocybe
furfuracea, Baeomyces rufus.

10. Am Fusse der gegen W gerichteten Lehne schiitterer
Hichenwald. Auf Steinen: Lecidea latypiza, Buellia puncti-
formis var. stigmatea, Rinodina atrocinerea var. fatiscens.
AufdemBoden: Peltigera polydactyloidesf.imbricatoides, Clado-
mia caespiticia, Cl. furcata, Cl. pyxidata var. chlorophaea, CI.
fembriata, Cl. sylvatica f. pygmaea.

11. Schiefergerolle unterhalb der kleineren Felsen, dem
Lichte von W ausgesetzt, Steinchen ohne Kapillarverbindung
mit Substrat: Lecanora gibbosa, L. polytropa f. illusoria,
Parmelia conspersa, P. glomellifera, P. molliuscula.

12. Stufenartige kleinere Felsen, gegen W, voll beleuchtet
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und teilweise auch dem Winde exponiert: Dermatina perexigua,
Diploschistes scruposus . parasiticus, f. violarius, Crocynia mem-
branacea, Rhizocarpon viridiatrum, Rh. geographicum f. conti-
guum, Cladonia pyxidata var. chlorophaea, Stereocaulon quisqui-
liare, Acarospora fuscata, Parmelia glomellifera, P. molliuscula,
P. proliza, Buellia punctiformis var. stigmatea, Lecidea gri-
sella, L. fuscoatra var. Podpérae, L. neglecta, Cladonia dege-
nerans, Cl. caespiticia, Cl. foliosa var. alcicornis, Cl. papillaris,
Baeomyces roseus, Lecanora incusa f. caesiella, Parmelia
caperaia f. sorediosa, P. physodes, P. Mougeotii, P. pannarii-
formas, Caloplaca caesiorufa.

Diabas.

Die erste Gruppe der untersuchten Diabasfelsen und
Steine ber Motol liegt an der ehemaligen westlichen Peri-
pherie Prags, heute schon innerhalb der Grenzen GroBprags;
es sind dies Felsen, welche wohl schon bald verschwinden
diirften:

13. Ein kleiner Felsen etwa 500m noérdlich von der
StraBe zw. Kosife und Motol. Licht und Wind von S, Grund-
feuchtigkeit gering: Dermatocarpon miniatum var. com-
plicatum, Peltigera malacea f. polyphylla, Lecidea latypiza,
Rhizocarpon disporum var. Montagneti, Stereocaulon quisqui-
liare, Acarospora badiofusca var. lepidioides, Lecanora Hoff-
manni, L. Domwniana, L. frustulosa var. argopholis, L. albo-
marginata, L. tncusa f. caesiella, Parmelia glomellifera, P.
molliuscula, P. prolixza, P. conspurcata, Buellia saxatilis.

14. Unterhalb einec Spalte, aus welcher zeitweise Feuch-
tigkeit heraussickert: Dermatocarpon rufescens, D. miniatum
var. complicatum, Acarospora badiofusca var. lepidioides, Leca-
nora albomarginata.

15. Felsenpartie mit etwas mehr Substratfeuchtigkeit
und teilweise im Gebiischschatten: Cladonia pyxidata var.
chlorophaea, Lecanora polytropa, L. muralis, L. incusa f. cae-
siella, Parmelia prolixa, Caloplaca tegularis.

16. Plattform des Felsens, mit freiem Zutritt von Licht
und Wind, mit etwas Feuchtigkeit: Physcia grisea var. pityrea.
Auf einem Sandsteinstiick: Rinodina demissa.
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Ahnlicher stufenartiger Felsen an der StraBe wvor
Motol. Gegen S frei exponiert, etwas Substratfeuchtigkeit
wahrnehmbar:

17. Gerdlle unterhalb des Felsens: Lecanora alphoplaca.

18. Etwa 2 m hohe Felsenwand: Collema pulposum, Le-
ctdea latypiza, Toninia coeruleonigricans, Acarospora badiofusca
var. lepidiodes, Lecanora wmbrina, L radiosa var. tncanescens,
Lecania erysibe var. Rabenhorstii, Parmelia proliza, Caloplaca
decipiens, Buellia punctiformis var. stigmatea.

19. Abgerundete, aus dem Boden herausragende Diabas-
schollen unterhalb des Felsens. Das Gestein stark verwittert:
Diploschistes scruposus f. violarius, Acarospora badiofusca var,
lepidiodes, Lecanora Dominiana, L. umbrina, L. frustulosa
var. argopholis, L. alphoplaca, Candelariella vitellina f. arcu-
ata, Parmelia glomellifera, f. grisea, P. proliza, Physcia ad-
scendens.

20. Gegen N gerichtete Wand des Felsens mit Kreuz bei
Motol. Grundfeuchtigkeit wahrnehmbar: Diploschistes scru-
posus f. bryophilus, Gyalecta ulmsi, Lecidea neglecta, Bacidia
umbrina var. psotina, Lecanora sulphurea, L. albemarginata,
Parmelia molliuscula, Ramalina pollinaria var. humsilis.

Zwischen Moos und auf der Erde: Cladonia sylvatica,
Cl. pyxidata var. chlorophaea, Parmelia physodes, P. mollius-
cula var. hypoclysta, Cetraria muricata, Physcia muscigena.

21. Kleinere Felsenwand, gegen S frei. Substratfeuch-
tigkeit sehr gering : Diploschistes scruposus f. violarius, Lecidea
latypiza, L. neglecta, Rhizocarpon viridiatrum, Acarospora ba-
diofusca var. lepidioides, Lecanora Dominiana, L. Hoffmanni,
Candelariella vitellina, Caloplaca aurantiaca var. diffracta, C.
elegans.

22. Kleiner feuchter Felsen an der neu bewaldeten Lehne
vor Motol, gegen N frei exponiert: Lecidea grisella, Lecanora
conferta, Ramalina pollinaria f. humilis, Blastenia rupestris
var. comiasts. Daselbst auf dem Boden Catillaria chalybeia f.
terricola.

23. Abs. H. 240 m. Unterer Teil der Ostlehne unterhald
Nova Ves tm Prokoptal. Das Diabasgestein stark zersetzt, gegen
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SW frei. Substratfeuchtigkeit wenig: Endocarpon pusillum,
Dermatocarpon rufescens, Lecidea latypiza, L. testacea f. bo-
hemica, Towninia coeruleonigricans, Rhizocarpon wviridiatrum,
Acarospora badiofusca var. lepidiotdes, Lecanora frustulosa
var. argopholis, Caloplaca caesiorufa.

Nur der untere Teil der Lehne besteht aus Diabas, der
obere Teil ist aus Kalkstein. Ebensolche Verhiltnisse herrschen
auf dem folgeuden Standorte:

24. Abs. H. 320 m. Diabasschollen am Abhange unterhalb
der Kalksteinwinde ber Sv. Jan pod skalow (Sv. Ivan). Grund-
feuchtigkeit vorhanden, etwa 80%, des direkten Lichtes durch
Baumkronen des Eichenhains zuriickgehalten: Diploschistes
scruposus f. violarius, Collema pulposum, C. multifidum var
jacobaefolium, Placynthium wigrum, var. triseptatum, Rhizo-
carpon geographicum f. contiguum, Bacidia muscorum var.
protensa, Cladomia rangiformis f. foliosa, Lecanora contoria
var. albocincta, L. Hoffmanni, L. subfusca var. campestris, L.
radiosa var. incanescens, Candelariella vitellina, Parmelia glo-
mellifera, P. moliuscula, Blastenia rupestris var. rufescens,
Caloplacavariabilis, Rinodina Bischoffii f. subathallina, Physcia
caesia, Ph. nigricans.

25. Abs. H. 280. Niedrige senkrechte Winde im Haine
des Westhanges der Kreuzanhohe. Etwas Grundfeuchtigkeit
vorhanden. Von direktem Lichte und Wind von W etwa 509/,
durch Baume aufgehalten: Gyalecta jenensis, Leptogium li-
chenoides, Lecidea lucida.

26. Abs. H. 320 m. Auf dem Boden des Westhanges der
Anhohe mit Kreuz. Hain, mit Eichen, Linden. Boden mit
betridchtlichem Humusgehalt, durch die Baumkronen nur teil-
weise beschattet. Wenig Grundfeuchtigkeit: Collema pulposum,
C. granuliferum, Leptogium byssinum, L. lichenoides, Solorina
saccata, Peltigera praetextata, Cladonia chlorophaeaf. pachy-
phylla.

Kalkstein.

Anhohe zw. Zlichov und Hlubocepy

27. Abs. H. 250 m. Beim Baue der Eisenbahn vor vielen
Jahren aufgedeckte niedrige, gegen S gerichtete Felsenwand.
Substratfeuchtigkeit wohl wenig: Staurothele Ambrosiana, Ca-
tillaria subgrisea, Biatorella pruinosa f. macrotoma, f. inter-
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media, Lecanora dispersa, Caloplaca variabilis, C. lactea var.
aurea.

Das Prokoptal :

28. Abs. H. 250 m. Niedrige Schollen am Abhang gegen
SO oberhalb Hlubolepy. Stark trocken: Verrucaria glaucina,
Lecanora Hoffmanni, L. contorta, L. umbrina, L. muralis var.
versicolor, L. radiosa, Buellia epipolia var. venusta, Physcia
NLGriCans.

29. Abs. H. 230 m. Niedrige Felsenrippe an einem
Abhangsriicken gegen S oberhalb der Zementfabrik. Dem
Lichte und Wind voll exponiert. Kalkstein mit Silikatein-
schliissen, Grundfeuchtigkeit gering: Diploschistes scruposus
f. violarius, Bacidia wmuscorum var. protensa, Rhizocarpon
viridiatrum, Acarospora Heppii, A. fuscata, Biatorella stmplex
var. strepsodina, Lecanora Hoffmanns, L. subfusca var. cam-
pestris, L. sulphurea, L. polytropa f. illusoria, L. radiosa, Lecania
erysibe var. Rabenhorstii, Candelariella vitellina, Parmelia
glomellifera, P. proliza, Buellia epipolia var. venusta.

30. Abs. H. 230 m. Ewn Felsen am Wege in der Talsohle,
gegen S, von Laubbdumen teilweise beschattet, mit mehr
Feuchtigkeit: Diploschistes scruposus f. wviolarius, Toninia
coeruleonigricans, f. opuntioides, Lecanora albomarginata, L.
muralis var. versicolor, L. Garovaglii, Parmelia prolixa var.
pannariiformis.

31. Abs. H. 250 m. Senkrecht gegen N abfallende 5—6 m
hohe Felsen in der Siidlehne des Prokoptales hinter dem
Wirtshause. Die Felsen ragen teilweise iiber die Baumkronen
hervor. Licht und Wind nur von N. Stellenweise trocken
stellenweise sickert etwas Feuchtigkeit auch im Hochsommer
aus Spalten heraus.: Verrucaria glaucina, V. myriocarpa,
V. coerulea, Diploschistes albissimus, Catillaria chalybeia,
Rhizocarpon concentricum, Lecanora crenulata f. dispersa,
L. subfusca var. campestris, Lecania erysibe var. Rabenhorstit,
Ramalina popullina f. humilis, Blastenia rupestris var. rufes-
cens, Opergrapha saxicola, Gyalecta jenensis, Rinodina
Bischoffii var. immersa.

32. Dortselbst, wo mehr Feuchtigkeit: Opegrapha
saxicola, Lempholemma chalazanodes, Obryzum corniculatum,
Peltigera rufescens, Blastenia rupestris var. coniasis.
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33. Abs. H. 230 m. Gegen S gerichtete Felsenwaud im
Prokoptale gegeniiber der Ortschaft Klukovice. Direktes Licht
und Wind nur von S. Etwas Substratfeuchtigkeit vorhanden:
Am FuB der Felsenwand: Endocarpon pusillum, Dermato-
carpon rufescens, Allarthonia lapidicola, Pecania coralloides,
Collema wmultifidum var. wmarginale, Leptogium lichenoides
var. pulvinatum, var. lophaeum. Catillaria athallina f. acrus-
tacea, Towinia candida, T. coeruleonigricans, f. caulescens,
Biatorella pruinosa f. illuta, Lecanora Hoffmanni, Lecania
erysibe var. Rabenhorstii, Galoplaca lactea f. aestimabilis, C.
variabilis, Rinodina Bischoffii var. immersa.

34. Abs. H. 240 m. Kleiner Felsen mit Silicateinschliissen
oberhalb des Eisenbahneinschnittes bei Klukovice. Gegen NO.
Etwas feucht: Verrucaria wmyriocarpa, Opegrapha saxicola.
Diploschistes scruposus f. wviolarius, Catillaria nigroclavata,
Toninia twmidula, Lecanora crenulata, f. dispersa, Caloplaca
Heppiana, Buellia porphyrica.

35. Abs. H. 230 m. Flache kleine Felsen n der Talschle
unterhalb der Oritschaft Nowd Ves. Nicht beschattet, mehr
Feuchtigkeit: Collema multifidum var. jacobaefolium, Aca-
rospora cervina, Buellia epipolia var. venusta f. ocellata,
Physcia caesia, Ph. nigricans.

36. Abs. H. 250 m. Niedrige gegen S gerichtete 1Vand
des Abhangsriickens vor Klukovice. Dem Licht und Wind von
S voll eéxponiert, wenig Feuchtigkeit, Silikateinschliisse:
Lecidea latypiza, L. vulgata, Lecanora frustulosa var. argo-
pholis, L. muralis var. versicolor, Parmelia molliuscula, P.
prolixa.

Ortschaft Srbsko am Flusse Berounka:

37. Abs H. 220 m. Kleiner aus dem Boden hervor-
ragender Felsen an der Strafle n. der Ortschaft. Exponiert
gegen S, mehr Feuchtigkeit: Sarcopyrenia gibba, Lecanora
contorta, Caloplaca variabilis.

38. Eine etwa 3 m hohe Felsenwand an der Stralle
etwas nordlicher. Gegen O. Stellenweise sickert das Wasser
deutlich durch: Sarcopyrenia gibba, Verrucaria rupestris.
Allarthonia lapidicola, Collema furvum, Leptogium liche-
notdes, Placynthium nigrum var. fuscum, Peltigera rufescens,
Lecidea vulgata, Lecanora contorta, L. Hoffmanns, L. dispersa,



Flechien aus der Cechoslovakel. 9

L. radiosa f. farinosa, Lecania erysibe var. Rabenhorstit,
Caloplaca wvariabilis, C. aurantiaca var. diffracta, Rinodina
Bischoffii var. protuberans.

39. Abs. H. 250 m. Felsen im bewaldeten Tal weiter
nordlich, gegen S gerichtet, der Kalkstein weich, verwittert,
stellenweise mehr Feuchtigkeit: Thyrea pulvinata, Psorotichia
Schaereri, Leptogium lichenoides var. pulvinatum, Placynthium
nigrum var. fuscum, Leptogium turgidum, Peltigera rufescens
f. wncusa, Catillaria lenticularis f. pulicaris, Caloplaca lactea
f. aestimabilis.

Der Felsen mit Kreuz oberhalb Sv. Jan pod skalou:

40. Abs. H. 400 m. Gipfelfelsen, ungefdhr horizontale
Flédche, unbeschattet, dem Winde voll exponiert, sehr trocken:
Verrucaria lecideoides var. mnuta, Psorotichia murorum,
Lecidea subdiffracta, Acarospora macrospora, Lecanora cre-
nulata f. dispersa, L. muralis var. albopulverulenta, L. radiosa,
L. albescens, Candelariella wvitellina, Caloplaca coronata, C.
lactea f. aestimabilis, Buellia epipolia var. venusta f. ocellata,
Rinodina Bichoffw f. euthallina, £. subathallina, R. lecanorina.

41. Dortselbst, einige m hohe Wand gegen N, von Laub-
baumkronen beschattet, wenig Feuchtigkeit: Verrucaria
coerulea, Catllaria lenticularis f. chalybeia.

Da die meisten Standorte in einer absoluten Hohe
von 200—300 m liegen, werden die Hohenzahlen im Weiteren
hei ihnen nicht angefiihrt.

B. Systematischer Teil.

Ascolichenes
Pyrenocarpeace.
Verrucariaceae.

Sarcopyrenia gibba*) Nyl. (Taf. I.)

Im Tal nordl. von Srbsko, auf flachem Kalkfelsen, sowie
an einer Kalkfelsenwand etwas noérdlicher vom Orte.

Die Flechte wiichst in einem Gemenge von sterilen staub-
dhnlichen Flechtenlagerteilchen (dazwischen namentlich Le-
canora contorta und Caloplaca variabilis) und es ist nicht mog-
lich zu entscheiden, was davon zu dem epilithischen Lagerteil
der Sarcopyrenia gibba gehort. An entkalkten Schnitten sieht

*) Die Flechten mit fettgedruckten Namen sind neun fiir Bochmen.



10 XIII. M. Servit:

man kleine Kornchen, ausgefiillt mit kleinen Gonidien, nach
aussen bréunlich -schwérzlich begrenzt, die vielleicht als epi-

TAF. L

lithischer Teil dieser Fllechte angehoren. Die Gonidien in diesen
Korncheun sind rundlich, frischgriin, 4 —8 u gross. Unter den
Friichten ist im Kalksteine ein dichtes Netz von Hyphen, die
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grosstenteils den Charakter der Oelhyphen besitzen. Aus-
nahmsweise findet man kiirzere Strecken von glatten Hyphen,
die dann nur etwa 1'6 u dick sind. Die Oelzellen erreichen
eine Grosse von 6 — 8 u.

Die Friichte stehen herdenweise, sie sind bis 048 mm
gross, halbkugelig, schwarz, mitunter etwas ellipsoidisch ver-
zogen. Ostiolum sehr klein, etwa 8 u breit. Eine Frucht mit
zwei Miindungen wurde beobachtet. (Siehe Korber: Parerga
p. 345). Die Oberflidche wird von cca 20« dickem, unten deut-
lich eingebogenem Involucrellum gebildet; seine Oberféche
ist rauh, nur um die etwas erhabene Miindung herum glatt.
Zwischen dem Involucrellum und dem Perithezium ist ein
meistens farbloses, diinnwandiges, paraplectenchymatisches
(Gewebe, mit trajectorisch gruppierten Zellen, die bis 18 u lg.,
11 u br. sind. Ein dhnliches Gewebe befindet sich auch un-
terhalb des Peritheziums. Der an das Perithezium angrenzende
Teil dieses Gewebes ist meistens farblos, doch manchmal auch
schmutzig griinlich gefdrbt (entsprechend der Beschreibung
Korbers 1. c. 345), oder sogar auch schwirzlich. In diesem
Falle stimmt unsere Pflanze mit der Abbildung A. L. Smiths
(British Lichens I. 1918 p. 486) iiberein. Das Perithezium er-
reicht eine Breite von 250 . und eine Hoéhe von 200 u. Seine
Wandung ist 7— 10 « dick, aus tangentialen, paralell laufenden,
farblosen Hyphen (oder Paraplectenchym?) bestehend. Die
Periphysen kleiden die obere Hilfte der Innenwand aus, sie
sind 15—20 u 1g., 2'5 u dick. Die Paraphysen sind zerflossen.
Die Schlauche sind zahlreich in der unteren Hélfte des Pe-
ritheziums, etwa 75 u lg., 8 u br., diinnwandig, in der Jugend
fast zugespitzt, spéter fast walzenformig. Die Sporen von be-
kannter eigenartiger Form, 30 —34 u lg, in der diinnen Mitte
1—2 u dick, an einem KEnde 3 px br., am anderen bis 5 u br.
Protoplasma entweder génzlich, oder nur an den Enden kornig.
Durch J wird der Inhalt der Schlduche und der Sporen gelb
bis rotbridunlich geférbt.

Verrucaria calciseda DC.

Kalkstein in der Schlucht Koda bei Beroun (Podpéra).

V. coerulea DC.

Kalkstein im Prokoptal bei Praha und des Felsens ober-
halb Sv. Jan pod skalou.
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V. fuscella Ach.

Kalkstein bei Srbsko und in der Schlucht Cisafska rokle
bei Beroun (Podpéra).

V. glaucella Ach.

Schiefer bei Jeneralka im Sarkatale und im Prokoptal,
Kalkstein im Prokoptal nidchst dem Wirtshause und bei Klu-
kovice, sowie am Siidhange der Anhohe Divéi Hrady bei Praha.

Bei der Flechte vom letzten Standorte Pycniden. Die-
selben sind in die kohlige untere Lagerschicht eingesenkt und
treten mit dem Scheitel durch die Gonidienschicht an die Thal-
lusoberfliche. Perifulerium schwarz. Pycnokonidien stibchen-
formig oder schmal ldnglich, gerade oder leicht gekriimmt,
4—6 p lg, 004—05 u br.

V. lecideoides var. minuta Hepp.

Kalkstein des Felsens oberhalb Sv. Jan p. sk., 400 m.

V. muralis Ach.

Kleine Steinchen (Sandstein) auf dem Boden der Anhohe
Vidovle bei Praha.

f. confluens Mass.

Planer der Anhohe Na Vinigkach bei Lysa n. L. (Pod-
péra).

V. myriocarpa Hepp.

Kalkstein im Prokoptale (Podpé&ra). Kalkstein nédchst
dem Wirtshause V Dalejich sowie néchst Klukovice im Pro-
koptale.

V. nigrescens Pers.

Kalkstein im Prokoptale (P odzimek)und in der Schlucht
Cisafska rokle bei Beroun (Podpéra).

V. Podzimekii spec. n. (Taf. I11.)

Thallus epilithicus, albidus, e verrucis aut contiguis, aut
discretis, dispersis constitutus. Protothallus indistinctus. Ver-
rucae thallinae aut exacte hemisphaericae, aut difformes, sae-
pius 025 mm latae, sed una alteraque etiam usque 0’5 mm
lata, 023 —0°35 mm altae, superficiae inaequales aut pro parte
minute rugosae, non laevigatae. Stratum exteriore corticis
10—15 « altum, sordide violascens vel subincoloratum, cor-
pusculis irregularis hyalinis farctum, elementis hyphosis
haud perspicuis. Stratum gonidiale 40 —100 p altum, gonidiis
paucis, pro parte irregulariter dispersis, pro parte irregula-
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riter aggregatis, 7—10 n latis. Medulla incolorata, ex hyphis
ut in stratum gonidiale haud discernendis, dense contextis,
materia subhomogena, granulata formantibus.

TAF. I

Perithecia solitaria bina ut rarior pluria in areolis singulis
omnino immersa, solo vertice thallum aequantia, ellipsoidea,
ovalo—oblonga vel rarior amphoraeformia, 260 —300 x alta,
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130 —140 u lata integra, circumecirea nigra, sub microscopio
infra fuliginea, 6 —8 u crassa, cellalosa, cellulis 6—10 x latis,
in parte superiore incrassata, carbonacea. Pars verticalis 008 —
0'12 mm lata, modice convexa, saepe corrugata et non rare
difformia. Periphysis distinectis, copiosis gracillimis aut va-
lidioris, saepe flexuosis, 20— 35 u longis, 06— 1'5 u crassis.
Paraphysis diffluentibus. Ascis cylindricis, leptodermaticis,
vertice incrassatis, adultis 70— 90 u longis, 9 — 10 u latis.
Sporis uniserialiter dispositis, ellipsoideis vel fusiforme elli-
psoideis, juniores incoloratis, demum fuscis vel olivaceofuscis,
11—14 (16) u longis, (7) 8—85 u latis. J solo contentus asco-
rum et sporarum junioribus lutescens.

Pycnoconidia non visa.

Quarzit des Nizbor (Podzimek).

Von dunkelsporigen Arten der Gattungen Thrombium
und Verrucaria ist diese Art wohl gut verschieden. Throm-
bium melaspermizum Stor besitzt endolithischen Thallus, auch
Verrucaria interlatens Arn. und V. phaeosperma Arn. bilden
wenig oder keinen epilithischen Thallus aus. V. melasperma
Nyl (Herb. Miinchen) stimmt mit unserer Flechte in der
Sporengrofie iiberein, weicht jedoch durch das Substrat ab,
sowie dadurch, dass das Perithezium mehr kugelig und nicht
amphoridiumartig ist.

V. rupestris Schrad.

Kalkstein oberhalb Hlubocepy (Podzimek), zwischen
Hlubocepy und Chuchle (Podpéra) und bei Srbsko.

V. sphinctrina Ach.

Kalkstein nidchst Nizbor (Podzimek).

V. viridula Ach.

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek).

Thelidium minimum (Mass.) Arn.

Schiefer in der Schlucht Koda bei Beroun (Podpéra).

Staurothele Ambrosiana (Mass.) Lettan.

Kalkstein oberhalb Zlichov (Determ. Zschacke).

St. clopima f. spadicea (Wallr). Zhlbr.

Kalkstein oberhalb Hluboéepy (Podzimek).
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Dermatocarpaceae.

D. rufescens (Ach.) Th. Fr.

Schiefer bei Libsice (Podpéra). Kalkstein bei NiZbor
(Podzimek), sowie ndchst Klukovice im Prokoptale, Dia-
basfelsen bei Nova Ves im Prokoptale und bei Motol.

Die Flechte von LibSice weicht etwas ab durch konvexe,
griinlichbraune Lagerschuppen, die hoch aufsteigen und sich
dachziegelartig decken. An der Unterseite meistens Rhizinen.
Habituell recht dhnlich der dalmatinischen Art D. Latzeli
Zahl. Die Lageranatomie stimmt jedoch mit D. rufescens
iiberein. Die amorphe Lagerdeckschicht ist 20 — 30 . dick (siehe
Zschakke: Davos.), Pyknokonidien sind gerade oder bogen-
formig,an Enden etwas verdickt, 2.5—3.5 u1g., 0.8 u br. Sporen
15—18 u lg., 6—7 1 br.

Habituell sehr &hnliche Formen sah ich im Naturh.
Museum in Wien von der dalmat. Insel Uljan (leg. Baum-
gartner) und von Fiume (leg. Schuler), von Zahl-
bruckner ebenso za dieser Art gestellt.

D. miniatum var. complicatum (Sw.) Th. Fr.

Diabas bei Motol.

Endocarpon pusillum Hedw.

Erde der Kalkfelsen bei Sv. Jan p. sk. und an der
Miindung des Baches Kaécéak bei Srbsko (P odpéra). Ahnlich
bei Klukovice und nichst der Kapelle im: Prokoptale. Erde
in Diabasspalten bei Nova Ves.

Die Oberrinde jiingerer Schuppen besteht aus einer
0—b5 u dicken amorphen farblosen Schicht und 20—30 u
dicker Schicht von oben bridunlichem, unten farblosem Para-
plectenchym. Diese Schicht wird von 4—6 Lagen 7—10 u lg.,
6 u br. Zellen gebildet. Die Gonidienschicht ist etwa 40—50 u
hoch und besteht aus vertikalen Gonidiengruppen. Einzelne
Gonidien sind 5—8 u 1g, 4—6 p br; Seiten- und Unterrinde
kohlig. In der Nihe der Perithezieu ist die scheinbar amorphe
Schicht der Oberrinde bis 12 u dick und iiberzieht auch den
groBeren Teil der Perithezienscheite]l. Die paraplekten-
chymatische Schicht ist 30—40 x hoch. Die Gonidienschicht
bis 100 4 hoch, mit unregelmiBigen vertikal verzogenen Goni-
diengruppen. Darunter noch eine Lage des paraplekten-
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chymatischen' Gewebes mit 8—10 x breiten Maschen. Aus
der Unterrinde treten dunkle, 2 u dicke Hyphen heraus.

Pyrenulaceae.

Microthelia aterrima var. dermatinoides var. n.

A typo praesertim thallo granuloso et peritheciis fere
omnino immersis differt.

Lydit der Cerna skala bei Bohnice und Quarzit des
NiZzbor (Podzimek).

Durch das freundliche Entgegenkommen des Herrn Dr.
vonSchoenau (Miinchen) habe ich eine groBere Anzahl von
Arnolds Exsiccaten von M. anthracina wmit dieser wun-
scheinbaren Flechte vergleichen konnen.

Die Artzugehorigheit dieser Proben aus niederen Lagen
Bohmens mit den alpenlidndischen Exemplaren von M. aterrima
scheint mir zweifellos zu sein. Es stimmt die Form der 2—4
zelligen, 13—16 x lg., 6—8 u br. Sporen iiberein, entsprechend
auch der Abbildung Steiners (Annal. d. natarh. Mus. Wien
1994 p 136). sowie der paraplektenchymatische Lagerbau.

Die Lager iiberziehen jedoch nicht ganze Steinfléchen
zusammenhédngend wie ein dunkler Farbenanstrich, sondern
bilden entweder kleine, 2—10 mm breite rundliche Flecken,
oder breiten sich zwar iiber groBere Steinpartien aus, doch
mit zahlreichen Unterbrechungen.

Der Thallus ist nicht durch Risse in - flache Feldchen
zerfallen, sondern einzelne Feldchen schwellen bis kugelig an
und ihr Zusammenhang lockert sich manchmal soweit, da
einzelne kugelige Lagerkornchen voneinander getrennt auf
dem Steine stehen und deutlich an Dermatina perexigua
erinnern. .

Wogegen bei den alpenldndischen Exemplaren die Peri-
thezien meistens deutlich, hédufig bis zur Hilfte aus dem
Lager hervortreten, und die Miindung + eingedriickt ist (am
auffallendsten bei Arn. 1666), sieht man bei den bohmischen
Proben nur die Perithezienscheitel aus -dem Lager hervor-
treten.

M. marmorata (Krmp) Hepp..

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk.
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Porina chlorotica (Ach.) Miill. Arg.
Schiefer in der Schlucht oberhalb VSenory.

Mycoporaceae.
Dermatina perexigua (Arn.) Zahl.
Schiefer in der Schlucht oberhalb VSenory.
Stimmt habituell sowie anatomisch mit Arn. 866 (Miin-
chen) iiberein.
Coniocarpae.

Caliciaceae.
Coniocybe furfuracea (L) Ach.
Schiefer in der Schlucht oberhalb VSenory.

Graphidineae.
Arthoniaceae.

Al lapidicola (Tayl.) Zhlbr.

Kalkstein niichst Klukovice im Prokoptal sowie bei
Srbsko.

Graphidaceae.

Opegrapha saxicola Ach. — O. Mougeothii Hedw. L. p. 60.

Kalkstein nichst dem Wirtshause und bei Klukovice
im Prokoptal.

Chrysothricaceae.

Crocynia membranacea (Dicks.) Zhlbr.

Schieferfelsen bei Jeneralka undin der Schlucht oberhalb
VS&enory.

Cyclocarpineae.
Diploschistaceae.

Diploschistes albissimus (Ach.) DT.

Felsen bei Kiivoklat (Podzimek). Kalkstein nichst
dem Wirtshaus im Prokoptal, Diabas bei Chuchle, Motol
und oberhalb Sv. Jan p. sk.

D. scruposus (Schreb.) Norm.

Lyditfelsen in der Schlucht Sarka (Podpera), Kalkstein
und Silikatader im Kalksteine im Prokoptale (Podzimek).

f. bryophilus (Ehrh.) Miill. Arg.

Moos der Diabasfelsen bei Motol und der Kalkfelsen
nédchst der Kapelle im Prokoptale.

2
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f. parasiticus (Smrf) Zhlb.

Kalkfelsen rings um die Kapelle im Prokoptal und bei
Klukovice, Schiefer bei VSenory, auf Cladonien.

f. violarius (Nyl.) Lettau.

Auf Gestein: Schiefer bei Maslovice (Podvé&ra), Diabas
bei Karlik und Quarzit des NiZbor (Podzimek). Diabas
bei Motol und bei Sv. Jan p. sk. Auf Erde, Moos und
Flechten: Diabas bei Motol und Schiefer bei VSenory.

Die meisten dieser Flechten reagieren auch mit KOH
gelb, welche Farbe spiiter in einen tintenartigen, etwas violetten
Klecks iibergeht. Die Reaktion J -+ blau meistens deutlich.

Die violette Fédrbung nach CaCl,0. bei f. wiolarius
tritt erst nach dem Auswaschen der mit Chlorkalk betupften
Stellen mit Wasser ein. Nach Nylanders Beschreibung des
Thallus: »gleboso — diffractus, supra subcerebriformi — ver-
rucosus, crassulus« wire da ein stichhaltiger Unterschied
gegeniiber D. scruposus. vorhanden. Ich besitze auch ein
franzozisches Exemplar von D. wiolarius (Puy-de-Dome,
leg. Breviére), welches der Diagnose Nylanders vorziiglich
entspricht. Dasselbe finde ich bei der Flechte von Devesite
in Siiddalmatien (Naturh. Museum Wien, leg. Baumgartner,
determ. Zahlbruckner). Dagegen fehlt dieser habituelle Cha-
rakter mancher zu D. violarius gestellten Flechte, z. B. Har-
mand Lothar. 766 bis, und die Abtrennung ist nur durch die
violette Reaktion begriindet.

Im Naturh. Museum in Wien habe ich violette Ver-
farbung durch Chlorkalk, wenigstens der Oberrinde nach
Auswaschen mit Wasser, bei folgenden Exsiccaten gefunden:
Diploschistes scruposus: Mougeot & Nestler 169, Massalongo
Ital. 859, Harmand Lothar. 762, Herb. Lich. Fenn. 266, Lojka
Hung. 113, Fl. exsice. aust. hung. 348, Schaer. Helv. 289,
Urceol. scrup. var. terrestris: Elenk. F1. Ross. 44, f. argillosus:
Flag. Alg. 140, f. iridatus: Massal. Ital. 151, var. albus: Krypt.
exs. 2053.

Auch ich bin derselben Ansicht wie Lettaw, daB die
Reaktionen mit J und sonstigen Reagentien bei dieserFlechten-
gruppe als systematisches Trennungsmittel der Arten dieser
Gruppe versagen. Es handelt sich bei diesen verschiedene Re-
aktionen aufweisenden Flechten wohl meistens nur um ver-
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schiedene fysiologische Zustidnde, die systematisch eigentlich
nicht zu verwerten sind. Ich habe bis jetzt nie nebeneinander
und in denselben Vegetationsverhiltnissen auf demselben Sub-
strat Diploschistes albissimus, D. scruposus, D. violarius gesehen.
Wohi wachsen diese Flechten hiufig nahe beisammen, doch
bevorzugt D. violarius die am intensivsten insolierten Stellen,
D. albissimus dagegen eher Schatten. Das Nebeneinander-
wachsen unter denselben Wachstumsbedingungen wére ein
Beweis, dal es sich wenigstens um Elementararten handelt,
abgesehen von eventueller Differenzierung verschiedener
Altersstadien (Siche Lettau, Hedwigia LX).

Gyalectaceae.

Microphiale diluta f. terrestris (Rbh) Zhlbr.

Schlucht bei Vsenory.

Gyalecta ulmi (Sw) Zhlbr.

Diabasfelsen bei Motol, auf Gestein und Moos (f. mus-
cicola und f. saxicola.)

Gyalecta jenensis (Batsch) Zhlbr.

Kalkader im Diabas bei Sv. Jan pod skalou und in
schattigen und feuchteren Teilen des Kalkfelsensim Prokoptal
hinter dem Wirtshause.

Pyrenopsidaceae.

Psorothichia Schaereri (Mass.) Arn.
Am Kalkfelsen nérdl. von Srbsko.

Ps. murorum Mass.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra) und oberhalb Sv. Jan
p. sk.
Thyrea pulvinata (Schaer.) Mass.
Kalkfelsen nérd. von Srbsko. Lyditfelsen der Schlucht
Dzban bei Liboe.

Peccania coralloides Mass.

In groBerer Menge am Grunde der Kalkfelsenwand
bei Klukovice.

Collemaceae.

Lempholemma chalazanodes Nyl.
Kalkhaltiger Boden des Nordabhanges der Anhshe
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Vidovle bei Praha und auf Moos des Kalkfelsens hinter dem
Wirtshause im Prokoptal.

Collema multifidum var. jacobaefolium (Schrank) Rbh.

Diabas oberhalb der Kapelle in Sv. Jan pod skalon,
Kalkstein an der StraBe zw. Srbsko und Hostin sowie bei
Nova Ves.

C. rupestre (Sw.) Rbh.

Schieferfelsen bei Jenerdlka und Lyditfelsen der
Schlucht DzZban.

C. furvum (Ach.) DC.

Kalkfelsen im Tal n. von Srbsko.

C. granuliferum Nyl

Oberhalb Sv. Jan p. sk.

C. glaucescens Hoffm.

Toniger Boden in der Schlucht bei V3enory.

C. pulposum Ach.

Erdreich in Diabasspalten bei Motol, Waldboden bei
Sv. Jan pod skalou.

Leptogium turgidum (Ach.) Leight.

Erde einer Felsenwand bei Srbsko sowie auf dem Boden
am Siidhang der Anhohe Divéi Hrady bei Zlichov.

L. lichenoides (L.) Zhlbr.

Stéchovice (Podpéra), Moos und Erde eines Felsens n.
von Srbsko, Diabasboden bei Sv. Jan pod skalou.

var. pulvinatum (Hoff.) Zhlbr.

Moos der Kalkfelsenwand bei Klukovice, dhnlich bei
Srbsko und an der StraBe zw. Srbsko und Hostin.

var. lophaeum (Ach.) Zhlbr.

Moos der Kalkfelsenwand bei Klukovice.

L. byssinum (Hoff.) Zhlbr.

Westhang der Kreuzanhohe bei Sv. Jan pod skalou.
Héufig und teilweise auch fruchtend, 350—380 m.

L. tenuissimum (Dicks) F'r.

Diabasboden bei Sv. Jan pod skalou, 360 m.

Obryzum corniculatum (Hoff.) Tul.
Moos des Kalkfelsens hinter dem Wirtshause im Prokoptal.

Pannariaceae.

Placynthium nigrum (Huds.) Gray.
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Bei Sv. Jan pod skalou.

var. fuscum (Hepp) Trevis.
Kalkfelsen nordl. von Srbsko.
var. triseptatum (Nyl.) Hue.
Diabas bei Sv. Jan p. sk.

Peltigeraceae.

Solorina saccata (Hoff.) Ach.

Ziemlich zahlreich beim Aufstiege von Sv. Jan p. sk.
zum Kreuz. Wohl derselbe Standort, den Mann in Lichenum
in Bohemia observatum dispositio, 1825, p. 69 angibt.

Peltigera*) canina (L.) Willd.

Kalkboden in Prokoptal, toniger Boden in der Schlucht
s. von V§enory.

P. Degeni Gyel.

Waldweg w. von Sv. Jan p. skalou.

P. horizontalis (Neck.) Hoff.

In der Umgebung von Kf¥ivoklat (Podzimek).

f. lacinatula Gyel.

Im Walde néchst dem Jégerhause V Herynkach bei
Beroun.

P. malacea f. polyphylla Flot.
Diabasboden bei Motol.

P. polydactyla (Neck.) Hoff.
Kalkboden im Prokoptal.

P. polydactyloides Nyl.

In der Schlucht bei Vsenory.

*) Das ganze Peltigera-Material ist von Dr. V. Gyelnik
(Budapest) bestimmt worden.

AuBer diesen Peltigeren der Prager Umgebung hat Dr.
Gyelnik in meinem Material aus Bohmen noch folgende Arten
und Formen festgestellt: P. canina f.spongiosa, f.subnitens,
P. Hazslinskyi, P. horizontalis f. muscorum, P. lepidophora,
P. leptoderma, P. membranacea f. subfibrilloides,
P. nitens, P. polydactyla, f. mierocarpa, f. nervosa, f.cras-
soides, P. polydacetyloides var. Guineensis, P. prae-
textata f. bohemica f. n, P. rufescens, f.lacera, P. vario-
losa, f. erispa, f. microphyllina, P. venosa, P. Zopfi1
f-parisiensis.
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f. imbricatoides Gyel.

Schlucht von VSenory.

P. practexstata (Flot.) Zopf.

Waldboden des Kreuzberges bei Sv. Jan p. sk.

P. rufescens (Weis.) Humb.

Im Prokoptal, auf Diabasboden bei Sv. Jan p. sk. und
an bemooster Kalkfelsenwand nidchst Srbsko.

f. rhizinosa Gyel.

Schlucht Cisafska rokle bei Beroun (Podpéra).

f. incusa (Flot) Krb.

Bei Srbsko.

P. subcanina Gyel.

Waldabhang w. von Sv. Jaa p. sk.

Lecideaceae.

Lecidea crustulata (Ach.) Sprgl.

Diabas bei Karlik (Podzimek), kleine Steinchen auf
der Anhohe Vidovle bei Praha, Sandstein néichst Liboc und
Schiefer bei VSenory.

var. soredizodes Lamy.

Steinchen bei Krivoklat (Podzimek), entkalkte
Plinersteinchen auf der Anhdhe Vidovle.

L. elaeochroma Ach.

Eichenrinde oberhalb Sv. Jan p. sk. 340 m.

L. fuscoatra (L.) Ach.

Diabas bei Radotin (Podpéra) und Sandstein bei Moto

Die Flechte vom letzteren Standort ist eine reduzierte
Form eines stark insolierten Standortes. Die Oberrinde ist
in dusserster diinner Schicht schwérzlich, darunter befindet
sich eine 20 u dicke farblose Schicht von unregelméssigen,
flachgedriickten Zellen, dann eine weitere, cca 10 u dicke
gebrdunte Schicht von rundlichen etwa 5 x grossen Zellen,
Diese Schicht reagiert rot auf CaCl;0.. Darunter eine #hn.
lich gebildete farblose, 10—20 x dicke Schicht. Die 30—60 w«
dicke Gonidienschicht ist unterbrochen. Die Gonidien sind
bis 14 u gross. Das Mark besteht aus dicht nebeneinander-
laufenden farblosen Hyphen. Das Eigengehéuse an den
Apotheziumseiten ist 30—35 u breit, schwarz, das Hypothe-
zium unten schwarz, oben violettschwirzlich, Hymenium 40
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—50 u hoch, oben violettschwérzlich. Sporen 9—12 u lg., 5—6
br. Pycnoconidien sind gerade oder etwas gekriimmt, stib-
chenformig, 8—10 p lg., 0°6—0'7 u br.

var. Podpérae var. n.

A typo differt thallo orbiculare, distincte squamuloso,
squamulis periphericis adpressis, solo margine liberis, irre-
gulariter crenulatis, in centro thalli aliquod in verrucis con-
gestis, verrucis usque 1 mm latis substipitatis, usque 2 mm
altis. Stratum infuscatum corticis superioris additio CaCl;0O,
rubens, medulla KOH lutescens.

Auf Schiefer bei LibSice (Podpéra) und in der
Schlucht von VSenory.

Der Thallusmorphologie zufolge ist die Flechte eher eine
Psora, die anatomische Beschaffenheit sowie die Reaktion
mit CaCl,0, stimmt jedoch mit L. fuscoatra und L. grisella
iiberein. Die Thallusfarbe ist nicht typisch braun und daher
konnte diese Pflanze auch zu L. grisella gestellt werden. Das
Hymenium bleibt meistens dauernd blau nach Jod, was
jedoch auch sonst bei manchen Proben der L. fuscoatra und
L. grisella vorzukommen pflegt. Durch das psoraZhnliche
Lager steht diese Flechte der L. fuscoatra var. euthallina
Harm. nahe.

L. grisella Flk.

Diabas bei Karlik und Silikateinschliisse im Kalkstein
bei Hlubolepy (Podzimek), Diabas bei Motoly und bei
Chuchle, Sandstein der Anhohe Vidovle und Schiefer ober-
halb- VSenory.

Die Flechte von Chuchle weist auffallend hochgewodlbte
Apothezien auf. Die Thallusoberrinde ist 20—30 x hoch, mit
einer etwa 8 u dicken farblosen Schicht. Die brdunliche zel-
lige Lage ist 10—30 u hoch und wird durch €CaCl,0; rot ge-
fiarbt. Die Gonidienschicht ist bis 100 x hoch und besteht aus
vertikal gezogenen Gonidiengruppen.

f. biatorina f. n.

A typo margine apotheciorum pallidiore differt.

Diabasfelsen bei Motol. '

Das Gehduse ist bei der typischen Form dunkel bis
kohlschwarz. Bei der neuen Form ist es jedoch nur braunlich
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oder vioiettbrdunlich und weich. Daher erscheint der Apothe-
zienrand heller.!

L. latypaea Ach.

Schiefer bei Kfivoklat (Podzimek).

L. latypiza Nyl.

Schiefer bei Libsice und Kalkstein bei Hlubo&epy (P o d-
péra), bei Stara Troja und Krivoklat, Diabas bei Karlik
(Podzimek), bei Motol, Sv. Jan p. skalou und bei Nova
Ves, Schiefer bei Jeneralka, Silikatader im Kalkstein bei
Klukovice und auf Sandstein in der Schlucht DZban.

L. latypizodes Nyl.

Diabas bei Karlik (Podzimek).

L. macrocarpa (DC) Steud.

Sandstein auf der Anhohe Vidovle bei Praha.

L. neglecta Nyl.

Lydit bei Bohnice und Quarzit des NiZbor (Podzimek),
Sandstein der Anhohe Vidovle, Schiefer der Schlucht bei
Vsenory und Diabas bei Motol.

L. vulgata Zhlbr.

Mauer bei Libsice (Podpéra), Kalkstein bei Srbsko
und SilikateinschluB im Kalkstein bei Klukovice.

var. atrosanguinea (Hoff.) Zhlb.

Schiefer in der Schlucht Zahofanska rokle (Podzim ek).

L. lucida Ach.

Diabas bei Sv. Jan p. sk.

L. granulosa (Ehrh.) Ach.

Steril auf Erde des Schieferfelsens bei Jeneralka.

L. subdifiracta (Arn.) Lettau.

Kalksteinfelsen mit Kreuz oberhalb Sv. Jan p. skalou.

Diese Flechte stimmt mit Arnold 34 (Naturh. Mus.
Wien) iiberein.

L. uliginosa f. proletaria (Th. Fr.) Hedl.

Toniger Erdboden bei Liboc.

var. humosa (Ehr.) Ach.

Sandboden der Aunhohe Vidovle bei Praha und Erde
auf Lyditfelsen der Schlucht Dzban bei Liboc.

L. testacea f. bohemica Anders.

Diabasfelsen unterhalb Nova Ves im Prokoptale.

Zu dieser hiibschen Form, die in Bezug auf die Lager-
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farbe der f. argillicola B. de Lesd. nahezukommen scheint,
gehoren nach Anders (Botan. Arbeitsgemeinsch. d. deut.
Verb. f. Heimatf. u. H. i. d. Tschech. Rep. 1929, p. 322) auch
sonstige Standorte dieser Art aus der Umgebung von Praha.

L. lurida (Dill.) Ach.
Mauer zw. Chuchle und Hlubolepy (Podpé&ra).

f. pallescens Grogn.

Sv. Jan p. sk., Srbsko und Karlstein, iiberall auf Kalk-
stein (Podpéra).

Bei einer typisch braunen Flechte von Sv. Jan (vide
Hedwigia L, p. 63) besteht die Oberrinde aus einer 8—12 u
starken Schicht aus wasserhellen, flachgedriickten, abgestor-
benen Zellen. Darunter eine 10 x dicke gebrdunte Schicht
aus dickwandigen Zellen, 4—6 u lg., 5—5u br.,, dann folgt
eine etwa 40 u hohe, oben #hnlich gebaute farblose Schicht,
unten in der Gonidiennachbarschaft aus deutlich unterscheid-
baren Hyphen bestehend. Die Gonidienschicht ist etwa 80 u
hoch, die Gonidien 4—12 p 1g., 4—6 u br., in vertikalen Reihen,
Das Mark besteht aus farblosen, 1'5—2 u dicken Hyphen,
die sehr dicht nebeneinander liegen. Die Unterrinde wird
aus horizontalverlaufenden gebréunten Hyphen gebildet. 6 u
dicke Hyphen treten aus der Unterrinde hervor.

Bei f. pallescens fehlt der gebrdunte Streifen in der
Oberrinde, sowie meistens auch die Deckschicht aus abge-
storbenen Zellen. Bei unseren Flechten, sowie bei einem Exem-
plar aus Dalmatien (Dubrovnik leg. Latzel, determ. Zahl-
bruckner) ist die Oberrinde 40—45 u hoch, deutlicher
paraplectenchymatisch, mit einzelnen Zellen bis 13 n lg,
8 u br., weniger dickwandig. Ausserdem sind bei der dalmati-
nischen Flechte die Markhyphen sichtlich dicker, die Goni-
dienschicht zusammenhingender.

L. ostreata (Hoff.) Schaer.

Pinus sylvestris und Schiefer in der Schlucht von
VSenory, Schiefer bei Jeneralka.

Catillaria athallina f. acrustacea Arn.

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk. (Podpéra) und am FuBe
einer Kalkfelsenwand bei Klukovice.

C. chalybeia (Borr). Mass.
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, Silikatader im Kalkstein néchst dem Wirtshause im
Prokoptale.

Der anatomische Bau stimmt mit der folgenden f. ferricola
iiberein, die Schliduche sind walzig-keulig, 40 u 1g., 8 « br.
mit oben dicker Wand. Die schwarzgriinen Paraphysen-
kopfe sowie die blaugriine Schicht,aus welcher die Paraphysen
und Schlduche entstammen, wird durch HNOj; violett gefiirbt.
Sporen zweizellig, nicht eingeschniirt, 6—9 x 1g., 2.5—3 u br.
Pycnoconidien lédnglich, 2—2.8 u 1g., 0.5—0.6 u br.

Ich habe die Flechte mit Anzi Lang. 448 (Nat. Mus.
Wien) verglichen und sehr gute Ubereinstimmung gefunden,
nur ist der Thallus unserer Pflanze schwirzlich, dhnlich wie
auch Arnold (Tyrol XX p. 356, XXII p. 77) angibt. Die
Pycnokonidien sind nach Arnold (l.e.) »vix 2 ulg., 0.5 u1t.«

f. terricola f. n.

Thallus crassiusculus, inaequalis vel granulosus, sordide
cinerascens.

Erde eines Diabasfelsens bei Motol.

Das Gehéduse schwarz, kohlig. Hymenium 50—55 u hoch,
blaugriin. Paraphysen locker, mit 4 u groBem schwarzem
Kopfe, unten dukelblaugriin. Hypothezium 20—25 u hoch,
schwarz, mit einem Stich ins Braunviolett. Darunter eine
40—60 u hohe, etwas heller rotbraune Schicht. Sporen 8 —10 u
lg., 3.2—3.4 u br. zweizellig.

C. subgrisea (Nyl.) Flag.

Kalkstein bei HluboGepy (Podzimek) und zwischen
Zlichov und Hlubocepy.

Thallus seltener gelblich-grau, wie in Flag. Alg. 152
(Nat. Mus. Wien), meistens olivenbriunlich, aus dicht ver-
webten farblosen Hyphen und zahlreichen cca 10 p groBen
nahe an die Oberflidche heranriickenden Gonidien bestehend.
Der Avothezienrand besteht aus radialen, in hell-violett ge-
farbtes Gewebe verschmolzenen Hypheun. Die radial ge-
richteten Zellen sind 5—15 u 1g., 5—8 « br. Das Hy pothezium
ist violett-schwarz,in diinnen Schnitten paraplectenchymatisch,
und geht unten in helleres Gewebe des Gehinses iiber.
Hymenium 50—60 ¢ hoch, daher hcéher als bei Steiner
(Verhandl. zool. Gesell. Wien LXI 1911 p. 48), iiberein-
stimmend jedoch mit Flag. 152, durch J blau, dann schon
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weinrot gefirbt. Paraphysen ziemlich verklebt, unten 1 x dick,
obeu duankel violett oder schwérzlich, oder schmutzig griinlich,
durch KOH wenig verfirbt, durch HNO;s entweder schon
violett gefdrbt oder der Farbstoff zerflieBt und ver-
schwindet. Die Endzelieist kugelig, 6 u groB, Schliduche keulig,
bis 50 u 1g., 12 u br., oben mit 4—7 u dicker Wand, durch
J oben dauernd blau-oder violettschwarz. Die Sporen sind
léinglich, zweizellig, hidufig an der Querwand eingeschniirt,
meistens mit einer breiteren und kiirzeren Zelle, 13—14 u
Ig., 4.5—5.5 u br.

Wohl wieder eine Flechtenart mit merkwiirdigem Areal:
Constantine in Algier (Flag. 152 und Catalog. p. 66),
Bagnére (Nyl. Flora 1865 p. 73) und Italien (Steinerl. c.).

Catillaria nigroclavata (Nyl.) Zhlbr.

Kalkstein ndchst der Kapelle im Prokoptal und Sili-
kateinschluB im Kalkstein bei Klukovice.

Bacidia sabuletorum f. ludens (Stzb) Zhlbr.

Moos am Grunde der Kalkfelsenwand oberhalb Sv. Jan
p. sk.
f. dolosa (F'r.) Zhlbr.
Moos auf dem Gipfelfelsen oberhalb Sv. Jan p. sk. 400 m,
B. fuscoviridis f. hydrophila (Stzb) Zhlbr.
Kalkstein bei Sv. Jan p. sk.
B. chlorococca var. tristior (Th. Fr.) Lettau.
Trockenfaules Holz bei Motol.

B, muscorum var. protensa (Krb) Zhlbr.

Moos und Erde der Kalkfelsen im Prokoptal, Moos
anf Diabas oberhalb Sv. Jan p. sk.

B. umbrina var. psotina (Fr.) Th. Fr.

Diabas bei Radotin (P od péra), Diabas bei Karlik und
Schiefer in der Umgebung von Krivoklat (Podzimek).
Lydit bei Liboc, Schiefer bei Jenerélka, oberhalb VSenory,
Silikatader im Kalkstein im Prokoptal, Sandstein der Anhohe
Vidovle bei Praha, Diabas bei Motol und bei Chuchle.

var. turgida (Kbr) Th. Fr.
Schiefer in der Schlucht von Zahofany (Podzimek).

Toninia coeruleonigricans (Lightf) Th. Fr,
Erde der Kalksteine und Felsen bei Zlichov, im Prokoptal,
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niichst Klukovice, Erde auf Diabasfelsen bei Motol und bei
Nova Ves.

f. opuntioides (Vill.) Nyl.

Sv. Prokop.

f. glebosa (Ach.) Stnr.

Bei Radotin, Libsice sowie im Prokoptal (Podpéra).
Felsenwand néchst Klukovice.

f. caulescens Lettau.

Prokoptal und Radotin (Podpéra), Kalkfelsenwand bei
Klukovice.

Die Flechte vom letzteren Standorte weist zahlreiche
Pyeniden mit bogigen, 13—15u 1g. und 0.5 x br. Pycnoko-
nidien auf.

T. tumidula (Sm.) Zhlbr.*)

Kalkfelsen niichst Klukovice.

Das Hymenium ist nur cca 50 x hoch, die Paraphysen
stark verleimt, kopfig, &hnlich wie der obere Teil des
Hypotheziums olivengriin, KOH—. Sporen 12—15 4 lIg,
4—4.5 u br., dhnlich wie bei Lettau (Hedwigia LX p. 94)
mit vier bis mehr »guttulae«, die nach Anwenden von KOH
verschwinden, ohne Septen.

Lagerwarzen weill oder leicht gelbbridunlich und mit
glatter Oberflédche.

Bei der Durchsicht von 24 Stiick verschiedener Exsiccate
dieser Art aus der Botan. Abteilung des Naturh. Museums in
Wien fand ich bei folgenden KExsiccaten eine ebensolche
glatte Areolenoberfliche: Modling in N. Oesterreich und meh-
rere Standorte des Karstgebietes im westlichen Jugoslavien.
Teilweise rissig gesprungene Oberrinde weisen einige Exem-
plare von Médling und von der Insel Krk auf. Schon chagri-
nartige Oberfléiche haben die Exsiccate: Proben aus Algier
(Flagey), Istrien und Dalmatien (Baugmartner), Schaer.
L. H. 575, Anzi lt. sup. 245, Lojka Hung. 140, Mass. It. 29.

T. aromatica (Turn.) MaB.

Diabasfelsen bei Motol.

Stimmt mit Arn. 592 (Nat. Mus. Wien) iiberein.

*) Wiahrend des Druckes dieser Arbeit ist das Vorkommen
dieser Art von Dr. Suza aus demselben Gebiet (Radotin) ange-
zeigt worden.
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T. candida (Web.) Th. Fr.

Kalksteine in der Schlucht Cisafska rokle bei Beroun
(Podpéra), im Gebiet von Nizbor (Podzimek), am FuBe
der Kalkfelsenwand bei Klukovice, und zw. Srbsko und
Hostin.

Rhizocarpon ambiguum (Schaer.) Zhlbr.

Héufig an Diabasfelsen bei Radotin (Podpéra) und
bei Chuchle.

Rh. concentricum (Davies) Beltr.

Schiefer bei Ktivoklat (Podzimek) und Kalkstein
néichst dem Wirtshause im Prokoptal.

Rh. disporum var. Montagnei (Fw) Zhlbr.

Kieselstein bei Chuchle (Podpéra), Diabas bei Karlik
(Podzimek), Schiefer bei Jeneralka und Diabas bei Motol.

Das Epithezium durch:KOH heller violett, ebenso nach
Anwendung von HNO;. Jiingere Sporen durch HNO; schon
weinrot bis rotbraun. Epispor meistens deutlich, 6—12 n dick.

Rh. eupetraeum (Nyl.) Arn.

Quarzit bei Nizbor (Podzimek).

Die Thallusreaktion: KOH + gelb, dann orangerot.

-Rh. geographicum f. contiguum (Schaer.) Mass.

Diabas bei Radotin, Schiefer bei Slivenec und bei
Libgice (Podpéra). Diabas bei Karlik und Schiefer in der
Schlucht von Zahofany (Podzimek.) Diabas bei Sv. Jan
p- sk. und Schiefer oberhalb VSenory.

Rh. viridiatrum (Wulf.) Krb.

Granulit des Nizbor und Schiefer bei K¥ivoklat (P od-
zimek). Schiefer bei LibSice (Podpéra). Diabasfelsen bei
Chuchle und bei Motol, Schiefer in der Schlucht bei VSe-
nory, Silikateinschluf im Kalkstein im Prokoptal.

Cladoniaceae.

Baeomyces rufus (Huds.) Rebent.

Sandiger Boden der AnhGhe Vidovle und toniger Boden
in der Schlucht von VSenory.

B. roseus Pers.

Boden in der Schlucht von V&enory.
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Cladowia *) bacillaris Nyl

Punkte 281 und 331 im Sarkatale.

Cl. caespiticia (Pers.) Flk.

Boden in der Schlucht von VSenory.

Cl. degenerans (Flk) Sprgl.

Schlucht von Vsenory.

Cl. fimbriata (L.)

Stéchovice (Podpéra), Vsenory.

var. ochrochlora (Flk) Wain.

K¥tivoklat und NiZbor (Podzimek). Dzban bei Liboc
und Punkt 331 néchst Jeneralka.

f. ceratodes F'lk.

Anhohe Vidovle bei Praha.

Cl. foliacea var. alcicornis (Light.) Schaer.

Libgice bei Prag, Schiefer oberhalb Podhoii, Kralupy,
Sarka, Sv. Prokop (Podpéra). Dzban bei Liboe, Motol,
Schlucht oberhalb VSenory und bei Jeneralka.

var. convoluta (Lam.) Vain.

Radotin bei Prag (Podpéra).

Cl. furcata (Huds.) Schrad.

Schlucht von Vsenory.

var. palamaea (Ach.) Nyl

Abhang unter dem Punkte 281 im Sarkatal.

var. pinnata f. foliolosa (Del.) Wain.

Kfivoklat (Podzimek).

var. subulata Flk.

Kfivoklat (Podzimek).

Cl. gracilis (L.) Villd.

Oberhalb Dobfichovice (Podpéra).

Cl. papillaria (Ehrh.) Hoff.

Anhoéhe Vidovlebei Praha und Schlucht oberhalb V3enory.

Cl. coccifera var. pleurota (Flk) Schaer.

Anhéhe Vidovle bei Praha.

Cl. pyxidata var. chlorophaea Flk.

Diabas bei Motol und die Schlucht von V&enory.

f. pachyphylla (Wallr.) Wain.

Sv. Jan p. skalou.

*) Alle hier angegebenen von mir und von Prof. Dr. Podpéra
gesammelten Cladonien wurden von H. Sandstede bestimmt.
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var. pocillum (Ach.) Flot.

Kalkboden im Prokoptal und bei Srbsko (Podpéra).

Cl. rangiformis f. variolosa Sandst.

An der Strafle zw. Srbsko und Hostin.

f. foliosa Flk.

Sv. Jan pod skalou.

var. pungens (Ach.) Wain.

Kiivoklat (Dr. J. Gintl).

Cl. squamosa (Scop.) Hoff.

Punkt 331 im Sarkatale.

f. murina Secriba.

In Wildern oberhalb Cenkov (Podpéra).

Cl. subrangiformis Sandst.

Bei Kralupy (Podpéra),

Cl. sylvatica (L.) Hoff.

Diabasboden bei Motol.

f. pygmaea Sandst.

Bei VSenory.

Cl. uncialis (L.) Web.

Punkt 331 im Sarkatal und auf der Anhohe Vidovle.

Stereocaulon quisquiliare (Leers.)- Hoff.

Diabasfelsen bei Motol und Schiefer in der Schlucht
von VsSenory.

Gyrophoraceae.

Gyrophora hirsuta (Sw.) Ach.

Lyditfelsen Cerna skala bei Bohnice (P o d zim ek). Sand-
stein des Punktes 331 und Schiefer bei Jeneralka im Sarkatale.

Umbilicaria pustulata (1) Hoff.

Schieferfelsen bei Jeneralka.

Acarosporaceae.

Thelocarpon intermixtulum Nyl.

Entkalkte Plinersteinchen auf der Anhche Vidovle.

Biatorella clavus (DC) Th. Fr.

Quarzit bei NiZbor (Podzimek).

B. pruinosa f. illuta (Ach.) Oliv.

Kalksteine zw. Hlubodepy und Chuchle (Podpéra).
Bei Nizbor (Podzimek). Kalkfelsenwand nichst Klukovice.

f. intermedia (Krb) Lettau.
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Kalksteine bei Zlichov und zw. Srbsko und Hostin

f. macroloma (F'w) Lettau.

Kalksteine bei Zlichov und nichst Klukovice.

B. simplex (Dav.) Branth.

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk.

var. strepsodina (Ach.) Oliv.

Quarzit bei Nizbor und Schiefer der Schlucht von
Zahofany (Podzimek). Schiefer der Felsen oberhalb Vge-
nory, bei Liboe, Punkt 281 im Sarkatale und einkleines Stiick
Sandstein im Prokoptale.

B. moriformis (Ach.) Th. Fr.

Eichen bei Stard Hut nichst Beroun (Podzimek).

Das blaugriine Epithezium wird durch KOH und HNO,
nicht verfirbt.

B. pinicola (MaB.) Anzi.

Eine alte Weide im Walde bei K¥ivoklat (Podzim ek).

Acarospora*) cervina (Ach.) Mass.

Kalkstein zw. Klukovice und Nova Ves.

A. atrata Hue.

Quarzit des NiZbor (Podzimek).

A. badiofusca var. lepidiodides Wain.

Diabasfelsen bei Motol und in grofer Menge an Dia-
basfelsen im Prokoptal unter Nova Ves.

Magnusson bemerkte zu diesen Exemplaren, dal sie
habituell von skandinavischen Flechten etwas abweichen,
anatomisch jedoch genau iibereinstimmen. Auch die Proben
vom Petersteine im Gesenke sehen etwas abweichend von
diesen, in der Umgebung von Praha im Gebiete der
pontisch panonischen Flora auf Diabas vorkommenden
Pflanzen aus. Spéter hat RNC J. Podzimek diese Flechte
auch auf Diabas bei Karlik festgestellt (Siehe Podzimek:
Casopis Narod. Musea 1928 als A. badiofusca).

A. fusca B. d. Lesd.

Schiefer bei Libsice (Podpéra).

A. fuscata (Schrad.) Arn.

Quarzit des NiZbor (P odzimek), Sandstein der AnhGhe
Vidovle, Sandstein und Silikateinschliisse im Kalkstein im

*) Mit einer einzigen Ausnahme sind alle hier angefiihrten
Acarosporen von A. H. Magnusson bestimmt.
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Prokoptale, Schiefer oberhalb VSenory, Schiefer und Lydit
bei Jeneralka im Sarkatale.

f. subreagens Magn. K. Svenska Vetensk. Handl. 13. 7.
No. 4. p. 302.

Quarzit des Nizbor (Podzimek).

A. glaucocarpa f. nuda (Wain.) Magn.

Kalkstein im Prokoptal (Podzimek — determ. Servit)

4. Heppii (Naeg.) Krb.

Kalkfreies Steinchen oberhalb der Zementfabrik im
Prokoptal.

A. macrospora (Hepp) Th. Fr.

Kalkfelsen oberhalb Sv. Jan p. sk. 400 m.

A. ozytona (Ach.) Mass.

Punkt 331 bei Jeneralka, auf Lydit.

A. praeruptarum Magn.

Schiefer bei Kfivoklat (Podzimek).

A. umbilicata Bagl.

Quarzit des Nizbor (Podzim ek).

A. veronensis Mass.

Schiefer in der Schlucht von Zahofany und Silikatein-
schluf im Kalk des Prokoptales (Podzimek).

Pertusariaceae.

Pertusaria amara (Ach.) Nyl.

Laubbidume bei Stard Hut nichst Beroun (Podzim ek).
P. lactea (L.) Arn.

Schiefer in der Schlucht bei Zahotany (Podzim e k).

Lecanoraceae.

L. cinerea (L.) Rohl.

Schiefer und Kieselstein in der Schlucht von Zahofany
(Podzimek).

Im Lagermarke finde ich zwischen Stringen von aus
walzenformigen Zellen bestehenden Hyphen kugelige Gruppen
rnndlicher Zellen, die ein paraplektenchymatisches Gewebe
bilden.

L. contorta (Hoff.) Stnr.

Kalksteine bei Srbsko und an der Strasse zw. Srbsko
und Hostin und in Prokoptal.

3
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var. albocincta Stnr.

Diabas bei Sv. Jan p. sk.

var. cinereovirens (Miill.) Zhlbr.

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek), zw. Srbsko
und Hostin.

L. conglomerans Nyl.

Schiefer bei Jeneralka. '

Die Thallusoberrinde ist 20 — 35 « hoch, aus diinnwan-
digen meistens ellipsoidischen, etwa 9 ulg., 8 u breiten Zellen
bestehend. Seitenberindung der Areolen ist vorhanden, dhnlich
gebaut, doch diinner. Die Gonidienschicht ist 70— 90 » hoch,
mit 7— 11 « grossen Gonidien, welche in vertikale, 20 — 30 «
breite Streifen geordnet sind. Das Mark ist farblos,in Mikro-
tomschnitten durchsichtig, aus dicht verflochtenen Hyphen
bestehend. Die Hyphen in ellipsoidische, bis 12 « Ig., 8 u br.
Zellen gegliedert, diinnwandig. Das HExzipulum ist etwa 9 u
breit, dhnlich wie das Hypothezium aus farblosen, 2 u dicken
Hyphen verflochten. Die Paraphysen oben rosenkranzformig
gegliedert, das KEndglied ellipsiodisch, 6« lg., 5« br. Die
Schlduche sind diinnwandig, walzig-keulig, 110 —130 « lg.,
21 — 28 u br. Die Sporen liegen zweizeilig in den Schlduchen,
sind eiformig, 27—34 u lg., 17 —25 « br. Pycnoconidien
stibchenformig, 8 —10 « Jg., 0'5 « br.

Bei der Helsingforser Flechte (Nyl. & Norrl. 531, Natnrh.
Mus. Wien), finde ich die 7—12 u 1g,, 6 — 8 u br. Zellen der
22—30 u dicken Oberrinde mit etwas dickeren Wéinden,
deutlicher vertikal gereihf, d. h. die Hyphen der Oberrinde
weniger verzweigt. Sie lassen sich auch besser zwischen den
Gonidiensédulen verfolgen. Die Glieder der Markhyphen sind
bis 10 u 1g., 8 u br. Die Paraphysen sind deutlicher in ihrer
ganzen Linge gegliedert. Sonst, namentlich auch im Habitus,
stimmen beide Flechten vorziiglich iiberein.

L. Dominiana spec. n. (Taf. 111)

Thallus J —, KOH -+ luteus, demum sanguineus,
CaCl,0, =, KOH + CaCl,0; =, luridus vel cervinus, made-
factus olivaceo fuscus, rimoso-areolatus usque verrucoso-squa-
mulosus, 0'8 —15 mm crassus. Verrucae basi vulgo con-
strictae, subpedicellatae, 1 — 16 mm latae, contiguae, varie
polygonatae vel subcrenulatae, rimis profudis separatae, in
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superficie subplanae aut paulo convexae, aut inaequales, opacae.
Protothallus indistinctus. Cortex superior incoloratus, solo
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pars superficiale tenuissima atroviolaceo colorata, 50— 70
crassus, paraplectenchymaticus, celullis 4 —8 u 1g., 4 — 7« 1t
Cortex lateralis verrucarum similis, sed tenuior, 20 —40
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crassus. Stratum gonidiale 60 — 150 ¢ altum, interruptum,
gounidiis subglobosis 4 — 11 ¢ It. Stratum medullare incoloratum,
sed granulis copiosis incoloratis obscuratum e hyphis lepto-
dermaticis, copiosis, dense contextis articulatis formatum,
articulis hypharum pro parte globosis, pro parte oblongis
vel cylindricis.

Apothecia in verrucis solitaria, omnino immersa vel
rarior paulo emergentia, a thallo pro parte tenuissime cincta.
Discus usque 1'4 mm 1t. saepe superficia superior verrucarum
tota explendens, planus, saepe minute granulosus aut rimu-
losus, rarius paulo et irregulariter convexulus, atratus, saepe
paulo caesiopruinosulus, madefactus haud dilutior. Excipulum
in parte suprema cca 50 u lt.,in parte lateralis 15 —25 u lt.,
e hyphis tangentialibus, dense contextis, articulatis consistens,
articulis 4—7 u lg, 3—4 x 1t. Hypothecium incoloratum,
ex hyphis tenunis dense intricatis consistens, 25 —35 x altum.
Epithecium sordide olivaceum KOH sordide fuscescens, HNO,
aeruginosum. Hymenium 160 — 190 « altum, incoloratum, gut-
tulis nullis, J coerulescens. Paraphyses copiosae, 1’3 u crassae,
in parte inferiore indistincte articulatae, in parte superiore
moniliforme articulatae, articulis supremis globosis, 6 ¢ It.
Asci leptodermatici, cylindrico clavati. Sporis in ascis bise-
rialiter dispositis, ellipsoideis, aut ovoideis aut oblongis vel
rarior subglobosis 20 —25 i lg.,, 12— 16 (19) « 1t. Pycnoco-
nidiis bacillaris 6 —9 u Ig., 1 ¢ 1t.

Diabasfelsen bei Motol.

Vor 20 Jahren sammelte ich dieselbe Flechte bei einer
von Prof. Dr. Domin gefiihrten Exkursion auf Diabas bei
Chuchle siidlich von Praha.

Die neue Art gehort in die Verwandtschaft von L. in-
termutans.

L. gibbosa (Ach.) Nyl

Schiefer bei Kf#ivoklat und in der Schlucht von Zaho-
fany (Podzimek), bei Vieaory und auf Lydit der Schlucht
Dzbéan.

f. porinoidea (F'w) Leight.

Lyditfelsen der Schlucht Dzban und Schiefer bei Je-
neralka.
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Im Vergleiche mit Flot. L. exs. sax. 303 (Herb. Dahlem)
besitzen diese Flechten etwas dunkler gefirbtes Lager.

L. Hoffmannt (Ach.) Miill. Arg.

Schiefer bei Kiivoklat (P odzim ek), Diabas bei Radotin
(Podpéra), bei Motol und bei Sv. Jan p. sk.

L. albescens (Hoff.) Flk.

Kalkfelsen oberhalb Sv. Jan p. sk., 400 m.

L. atra (Huds.) Ach.

Diabas bei Chuchle.

L. coarctata f. cotaria Ach.

Mauer bei Beroun (Podpéra).

var. elacista (Ach.) Schaer.

Kleine Steinchen (Sandstein) auf der Anhohe Vidovle
bei Praha.

var. glebulosa (Sm.) Mudd.

Anhohe Vidovle.

var. ornata f. sorediosa (B. de Lesd.)

Schiefer des Punktes 281 bei Jeneralka.

L. conierta (Duby) Grogn.

Diabas bei Motol.

L. crenulata f. dispersa Flk.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra), bei Klukovice, im
Prokoptal, zw. Srbsko und Hostin, bei Sv. Jan p. sk.

L. dispersa (Pers.) Rohl.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra), Hlubodepy, Zlichov,
Klukovice, Steinchen auf der Anhohe Vidovle.

L. epanora Ach.

Kieselstein bei Kfivoklat (P odzimek).

L. frustulosa var. argopholis (Ach.) Link.

Schiefer bei Lib8ice (Pod p éra), hdufig an Diabasfelsen
bei Motol und unterhalb Novd Ves im Prokoptale. Silikat-
einschliisse im Kalk bei Klukovice.

Das Hymenium dieser Flechten weist zahlreiche gelbe
Tropfehen auf.

L. orosthea Ach.

Schiefer bei Jeneralka.

L. polytropa (Ehrh.) Rbh.

Sandstein der Anhohe Vidovle bei Praha und bei Motol.

f. llusoria (Ach.) Leight.
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Silikateinschluss im Kalk bei Hlubocepy (Podzim ek),
anch sonst im Prokoptal, Schiefer oberhalb VSenory.

L. rupicola (L.) Zhlbr.

Kieselgestein auf dem Nizbor (Podzimek).

f. sorediata (F'w.) Zhlbr.

Diabas hei Karlik (Podzimek).

L. sarcopis (Whl) Réhl.

Entrindete Robinia bei Motol.

L. sulphurea (Hoff.) Ach.

Schiefer bei LibSice und Diabas bei Radotin (Podpéra).
Quarzit des Nizbor (Podzimek), Diabas bei Motol und
bei Chuchle, Silikateinschluss im Kalksteine im Prokoptal,

L. subfusca var. campestris (Schaer.) Rbh.

Diabas bei Sv. Jan p. sk., Kalkstein und Silikateinschluss
im Kalkstein im Prokoptal.

L. umbrina (Ehrh.) Rohl.

Lyditfelsen im DzZban bei Liboe, Kalkstein im Prokoptal
und Diabas bei Motol.

Pycnoconidien sind jedoch nicht gefunden worden.

L. varia (Ehrh.) Ach.

Alte Weide in der Ndhe von Kfivoklat (Podzimek).

L. albomarginata (Nyl.) Cromb.

Kalkstein bei Hluboéepy und Schiefer bei Krivoklat
(Podzimek), Kalkstein im Prokoptal (Podpéra), Hlubo-
¢epy und Sv. Jan p. sk., Schiefer bei Liboc und Diabas bei Motol.

L. alphoplaca (Whlb) Zhlbr.

Diabasfelsen bei Motol.

var. polycarpa (Th. Fr.) Zhlbr.

Diabasfelsen bei Sedlice nidchst Lodenice (Podpéra).

Die Flechte ist nur auf Grund der Beschreibung, ma-
mentlich bei Th. Fries (Lichenogr. Seand. p. 320) hieher ein-
gereiht worden.

L. Garovagliz (Krb) Zhlbr.

Schiefer bei Kifivoklat (Podzimek), eisenhaltige
Ader im Kalkstein im Prokoptal.

Der angefeuchtete Thallus ist griinlich. Die Oberrinde
30—35 u hoch, mit etwa 2 u dicker, amorpher, farbloser
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Deckschicht, sonst durch brdunliche Kornchen verdunkelt,
unten farblos. Die Gonidienschicht ist fast zusammenhéngend,
die Gonidien 7—12 u groB. Die Unterrinde etwa 20 n dick,
rotbraun. Die Kndglieder der vertikal gerichteten Hyphen
bilden ein unvollkommenes Paraplectenchym als &duBerste
Schicht. Stellenweise treten rotbravne bis 3 ¢ dicke Hyphen
aus der Lagerunterseite heraus.

Bei Zhlbr. Lich. rar. 149 fehlt in der Oberrinde der
unterste uugefédrbte Teil fast vollkommen, die Gonidien sind
bis 16 w groB, hédufig horizontal gestreckt, die Unterrinde
zeigt eine kaum wahrnehmbare paraplectenchymatische AvBen-
schicht.

L. incusa f. olivacea Suza, Casop. Morav. musea XXVII.
p. 7. (Separ.)

Schiefer bei Ki#ivoklat (Podzimek), Schieferfelsen
ndchst Jeneralka im Sarkatale, Lydit der Schlucht Dzban.

f. caesiella Suza, I. c.

Schiefer oberhalb Vsenory, Lydit in der Schlucht Dzban,
Diabas bei Motol.

Fine stark bleigrau bereifte Form, wie ich sie unterdieser
Bezeichnung im Naturh. Museum in Wien gesehen habe.

f. castanoplacoides f. n.

Thallus robustior, castanens.

Schiefer in der Schlucht von Zalorany (Podzimek).

Kastanienbraune Form mit meistens etwas robusterem
Thallus, iibereinstimmend habituell mit einer ungarischen
Pflanze classischen Standortes von Lecanora castanoplaca
Nyl. (= Acarospora).

f. elaeoplaca comb. n. — Lecanora elaeoplaca Nyl. in
Flora 1881 p. 538.

Schieferfelsen néchst Jenerdlka im Sarkatal.

Die Thallusfarbe ist heller, die Randlappen flacher,
mehr glatt und enger angeprefit. Die Flechte Lojka’'s vom
classischen Standort (Naturh. Mus. Wien) hat die Lappen
etwas breiter, sonst iibereinstimmend mit unserer Pflanze.

L. muralis (Schreb.) Rbh.

Diabas in der Schlucht bei Slivenec (Podpéra), Diabas
und Sandstein bei Motol.

var. albopulverulenta (Schaer.) Rbh.
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Kalkfelsen bei Srbsko und bei Sv. Jan p. sk. (Podpéra),
Gipfel des Kreuzfelsens bei Sv. Jan p. sk., 400 m.

Habituell stimmen diese Flechten mit Anzi Lang. 271
(N. Mus. W.) iiberein, weniger mit Schaer. 334 (N. Mus. W),
wo namentlich auch die dicke Oberrinde auffillt. Sie ist
60—80 « dick und durch Anwesenheit zahlreicher farbloser
Kornchen undurchsichtig. Darunter eine cca 100 u hohe
Gonidienschicht, dann Mark, welches durch an Hyphen haf-
tende Kornchen undurchsichtig ist. Bei Anzi 271 besteht
die Oberrinde aus einer cca 40 . hohen, farblosen durch-
sichtigen l.age abgestorbenen unregelméiBigen Paraplecten-
chyms, dann folgt eine etwa 20 . dicke gelblichbrdunliche
Schicht undurchsichtigen Paraplectenchyms. Die Gonidien-
schicht ist etwa 70 u hoch, darunter die Markschichi, dhnlich
wie bei Schaerers Exsiccat. Die Hafthyphen sind in beiden
Exsiccaten bridunlich, 4 ¢ dick. Die Pycnidien bel Anzi am
AuBenrande der Areolen kugelig, 100 ¢ im Durchmesser, mit
10 « dickem, fast farblosen Perifulerium, aus tangentialen
Hyphen verflochten. Die Pycnoconidien sind stibchenformig,
7.5« lg., 0.6 u br. Die Flechte von Sv. Jan bat 30—60 « dicke,
durch Kornchen undurchsichtige Oberrinde, 60—70 u hohe
Gonidienschicht und mit beiden Exsiccaten iiberreinstimmende,
etwas gebridunte Markschicht.

var. diffracta (Ach.) Rbh.

Diabas bei Karlik (Podzimek).

var. versicolor (Pers.) Th. Fr.

Kalkfelsen bei Klukovice.

L. radiosa (Hoff.) Schaer.

Kalkstein am Kreuz oberhalb Sv. Jan p. sk., 400 m und
im Prokoptal, dort auch auf Silikateinschliissen.

f. tarinosa Hue.

Kalkstein nordl. von Srbsko.

var. incanescens Nyl.

Kalkstein bei Hlubocepy (P odpéra), Diabas bei Motol
und bei Sv. Jan p. sk.

Mit der Beschreibung gut iibereinstimmend durch un-
regelméBige Rosetten, Bereifung und kleine Pycnoconidien:
4—5.5 u 1g., 0.6—0.8 u br. Vergleichsmaterial jedoch nicht
gesehen.
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var. subctrcinata (Nyl.) Zhlbr.

Schlucht von Slivenec (Podpéra).

Lecania erysibe var. Rabenhorstii (Hepp) Mudd.

Kalkstein bei Sv. Jan p.sk.,nordl. von Srbsko,an mehreren
Stellen im Prokoptale, bei Klukoviee und auf Diabas bei Motol.

Im Vergleich mit Mudd. Herb. L. Brit. No. 105 (Naturh.
Mus. Wien.) ist der Thallus weniger staubig aufgelost.

Candelariella aurella (Hoff.) Zhlbr.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra), im Prokoptale bei
Hlubocepy und auf Steinchen der Anhohe Vidovle bei Praha.

0. vitellina (Ehrh.) Miil. Arg.

Diabas bei Radotin (Podpéra), bei Karlik, Schiefer
bei Kfiivoklat und in der Schlucht von Zahoiany, Quarzit
des Nizbor (Podzimek), Diabas bei Motol, Krde und
Silikateinschliisse des Kalksteins im Prokoptal.

f. arcuata (Hoff.) Lettau.

Sandstein bei Radotin (Podpéra), Eichen und Schiefer
bei Krivoklat (Podzimek), Diabas bei Motol.

f. corruscans (Ach.) Lettau.

Sandstein der Anhohe Vidovle und Schiefer bei Jeneralka.

Parmeliaceae.

Candelaria concolor (Dicks) Wain.

Laubbdume bei Kfivoklat (Podzimek.)

Parmelia®) caperata (L.) Ach.

Schiefer in der Schlucht von Zahofany, Quarzit des NiZbor
und Lydit des Felsens Cerna skala bei Bohnice (Podzimek.)

f. sorediosa Miill. Arg.

Schiefer in der Schlucht von Zahofany (Podzimek),
Schiefer bei VSenory.

P. conspersa (Ehrh.) Ach.

Schieferin der Schlucht Zahoranska rokle Diabas bei Kar-
lik, Liydit bei Bohnice (Podzimek), Schiefer bei VSenory und
Punkt 281 im Sarkatale. Liydit in der Schluchl Dzbéan bei Liboc.

P. conspurcata (Schaer.) Wain.

Diabas bei Motol.

P. fuliginosa (Wib.) Nyl.

*) Allehier angefiihrten Parmelien,insoferne sie von mir gesam-
melt worden sind, wurden von Dr. A. Hilitzer (Praha) bestimnt.
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Schieferfelsen im Sarkatale (Podpéra), Quarzit bei
Nizbor und Lydit bei Bohnice (Podzim ek).

P. furfuracea f. thamnodes Wallr.

Schiefer beim Punkt 331 im Sarkatale.

P. glomellifera Nyl.

Schiefer bei KFivoklat und Quarzit bei NiZbor (Pod-
zimek). Diabasfelsen bei Motol, bei Sv. Jan p. sk., Lydit
der Schlucht Dzban sowie Schiefer daselbst, auch auf Erde
in Felsenspalten, bei Jeneradlka und bei VS§eunory.

var. grisea Anders.

Annédherungsformen auf Diabas bei Motol und in Spalten
der Lyditfelsen der Schlucht Dzban.

P. molliuscula Ach.

Schiefer bei Krfivoklat und in der Schlucht von Za-
hofany, Quarzit des NiZbor, Diabas bei Karlik néchst
Dobfichovice, Lydit bei Bohnice (Podzimek). Diabas bei
Motol, Schiefer bei Jeneralka und oberhalb Vienory, Lydit
der Schlucht DZban und Silikateinschliisse im Prokoptal.

f. hypoclysta Nyl.

Diabas bei Motol.

P. Mougeotiz Schaer.

Schieferfelsen in der Schlucht oberhalb VSenory.

P. pannariiformis (Nyl.) Wain.

Schiefer oberhalb Vsenory.

P. proliza (Ach.) Rohl.

Quarzit des Nizbor, Lydit des Felsens Cerna skala bet
Bohnice, Diabas bei Karlik (Podzimek). Schiefer bei
Vsenory, Lydit der Schlucht DZban, Diabas bei Motol und
Silikateinschliisse im Kalkstein des Prokoptales.

var. Pokorny: (Krb.) Zhlbr.

Erde auf dem Schieferfelsen néichst Jeneralka.

P. physodes (1..) Ach.

Salix bei Kt#ivoklat (Podzimek), auf Erde der Lydit-
felsen des Dzban, Schiefer des Punktes 281 im Sarkatale
und oberhalb Vsenory, Diabas bei Motol und auf dem Boden
der Anhohe Vidovle.

f. platyphylla Ach.

Schiefer des Punktes 331 im Sarkatal.

f. wvittatoides Mer.
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Felsen bei Nizbor (Podzimek), auf dem Boden der
Anhohe Vidovle.

P. saxatilis (L) Ach.

Felsenriicken bei Jince (Podpéra), Schiefer bei
Jeneralka.

var. Awzont Del.

Lyditfelsen der Cerna skala bei Bohnice (Podzimek).

Pomphalodes (L.) Ach.

Felseuriicken bei Jince (Podpér a).

P. sorediata (Ach.) Rohl.

Quarzit des Nizbor (Podzimek).

Cetraria glauca f. coralloidea (Wallr.) Krb.

Felsenriicken bei Jince (Podpéra).

f. ulophylla (Wallr.) Krb.

Felsenriicken bei Jince (Podpéra).

C. islandica f. subnigricans (Nyl.) DT.

Nordabhang der Anhohe Videvle.

var. tenuifolia (Retz.) Wain.

Bei Srhsko (Podpéra).

Cornicularia temnissima (L.) Zhlbr.

Punkt 381 im Sarkatal.

var. muricata (Ach.) DT.

Nordabhang der Anhcéhe Vidovle und Diabasboden bei
Motol.

Usneaceae.

Ramalina pollinaria f. humilis Ach.

Kalksteinfelsen im Prokoptal (in Hedwigia L. p. 80 als
f. rupestris).

Diabasfelsen bei Motol und Schiefer bei Jeneralka.

Caloplacaceae.

Blastenia fuscorubens (Nyl.)

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzim ek).

Bl. rupestris var calva. (Dicks.)

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk. (Podpéra).

var. coniasis (Mass).

Diabas bei Motol und Kalkstein im Prokoptale.
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var. rufescens (Hoff.) Zhlbr.
Kalkstein bei HluboGepy (Podzimek), néchst der
Kapelle im Prokoptal und Diabas bei Motol.

Bl. Siebenhaariana (Krb).

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk. (Podpéra).

Bl. lamprocheila (DC) Flag.

Diabas bei Chuchle (Podpéra).

Abweichend von Arn. 1106 (Miinch.) ist das Lager dicker
und dunpkler geférbt.

Caloplaca aurantiaca var. difiracta (Mass.) Lojka.

Diabas bei Motol, Kalkstein néchst Srbsko.

C. caesiorufa (Nyl.) Flag.

Schiefer bei Kfivoklat und in der Schlucht bei Zahotany
(Podzimek), Diabas bei Nova Ves, Schiefer bei V&enory.

C. coronata (Krmp.) Stnr.

Kalkstein zwischen Chuchle und Hlubocepy (Podpér a),
am Kreuz oberhalb Sv. Jan p. sk., 400 m.

C. citrina (Hoff.) Th. Fr.

Mauer in Lib8ice (Podpéra).

C. flavovirescens (Wulf.) Zhlbr.

Kalkfelsen oberhalb Sv. Jan p. sk.

C. fuscoatra (Bayrh.) Zhlbr.

Schiefer bei Jeneralka. Schiefer in der Schlucht von
Zahotany und bei Kfivoklat, Diabas bei Karlik (Podzimek).

C. lactea (Mass.) Zhlbr.

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek).

f. aestimabilis Arn.

Kalkstein zw. Chuchle und Hlubocepy und in der Schlucht
Cisaiskda rokle bel Beroun (Podpéra), am Fuss der Kalk-
felsenwand bei Klukovice, bei Srbsko, an der StraBie zw.
Srbsko und Hostin, am Kreuze oberhalb Sv. Jan p. sk,
400 m und auf Diabas bei Sv. Jan.

f. aurata (Harm.)

Kalkstein bei Zlichov.

C. variabilis (Pers.) Th. Fr.

Diabas und Kalkstein bei Sv. Jan p. sk., Kalkstein bei
Zlichov, Klukovice, Srbsko.

f. fusca Mass.
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Cisafskd rokle bei Beroun (Podpéra), bei Hlubocepy
and auf einer Kalksteinader im Diabas bei Sv. Jan p. sk.

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk.

Die Flechte vom letzten Standort ist in mancher Be-
ziehung dhunlich var. submersa Zablbr. Sie weicht jedoch vom
Originalexemplar (Bosanka niichst Dubrovnik, leg. Latzel)
habituell durch helle weiBliche Thallusfarbe ab, auch ist das
Epithezium weniger kornig, durch KOH sich kaum violett
fdrbend und das Hymenium etwas niedriger.

C. vitellinula (Nyl.) Oliv.

Diabas bei Karlik, Schiefer bei Kfivoklat und in der
Schlucht von Zahofany (Podzimek).

C. decipiens (Arn.) Stor.

Kalkstein bei Radotin und Pldner Na Vini¢kdch bei
Lysa (Podpéra), Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek),
Einfriedungsmauer des Meyerhofes Pernikdfka und Diabas
bei Motol.

C. elegans (Link.) Th. Fr.

Diabasfelsen bei Motol.

C. aurantia (Pers.) Stnr.

Kalkstein bei Klukovice und bei Sv. Jan p. sk.

f. centrifuga Mass.

Kalkstein im Radotiner Tal bei Praha (Podpéra).

C. murorum (Hoff.) Th. Fr.

Kalkstein im Radotiner Tal (Podpéra).

C. tegularis (Ehrh.)

Diabas bei Motol, Lydit in der Einfriedungsmauer des
Meyerhofes Pernikatka.

Theloschistaceae.

Xanthoria fallax f. vulgaris Anders.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra), Schieferfelsen bei
Jeneralka, Pappeln ldngs der StraBe bei Liodenice.

f. aurantiaca Anders.

Diabas bei Motol.

X. parietina (L.) Th. Fr.

Kalkstein bei Tetin (Podpéra), Robinia pseudoaca-
cia bei der Kapelle im Prokoptal, Lydit in der Schlucht
Dzbéan.
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Von allen 3 Standorten nur kiimmerliche Proben. Wohl
eine seltenere Art in der Prager Umgebung.

Buelliaceae.

Buellia punctiformis (Hoff.) Mass.

Eichen bei VSenory.

var. chloropolia F'r.

Laubbdume bei Kfiivoklat und NiZzbor (Podzimek),
Robinia bei der Kapelle imm Prokoptal und n&chst Motol.

var. stigmatea (Ach.) Stnr.

Granulit des Nizbor, Schiefer bei Kfivoklat, Silikat-
einschluB im Kalkstein bei Hlubotepy (Podzimek),
Schiefer bei Jeneralka, Diabas bei Motol und bei Chuchle

B. saxatilis (Schaer.) Krb.

Diabas bei Motol. ‘

Der Thallus hat rundliche weilliche Sorale und auch
sonst entspricht er habituell gnt Schaer. 240 (Nat. Mus. Wien).
Bei Arn. 1058 sieht der Thallus etwas abweichend aus, na-
mentlich ist er diinner und die Areolenoberféche glatter. Die
Flechte von Motol hat folgende Thallusreaktionen: K == gelb,
Ca + gelb, J —, Sorale Ca + gelb. Im Habitus und anato-
mischen Baue der Apothezien stimmen alle 3 Flechten voll-
kommen iiberein.

B. porphyrica Arn.

Diabas bel Karlik (Podzimek), Schiefer bei Jeneralka
und Silikateinschliisse im Kalkstein bei Klukovice.

B. ambigua Ach.

Schiefer bei Vsenory.

B. alboatra (Hoff.) Th. Fr.

Schiefer bet Jeneralka.

B. epipolia Ach.

Silikatader im Kalkstein bei Radotin (Podpéra),
Schiefer oberhalb Vsenory, Kalkstein bei Klukovice.

var. venusta (Krb) Oliv.

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek), zwischen Zlichov
and Hlubocepy und bei Sv. Jan p. sk

f. ocellata (Mass.) Stnor.

Kalkstein bei Radotin (Podpéra), bei Klukovice und
Nova Ves im Prokoptale und oberhalb Sv. Jan p. sk.
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Die Kalilaugereaktion des Thallusmarkes ist bei diesen
Flechten sehr verschieden, wie auch Steiner (Verhandl
zool.-bot. Gesellsch. Wien LXIX p. 63) angibt. Bei einigen
Proben verfidrbt sich das Mark schnell gelb und nachher
blutrot, bei anderen wird es kaum roétlich. Die als f. ocellata
angegebenen Flechten besitzen anfangs vertiefte, dann flache
Apothezien.

B. canescens var. euthallina var. n.

A typo plagis minoribus, lobis brevibus sed distinecie
crassioribus differt.

Schieferfelsen bei Jenerdlka im Sarkatale.

Etwa 1 cm breite Rosetten mit kiirzeren, cca 2 mm
langen, 0.5—0.7 mm breiten und dickeren Lappen, die weniger
fest dem Substrate anliegen. Die Soredienbildung ist ver-
schieden, entweder besitzt der Thallus nur einzelne rundliche
Sorale mit kérnigen Soredien, oder es sind ganze Steinflidchen
mit soredids zersetzten Lagern iiberwuchert, in welchem
Falle die Soredien staubig sind.

Die Oberrinde ist 12—17 u dick, braun, paraplecten-
chymatisch, mit diinnwandigen etwa 5 u grofen Zellen. Die
Dackschicht aus hyalinen krystallinischen Korperchen, wie
ich sie bei franzozischen und dalmatinischen Kxemplarer
dieser Art finde, ist da nur durch einzelne Kornchen ange-
deutet. Auch die Punktierung der Rinde durch dunklere
ultramikroskopische K6rperchen (»inspers«) istsehr undeutlich.
Gonidien sind 5—12 n groB, in 40—60 « groBen Gruppen,
daher die Gonidienschichtnicht zusammenrhingend. Das Mark
aus schiitteren, 2 ¢ dicken Hyphen. Die Lagerreaktionen:
J—, KOH :[gelb, dann orangegelb, CaCl, O, oder J etwas
gelblich, KOH mit CaCl;0,—. Kleine Sorale mit kornigen
Soredien Ca —+ gelblich, staubige Soredien Ca—.

B. badia (Fr.) Krb.

Schieferfelsen bei Jeneralka.

Rinodia atrocinerea var. tatiscens Th. I'r.

Quarzit des Nizbor, Kieselgestein bet Bohnice, Schiefer
bei Krivoklat und in der Schlucht von Zahotany (P od-
zimek), Schiefer in der Schlucht bei V§enory.

GroBtenteils steril.

R. Bischoffiz var. tmmersa Krb.
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Kalkstein bei Hlubocepy (Podzimek), nichst Kluko-
vice und an der StraBle zw. Srbsko und Hostin.

var. protuberans Krb.

Kalksteine bei Srbsko, Sv. Jan p. sk. und bei Klukovice

f. euthaltina (Harm.)

Kalkstein bei Sv. Jan p. sk., Siidhang der Anhdhe
Divéi Hrady oberhalb Zlichov.

f. subathallina (Harm.)

Kalksteine bei Sv. Jan p. sk.

R. demissa (Flk.) Arn.

Schiefer bei Stard Troja (Podzimek), Sandstein bei
Motol.

R. discolor f. candida Hepp.

Schiefer in der Schlucht voa Zahofany (Podzimek).

R. lecanoring Mass.

Kalksteinfelsen bei Sv. Jan p. sk.

R.oreina (Flk) Arn. (incl. Mougeotioides (Nyl.) Zhlbr.)

Lydit des Punktes 331 im Sarkatal.

R. exigua (Krb.) Th. Fr.

Pappeln ldngs der StraBie bei Lodenice, Eiche beim Kreuz
oberhalb Sv. Jan p. sk.

Physciaeae.®)

Physcia adscendens (F'r.) Th. Fr.

Granitpfeiler nédchst Meyerhof Jeneralka, Diabas bei
Motol und Robinia bei Motol.

Ph. caesia (Hoff.) Nyl.

Lydit bei Stara Troja, Diabas bei Karlik, Laubbaum-
rinde néchst Kiivoklat (Podzimek). Diabas oberhalb der
Kapelle in Sv. Jan p. sk., Plidner bei Liboe, Sandstein bei
Cibulka und Moos der Lyditfelsen der Schlucht Dzban.

Gemeinsam mit der sorediosen Normalform auf Kalk-
stein im Prokoptale eine abweichende Form, die gewisser-
maBen an Ph. melops erinnert, ohne Sorale und mit schmalen
Lappen. Vielleicht dieselbe Form, welche Lettau (Hedwigia
LII p. 253) von Muschelkalk in Thiiringen erw#hnt: »lobis
magis discretis, elongatis, soralis paucis, fere candidis.«

*) Alle von mir gesammelten Flechten dieser Gruppe hat B.
Lvynge (0Oslo) bestimmt.
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Ahnlich schmallappige, sorediose Pflanzen sind die-
jenigen von Diabas bei Sv. Jan, zu denen Lynge bemerkte:
»Sie sind Ph. teretiuscula sehr #dhnlich, aber bei jener Art
sind die Lazinien doch noch etwas schmiiler und mehr dis-
cretae. Die Soredien sind bei vorliegender Pflanze auch mehr
von dem globosen Caesia—Typus. Je mehr ich diese Pflanze
beobachte, um so mehr glaube ich hier Ph. caesia zu sehen«.

Auch Ph. caesia f. dendritica Anders (Hedwigia LXIII
p. 320) scheint der Beschreibung nach dieser Flechte nahe
zZu sein.

Der anatomische Bau des Thallus dieser sterilen Flechten
weicht nicht bemerkenswert von der normalen Ph. caesta ab.

Ph. dimidiata (Arn.) Nyl

Diabasfelsen bei Motol, Schiefer bei Jeneralka (determ.
Servit).

Ph. grisea (Lam.) Zhlbr.

Eiche am Kreuz oberhalb Sv. Jan p. sk. 400 m.

var. pityrea (Ach.) Lynge.

Mit der typischen Form, ferner Diabasfelsen bei Motol,
Robinia an der Kapelle im Prokoptal, Pappel auf der Strafe
bei Lodenice.

Ph. muscigena (Ach.) Nyl

Moos des Diabasfelsens am Kingang in Motol.

Ph. migricans (Ach.) Stzb.

Kalkstein bei Hlubolepy (Podzimek) und im Pro-
koptal, Diabas oberhalb der Kapelle in Sv. Jan p. sk., Lydit
in der Schlucht Dzban, Sandstein der Anhéhe Vidovle.

Ph. virella (Ach.) Mer.

Kalkstein bei Hluboéepy (Podzimek), Pappeln ldngs
der StraBe n#chst Lodenice, Diabas bei Motol und Liydit der
Schlucht Dzban.
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ERKLARUNG DER ZEICHNUNGEN.

Taf. 1. Sarcopyrenia gibba Nyl.: 1. Vertikaler Schnitt durch
das Perithezium. 2. Schliuche: 3. Sporen. 4. Lagerhyphen.

Taf. II. Verrucaria Podzimekii Servit: 1. Vertikaler Schuitt
durch eine Lagerwarze mit 3 Perithezien. 2. Paraplectenchym des
Peritheziums. 4. Habitusbild. 5. Sporen. 6. Hymenium. 7. Oberer
Peritheziumteil mit Periphysen.

Taf. III. Lecanora Dominiana Servit: 1. Habitusbild eines
Lagerabschnittes mit 2 Apothezien. 2. Vertikaler Schnitt durch
eine sterile Lagerwarze. 3. Vertikaler Schnitt durch eine fruchtende
Lagerwarze. 4. Ein Schlauch mit Paraphysen. 5. Oberrinde und Go-
nidien. 6. Sporen. 7. Pyenoconidien.

Résumé.
Les lichens de la Tchécoslovaquie.

I. Environs de Praha.

La partie A contenant les associations lichéneuses de
41 localités est suivie d'une énumération systématique des
especes et formes B. Les noms imprimés en grosses lettres
désignent les lichens nouveaux pour la Bohéme.

Découvertes plus intéressantes: Sarcopyrenia gibba (tabl.
1), Staurothele Ambrosiana et Cattillaria subgrisea sur les
pierres calcaires comme les espéces des aréales plus au sud,
et Microthelia aterrima (dans une variation nouvelle) sur les
pierres siliceuses ainsi que Acarospora badiofusca var. lepi-
dioides sur le diabas, espéces des plus hautes localités des-
cendant 1a a la hauteur de 200—300 métres.

Nouvelles especes et formes: Verrucaria Podzimeki
(tabl. I1.), Microthelia aterrima var. dermatinoides, Lecidea
fuscoatra var. Podpérae, L. grisella f. biatorina, Catillaria
chalybeia f. terricola, Lecanora Dominiana (tabl. IIL), L. in-
cusa f. castanoplacoides, Buellia canescens var. euthallina.
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Zur Komposition der quaterniren

quadratischen Formen.
Napsal VLADIMIR KORINEK

Vorgelegt am 12. Oktober 1929.

§ 1. Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist der Kompositionstheorie der
quaterndren quadratischen Formen, welche von H. Brandt

in einer Reihe

von Untersuchungen?!) entwickelt wurde, ge-

widmet. Bekanntlich kénnen nicht zwei beliebige Klassen von
quaternéren quadratischen Formen miteinander komponiert
werden. Falls es sich um primitive Formen handelt, was

1) Es sind das die folgenden Untersuchungen von H. Brandt:

L

1L

IIT.
IV.
V.

VL

VIL

VIIL

Zur Komposition der quaterniren quadratischen
Formen. Journ. f. r. u. a. Math. 148, 1913, S. 108.
Uber ein Problem von A. Hurwitz quaternire
quadratische Formen betreffend. Math. Ann. 88.
1925, S. 211.

Bilineare Transformation quadratischen Formen.
Math. Ztschr. 17, 1923 S. 153.

Bilineare Transformation quaternadren quadra-
tischen Formen. Math. Ztschr. 20, 1924, S. 223.

Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren qua-
dratischen Formen. Math. Ann. 91, 1924, S. 800.
Hauptklassen in der Kompositionstheorie der qua-
terniiren quadratischen Formen. Math. Ann. 94,
1925, S. 168.

Uber die Komponierbarkeit quaterniren quadra-
tischen Formen. Math. Ann. 94, 1925, S. 179.
Uber das assoziative Gesetz bei der Komposition
der quaterniren quadratischen Formen. Math. Ann.
96, 1926, S. 353.

Diese Abhandlungen werde ich weiter nur unter den betref-
fenden Nummern zitieren.

Veéstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. Ti. 1I. Rog. 1929.
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hier immer vorausgesetzt werden soll, miissen diese Klassen
zu derselben Ordnung gehéren und diese Ordnung muf
noch gewisse Bedigungen erfiillen (sogenannte K-Ordnung
sein). Aber auch dann lassen nicht jede zwei Klassen aus
einer K-Ordnung eine Komposition zu. Ich vereinige deshalb
alle Klassen aus einer vorgegebenen K-Ordnung, von denen
sich zwei beliebige entweder unmittelbar oder mittels anderer
Klassen durch Komposition verkniipfen lassen, in eine Ge-
samtheit, die ich Komplex nenne.

Zu zwei beliebigen Klassen eines Komplexes 148t sich
also eine endliche Folge von Klassen aus dem Komplex bilden,
so daB die erste der ausgewihlten Klassen an der Spitze, die
zweite am Ende der Folge steht, und zwei benachbarte Klassen
in der Folge stets eine Komposition zulassen. Es stellt sich
nun die Frage nach der Anzahl der Komplexe in einer K- Ord-
nung und nach der Weise, durch welche alle Klassen, die
zu demselben Komplex gehdren, zu charakterisieren sind.
Diese Frage ist durch den 1. und 2. Satz aus § 2 gelost. Es
stellt sich heraus, daB alle Klassen eines Geschlechts immer
zum selben Komplex gehdren, und der 2. Satz bestimmt dann
alle Geschlechter aus einem Komplex.

In diesem Paragraphen stelle ich in der Kiirze die
Hauptergebnisse der Brandtschen Untersuchungen zusammen.
Im § 2 werden die Sitze, die das Resultat dieser Arbeit
bilden, formuliert. ITm § 3 beweise ich einige Hilfssétze
iiber ternire und quaternire quadratische Formen. Dann
folgt im § 4 Beweis des 1.,im § 5 Beweis des 2. Satzes.

Eine primitive quaterniire quadratische Form schreibe

ich immer in der Form
3

o d () = 3 awxixr,

i, k=o

wo die aix ganze rationale Zahlen sind. ¢, ist 1 oder 2, je nach
dem eine Form erster oder zweiter Art vorliegt (eigentlich
oder vneigentlich primitiv ist). Diese von der iiblichen durch
den Faktor ¢, abweichende Schreibweise werde ich die ganze
Arbeit durch behalten, weil nur die Form A(z:), nicht aber
o, A (xi) (fiir 6,=2), in die Komposition eingeht. Die ternéiren
Formen werde ich in der iiblichen Weise ohne den Faktor
o, schreiben. Die Diskriminante der Form 4 ist
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D = I (1 I .

Die Klasse der Form 4 werde ich mit A bezeichnen.
Seien jetzt 4, B, C drei quaternére quadratische Formen von
derselben Diskriminante. Dann sagen wir, die Form C entsteht
durch Komposition der Form 4 mit B:

(1) C(zi) = A(%;) B(yx),

wenn eine bilineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten
8

2i= kE Mijk T Yk 2=20,1,2,3
j.E=o0

existiert, die den folgender Bedingungen geniigt?®):
1. Die vierreihigen Determinanten der Matrix

i| Mo00s Moor - e . Mo32, Moss,
Mio0y Mio1 -+ -« « « « o« + . My3zey Mi3s,
Ms200. M201 . . . . . . Maze, Maas,
M300s M301 -« « « + o « o + M3z, Ms3s3,

sind ohne gemeinsamen Teiler.
2
ayk
Vorzeichen gleich [A(z;)]* und [B(yz)]* sein miissen, sind
positiv, d. h. die Substitution hat positive Signatur.

3. Die bilineare Substitution hat positive Art?).
Die erste Bedingung ist bei primitiven Formen stets von
selbst erfiillt. Was die dritte Bedingung betrifft, 146t sich
folgendes bemerken: Alle bilinearen Substitutionen, die die
Gleichung (1) vermitteln, lassen sich dem Vorzeichen der
Halbdeterminante einer alternierenden bilinearen Form?®) nach
in zwei Gruppen einteilen. Die Forderung, die bilineare Sub-
stitution sei positiver Art, bedeutet dann, da man nur Sub-
stitutionen aus einer von diesen beiden Gruppen zuléft.
Weil sich das Vorzeichen der obigen Halbdeterminante &ndert,
wenn man die zwei Reihen der Unbestimmten (x;) (yz) mit-
einander vertauscht?), so ist dadurch in (1) die Reihenfolge
der zu komponierenden Formen 4, B festgesetzt. Zwei For-

, die bis auf

) ) 02
2. Die Determinanten | und‘ Bi
| , oz,

?) Siehe H. Brandt V. S. 304.

®) Was die Definition der Art einer bilinearen Substitution
belangt, siehe H. Brandt II. S. 212 und IV. S. 229.

9 H Brandt IV S. 228 und V. S. 305.
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men, die sich miteinander komponieren lassen, gestatten also
allgemein nur eine der beiden Kompositionen AB oder BA.
Dadurch wird eine Vereinfachung der iiber die Komposition
geltenden Sitze erzielt. In der Gleichung (1) kann man jede
der drei Formen in eine ihr &dquivalente Form iiberfiihren
und diese neuen Formen lassen wieder dieselbe Komposition
zu. Man kann also auch von der Komposition der Klassen

1" C—=AB

sprechen. Die Klasse A heiBt mit B (rechisseitig) komponier-
bar, die Klassen A, B heiBen die zu komponierenden Klassen,
die Klasse C die komponierte Klasse.

Damit eine Komposition im obigen Sinne iiberhaupt
moglich sei, miissen die Formen 4, B, C eine quadratische
Diskriminante

D=a?

und den Trigheitsindex » =0, 2, 4, haben. Wir lassen den
Trigheitsindex »—4 (negativ definite Formen) auBer Be-
trachtung. Dann miissen alle drei Formen gleichen Trégheits-
index haben. Wir setzen nun fest, daB fiir x=0 d positiv,
fiir x =2 d negativ ist. Die drei Formen miissen noch weiter
aus derselben Ordnung stammen und die Ordnungsinvarianten
diirfen nicht beliebig sein, sondern miissen folgende Gestalt
haben:?%)

2
t*04 0, 03)

x fiir Formen erster Art,

1, o, o4
%05, 0, 0, )
“\ g 1 9 fiir Formen zweiter Art.

Eine Form, die die eben angefiihrten Bedingungen ertiillt,
nennt Brandt eine K-Form, die zugehorige Klasse und Ord-
nung, eine K-Klasse und K-Ordnung. Eine K-Form bzw.
K-Klasse, die fiir oy =1 die Zahl 1 und fiir oo =2 die
Zahl 2 darstellt, heiBt eine Hauptform bzw. Hauptklasse.
Ahnlich soll im folgenden ein Geschlecht, das Hauptklassen
enthilt, ein Hauptgeschlecht heillen. Hines der wichtigsten
Ergebnisse von Brandt ist,®) daB zu einer beliebigen K-Klasse

5 H, Brandt V. S. 302
) H. Brandt: VI. S. 166.
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A stets eindeutig zwei Hauptklassen H und H' angebbar sind,
so daB die Kompositionen bestehen
(2 HA—=A, AH' =A.
Im speziellen Falle kann auch H=—H’ sein. Die Klasse H
bzw. H' nennt Brandt die zu A links bzw. rechis zugehorige
Hauptklasse. Bezeichnet man mit A die zu A entgegengesetzie
Klasse, d. h. Klasse, die aus A durch eine ganzzahlige Sub-
stitation der Determinante —1 entsteht, so existieren neben
der obigen auch folgende Kompositionen?);
(3) AA—H, AA=H.
Nun lassen zwei K-Klassen A, B derselben Ordnung dann
und nur dann die Komposition AB zu, wenn die zu A rechts-
gehorige Hauptklasse mit der zu B linksgehorigen identisch
ist (Kompositionskriterium).®) In (1) sind dann die zu A und
C links bzw. zu B und C rechts zugehorigen Hauptklassen
miteinander identisch. Endlich sei noch iiber die entgegen-
gesetzten Klassen bemerkt, daB neben (1) immer noch fol-
gende Komposition besteht:
(1) C=BA.

Sei nun eine Hauptklasse H erster Art gegeben. Wenn
H die Zahl 1 darstellt, so gibt es bekanntlich in H unendlich
viele Formen der folgenden Gestalt:

H(xi) =x¢* + wh(x1, 22, x3),
wo u eine ganze positive Zahl und
3
h(x1, @3, x3) =2 lhikdiixk
k=

eine primitive terndre quadratische Form ist. Die reziproke
Form zu % werden wir durch

3
b(@1, @2, 3) = 2 f)mxi:ck

bezeichnen. Ahnlich 148t sich immer in einer Hauptklasse
zweiter Art eine Hauptform der Gestalt

2 H(xz) 2 Ty + 2 @towl—l_ k(wls Xa, m3)
finden. Hier bedeutet

»H.Brandt V. S. 318.
% H Brandt VIL S. 179.
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3
h(z1, 2, 1?3):[‘2 hik iz
k=1

eine primitive oder imprimitive terndre Form zweiter Art.
Die Diskriminante der Form 2 H sei D. Durch die Sub-

stitution
[;_; ]
2 vz °|
(4) Z=| o0 V2, 0,0
0, 0, V2, 0 ]
| o, 0, 0,\2

geht die Form 2 H in die folgende
G (y:) = yo® +ug(y1, y2 ys)

iiber, wo wieder u eine ganze positive Zahl und g eine eigent-
lich primitive terndre Form mit der Koeffizientenmatrix

[ 911, 2 g1z, 2913]
(5) 9= 12912, 2 gaz. 2 923
2 913, 2 g23, 2 g33
ist. Die Form G und folglich auch g hat4 D zur Diskrimi-
nante. Zwischen den Koeffizienten Aix und ga bestehen fol-
gende Gleichungen
(6) ugn — 2 h‘ll_lr
ugix = hix k=1, 2, 3, (4, k) == (1, 1).
Man beachte, daB u stets ungerade sein muBl. Die Reziproke
der Form ¢ bezeichne man noch
3
q = 2 gulilr.
k=1

th=

§ 2. Die Komplexe in einer K-Ordnung.

Sei eine K-Ordnung vorgegeben. Wir nennen zwei Klas-
sen A und B aus dieser Ordnung (in der Reihenfolge A, B)
durch Komposition verkniipfbar, wenn es sich eine Folge von
Klassen bilden 148t, die mit A anfidngt, mit B endet, und in
der jede Klasse mit ihr unmittelbar folgenden rechtsseitig kom-
ponierbar ist. Die so definierte Verkniipfbarkeit ist erstens
symmetrisch. Denn sei '

A,Kl, Kz---Kn,B
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eine Folge, die A mit B verkniipft. Dann ist, vermége $1 (1),
B,, Kn, Kn—-l, FECR Kl, A

eine Folge, die die entgegengesetzte Klasse B mit der ent-
gegengesetzten A verkniipft. Die_Gleichungen § 1 (3) zeigen,
daB die Kompositionen BB und AA existieren, es ist daher
auch B mit A verkniipfbar. Zweitens ist die Verkniipfbar-
keit transitiv, wie man unmittelbar einsieht. Sie ist auch
reflexiv, wie aus § 1 (3) folgt.

Ich nenne einen Komplexr die Gesamtheit von Klassen
einer K-Ordnung, die folgende zwei Higenschaften besitzt:

1. Zu jeder Klasse enthilt die Gesamtheit auch alle mit
ihr links- und rechtsseitig komponierbaren Klassen.

2. Je zwei Klassen aus der Gesamtheit sind durch
Komposition verkniipfbar.

Wegen der ersten Eigenschaft ist ein Komplex die
moglichst groBte Gesamtheit von Klassen, die die zweite
Eigenschaft besitzt. Ein Komplex enthiilt immer (infolge des
Kompositionskriteriums) mit zwei miteinander komponier-
baren Klassen auch die zugehérigen komponierten Klassen.

Eine K-Ordnung zerfillt in eine endliche Anzahl von
Komplexen. Es ist klar, daB zwei Komplexe aus derselben
K.Ordnung entweder keine Klasse gemeinsam haben oder
identisch sind. Es stellt sich nun naturgemifB die Frage, wie
sich die Komplexe einer K-Ordnung charakterisieren lassen,
und wie die Klassen, die zu einem und demselben Komplex
gehoren, gekennzeichnet sind. Die erste Frage wird durch
den folgenden Satz gelost:

1. Satz, Es seien H und B’ zwei Hauptklassen derselben
Ordnung. H und H’ stammen dann und nur dann aus demselben
Komplex, wenn sie zu demselben Geschlechte gehoren.

Weil zu jeder K-Klasse aus einem Komplex stets links
zugehorige Hauptklasse existieren mu8, ist ein Komplex durch
das zugehorige Hauptgeschlecht vollstéindig charakterisiert.

Bevor ich an den 2. Satz nidher eingehe, der die zweite
Frage nach der Einteilung der Klassen einer K-Ordnung in
einzelne Komplexe 10st, stelle ich hier die Geschlechts-
charaktere eines Geschlechts quaterniiren quadratischen For-
men zusammen und fiihre fiir sie eine passende Bezeichnung ein.

Die eizelnen Geschlechtscharaktere einer n-liren quad-
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ratischen Form findet man im Werke von P. Bachmann:
Die Arithmetik der quadratischen Formen. I. Abteilung S.473.
(im folgenden nur als P. Bachmann zitiert) zusammenge-
stellt.?) Im Falle einer quaterniren quadratischen Form
sind nicht alle aus dieser Zusammenstellung sich ergebenden
Charaktere unabhiingig, sondern erweisen sich leicht die
unter 4) und 5) angefiihrten Charaktere als durch die an-
deren schon bestimmt, so da man sie weglassen darf. Ebenso
ist der unter 2) angefiihrte Charakter?)

L D)

(—1n*
fiir on=1 mod 2 und der unter 3) angefiihrte
(—1) Tl —D

fiir on=2 mod 4 durch die anderen bestimmt.
Es bleiben uns daher nur noch die folgenden Cha-
raktere iibrig!®):

1. (%') fiir alle ungeraden Primzahlen p, die in om
aufgehen,
Uy —1)
2. (—1) 2w fir om- Omomt+: = 0 mod 4, om=0 mod 2,

3. (—1) $D fiir om10mom+1 =0 mod 8, om=0 mod 4.
Diese Charaktere sind noch nicht alle unabhiingig, es ist
aber fiir das folgende nicht notig dieses System weiter zu
beschrinken.™)

9) Die dort angefiihrten Ergebnisse sind richtig, obzwar die
Beweise dafiir manche grobe Fehler enthalten. Siehe auch
H. Minkowski: Grundlagen fiir eine Theorie der quadra-
tischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ges. Abh. I. S. 7.
19) Die Bezeichnung ist dieselbe, die P. Bachmann l. ¢. beniitzt.
1) Alle diese Charaktere sind Charaktere im Sinne von H.
St. Smith:
On the Orders and Genera of Quadratic Forms Containing
more than Three Indeterminates. Proc. Roy. Soc. 13,
1864 S. 199, Papers I. S. 412., Proc. Roy. Soec, 16, 1867,
S. 197, Papers I. S. 510,
Mémoire sur la représentation des nombres par des
sommes de cinq carrés. Papers II. S. 623,

d. h. sie kommen allen Zahlen oi M, bei, wenn M, relativ prim zu
n
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Bei einer K-Ordnung haben wir nach§1 o0;=1%%s;. p bzw.
q seien beliebige ungerade Primzahlen aus 0, bzw. os. 7 sei
eine beliebige ungerade Primzahl aus #, die nicht gleich-
zeitig in og enthalten ist. Wir bezeichnen nun fiir das folgende
die Charaktere einer K-Form folgendermafBen

wq(l) — (&) , wy(l) — (ﬂl_)’

q r
wofl) =l

Bei einer K-Form sind nach dem vorangehenden alle diese
Chavaktere stets vorhanden. Falls noch Charaktere in bezug
auf 4 und 8 existieren, so seien sie durch

(n) — A1) L Ya,—n _
Y™ = (—1) , W™ = (—1) n=1, 2, 3
bezeichnet. Bei einer Hauptklasse bezeichne ich die Charak-
tere auf gleiche Weise durch y anstatt y. Weil eine Haupt-
form erster Art die Zahl 1, eine solche zweiter Art die Zahl
2 darstellt, so gilt immer von den Charakteren

1) 1P=1, ;®=1 fiir alle ¢ und r
und, falls noch Charaktere in bezug auf 4 und 8 existieren,
(1') V=1, Z =1,

Fiir den zweiten Satz ist von Wichtigkeit, dal neben einem
Charakter v*® immer ein Charakter v in bezug auf dieselbe
ungerade Primzahl, 4 oder 8 existiert. Der Leser moge sich
dieser Tatsache an der Hand von der obigen Zusammen-
stellung der Charaktere vergewissern.

Nun 148t sich der 2. Satz folgendermafBen aussprechen:

2. Satz. Se:i eine K-Ordnung und darin ein beliebiges Haupt-
geschlecht (durch seine Charakiere 4, 5@, @ bestimmt) gegeben.

Die Klasse A aus dieser Ordnung [ist dann wund nur dann
wm dem durch das ausgewdihlte Hauptgeschlecht bestimmten Komplex
enthalten, wenn sie folgende Geschlechischaraktere besitzt:

1. Es ist =y far alle p.

2. Hs st lp(g):i 75(2[1)’ w(}!)ij: X(lq): =+ 1, fir alle g, wo

o, ist und sich eigentlich durch die n-te brimitive Begleitform
darstellen liBt. Der Charakterbegriff, den H. Minkowski
1. c. ) beniitzt, ist anders definiert. Siehe auch P. Bachmann S. 466.
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gleichzeitig wn beiden Qleichungen das obere oder das untere Zeichen,
gult.

3. @ beliebig fur alle r.

Wenn in der Ordnung noch Charakiere in bezug auf 4 und 8
vorhanden sind, dann gilt dhnlich:

2) — (2 2) — , (2
1’. flp(4) r— Z(4)’ w(ls) -— %(8)'
o7 3) — 3 — 1) —
2. Q=59 YD = 4,0 =1,
3) — 3 1) — 1) —
w(s) ==+ X(s)’ ’P(s) == Z(s) ==l

wo n der einzelnen Zeile gleichzeitig das obere oder das untere Zeichen
gult.

3. @Y oder W) beliebig, falls das betreffende w3 oder @
nicht vorhanden ist.

Vollstindigkeitshalber fiihre ich hier den folgenden

Satz an:
3. Satz. In jedem Geschlecht einer K-Ordnung, fir das

(2) w(lq): 1, yO=1 fiar alle g und r,
und
2) yP=1, PpHh=1, falls solche vorhanden sind, gilt, gibt es
immer Hauptklassen, d. h. Klassen, die die Zahl 1 (Formen erster
Art) oder 2 (Formen zweiter Art) darstellen. Ein solches Geschlecht
ist also ein Hauptgeschlecht vm Sinne der Definition des § 1 S. 4.

Dieser Satz folgt leicht aus dem Beweise des 2. Satzes.
Er 148t sich gewiB auch direkt ohne Heranziehung der Kom-
positionstheorie beweisen. Hieraus in Vereinigung mit dem
1. Satze folgert man den

4. Satz. Die Anzahl der Komplexe in einer K-Ordnung ist
gleich der Anzahl der Geschlechter der Ordnung, die die Gleichungen
(2) und (2') befriedigen, oder ist gleich der Anzahl der Geschlechter
der Ordnung ((;2’ 33) der terndiren quadratischen Formen.

2, 03

Die zweite Formulierung folgt leicht aus dem 3. und
4. Hilfssatze. Siehe die Bemerkung am Ende des Beweises des
4. Hilfssatzes.

§ 3. Einige Hilissitze.

In diesem Paragraphen werden zuerst zwei Hilfssétze
iitber die Ordonung der terndren Formen % oder g aus einer
Hauptform bewiesen. Der 3. Hilfssatz bestimmt dann das
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Geschlecht dieser Formen. Diese drei Sitze werden zuletzt
zum Beweise des 4. Hilfssatzes benutzt, den wir in ¢ 4 brau-
chen. Der Beweis des 4. Hilfssatzes griindet sich darauf, daf
man immer eine Hauptform durch passende rationale Sub-
stitution in beliebige andere Hauptform desselben Geschlechts
transformieren kann. Fiir eine Hauptform H werden in die-
sem Paragraphen durchwegs die Bezeichnungen aus § 1
S. 5, 6 angewandt.
1. Hilfssatz. Se:
H=x?+ uh (2, 5, 23)
eine Hauptform erster Art der Ordnung
(1‘203, 0y, 03)
% .
1; 02, O3
Hier bezeichnet u eine ganze positive Zahl, h (x,, x,, x;) eine ter-
ndre primitive Form. Sei weiter b der Ordnung'?)

, (52, 4)
% .
71, T2
Dann gilt v =+ und
120 = u==124, 0=, 03 =,
03— 71, 03— 79,

so daf3 man dve Ordnung von H auch:
24, Q, A
“ ( 1, n, Tz)
schreiben kann.

Beweis. Die Gleichung fiir den Trigheitsindex »=x" ist
trivial. Sei o,H, und 63H; die zweite und dritte primitive Be-
gleitform'®) der Form H. In der Bezeichnung des § 1, S. 5 ist
(1) o0z Hz(x‘l, T2y evnny xc) =uh(a;1, T2, wg) +u? .QI) (@4, 5, Zg).
Wegen der Primitivitdt der Form 4 gilt 0;=1%;=—wu. Die
dritte Begleitform dividiert durch o,>=—=wu?® hat die Gestalt
(2) 0203 Hy (20, 21, T2, ©.) = Q2 425>+ QY (4, 4, Z5).

Wegen der Primitivitéit der Reziproken b ist o, =9. Endlich

1) Die Ordnungsinvarianten einer ternidren Form sollen hier
der Einfachheit halber stets positive Zahlen sein im Gegensatze zu
einer von H. St. Smith in On the Orders and Genera of Ternary
Quadratic Forms. Papers I. S. 456 und von P. Bachmann S. 40
getroffenen Festsetzung.

135) Uber den Begriff der Begleitform siehe P. Bachmann
S. 389 u. 426.
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aus der Gleichung zwischen den Diskriminanten der Form
H und %

013022 03 — u3!224
folgt os=4.

Ist nun #; =1, so folgt aus (1) sa=1, fiir 7;=2 ist «,
also auch u geradel?), folglich ist 0o—=2. Umgekehrt folgt aus
6o=1 bzw. 2, =1 bzw. 2. Ahnlich folgt aus (2) oz=r..
Damit ist der 1. Hilfssatz bewiesen.

2. Hilfssatz, Se: H eine Hauptform zweiter Artder Ordnung

Y (tzos, 0y, 03)
2, 1, 2
Die Form g aus § 1. 8. 6 ser von der Ordnung

g 2, 4)
(11 T2 .
Hier ist Q gerade, u ungerade, x = »' und

o, =u=12/4, 0,=10Q, o03=, w=o0y=2.
Also sind auch t und 4 ungerade.

Beweis. ¥ = »" ist wieder trivial. Die Koeffizientenmatrix
der Hauptform zweiter Art konnen wir nach § 1 (6) in
der Form

2, 1, 0, O
2H = 1, hay, UG, Ugs

0, ugie, ugss, UGes

0, %gis UGss, UJs3

schreiben. Die Koeffizientenmatrix der Form g mit der Dis-
kriminante Q27 ist durch § 1 (5) gegeben. Infolge der ersten
der Gleichungen in §1 (6) ist 4 ungerade. Wir fiihren noch
die Bezeichnung '

P, Udi2, UJ1s

ula =|ugra Ugss, UG2s

UG13, UGes, UJ33
ein. Der Vergleich mit § 1 (5) ergibt die Gleichung
(3) u.(224=8a—!2_g;1.

Die zweite Begleitform ®) Fl, von H besitzt die Koeffizien-
tenmatrix

1) H. St. Smith 12.) S. 456.
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[ Ug11, 2 Ug1e, 2 UGis, UG12, Ug13, 0]
2 Ug1e, 2 Ugse, 2 UYGss, UGsa, UGes 0
@) ouH, = 2 Ug1s, 2 UGea, 2 UGas, UG2s, Y33, O
Ugi2y, UGe2; UTes, .
Ugis, UGges, UGJss,
[ 0, 0, 0,

’

wo an den leeren Stellen die zweireihigen Unterdeterminan-
ten von u2a stehen. Es ist ersichtlich, weil die Form g pri-
mitiv ist, 0, —=t%; —u, also #, o; ungerade.
Ahnlich haben wir fiir die Koeffizienten der dritten
Begleitform dividiert durch o,2=u?*
[ a 1Q2¢n §Qgmn %9813]
_ |4 28110 3 2811, 3 2812 5 2918
®) 022 s 10012, 3 2812, § RYos, 5 QFos|
H 0813, 5 02813, 3 02823, 1 28ss

Aus dieser Matrix folgt wegen der Primitivitit der Form g
und (3), daB der ungerade Bestandteil von @ auch der un-
gerade Bestandteil von o, ist, und auBerdem nur eine der drei
Moglichkeiten o0, =102, 12, 1Q besteht. Nun ist die Diskrimi-
nanteder Form 2 H D=t%3%, undder Form G 4 D=u3Q%4.
Wegen u = %0, folgt daraus
4 05% 03 = 2%4.

Diese Gleichung ist mit 0, =4Q und o0, = {2 unvereinbar,
weil o3 ungerade sein muB. Es ist also 0 = 42 und 03—,
womit auch 7 als ungerade bewiesen ist. Aus der Matrix (5)
folgt nun weiter wegen g3 =2 ¢,=2. Damit ist der 2. Hilfs-
satz bewiesen.

Mittels des 1. und 2. Hilfssatzes beweisen wir nun den

3. Hilissatz. Durch das Geschlecht einer Hauptform ¢ H
ist das Geschlecht der terndren Form b (gy=1) oder g (o,=2)
eindeutig bestimmd.

Beweis. 1. Hauptformen erster Art. Aus der Gleichung
(1) folgt, daB sich die Form A durch die zweite primitive
Begleitform eigentlich darstellen 14Bt. Uberdies ist 0, —= Q. Es
ist also?®)

1) Fiir die Charaktere der quaterniren Form siehe die in § 2

S. 8. gegebene Ubersicht. Die Charaktere der terniren Formen sind
in H. St. Smith L c.12) S. 468 tabellarisch zusammengestellt..
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L
| =9 fiir alle p.
p

Ahnlich folgt aus (2), daB sich die Reziproke ) durch o;H;
eigentlich darstellen 148t, es ist also wegen o; =«

=5
(_12_): 2@ fiir alle q.
q
Weil nun 6;1=1, 6 =11, 63— 13 ist, so zieht die Existenz eines
Charakters der Form % oder ) in bezug auf 4 oder 8 die
Existeuz des gleichen Charakters der Form H, oder Hj nach
sich, und der erste ist durch den letzten vollstéiindig bestimmt.
Der Simultancharakter der Formen % und § ist endlich durch
die Existenzgleichung eines Geschlechts terniren Formen
bestimmt.

2. Hauptformen zweiter Art. Man folgert ihnlich aus
den Matrizen (4) und (5), daB sich die Form g durch o,H:
und die Form g durch o3Hs eigentlich darstellen 1&6t. Dann
folgt gleich aus dem 2. Hilfssatze, daB die Charaktere der
Formen g und g in bezug auf alle ungeraden Primzahlen
aus 2 und  durch die entsprechenden Charaktere der Formen
H; und Hs bestimmt sind. Es ist immer??)

3 (g—1) 3 (7+1)

und
5 (g°—1)
(—1) =7

immer dann, wenn der Charakter der Form ¢ in bezug auf &
existiert und =0 mod 8 ist. 1st nur Q=4 mod 8, so ist

§(9*—1)
(—1) durch die Existenzgleichung eines imprimi-
tiven ternédren Geschlechts bestimmt. Damit ist der 3. Hilfs-
satz bewiesen.

Den 3. Hilfssatz beniitzen wir zum Beweise des folgen-
den Hilfssatzes:

4. Hilfssatz. Seien H und H' zwei beliebige Hauptklassen
desselben Geschlechts. Dann kann man immer zwei Formen, 6,K
i der ersten, 0;K' in der zweiten Hauptklasse, finden derart, daf

(2)
8
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2. ! ’
[m ko0 MK g1, MK g9, ko
’
0. K — Mo, ku, ki kg
T mke k koo, k
02> 12, 227 o3
l ks, kig, ko, k33J
und
N 4 4
[k 000 Ko Koz Ko
0. K — ko, ki, kg, mhg
S V4 k k k
02> K12, Kgp, Miag
lkoa’ mkyg, Mkog, Mk

ist. Hier ist m eine ganze positive zu 2.D prime Zahl. kg tst immer
prim zu m. Hs kann auch k., prim zu m vorausgesetzt werden.

Beweis. Seien ¢1H, 61/’ Hauptformen aus Hund H' in
der Gestalt des § 1, S.5 u. 6. Nach dem 3. Hilfssatz sind
dann die terndren Formen h und %' (;=1) bzw. g und ¢’
(;1=2) gleichen Geschlechts. Es gibt nun nach einem be-
kannten Satze'®) eine Substitution

Oy Oy Qg3
b ’

m m m

R =1%1 Y Cxn
' m  m m
Car Qe Owm

m  m m
mit rationalen Koeffizienten, dem kleinsten gemeinsamen zu
2D primen Nenner s und der Determinente -1, fiir die
hR' >h' bzw. gR—g" gilt.'") Daraus folgt ersichtlich, daB fiir
die ganzzahlige Substitution
11y 012y (@13
BR=|as, a2, as

31, (32, (33

1) H St. Smith 1l e. 12) S. 480, P. Bachmann S. 127. Es
wird zwar an den zitierten Stellen nur bewiesen, daB die betreffen-
den Substitutionen nur dem Generalnenner prim zu 2 £/ haben.
Durch eine leichte Verdnderung des dort angegebenen Verfahrens
148t sich aber beweisen, daB auch Substitutionen vorhanden sind,
fiir die der Generalnenner prim zu 2 N2« ist, wo N eine beliebig
vorgegebene ganze Zahl ist. Wihlt man nun N=#2 so bekommt man
die Behauptung.

1) Wir werden der Kiirze halber durch FS—F' die Tatsache
ausdriicken, daB die Form F durch die Substitution S in die Form
F’ iibergeht.
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der Determinante m® hR—m2h’ bzw. gR—>m?g’ gilt. Seien nun
durch {1, my, mym.} die Elementarteiler der Matrix R gegeben.
Hier ist
(6) m12 Mo — m3.

Wir werden jetzt m; = ms, = m beweisen.’®) Es folgt aus
der Theorie der Elementarteiler’®), dafl die Substitution B in
der Gestalt R=—U MV geschrieben werden kann, wo M die

Diagonalmatrix
[, 0, 0
M:-(O, miy 0 )
0, 0, mums

und U, V zwei ganzzahlige Substitutionen der Determinante
+1 bedeuten. Wenn nun k k' zwei durch die Beziehung
KU~>h, B'V=1~1 bzw. gU—~h, g'V—h’' definierte, zu h und
k' bzw. g und ¢’ dquivalente Formen sind, so gllt h M——>m2h’
Sei nun p eine Primzahl aus m und seien ph, ph, Pt die
hochsten Potenzen von p, die in my, ms m aufgehen Aus
(6) folgt
(7) 2+ =3
Es sei zuerst 0 = 4; < l2. Es ist hier also 4; <A<<l, Weil
alle Koeffizienten der Form m2h’ durch p2* teilbar sein miis-
sen, gelten folgende Kongruenzen
_ hu=0, hipy=0, hx=0 mod p, _
wo mit ki, 2. k=1, 2, 3, die Koeffizienten der Form % be-
zeichnet sind. Aus diesen Kongruenzen folgt aber, daB die
Diskriminante der Form A und folglich auch D durch p teilbar
ist, gegen die gemachte Voraussetzung. Deshalb ist der Fall
0 =J; <1, unmdoglich. Sei zweitens 0 =/,<<1;. Aus (7) folgt,
daB 2<1; =324 und 41 +2.<22 ist. Es gelten daher die
Kongruenzen o .
huEO, hlz = 0, hBEO mod p

und die Diskriminante D wire wieder durch p teilbar. Auch
dieser Fall ist also unmoglich und es bleibt nur =2, =1
d. h. my=mes=m iibrig.

Wenn es sich nun um Formen erster Art handelt (o, = 1),
so findet man leicht, daB die Substitution

18) Kiir den Beweis vergleiche H. Brandt VII S. 181.
1) P. Bachmann S. 297.
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[m, 0, 0 0)
g = 0, oan, o1 o3
0, 21, (22, 23
lO, 031, (32, 0!33J
mit der Determinante m* HS-—+>m?H' tut. Weil R die Ele-
mentarteiler {1, m, m?} hat, so berechnet man leicht die Iile-
mentarteiler der Substitution S auf {1, m, m, m?}. Handelt
es sich zweitens um Formen zweiter Art, so gilt nur zuerst
in der Bezeichnung des § 1 8. 6 GS-—>m?G’. Weil gR—m?g’, m
ungerade, so folgen aus der Tatsache, dall in g gu, in m?g°
m?g'y1 der einzige ungerade Koeffizient ist, die folgenden Kon-
gruenzen fir om

(8) an=1, ¢,=0, @3=0 mod 2.
Die Substitution S= ZS8Z~* (Z durch § 1 (4) gegeben) be-
wirkt HS—m?H' und hat folgende Gestalt:

m, M—ag . — 012 ____t13 ]
. l 2 2’ 2
S =|0, 11, 12, 013

0, a2l aze ass }

lO, 31y 32, 33

Infolge von (8) hat sie ganzzahlige Koeffizienten und ihre

Flementarteiler berechnet man leicht wieder auf {1, m, m, m?}.
Es existiert also immer eine ganzzahlige Substitution, die

oH in m?e H’ iiberfiihrt und die Elementarteiler {1, m, m, m?|

hat. Iech werde sie der Einfachheit halber weiter durch S

bezeichnen. Sie kann in der Form') S= UMV geschrieben

werden, wo M die Diagonalmatrix

L 0, 0, 0]

0, m 0, O

0, 0, m, O

{0, 0, 0, m?

und U, V ganzzahlige Substitutionen der Determinante +1
sind. Definieren wir die zu o1H, o:H' dquivalente Formen
01K, &uK’ durch die Beziehungen o, U—+aK, oiH'V1-+0K’,
so gilt eKM~—>m?:K’. Wenn man nun die Transformations-
gleichungen zwischen den Koeffizienten kix der Form oK
und %'z der Form oK', 4, k=0, 1, 2. 3 aufstellt, so findet
man, dall ¢, K und 6K’ die im Hilfssatze angegebene Gestalt
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haben miissen. Hs ist ersichtlich kg3 prim zu m, weil 2 D
und m teilerfremd sind.

Ahnlich findet man, daB durch jede Primzahl p aus m,
die in k;; oder kg aufgeht, %i» nicht teilbar sein darf, und
umgekehrt, wenn p in %> aufgeht, weder ki noch ke p als
Teiler enthalten. Ist nun ks nicht teilerfremd zu m, so iiber-
fithre man 0,K und &K' in andere Formen durch die Sub-
stitution

[1, 0, 0, 0]
— 0, 1, . () 0
T= 0, 0, 1, oOf

o, o, o, 1]
o bestimmt man folgendermafen:

fiir Primzahlen p aus m, die gleichzeitig in %y und kse auf-
gehen, sei
0==0 mod p,
fiir Primzahlen p aus m, die nur in %y oder ke aufgehen, sei
e=0 mod p,
fiir Primzahlen p, die nur in k&, aufgehen, sei
kuo—+2 ki1 ==0
0 ==0
Man kann allen diesen Kongruenzen gleichzeitie geniigen.
Die neuen Formen, die durch T entstehen und die wir wie-
der mit 6K und o;K’ bezeichnen, haben gleichfalls die im
Hilfssatze angegebene Gestalt, wie man leicht bestétigt, und
auBerdem 1ist hier ks teilerfremd zu m.

Aus dem Beweise entnimmt man noch folgende Tat-
sache: Wenn die terndren Formen % und 2" bzw. g und ¢’
des gleichen Geschlechts sind, so lassen sich die mittels dieser
Formen gebildeten Hauptformen ¢,H und ¢;H' immer durch
eine rationale Substitution mit der Determinante +1 und mit
einem zu 2 D primen Generalnenner ineinander iiberfiihren.
Weil eine solche Substitution das Geschlecht der Form nicht
dndern kann, so sind stets H und H’' gleichen Geschlechts.
Es ist also auch das Geschlecht einer Hauptform H durch
das Geschlecht der terniren Form % eindeutig bestimmt.
Dadurch gemeinsam mit dem 3. Hilfssatze wird der 4. Satz
gerechtfertigt.

mod p.
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§ 4. Beweis des 1. Satzes.

Dafi die Bedingung des 1. Satzes notig ist, kann direkt
aus der Kompositionstheorie abgeleitet werden. Der Beweis,
daB dieselbe hinreicht, ist viel umstidndlicher. Das wesentlich-
ste dazu wird durch den 4. Hilfssatz geleistet.

1. Die Bedingung des Satzes ist notig. Seien also H und
H' zwei Hauptklassen aus demselben Komplex. Man kann
laut der Definition des Komplexes § 2 S. 7 eine Reihe von
Klassen

A, A ... Ax
aus dem Komplex finden derart, da H links zu A, gehort,
die Komposition

Aidiva 1=1,2.. n—1

moglich ist und H' rechts zu A» gehort. Dann gibt es min-
destens eine Klasse A aus dem Komplex, welche durch die
Komposition

A:AlAg ... An
entsteht, wie leicht aus dem Kompositionskriterium folgt.
Thr links bzw. rechts zugehorige Hauptklasse ist H bzw. H'.
Es bestehen also neben den Kompositionen in § 1 (2) auch
die Kompositionen (3) daselbst. Wenn man von den Klassen
zu den Formen iibergeht, so kann man schreiben

(1) H(zi)= A(z;) A(yz),
2) H' (vs) = A(y;) A(xz)
(A entgegengesetzt zu 4). Es gibt also eine bilineare Sub-

stitution mit ganzzahligen Koeffizienten
3

(3) 2i= 3 Mijk TiYk,
j, k=0

j, k

welche H(zi) in A(x) A(yx) iiberfiihrt. Die Form 4 stellt
immer eigentlich Zahlen dar, die zu 2 D prim sind. Es sei
m eine solche Zahl und

(4) m = A (no, 1, 12, 13)

die zugehorige Darstellung, Wenn man in (3) yx=s, £=0,1,2,3
einsetzt, wird die bilineare Substitution zu einer linearen Sub-
stitution § mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determi-
nante m??), die H(z:;) S—mA(x;) bewirkt. Wir dividieren nun

20) Die Determinante ist positiv wegen der 2. Bedingung, der
eine Komposition geniigen muB. Siehe § 1 S, 3.
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alle Koeffizienten in S durch Ym und bekommen so die Sub-
stitution S mit der Determinante -1 und mit den Koeffi-
zienten von der Form
— i k=0,1.2,3
m
wo s ganze Zahlen bedeuten. Es gilt H(z:)S—A4(x)).
Auf gleiche Weise gelangen wir von der bilinearen Sub-

stitution
3

Vi =7c2 Onijk Yik,
jk=
welche die Komposition in (2) vermittelt, zu der linearen
Substitution B mit der Determinante -1 und den Koeffi-
zienten von der Form
— 0, k=0,1,2,3
m
(rae ganze Zahlen). Es gilt H'(vi) R—A(xx). Die inverse Sub-
stitution R~ zu R hat die Koeffizienten von der Form
Tik
—, i, k=0,1,2,3

m
(vir ganze Zahlen). Folglich hat die Substitution 7’=SR™!
die Koeffizienten von der Form

b i, k=0,1,23

m
(tx ganze Zahlen) und iiberfithrt die Form H in H'. Der
kleinste gemeinsame Nenner der Koeffizienten in T ist ein
Teiler von m? also prim zu 2 D. H und H’ sind deshalb von
derselben Ordnung und demselben Geschlecht.

2. Die Bedingung ist hinreichend. Seien also H und H’
zwei Hauptklassen desselben (Gteschlechts. Nach dem 4. Hilfs-
satze gibt es in H und H’ zwei Hauptformen K, K’ mit dort
angegebenen Koeffizienten. Wir konstruieren nun eine Form
A aus derselben Ordnung, zu der K links und K’ rechts zu-
gehorig ist. Damit wird die Behauptung bewiesen.

Die Konstruktion der Form A erfolgt folgendermalien.
Wenn man die Diskriminante D = d? der Form 01K mod m
ausrechnet, so bekommt man die Kongruenz

(5) 70023 (k11k22—76122)+d250 IIlOd m.
Sei « die Wurzel der Kongruenz
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(6) dEkog(klg_l_kzga) mOd m.
Weil ko3 koo teilerfremd zu m ist, ist sie immer losbar. Wenn

wir (6) in () einsetzen, so bekommen wir durch Ausrechnen
und Wegschaffen des zu m teilerfremden Faktors %q; ks»
(7) Eii+2%i20+kee e®>=0 mod m.

Wir bilden nun die Substitution

L 0o, 0, 0]
0 1, 0, O
0 e m, O
[O, 0, 0, mJ
deren Elementarteiler {1, 1, m, m} sind. Die Substitution iiber-
fiihrt eben K in die Form mA. Die zu konstruierende Form
A Dbesitzt dann folgende Koeffizienten:

P=

’

[ WLklOO» 70’01 —I“ k’ozas mk'm, ]603 l
, , 1
. ko ‘l’ k20, — (7911"!— 2761206“'“7622 o), kit 7613+7ﬁ23<¥
0= m .
l mk’ oz, k1o + Eoscr, MK, ks
l kos, kers + Eosa, M g3, mlss J

Wegen (7) hat 014 ganzzahlige Koeffizienten und, weil m
prim zu 2 D ist, ist sie von derselben Ordnung wie 0:K. Es
ist wegen (6)
Qo2 A15—012 Aoz == — ko3 (k12 + kss o) =—d mod m,
wenn man die Koeffizienten der Form ¢4 durch aix bezeich-
net. Das ist eben die GroBe, die Brandt?) mit % bezeichnet.
Es erweist sich also P als eine zur Grundform K gehorende
die Form A4 erzeugende Substitution von negativem Cha-
rakter®). Manu kann also einen Satz von H. Brandt?®) an-
wenden. Aus diesem Satze ergibt sich, daB die Form 4 die
Komposition K4 =24 zuldBt, also K zu 4 links zugehorige
Hauptform ist.
Die Substitution
[m, 0, O, O]
o, 1, 0, O
Q= 0, o« m, O
lo. 0, 0, 1
21) Uber den Begriff einer Erzeugenden siehe H. Brandt VIL
8. 180. iiber die Definition des Charakters einer Erzeugenden H.

Brandt VII S. 181, 182.
2) H. Brandt VII S. 192.
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mit denselben Elementarteilern iiberfiihrt K’ in mA. Der
Charakter dieser Substitution ergibt sich mittels

k' = —ag3 ap1 + @12 a0z = kos (k12 1 k22e) =d mod m

als positiv. Nach dem erwihnten Satze von H. Brandt®) be-
“steht also die Komposition AK'— A4 und K'ist zu 4 rechts
zugehorige Hauptform. Damit ist der 1. Satz bewiesen.

§ 5. Beweis des 2. Satzes.

Der Beweis des 2. Satzes ergibt sich unmittelbar aus
der Kompositionstheorie. Sei also ein Komplex durch sein
Hauptgeschlecht (y) gegeben. Sei A eine K-Klasse derselben
Ordnung mit den Geschlechtscharakteren (y). Durch die Vor-
schrift des Satzes ist durch das Geschlecht (vw) das Geschlecht
() vollstindig bestimmt. Denn alle Charaktere @ sind durch
die Gleichungen § 2 (1) und (1') gegeben, alle Charaktere 5®
sind es durch die Vorschriften 1) und 1) des Satzes, alle
Charaktere ® durch die Vorschriften 2) und 2'). Weil nun
immer zu jeder K-Klasse eine ihr links zugehirige Haupt-
klasse vorhanden ist, erweist sich die Bedingung des Satzes
als hinreichend, sobald sie als notig bewiesen ist. Gleichzeitig
ist dann damit auch der 3. Satz und nach einer Bemerkung
am Ende des Beweises zum 4. Hilfsatzes auch der 4. Satz
bewiesen.

Sei also 4 eine Form aus A und H eine ihr links zu-
gehorige Hauptform. Dann besteht die Komposition aus § 4 (1)
durch die bilineare Substitution §4 (3) vermittelt. Durch § 4 (4)
sei wieder eine eigentliche Darstellung einer zu 2 D primen
Zahl m durch A gegeben. Wie in § 4 entsteht nach Einsetzung
der Werte 7, aus (4) fiir yx, k=0, 1,2, 3 in die bilineare Sub-
stitution (3) eine ganzzahlige lineare Substitution S mit der
Determinante m? %), die

) H(z) = mA (%)

bewirkt. Seien durch o2Hs, 03H3 und ¢s4,, 6343 die primitiven
Begleitformen von H und 4 bezeichnet. Dann iiberfiihrt
die ganzzahlige Substitution §,, die mit den zweireihigen
Unterdeterminanten von S gebildet ist, He in m?4,

(2) Hy(29) =m245 (D).
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Ahnlich wird die Transformation
(3) H3(2®) = m34,5 (@?)

durch die mit den dreireihigen Unterdeterminanten von S
gebildete Substitution S3; bewirkt. Sind in (1), (2), (3) dic
x;, 2, P ganze Zahlen, so sind solche auch die 2, 2%, 29,
Jetzt folgen unmittelbar aus (2) die Bedingungen 1) und 1')
des Satzes, aus (1) zusammen mit (3) die Bedingungen 2), 2),
3), 3'). Damit ist der 2. Satz bewiesen.

Résumé.
Sur la composition des formes quadratiques quaternaires.

La théorie de la composition des formes quadratiques
quaternaires a été développée dans une série de travaux
par M. H. Brandt. (Voir la note !).) D’aprés les résultats
obtenus par ce géométre la composition n'est possible que
dans les ordres, dits ordres K, ayant les invariants arithmé-
tiques assujettis 4 de certaines conditions. Mais en général,
deux classes quelconques dun tel ordre n’admettent pas
encore une composition. Si pour deux classes d’un ordre K
une composition existe, ces deux classes sont dites compo-
sables. Je dis qu’une classe A peut étre liée par compo-
sition 4 la classe B, si I'on peut former une suite de classes,
appartenant toutes au méme ordre K comme A et B, si
cette suite commence par A et finit par B et si toutes les
deux classes qui s'y suivent sont composables. La rélation
entre les classes ainsi définie est réflexive, symétrique et
transitive.

J’ appelle un ensemble de classes d'un ordre K un com-
plexe, s'il posséde les deux propriétés suivantes:

1° Si A appartient au complexe, toutes les classes de
l'ordre qui sont composables avec A y appartiennent aussi.

2%, Deux classes quelconques du complexe peuvent étre
liées par composition I'une a lautre.

Le présent travail examine les classes qui appartiennent
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a un complexe. I)" abord, toutes les classes du complexe, dites
principales, .appartiennent a un méme genre et réciproque-
ment chaque classe de ce genre appartient au complexe.
(1° théoreme.) Chaque complexe est par conséquent compleé-
tement déterminé par son genre des classes principales. En-
suite, le complexe est composé de toutes les classes d’un
certain nombre de genres. Les caractéres quadratiques de ces
geures sont en rélations simples avec les caracteres du genre
principale. (2¢ théoréme.) Enfin le 3° et le 4° théoréme dé-
terminent le nombre de complexes dans un ordre K.
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Aproximace funkci
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PredloZeno dne 16, iijna 1929.

I

1. Predpokladejme, ze f(z) jest v uzavieném oboru
< a, b > spojitou, Ze ma v ném spojité vSechny prvé »n + 1
derivace a Ze n+1—va derivace f®+9(x) jest v tomto oboru
stale od nuly ruzna. DokaZme si, Ze pak kfivky

y = f(=) (1)
a
Y= Pn@) = aex" + aix” *+ a2+ ...+ an (2)
maji v <a, b > nejvys n + 1 priseciki.

Polozme
p(x) = f(x)— Pu(®)

a uvazujme znaménka v posloupunostech

pla), ¢'(a), " (a), ...9"(a), gtV (a)=f"*V(a) (3)

p(b), 9" (), ¢"(B), ...¢"M(b), " *D(b)= f"+ V(D) (4)
Ztrata poGtu zmén znamenek v posloupnosti (4) proti po-
sloupnosti (3) jest nejvys n+1, nebot kazda z obou posloup-
nosti mé -+ 2 é&lenu. Jelikoz ™"+ (zx) = f*+D(x) dle pfFed-
pokladu jest od nuly ruazna v oboru <a, b>, ma rovnice
¢(x2)=0 dle véty Budan-Fourierovy nejvys n+1 kofent
mezi a a b, t. j. kiivky (1) a (2) maji v tomto oboru nejvys
n 41 pruseéikd.
Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. Ti. II. Roé. 1929.



2 XV. V. Hruska:

2. Jest jasno, Ze vzdy existuji takové k¥ivky (2), které
libovolnou kfivku (1) vytéenych vlastnosti protinaji prave
v n+1 bodech poloZenych v oboru < a, b>. Staéi totiZ na
(1) zvoliti libovoln& n+1 bodé uvnitf oboru <a, b> a jimi
uzitim Lagrangeovy interpoladni formule pro-
loziti k¥ivku tvaru (2), coz jest vZidy moZno provésti. Obé
kfivky (1) a (2) budou se pak protinati uvnit¥ oboru <a,b>
pravé v n—+ 1 riznych bodech.

3. Predpokladejme, Ze (1) a (2) se v oboru <a, b >
protinaji pouze v m <+ 1 rdznych bodech

Milwi, yi=f(z:)), (1=1,2,...m), (5)
z nichZ nékteré mohou byti vicenasobnymi prasecéniky. Pred-
pokladejme je dale srovnany dle rostoucich tseéek

< xe<. .<am (M<n+1) (6)
a oznacme
y = (@) — Pulw) = ¢(), (7)
takZe rovnice
plx) =0 (8)
ma v oboru <a,b> pravé m kofeni (6). Oznaéme z nich
L<bE<...<E (s=Zm) 9)
kofeny lichého Ffadu a dale
Mz) = E1—a) Ge—2) ... & —a). (10)

UvaZujme pruaseciky kiivky (7) s y = &A(z), kde ¢ bud pro-
zatim libovolné éislo. Jejich dseféky hovi rovnici
pa)—¢. Ax) = (@) = 0. (11)

Je-li @i ri-ndsobnym kofenem rovnice (8) jest
— %
_(= —z)?
(ri—E)!
|Oc| <1, (k=0,1,...r),.
pii cemz ¢")(x;) F=0. Jelikoz ¢l'd(x) jest spojitou funkef
x, maZeme zvoliti uzavifeny obor
|z -—mi| = o (18)

obsahujiei #;, v némz bude stale go(’i)(x)zko. Ozna¢éme v tomto
oboru: '

y® () @ (@it O (2 — ) — e 2P(@), (19

, wi=min (| (@) ) >0 (14)
a
Mi=max (| 27@)]), =01, ... 7). (15)
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Omezime-li ¢ tak, aby

airl_" i ) (x = 0, 1, [ 7"7;),
(i —01" M 1> G=12...m),

bude lp(%)(xi'—‘ i) téhoZ znaménka jako (— o))t - e (g — @ o)

(16)

|a|<max(

a w(“)(azi—l-ai) téhoz znaménka jako (+ &)’ . ¢z 4 6,a,).
Jelikoz pak cp“i)(x) neméni svého znaméuka v oboru (13),
bude v posloupnosti

Wi — i), Y{xi—ai), ... w(ri)(wi— i)y

pravé r; zmén znamének, kdezto v posloupnosti
wws+ ai), ¥ (@i a), ... w(ri)(xi_*—ai),

nebude zadné zmépny znamének. Dle véty Budan-Fou-
rierovy ma proto rovnice (11) v oboru (13) nejvys r; ko-
Fend, nebo o sudy pocet kofent méné. Specielné tedy
v okoli kofent (9) bude rovnice (i1) miti lichy pocet ko-
fentli, v okoli ostatnich kofenu (6) sudy pocet korent. Je-li
dile © >0 nejmensi hodnota |p(x)| v nzavieném oboru L,
ktery vznikne z <a,b> vylouéenim vSech otevienych obort

|lo—ai| <y, (1=1,2,...m)

a M uejvétsi hodnota |A(z)| v témZz oboru, omezme ¢ kromé
nerovnicemi (16) jeSté nerovniei

u _
|F|<ﬁ (1)

Pak v oboru 2 bude stale |y(x)| > 0, takZe rovnice (11) bude
miti koFeny pouze v oborech (13), t. j. v okoli kofend rov-
nice (8).

4. Pro dosti malé ¢ seskupuji se tudiz koFeny rovuice
(11) ve vzajemné separované skupiny v okoli m koFent rov-
nice g(z) =0 a sice tak, Ze podet kofentt v kazdé skupiné
bude stejné parity a nejvys roven vaze pFislusného kofene
rovnice g(z) =0. Kofeny rovnice (11), které leZi v okoli r:-
nasobného kofene z; rovnice p(x) =0 hovi pak rovnici
(w~wi)r"

—— o' @i+ Oz —m) —¢. 1 (2) =0,

W(x)=

t. j. bude pro né
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3

x— xi| = \/m!lsl.

| () |
| @i + Ol — )|

i

< Vm . v 73! %

i

Tato velidéina konverguje k nule spolu s |¢|. Proto v kazdé
skupiné budou veskeré kofeny rovnice (11) konvergovati
k piislusnému koFenu rovnice (8), jestlize ¢ ddme se bliziti
k nule.

5. Dejme tomu, Ze na pf. mezi ¢ a & ma ¢(x) Sesti-
nasobny koFen x:, v jehoz okoli lezi étyfi kofeny rovnice
Wx) =0

' Zo Ea = o, (18)
které mohou byti navzajem razné, nebo nékteré vzajemné
stejné. Dale, ze & = x2 jest paterondsobnym kofenem ¢(z)=0
a %e v jeho okoli lezi 5 kofent rovnice y(x)=0, které budte
na pf¥. takto rozloZeny

T Zw =xy Ea =5= wa" (19)
a z nichZ opét nékteré mohou byti vzajemné stejné. Koneéné
predpokladejme, Ze na pf. mezi & a & bude ¢(x) =0 miti
jeden dvojnasobny kofen s, v jehoz okoli lezi dva ruzné,
nebo splyvajici kofeny
Ty = xy”
rovnice y(z) =0 a Ze &=, jest jednoduchym kofenem rov-
nice ¢(x) =0 a tedy také jednoduchym kofenem wy(x)= 0.
JestliZze jsme jesté volili prvy obor (13) tak maly, aby bod
a v ném neleZel, bude patrné v x = a, ktery pak lezi v Q
(odst.4.), vzhledem k nerovnici (17)
lp(@) | = el |a@) . (20)
Vzhledem k spojitosti pravé i1 levé strany plati tato nerov-
nice v celém prvém oboru a...z,, takZe v tomto oboru
o znameni yw(z) rozhoduje ¢(x). Naproti tomu v oboru
... 3", v nédmZ jest y(x) opaéného znameni nez v oboru
prvém, musi o znameni yw(x) rozhodovati é&len druhy, t. j.
v tomto oboru musi
lp(@) |=e].[2(2) ], (21)
\

jelikoZ ani ¢(z), ani 4(x) neméni v x," znaménka. Vztah (21
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zistane ostatné spravny i v pfipadé z, =", kdy plati
v ném znaménko rovnosti. Vztah (20) plati stejné dale
v oborech
(1", 21", (@1, @), (2o, 2™""),
kdezto v oborech
(@, 1), (1’ @2"), (@2, &)
plati nerovnice (21). V & méni vSak znameni jak ¢(x) tak
i Ax) a tedy i w(z). Proto v oborech
(1, z2') a dale v (s, x5"")
plati nerovnice (21), kdezto v
(2", m3) a (ws”, &)
plati nerovnice (20) atd.
6. Vzhledem k odst. 5. plati tedy:

§z z,’ T, 2"’
flw(m)Idacz!fzp(x)dw—fw(x)d:ﬁ—fw(x)dx—
—/w(x)dx+f'w(x)(lm~>fw(x)dx+fw(w)clxr—
(22)
fl/) dx—i—[t/; a:—fz/ daz—‘-fw L—fw dx

= l fu)(a:)dx —ftp(x)(lm —2L !

kdyZ oznaéime

L= fw dw+f1p (IJU-I—fw dcv-I—fw Ydx —

0 7 m

" (23)

f z)dx —ft/)(x Y.

V integracnich oborech mtegralu vystupujicich v L plati
vesmés nerovnice (21), takZze o znameni ¥(z) v nich rozho-
duje élen ¢. A(z), ktery v poslednich dvou integralech jest
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opaéného znameni nez v prvych &tyfech. Vzhledem k (21)
tedy muZeme poloziti
L = &.Mm

|’I]1|——f/» dw-%—f dz;-l—f )dx +

xy/

f dxvf dx—f/g \dz.

V integralech (24) jsou obé meze kazdého integralu z téze
skupiny koTfend rovnice y(zx) =0, takZe pro lim ¢=0 bude

lim z,"=a/, lim 2"V =,/ atd. a tedy lim 5,=0. Ze vzorce
=0

kde

.(22) proto plyne koneéné pro dosti malé e

£ 1
flw(m) | dmz!fqo(oc)dx~fcp(x)d;v—

A(w)|dw—21}1)‘:

. (fM(x)IdJJ—Qm_)r

lim m= O,

e—>0

a podobné obecnéji

b b b
ol o o
f|1p(cr)|d,v H(P(a)l. |<p(x)|dx €. [2x) | d 2y !

kde

7]=171+1]2+...
a tudiz
lim »=0.
e—>017

Pro dosti malé ¢ jest patrné
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f|l(.x)|dx—-21;>0

a zvolime-li tedy ¢ dosti malé a stejného znameni s ¢(a), bude

flw(x) | d <f| o) | da. (25)

7. Odtud plyne, je-li poet kofenit lichého ¥adu rov-
nice (8) menSi nez n + 1, nemtZe integral

fl p(@)| dz =[|f(x) — Pu(2) | dx (26)
byti minimem, jelikoZ integral
b b
f| W(z) | do =f|f(x)—(Pn(w) —e. Ma))| do

dle vzorce (25) muze nabyti hodnoty jesté mensi. Soudime
proto, Ze za predpokladu odst. 1. miZe integral (26) dosah-
nouti minima pouze tenkrat, ma-li rovnice (8) pfesné n+1
kotenu lichého fadu. Tyto kofeny

T1, T, Tz, o+ Tntl (27)
pak nutné jsoun jednoduché a tedy jest v nich

¢'@) =f(x) —P'(z)F0 (G=1,2,...0n+1). (28)

Dejme tomu, Ze

ao’, a:°, a5’ ... an" (29)
¢ini integral (26) minimem a uvaZujme kofeny rovnice (8)

p(@) = f(z) — Palz) = f(@) — (apx" + az” t+...an) =0 (8)

jako funkece proménnych ag, ai,...an v okoli hodnot (29).
Vzhledem k (28) kofen x; rovnice (8) jest spojitou, v okoli
(29) derivace schopnou funkei ao, ay, ... as, kterd pro ap=ae’,
@=a;% ... an=a»" se redukuje na koFen rovnice

@%x) = flo) — (a’x" + a2 1+ ... + a.®) =0.

8. Pro jednoduchost vynechejme v nasledujicich fivahach
horni index 0 p¥i hodnotach (29), které &ini integral (26)
minimem, a uvazujme extrémni hodnoty funkece
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Zqy

T (ot an) — f (@) — Pala) das — f (F(@) — Pula) dn +

Ty (30)
ff(as) Pn(2))dx — .. +f(f — Pu(x)! da,

Lo Tn+1
v niZ z; znaci kofeny (27) rovnice (8). Tato funkee jest také
spojitou, derivace schopnou funkei koeficientd mnohoélenu
P.(x) a proto nutné podminky pro minimum jsou

oJ d
;)J = (f(om) — P'n(ﬁl)) Zml (f(DC2) Pn(wg)) L2 +
) ¢
(f( ) Pn(xj)) S~ (f(xz) — Pn(mz)) e+
....... (31)
0xn
i (f (xn - Pn(wn)) (Z -+ (f(wn+1) - Pn(ﬂ?n+1)) . waa-:I —
b
—f ‘dx—i—fx‘dw— ..... :foidx=0.
Tn+1

Av8ak xx jsou kofeny rovnice (8), takze jest
() = flaz) — Pular) =0, (k=1,2,...n+1). (32)
Z rovnice (31) zbude proto pouze posledni fadka

aj __1 [ i+1 i+1 i+1 it+1
A i — 2@t 2t —2 50 4L
_|_ 2 (_-[)n+1mn+1'£+1 + (_1)n+2bi+l]: O, (33)

(¢=0,1,...n).
Tyto nutné podminky pro extrémni hodnoty jsou ostatné
také postacujici, nebot

02J _ ; Ox1 axz i ax3
- 5.r
(__1)n+1xn+1z a;]-:-l ]

a derivaci rovnic (32) dle a; plyne

[f'(xs)—Pn'(ws) ]a— —ai =0,
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Jest tedy koneéné

sz . [ , B ] 85(/'1 aaﬁ
m_—2 f(xl)_Pn(wl) aai aak +

0 0
+2 [fl(fliz) - Pn'(xz)] aCZZ. az:

’ ’ a n a' n -
+2(— 1)n+1[f (%H—l) — Pn (%H-l)] ‘% ‘ngl’

takZe kvadraticka forma

ki_ 02 ] hihk:_z[fl(xl)_P“’(iﬁ)J.(Z %ml hi)2_|_

i 0 aaiaak iz0 a;
n . 2
+2|:f,(562)_Pn,(x2)] (E Pflu ]’bq,) -
im0 ¢di

................ (34)

" 2
2 Pl Paosn |- (B0

=0

jest definitni. Skuteéné&, jelikoZz koFfenv rovnice (8) jsou
jednoduché, maji koeficienty formy (34)
f(@) — Pi'(@1), (@) — Pu'(22), ....
stfidavé opacnd znaménka. Z téhoz davodu jsou integrované
funkece v jednotlivych integralech (30) opaéného znameni,
takze J jest téhoZz znameni jako funkce
f(x)—Pu(2) (35)
v prvém oboru a...z;.
Je-li tato funkce a tedy i J kladné, jest

f'(@1) — Pu' (1) (36)
zaporné, nebot v oboru ;...zs jest (35) pak zaporné, a tedy
v x; funkece (35) klesa. Forma (34) jest kladni a p¥islusna
hodnota J jest minimem. Je-li naproti tomu J a funkee (35)
v prvém oboru ziporné, bude (36) kladné (funkce (35) v
pribyva) a forma (34) zapornd. Piislusnad hodnota J jest
maximem. JelikoZ v8ak v obou piipadech jest

b
f | Ha)—Pa(@) | de = | T(ao, azs ... an)), (26)

jest integral (26) v obou piipadech minimem. Tim jsme
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dokazali:
Rovnice
a—2x 2 ' —2 x5"+ .. 2 (—1)" M lgh g H(—1)"TEI=0 (33)
(G=1,2,...n+1)
pFedstavuje nutné a postacéujici podminky, aby =za
predpoklada odst. 1. integral

f (%) — Pula) | das

nabyl minimalni hodnoty, znaéi-li

X1, X2y X3y « o+« Tn+1
asecky (abscissy) pruseéika kiivek
y = f(x)
a Y= Pu(®) = aox" + arx™ 1+ .... + an.
II.

9. P¥i feSeni rovnic (33) muzeme vzdy predpokladati
a=—1, b=+ 1. Neni-li tomu tak, pfevedeme obecny pii-
pad na tento specielni napfed substituei

_ atb a—b ;
2 2

Déle tfeba rozeznavati dva pripady: » sudé a n liché.
10. Pfi sudém n =2k poloime

si=axt +wd +. .+ Tl .
oi=x" + i +.. By + 2wy (6=1,2,..n4+1)
f2) = (z—x)(2—as) ...(z—z2r) =2+ a2" '+ ...+ &

QD(Z) = (z—wl](z—'iv3)... (2_x2k+1) :zk‘l'l—{-— 2 _I_..._|_ Ok41,

éimZ rovnice (33) nabudou tvaru (vzhledem k odst. 9.)

S1= 01
1+82:O'2
S3 = 03
1+S4:O‘4

S2k+1 = 02 +1.
Jest v8ak



Aproximace funkei. 11

flo 1, L 1
fle)  z2—w  2—m 2— 2k .
k S1 ., Se S3 S2h+1 o
:?—l—?-l-z—?,-!- —& T T 2L+2+
Zé:)) i) St gt EE ., (39)

kterézto rozvoje konverguji pro |z| vétsi nez mnejvétsi
z koFenu

L1y X2y X35 o 0« X2k +1.
Odeétenim (38) a (39) obdrZime vzhledem k rovnicim (37)

© e L
o f((j) R L A
2 Colir Cok-
= 21 + ;2;::; + ziﬁi +...

a odtud integraci
ok +3 dok+4 +

_ﬂ_ - -2k+2 + 22k+ 3 e
sz_l —‘C'f(,c).e . (40)
Rozvinutim
1\-}
N _
sz_l 2
1.1 1 ,1.3 1
= z+2.23% ‘_.4'55+
1.3.5 1
tore 7

podle klesajicich mocnosti, vynasobenim ¢(2) a srovnanim koe-
ficienti stejnych moecnin 2z na obou stranach obdrzime nej-
prve C=1 a n—2k+1 linedrnich rovnic pro neznamé
koeficienty ¢(2) a f(2), jichz kofeny budou pravé hledané
hodnoty .. V obecnem pripadé jsou vypocéty koeficienti a;
a «; dosti zdlouhavé, ve specielnich pfipadech vSak neskytaji
celkem Zadnych obtizi. Tak

PFi »n =0 podaji rovnice (37) piimo z; = 0.
Pro n =2 plyne z rovnice (40)
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a1 =y,
1 1
as +?=0, 0= 5 fle) ==z
1
5o =0, o =a;=0, go(z):zz—*%
1 1
X = — — —0 _—I_T
1 V2 Zo ) X3 V2
Hodnota n =4 poda systém
ay =
L L
g 9 a2
1
C¢3+ ?Cll :O
Ly L3
1 1.
?(‘13"" _‘ial =0,
1 421 ag ) 22 4’ 2 4
1 3
f(z)=z2——z, w(z)zz3_zz’
x=—-v—3w=—ix=0w=iw=ﬁ
1 2 ’ 2 2, 3 ’ 4 2: 5 2 .
Koneéné pro n =6 obdrzime systém rovnic
ay = ay,
1
as + ?:az,
+ L =q
Gas 2 a1 3y
1 1.3
o+ Fat 55 =0
1 1.3 .
-2—a3+ 2.4011 =0,
1 1.3 1.3.5
gt 547" 546 0
1.3 1.3.5 .
5.4%7 2.4.6 4 =0
1 1
i =a3=a1=az=0, ap =—1, as _E’ a4—§,
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1 1

f(z)=z3—§z, go(z)=z4—zz—|—§

_ 1 1 __ 1 _ 1 1
==\t = = =\ —
! \/2"'2\/2 : Vo' ot 2 2y

1 1 1
Ts = ._-_—__ar=,—_,w= — _—
® \/ 2y g Ty \/2+2V2
11. Je-li n—=2%-+ 1, oznaéme

Si=x2i+w4i+ e e e +xi2k+2,
oi=x'tai+ . - - 2wt
naceZ rovnice (33) nabudou tvaru:
S1 = 01 + 1
S2 = 09
Sg — 0‘3+ 1 (41)
Sa = 0y

S2k 4 2 — 02k + 2.
Polozme opét

f2) =(z2—x) (2—24) - - - (E— ok +2) =
=+ttt F4+ . . Farsn

zp(z)=(z—x1) (2—333) - - -(Z_(Dzk+1)=
=t1tloy F4+ .0 Fartr

a utvorme
f'(z)= 1 1 1 .
f(z) z-—wo+z—x4+ C '+z—x2L+z_
k—!—l S S S S

=L +—z—§+z—§+...-rz22’,‘ci§+...,

—Z((j} ”’+1+"1+"2+°3+"4+ o

"(2) (z) by
;(2)_(;(,2) 2‘|' + . -+ 2L+2+ 27;1:_}_'.
1 Cak
S — z:zr—u— .
Odtud integraci a odlogaritmovanim
dot 44 +
e 2k + 3 < e
ﬂyzcﬂﬁxvf$%,ez (49)

Rozvinutim
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=
z—1 z2—1 2zl 1 1 1
Vz-l-l Va2—1 4, 1 ~(1 z) (1+2'22+
1—=%
2
1.3 1 ,1.3.5 1 1,1 1
T 'z4+246‘zﬁ+"')_l_z+?'z2—
1 1 1.3 1 1.3 1 ,1.38.5 1
s AT 4 A 2.4 z5+2. 6 28

a srovnanim koeficienti stejnych moenin z na obou stranich
obdrzime:
Pii n =1,
a=—14ay,
1

_ 1 _ 1
— 5 %1 al—?a ap— — ?7

— a1 +062

1 1
ag — ——2_‘}“‘_36{1_6{2 + as
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1.3 1 1

R

. 1.3 1 1

O=—921t32% g T 5

_1.3.5 1.3 .3 1

0=9716 2.49Tg 4@ 3o

1 1 1 1 1

ay = 5,02 2,aa—§, a1=§,a2= 5703 _g,

1 1 1 1 1 1

— s 2 a1 — B3 - 1

f(2) Sty —getg @(2) Sty —ge—g

12. Jak vidime z vypocitanych specialnich p¥ipada, po-
lozime-li
&y = — COS @y,
jest pro n=0,1,2,3,4,5a 6

7T

n+2

pi=1. (t=1,2,...n+1),

t. J. i hovi rovniei
sin (n+2)p —0
sin ¢ )
Abychom dokéazali, Ze to plati obecné pro kazdé », uzijme
znamych vzorecl

cosgp +cos2¢p+cosd3gp+ ...+ coslp=

cos I+l qinL‘

s1n——
2

cosp+cos3g +cosbg+... teos@l+1)p—SBELTDe

2sin ¢
Specialné pro celé » z nich plyne:
. r
Y cos @p-1) 7 = — S
= p I+1 9 si 7T
sin I+1 (43)
___sin2rn —0

2 sin

rc
I+1
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p=1
I+1 'rn) L ra .y,
COS(Z'H—I sin ) _’ 0 7 liché
— = (44)
sin s l—l r sudé
2(0+1)
1
Zcosp 217 _
= YRS
COS(Z—I—I 2 rm ) (l 21w )
2 2141 ) ¥ \2 2lF1
. 2rn (45)
SIS @I+ 1)
sin(2l+1 2rr )_ . 2rr
B 2 ‘2i+1) ™M@+ 1
- 28111721% o2
2(214+1)
Zcos 2p+1) 2l—|—1
sin erﬂ sin (rn~———-——)
_ 21+1 21+4+1 .
— . ro . rw o (46)
2sm—2l_l_1 2 s1n 37+ 1
sin I
:(_1)1—1 20+1 :(_1)1‘-—1._1\_
9 sin ——2 2
2141

cos? g —- 2,1_ [cosZup—I—( )cos(2r*2)gp—|—

R g P

r
cosz’“qn:z]z,[cos 2r+1) ¢+ (2 TI‘— 1) cos 2r— 1) gp+...+
+ (2 rr-f— 1) cos rp]-

18. Je-li n=21 sudé, tedy n+2=21-42 také sudé,
jest podle vzorce (44)
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] 4

21 o —oar—1 N 2o 7T _ . 2rx
2 S2r=2 .;:‘1(05 25_2l—}—2 —i=lcosz l-|-1+
! 1
27 Qr—2)n (27) 2
‘l‘(l);‘?o“ l+1 ++ r—1 ;CO ? l+1+
vfery o [ 2r\ _  [2r b2y (47)
+2(r)_ : (1) (r—1+2(r)

pA) 51+
! !
— gocos(%b—l— 1) I—Wr—l —|—<21T) EOC()D(QZ +1) (12_'_1)1# +
d (48)
_l_(r2r1) ZO cos(21+ )T_I—
I+12n_14+1(27r
) =)

Srovnanim vzoret (47) a (48) v8ak plyne

22r-(0'2r—32r):2+2( )‘*‘ +2( 1)+(2:):

— 1+ 1)21: 227-
a tedy
o2r — S2r + 1
ve shodé& s (37).

Stejné vyjde dle (44)
1

2% | sgry1=—2%, cos? Tl —T — =

— Ecos 2r+1) 22/_7;2 —
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a dle (43)

DL — | 419 2 A
O2r+1 2 };Oeos (22+1)2l+2

l
— . (27"‘|"1)75
_—.ZCOS(21+1)—_25+2 —

14
—(2”’“).Ecos(2i+1).(2’”- 1) 7

T2lt2
(21—|~1)

cos(2¢41) =9.
) TR

Plati tedy

02 +1 = S2r+1
opét ve shodé s (37).

Obr. 2.

14. Je-li n=21—1 liché a tedvi n+4 2=21-41 liché,
rovna se dle (45) )
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Aproximace funkei.
a dle (16)
2r~-1 — 02r—1 2r
2 =2 ZCO.S @it 1) 575 =
—1
2r 1)7T
—XCOS )l+1) +1+(1) 2(,()5 2Z+ W—l—
—1
27 27
‘e (€ —l—
"_I_(r—l) i:0<05(22+1)2l+1 !
Lern_ 1 127 1 27‘) L(Zr)
+?(¢~)“_?_ 2 ( 1) 2(7-—1 5l
Jest tedy ve shodcd s (41)
02r = S2r.
Podobné dle (45) obdrzime
2% «Sar 1 =—2% .i; cos¥ 129 ﬁ =
H 1
N 2@ r+ U (27~+1) o 2@r—)w
= i=1c052 TN 1 .glcosz—2l+1
2741y V. 27 1 1_2r—|—1)
( r ) aensigrry =gt 2( )T
1 {2741
*7( )
a dle (46)
1—1
b Y — r ) Fo 1 . 7T —
2%, Ggry1—= — 22 .;0 cox¥ 1 (271 +1) YR
—1
- Qr+1=
— 5) AR
= i;cos(uz—t—l) 3TF1
—1
2r41 . Qr—=
( 1 ) ;}908(2@—{—1) 2T |
. 1—1 '
7
——( , ) ~ O\(Z’L—l l) 91 +
_fi_l_(zr—kl_ . 1(2 +1)
T2 2 1 ) 2 r

Jest tedy
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N Y L |
= (141 =g¥+,

¢ill opét ve shodd s (41)
Szr+1 = ozr+11+1.
15. Tim jsme dokéazali, Ze rovnicim (37) resp. (41) hovi
hodnoty

_ . 7r S
@i =—cosi —, (t=1,2,...n+1),

které jsou palrué kofeny algebraické rovnice fadu (n 1)
sin [(» 4 2) arccos 2]
sin (arccos 2)
Graficky obdrzime tyto kofeny, opiSeme-li nad integraénim
oborem a...b jako primérem polokruznici, kteron rozdélime
na n-+2 stejnych dila a délici body promitneme na ab.
V obr. 1. to bylo naznadeno pro n = 6.
Jelikoz koeficient nejvy8si mocniny z v (49) jest 27+,
oznac¢me

=0. (49)

1  sin[(n+2)arccosa]
Huialw) = 5o57 . =g (arccos @)
=(@—x) @ —x2) ... (& — XTn+1).
Mnoho¢len Palx) nyni obdrzime Lagrangeovou inter-
polaéni formuli jako mnohoclen, ktery pro (n-1) ko-
fenti z; rovaice (49) nabyva hodnot resp. f(x), (1=1,2,...n+1),
takze bude

f(x)=Pu(x) + {I”“(x) FrrD (), —1<i<1.
Proto
(n +1)
flf(a;)—— Pale) | dos = \f +]§1, fﬁnﬂ yiz —  (50)
(n+1) 52

(1)
ffjn11 d.’E‘I" +( n-|-1f( +i)-‘;2an+1

Tn+1
Avsak Veskere integraly

anﬂ(x)dl?. (o =—1, Tuse= 1)
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jsou co do prosté hoduoty stejué. Skuteéné

Xt n+2

anﬁ-l(x)dw= L fsin[(n—l-‘Z)arccosx] i

gntis sin (arccos x)
Zj

i
—cos n+2
(nt+1=0m
n+2 . .
1 fsm n+2) ¢ sin odo = (—1)pti=e
gn+i sin ¢ PP 2. 2"’
n+2-9)m
n+2

(¢=0.1,2, ... n+1),
poloZime-li arccos o = ¢.

Geometricky to znamend, zobrazime-li
Yy = Hut1()
kfivkou. kterd protind osu z v (n+41) bodech z;, (¢ =1, 2,
... n+1) Ze vysrafované plochy jsou navzajem stejné (obr. 2.).
Dosazenim téchto hodnot do (50) obdrZime kone¢né vzhledem
k spojitosti (n— 1)-vé derivace
+1

[ 1)~ Pt dn = (51)
21
L FOFI(E) 1 FHD(E) A D5 y)
(n41)12" ° n-+2
ey s N E S !

Jsou-li libovolné meze a...b, provedme napled sub-
stituei
b—a

@:.‘H_b
’ 2

2

_|_

14

a poloZme

ﬂ@=fﬁgb+b;“Q=Fm
a vzorece (51) aplikujme na tuto funkei. Obdrzime, oznacime-li

Pn(x) - Pn(t):

b—a
2

b +1
ji flx) — Pula) | dxz = .fl F() — P | dt =
a ~1
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- b—a o  (b— )t e
- 2.(%""'])!2” lF( +1)(T)|_ 22”+2.(n_|_1)! |f( +1)(‘S)'Iv
a<i<b, —l<e<-1.

Tento zbytek mozno vziti za jakousi mira aproximace f(x)
mpohoélenem Pu(x). Ze vzorce (50) vidime, Ze plochy mezi
krivkami (1) a (2) budou v p¥ipadé minima integralu

b

f | /(z) — Pal(2) | doo

stiidavé kladné a zaporné a-pokud f™*9(x) se nebude prilis
meniti mezi a...b-budou navzajem od sebe také malo od-
lidné. Dokonce, bude li aproximovani funkce mnoho&lenem
fadu (n -+ 1)-vého, bude 1*+Y(z) = konst. a tedy plochy mezi
kiivkami (1) a (2) budou pfesné stejné velké*).

Résumé.
Sur lapproximation des fonetions par un polynéme P,(z) de
maniére, que

b
fM@—mmwx

$0it minimum.

Supposons que f(r) et ses (n-~1) premiéres dérivées
soient des fonctions continues de x dans l'intervalle fermé
a=x=b et que f"V(z) y soit toujours différente de zéro.
Désignons par Pu(z) un polyndéme quelconque en x de degré
n et considérons la valeur de l'intégrale

b
J:me—nmnm.

*) Popudem k této praci bylo kratké sdéleni prof. Stein-
hause v Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik,
Okt. 7928, v ném% uvefejiiuje uvedenoun vétu pro n =1 a pro k on-
vexni funkece. Konvexita funkee f(x) v8ak neni tam bliZe defi-
novana.
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Si T'on choisit le polyndme Pi(x) de maniére que J soit mi-
nimum, Péquation
f(x)— Pulx) =0
aura précisément n-+ 1 racines simples et différentes al'in-
térieur de 'intervalle a...b. Ces racines satisferont a 1’é-
quation (49), si I'on y substitue
a+b , b—
2 + 2

La démonstration de la premiére partie du théorgme
se fait en plusieurs étapes: Par le théoreme de Budan-Fou-
rier on démontre d’abord que les courbes (1) et (2) n'ont
que (n+1) intersections simples a lintérieur de a...b au
plus, ou un nombre équivalant d'intersections multiples
(No. 1.). Sices courbes n’avaient que m <n -1 intersections
(5) différentes, dont s = m intersections d'ordre impaire
aux abscisses (9), posons

Me) = (E—2)E—a) ... Es— o)

et counsidérons I'équation (11). Pour un ¢ assez petit, ses ra-
cines se distribuent en groupes dans le voisinage des racines
de I'équation (8). Le nombre des racines dans chaque groupe
est de la méme parité que la racine correspondante multiple
de I’équation (8) et elles tendent avec lim ¢ =0 vers celle-ci
(Nos 3. et 4.). &lorq on peut vérifier que

xr— 2.

tl

= I_(p% flf(x)—Pn Idz—s(fll Idx—Qr/)l

7 étant une somme d’intégrales dont chacune a deux racines
du méme groupe de 1'équation (11) pour limites d'intégration.
Par sunite on a lim y=0 pour lim ¢=0 et pour un ¢ assez
petit

/|/1(:c)|dm—27;>0,

c’est-a-dire, on peut toujours choisir le signe de ¢ de maniére
que
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f|f  (Pu2)—e . A (lx<f|f(a“) Pula) | d

(Nos. b et 6.). Doune, en cas de minimum de J on ne peut
supposer que les courbes (1) et (2) v’aient que m <n+1
intersections différentes. Toutes ces intersections z; étant
par suite sinples. on a

Fla)—rdew)=F0 G=1,2...n+1)

et les x; sont des fonections continues et dérivables des
coefficients de Pn(z) dans un certain voisinage des valeurs
qui rendent J minimnm. (No. 7.). Les équations (33) étant
des conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction
(30) ait une valeur extréme, elles le sont aussi pour que
J =|J| soit minimum. J étant négatif en cas de maximum
et positif en cas de minimum (No. 8).

Dans la deuxiéme partie on résout les équations (33),
que I'on peut simplifier en posant a=—1 et b=1 (No. 9).
Dauns le casde n=2% ou obtient des équations (37), en posant

.Si:xzi—'—xf +...x2ki,
ci=x '+ zi ... F w6 =1,2,...2k +1),

un systeme d’équations lindaires pour les coéfficients de

fe)=(z—ma)(2—ax)...(g —waz) =2+ 2" 1+ ...+
p) =@ —x1) (z2—ax3) ... (6 — Tap+1) =

=t gt arsa

et en comparant les coefficients des mémes puissances de z
des deux cotés de Péquation (40). (No. 10.). De la méme
maniére on obtient de la fonection (42) un systéme d’équations
linéaires pour les coefficieuts de

f&) = (2—w2) (2 — xa) ... (2— Zak+2) = ’““—l—az’“—'— A ks
q;(z):(z-xl)(z—wa)...(z—wzkﬂ) R - ae I E I

en cas de n=2%k-41 (No. 11.). Mais, dans le cas general, ces
équations linéaires sont bien difficiles a résoudre. Or, aux cas
spéciaux de n=0,1,2,3,4,5 et 6, on peut vérifier facilement
que les racines z; satisfont a l’équation algébrique (49)
d’ordre #+ 1. On peut le prouver aussi dans le cas général,
en posant
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— .__7'5_— S
Zi==—C08 1 p—— (t=12,...n+1),

car les équations (37) ou (41) sont satisfaites pour ces expres-
sions. Ces quantités étant des racines de (49), la deuxiéme
partie du théoréme est, par-1a, démontrée. (Nos. 12., 13., 14.).
(Géométriquement, on obtient les z; par un demicercle sur le
diamétre ab, que I'on divise en (n-2) arcs égaux, et par
la projection des (n-1) points de division sur ab (fig. 1)
La courbe
I | sin [(n + 2) arecos ]
Y—"gns1 - sin (arccos x)

jouit de la propriété remarquable que ses aires entre deux
‘racines consécutives z; et xi+; sont de la méme valeur ab-
solue. En calculant le polyndme Pa(z) par la formule d'inter-
polation de Lagrange, on vérifie facilement 1’équation (51),
les aires entre les courbes (1) et (2) étant alternativement
des signes contraires et presque de la méme valeur ab-
-solue, si f®*Y(x) ne change pas beaucoup dans lintervalle
a...b. Si f(x) était un polynéme d’ordre n-1, la valeur
absolue de ces aires serait précisément la méme (No. 15.).%)

*) Prof. Steinhaus a démontré ce théoréme spécialement
pour n =1 (Zeitschrift fiir die angewandte Mathematik und Me-
chanik, Oktober 1428).
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Mesures d’étoiles doubles.
Par E. BUCHAR.

Présenté le 5 novembre 1929.

Cette petite série d’observations de 51 étoiles doubles
a été effectuée avec le réfracteur de I'Université Charles,
dont Yobjectif a une ouverture de 217 mm, sa distance focale
étant 2.45 m. On trouvera sa déscription plus détaillée dans
le numéro 7 de ces Publications.’) On s’est déja servi de cet
instrument pour mesurer les étoiles doubles, en 1917.2)

La position de ’axe horaire a été améliorée, les autres
erreurs instrumentales ont été réduites au minimum; par
conséquent, on peut négliger ces écarts. On s’est servi d'un
micromeétre a fil, auquel on a adapté un cercle auxiliaire et
une manette, pour en faciliter le maniement. Les microscopes
de lecture et le tambour de la vis micrométrique étaient éclairés
a J’aide de petites lampes a incandescence a éclat variable.
Aprés plusieurs mesures préliminaires, on a installé un prisme
de Salet-Bosler (a partir du 18 octobre 1927), pour éliminer
les erreurs systématiques de I'angle de position. On a employé
presque exclusivement un oculaire de 2.5° de champ, grossis-
saut 430 fois. Un second oculaire, grossissant 230 fois n'a
été utilisé que trés rarement. I1 faut mentionner aussi, que
les images a fort grossissement étaient imparfaites et qu’elles
présentaient quelques rayons irréguliers. Ce défaut ne dépend
pas du centrage de l'objectif et il faut le considérer comme
une conséquence de la non-homogénité de verre optique.

Le champ était éclairé du bout de la lunette par une

1) B. Sternberk: Messungen von verianderiicher Sternen in den
Jahren 1925-26.

2) Dr. V. Heinrich: Mikrometrickd méfeni dvojhvézd. (Roz-
pravy Ceské Akademie véd a uméni, rod. 26.)

Viéstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. Ti. II. Roé. 1929.
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lampe éléctrique a lumiére rouge. A l'aide d'un rhéostat, on
réglait I'intensité du courant de telle facon, que l’éclat de
I’étoile reste a peu pres constant par rapport a celui du champ.
On a diminué ainsi 'effet de la grandeur, mais un autre
inconvénient apparait alors: la visibilité variable de fils.

De 20 passages des étoiles y et 43 H Céphée, on a déter-
miné la valeur du tour de la vis micrométrique. On I'a con-
trolée en mesurant diréctemnent la différence en déclinaison
de deux étoiles EZ, qui se trouvent dans l'amas h Persée.
Le résultat adopté est:

R—125".582 + 0".019

La précision obtenue est tout-a-fait satisfaisante pour
le but que nous nous proposons.

Le mode d’observations a été le suivant: On tournait
le micrométre jusqu’ & rendre le fil parallele a la ligne joi-
gnant les deux composantes. Au début, quand on ne se servait
pas du prisme, on inclinait la téte de fagon que le fil appa-
raisse a peu prés horizontal ou vertical, ce qui augmente la
précision. Cela fait, on lisait les microscopes et on recom-
mencait le tout en sensinverse. Apres avoir installé le prisme
la moitié des mesures de I’angle de position était effectuée
sans le prisme et la seconde moitié avec le prisme. Le zéro
du cercle de position a été déterminé tous les soirs. Quanta
la distance, on mesurait la doubles distance pour éliminer
la lecture du fil fixe et on procédait de facon & ce que le
temps perdu de la vis micrometrique n’entre pas dans les
résultats.

En ce qui concerne les conditions météorologiques, il
semble, que le brouillard, trés fréquent d’ailleurs, n’ait aucun
effet sur la précision des mesures. Au contraire, on a pu
constater que les images étaient souvent trés calmes dans
ce cas, quoique un peu affaiblies.

Les résultats finaux sont des simples valeurs moyenne
dans lesquelles on n’a pas tenu compte du poids des obser-
vations. L’erreur moyenne est + 0.4° sur I'angle de position
et &= 07.06 sur la distance des composantes, tandisqu'en une
seule nuit, elle atteint &= 0°.8, &= 0".12 respectivement. Entre
I'erreur moyenne sur langle de position et la distance, il
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y a une relation, comme on peut le remarquer en considérant
la figure:

Vi 0" 207 30Y P

En effet, la valeur ¢ en question diminue lorsque la
distance croit, suivant sensiblement la formule

e = = 1.73 o —0O

ol ¢ est exprimé en degrés, ¢ en secondes d’arc. Quant a I’
erreur sur la distance, elle semble augmenter avee la distance
elle-méme.

La signification des colonnes du Tableau est la suivante:
Dans la premiére, on trouvel’époque d’observation, exprimée
en fraction d’année, la deuxiéme donne I’angle horaire, la
troisieme l’angle de position, la quatriéme la distance des
composantes, la cinquiéme le nombre de mesures, la sixieme
contenant une remarque sur les images et les conditions mété-
orologiques. En téte de chaque série est indiqué le numéro
du Catalogue de Burnham et de Struve, le nom de I’étoile,
puis la position par rapporta I’équinoxe 1930, ainsi que les
grandeurs. A cdté des moyennes sont indiquées leurs erreurs
moyennes, la lettre P signifiant qu'on s’est servi du prisme;
on y trouve enfin le nombre de nuit d’'observation.
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372 =X 48.

« = (Oh 38.2m §—= 470059, m=17.0,7.2.

h ° "
1927. 780 0.0| 335.6 6.06 4 | i. mauvaises, alto-cum.
.799] —0.6| 335.7 5.93 4| i. mauvaises
.821| + 0.5] 333.4 5.83 4| i. agitées
. 824 4+ C.8] 332.8 5.91 4 | i. bonnes
.829) +1.2| 333.3 5.86 4 | i. trés bonnes, brouillard.
.835| -+ 0.1] 334.1 5.63 4 ' '
1927. 81 P 334.14 0.5 | 5.87 4 0.06 | 6 |
426 — X 60 — 5 Cassiopeiae.
o =0h 44.6m, §— - 57927, m=4.0,7.6.
h v ” ‘ |
1927. 799 4 0.7} 269.3 8.67 4 | i. mauvaises !
.821| + 0.9 267.0 8.11 4| i. agitées
.824| —0.7| 268.9 8.39 4 | i. bonnes, brouillard.
. 829 4 1.7| 268.5 8.49 4 | i. trés bonnes, brouillard.
.835| + 1.8| 268.4 8.57 | 4 '
192782 | P | 2684 + 0.4 | 8.45 + 0.10 | 5 [ ’
439 — ¥ 61 — 65 Piscium.
a==0h 46.1m, § — 4+ 27° 19, m — 6.0, 6.0.
h [ "
1927.780] —1.1| 297.8 4.58 4 | i. mauvaises, alio-cum.
.799 0.0] 294.7 4.35 4 | i. mauvaises
.821| —0.6| 295.9 4.37 4 | i. agitées
. 824 —0.5( 295.5 4.30 4| i. bonnes
. 8291 + 0.6 295.2 4.37 4 | i. trés bonnes, brouillard.
.835| +0.8] 295.8 4.27 4 ,. '
]

192781 | P | 295.8 4+ 0.4 | 4.37 4 0.04 |

591 = X 91 == 160 Ceti.

a—1h 36m § —_ 206, m=--6.7,7.5.
h o ”
1927.796 0.0] 317.7 3.94 4 | 1. mauvaises
.824| —0.2] 318.9 4.11 4 | i. bonnes ‘
. 835 + 0.2 318.6 4.27 4 | i. bonnes, brouillard.

1927.82 | P | 318.4 & 0.4 4-11i0-09| 3|
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707 = ¥ 113 = 42 Ceti.

a=1016.2m, § = —0° 52',m = 6.2,7.2,
‘ h [ ”
1927.835| +0.6] P 1.8 1.58 4| 1i. bonnes, brouillard.
877 = ¥ 147 = 4, Ceti.
«=1h.383m §=_—11°40’, m=15.3,6.9.
' i} [ ”
1927.835| +4-0.6] P 88.9 2.58 4 | 1. bonnes, brouillard
993 = ¥ 180 = ; Arietis.
o« =10 497m §= 1 18057, m =4.2,4.4.
hi o "
1927.903| +1.5 0.9 8.29 4| & travers strato-cumul.
1927.922( 40.8] 359.6 8.47 4| 1i. bonnes, brouillard.
1928.005| 4 0.6 0.1 8.27 4| i. bonnes
.008] 1.0 359.7 8.18 4| i. bonnes, brouillard
115 +2.6] 359.5 8.16 4| i. agitées, vent.
192799 | P |  0.04£03 | 8.2740.05 | 5]

1061 = Y 202 = ¢ Piscium.
¢ = 1h 584m, § = 4+ 20 26’, m = 2.8, 3.9.

.

b o
1927.922| +0.5| 306.0 ’ 2.14 4l i. bonnes, brouillard
1923.005] -+-0.2| 308.0 2.37 4| i bonnes
.008/ +40.6| 307.9 2.20 4| 1. bonnes, brouillard
1150 +1.3[ 211.5 243 4| i. agitées, vent.
192801 | P | 3084411 | 2.2840.07 | 4]
1070 = 02 38 = y Andromedae.
« = 1h 59.5m § = -+ 4200’ m = 3.0,5.0.
| I o B
1927.922| +1.5] 63.1 10.23 4| i. bonnes, brouillard
28.005 41.11 64.1 10.38 4| i. bonnes
.008| +1.5{ 63.4 10.05 4| 1i. bonnes, brouillard
.024| +3.3] 63.7 10.10 4| 1i. mauvaises.
193799 | P | 63.640.2 | 10.1940.07 | 4]
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1401 = ¥ 299 = y Ceti.

« = 2h 39.7m, § = 4 2057, m == 3.0, 6.8.

] h o “”
1927.922| -4 0.3| 295.1 2.76 4 | i. assez bonnes
1928.005| 0.1} 295.1 3.11 4 | i. bonnes
.008| +0.5| 294.1 2.79 4 ‘ i. bonnes, brouillard
192798 | P | 2948 4+ 0.3 | 2.89 4 0.11 | 3 |
1799 — 1 425.
e =30 35.7Tm, § = + 33%54', m=7.3, 7.3.
h! o "
1927.922 | —-0.4| 83.4 2.22 4 | i.bonnes, brouillard,
1928.005 | + 0.6| 82.6 2.15 4 | i. bonnes
.008| 4 0.2| 84.5 2.25 4 | i. bonnes, brouillard
071 | +0.9] 84.1 2.27 4 N
15| +1.2] 84.3 ' 2,12 4 | i. agitées, vent.
192802 | P | 8384 03 | 22040035 |
2284 = Y572 = 4 Aurigae.
@ =40 34.2m, § = + 26°48', m = 6.5, 6.5.
h o .
1928.071 | 4 0.2| 196.6 4.04 4 | i. bonnes, brouillard
15| — 0.8 197.7 3.79 4 | i. agitées, vent
.150 | - 0.6| 197.0 3.99 4 | i. bonnes, calme
.153| 4 0.9] 196.1 3.97 4 | i. bonnes, calme
210 | 4 2.5| 197.2 4.04 4 | régléle mouv. d'horlogerie
1928.14 | P | 1969 4 0.3 | 3.97 +0.05 | 5 |
2821 = X 738 = ) Orionis.
« = 5h 31.3m,§ = + 9°53', m= 4.0, 6.0.
h 0 o
1928.150 | 4 0.3| 43.6 4.40 4 | i. bonnes, calme
153 4 0.3 43.4 4.40 4
210 | + L.9| 43.7 4.50 4 | i. bonnes
1928.17 | P | 4364 0.1 | 4.434-0.03] 3 |
3402 = ) 919 — 1i Monocerotis.
o« =6h 254m, § =—7°1", m=5.0, (5.5,86.0).

’

7.32

b 0
l 1928, 027 —0.3| P 133.0 l 4 | i. mauvaises
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3793 = X 1009.
o ="T7h 0.1m, § =4 52° 52, m — 6.7 , 6.8,
h 0 ” I
1928.071| —1.8| 150.6 3.50 4 ¢ i. bonnes, brouillard
151 —1.9( 151.1 3.58 4 | i. agitées, vent
.150) -—1.6| 152.4 3.63 4 | i. bonnes, calme
153 —1,9| 152.0 3.68 4 . ’
.219| 4.5 151.8 3.53 4 I réglé le mouv. d’horlogerie
1928.14 | P | 151.6 £ 0.3 | 3.58 4+ 0.03]| 5 |
4122 = ¥ 1110 — ¢ Geminorum.
o= "7h 30.2m, § =4 32° 3', m —2.7,3.7.
h 0 r
1928. 068 -|— 1.4) 2111 — 4| 1. agitées
.0711 —1.8] 210.0 4.50 4 | i. bonnes, brouillard
. 147 —0.2| 210.5 4.35 4 | i. faibles, cirrus
. 208 —0.8| 209.6 4.47 4 | i. bonnes, calme
1928.12 | P 210.3 + 0.3 | 4.44 4 0.05 | 3|
4477 = 1 1196 = ; Canecri.
«=8h 8.2m, §= 4 179 52, m = 5.0, (5.7, 5.5).
h [ "
1928.068| -+ 0.4| 104.4 5.42 4| i. agitées
L0711 —2.1| 104.4 5.40 4| i. bonnes, brouillard
.095| 4-0.7| 104.0 5.33 4 | brouillard
. 101 —0.7( 103.5 5.42 4 | i. mauvaises
. 147 —0.5| 104.7 5.40 4| & travers cirrus
. 150 —1.9( 105.9 5.60 4 | i. bonnes
. 153 — 2.1| 104.6 5.73 4 ’s
. 158 4 1.6| 104.7 5.42 4 | i. mauvaises
. 208 —1.1| 105.0 5.32 4| i. bonnes
. 210 — 0.5/ 103.5 5.40 4 | le mouv. irrégulier
1928.14 | P | 104.5 4+ 0.2 | 5.44 4 0.04 | 10|

4601 = ) 1223 = ¢* Cancri.
o = 8h 22,6m, § = +427°10', m = 6.0, 6.5.

h o ”
‘ 1928.071\ —1.6‘ P 213.9 ‘ 4.76 ‘ 4 ‘ i. bonnes, brouillard \
4602 = ¥ 1224 = 4! Cancri.
« = 8h 22.5m, § = 4 24°46’, m = 6.0, 7.1.
h | o ”
1928.216 | + 1.6| 45.9 6.01 4 | i. agitées
235 + 2.0| 45.9 5.96 4 | i. ties mauvaises
243 + 1.57 44.5 | 6.04 4 | i. bonnes, calme ]
1028.23 | P | 4544 0.3 | 6.00 L 0.02 | 3 |
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5030 = X 1338 = 157 Lyncis.
« = 9h 16.6m, § = 4 38°29', m = 7.0, 7.2.

] h 0 17
1928.235| + 1.6{ 186.8 1.48 4 | i. irés mauvaises
.243| + 0.8| 188.7 1.69 4 | i. bonnes, calme
1928.24 P | 1878409 | 159 +0.11 ] 2|
5094 = 3 1355.
o= 0h 23.6m, § = L 6933, m = 7.2, 7.2.
h o ” l
1928.216 | 4 1.1l 340.6 1.74 4 [ i, un peu agitées
.235| + 1.4 340.6 2.27 4 | i. tres mauvaises
2431 4 0.2] 342.1 2.22 4 | i. bonnes, calme
1928.23 | P | 341.14 0.5 | 2.08 + 0.17 | 3
5388 = X 1424 = » Leonis.
« = 100 16.1m § = 1+ 20°12', m = 2.0, 3.5.
hl 0 i |
1928.068 | — 1.9| 120.3 4.45 4 | 1. agitées
095 — 1.1] 118.2 4.17 4 | brouillard
.150 | —1.9{ 119.6 4.15 4 | i. bonnes
158 | — 1.9 117.5 4.04 4 | i. mauvaises
.202] —0.3] 119.5 4.37 4 | i. mauvaises, cirrus
.210| —1.8| 118.7 4.47 | 4| le mouv. irrégulier
1928.15 | P | 119.0 4 0.4 | 4.28 + 0.07] 6 |
5734 — 3 1523 — ¢ Ursae maioris.
a = 111 14.6m § = 431057", m = 4.0, 4.9.
h 0 ”
1928.150 | —2.7[ — 1.94 4 | i. bonnes
.208 | — 1.4 76.3 1.63 4 ys
210 — 2.8 78.1 1.87 4 ' le mouv. irrégulier
.235| 4 0.6 77.0 1.92 4 | i. trés mauvaises
243 — 0.9 77.0 1.74 4 | i. bonnes
301} 4+ 1.4| 76.4 1.79 | 4| & travers nuages
1928.22 | P | 770403 | 1.82 40,05 | 5 |




Mesures d’étoiles doubles.

6243 = 1 1670 = y Virginis.

o= 12h 382m §= — 103", m = 3.0, 3.0.
h o ”
1928.202 | —2.2| 321.5 6.37 4 | 1. mauvaises, cirrus
.208 | —2.5| 319.9 6.27 4 | i. bonnes
219 | —0.7| 320.3 6.07 4 | le mouv. irrégulier
235 —1.3] 320.3 6.44 4 [ i, trés mauvaises
.243 | — 2.0 320.3 6.42 4 | i. bonnes
279 1 —0.8| 320.1 6.39 4 | loeil fatigué
298 | — 0.3 321.1 6.13 4 | nuages
301 + 04| 320.4 6.13 4 | i. mauvaises
317¢ 4-0.7) 321.0 6.18 4 | i. mauvaises par instants
.350| 4+ 1.6 321.4 — 4 | i. bonnes
9

192827 | P | 320.6 0.2 | 6.27 4 0.05 |

6566 = X 1768 = 25 Can. ven.

« =130 34.3m, § — - 36039', m = 5.7, 7.6.
h 0 "
1928.4190( 4 3.1} 122.7 . 1.33 4 | i. bonnes
424| + 2.6] 116.1 1.43 4 | cirrus
449 | + 1.7| 120.6 1.38 4 | incertain
1928.43 | P | 1198 4+ 1.0 | 1.38 £ 0.03 | 3

6778 — ¥ 1821 = x Bootis.

o = 14h 11.0m, § = 45207,

m = 5.1, 7.2,

h 0 "
1928.451 | 4 3.5 237.5 13.61
476 + 3.2 237.2 13.51
484 | + 3.4 237.4 13.51 }

i. bonnes

192847 | P | 237.4 4 0.1 | 13.55 + 0.03]

6837 = > 1833.

4

4 | i. faibles, brouillard
4 | le mouv. irrégulier
3 |

« = 140 18.9m, § = — 7927 m = 17.0,7.0
h 0 I g
1928.410| + 1.5 170.1 5.57 4 | i. trés bonnes
413 | + 1.4 170.3 | 5.68 4 | i. mauvaises, nuages
424 + 1.6/ 170.5 5.63 4 | i. bonnes, cirrus
432 + 0.2| 170.7 5.88 4 | i. trés mauvaises
1928.42 | P | 170.4 4 0.1 | 5.69 4 0.07 | 4 |




10 XVI1. E. Buchar:
6955 = ' 1865 = J Bootis.
« = 14h 37.8m, § = + 142, m = 3.5, 3.9.
h [ ”

1928.410{ + 1.6 135.7 0.95 4 | incertain
424 { 4+ 1.8 138.3 1.15 4 | incertain, cirrus
449 | + 1.7| 136.2 1.15 4 | incertain

192843 | P | 1367 £ 0.8 | 1.08 | 3]

6975 — X 1871.
o« —14h 39.1m, § — 4 51°41', m = 7.0, 7.0.
h o ”

1928.451 | + 3.2| 294.8 1.84 4 | i. trés bonnes
476 | + 3.0] 296.5 1.99 4 | i. faibles, brouillard
484 | + 3.2| 296.4 1.79 4 | le mouv. irrégulier

192847 | P | 20594 0.5 | 1.87 4 0.06 | 3 |

6993 —= Y 1877 — ¢ Bootis.
« = 14h 42.0m, § = 4 270 22’ m = 3.0, 6.3.
b o .

1928.317 | — 0.7 336.9 3.02 4 [ i. mauvaises
342 | — 2.0| 334.7 2.92 4 | i. bonnes, vent
.350 | — 0.2 336.2 2.82 4 | i. bonnes
361 | — 0.8] 335.5 2.92 4 5
.369 | — 0.5/ 334.3 3.14 4 | Toeil fatigué
.397 | —0.5| 333.3 2.99 -4 | i. bonnes

192836 | P | 335.2+ 0.5 | 2.97 & 0.04 | 6 |

7034 = ¥ 1888 = £ Bootis.
a = 140 48.1m, § == 4 19°23', m = 4.7, 6.6.
* h o ”

1928.219 | — 2.5| 30.9 3.50 4 | le mouv. irrégulier
243 | — 4.0] 31.8 3.45 4 | i. bonnes
279 — 2.6| 32.6 3.36 4 | Voeil fatigué
.298) —2.0| 32.2 3.50 4 | nuages
301 — 1.51 31.9 3.50 4 | i. mauvaises
317 —1.1] 32.5 3.63 4 s
342 — 1.8| 32.5 3.58 4 | i. bonnes, vent
346 | — 28] 32.0 3.50 4 | i. mauvaises
.350 0.0 33.3 — 4

1928.30 P 32.2 4- 0.2 [ 3.5040.03 | 9 |




Mesures d’étoiles doubles.

7049 == O X 238,

11

« = 140 50.1m, § = + 15° 59, m = 6.4 ,7.1.
h o P
1928.410 | + 1.6| 184.8 1.76 4 | i. bonnes
424 | + 1.8] 183.3 1.79 4 | cirrus
449 -|— 1.8] 184.0 1.84 4 | i. bonnes
451 | + 2.3] 184.0 1.77 4 | i. trés bonnes
192843 | P | 184.0 £ 0.3 | 1.70 & 0.02 | 4 |

7120 = ¥ 1909 = 44 Bootis.
« =130 1.6m §= 4 47° 59, m = 5.2, 6.1.

h o ”

1928.342 | — 2.7| 247.5 3.22 4 | 1. bonnes, vent
345 — 3.4| 247.1 3.40 4 | i. mauvaises
351 4+ 3.1| 246.6 3.50 4 | i. trés bonnes
4761 + 3.0| 245.7 3.50 4 | i. faibles
484 4+ 3.1 245.4 3.30 4 | le mouv. irrégulier

1928.42 P 246.5 + 0.4 | 3.38 4 0.05 | 5

7259 = 11938 = ,? Bootis.
a = 150 21.9m, § = 4 37°35', m = 6.7, 7.3.
h [ ”

1928.410 | + 1.6| 40.2 1.59 4 | i. trés bonnes
449 | - 1.6| 41.0 1.61 4 | i. bonnes
.451 | 4 2.0| 40.1 1.73 4 -

.476 | 4+ 3.0 40.2 1.71 4 | i, faibles

1928.45 P I 40.4 4 0.2 | 1.66 4= 0.04 | 4

7318 ¥ 1954 = § Serpentis.
a = 150 31.5m, § = + 10046’, m = 3.0, 4.0
h [} "

1928.342 | — 2.2| 182.3 — 4 | i. bonnes, vent
345 | — 3.3| 182.6 4.09 4 | i. mauvaises
350 | — 0.5] 182.4 3.99 4 | i. bonnes
361 — 1.4 183.1 3.99 4 .

.369 | — 1.0 183.2 4.19 4 | Poeil fatvigué
.397 | — 1.0] 1824 3.89 4 | i. bonnes
1928.36 | P | 182.74- 0.2 | 4.03 4 0.05 |6(5)]
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XVI1. E. Buchar:

7905 = Sh 243 = 36 Ophiuchi.

« = 170 11.1m § = — 26929, m = 6, 6.
h 0 »

1928.449 | + 0.3 178.6 4.66 4 | i. bonnes
451 | + 1.2 179.3 4.48 4 N
484 | 4 1.3] 178.2 4.37 4 | le mouv. irrégulier

1928.46 | P | 178.74+ 0.3 | 450 4008 3 |

7922 = ¥ 3127 = ¢ Herculis.
o« = 17h 12.2m, § = 4 24055'. m = 3.0, 8.1
h 0 “

1927.567 | 4 1.9| 207.3 11.46 6 | incertain
586 | -+ 1.3| 207.9 10.95 6 | incertain

1928.449 | 4 0.3| 207.4 11.18 4 | i. bonnes

1927.87 | 207.5 4 0.2 | 11.20  0.15] 3 |

8303 = ¥ 2262 = 7 Ophiuchi.
o« =170 59.3m § = ——8011", m = 5.0, 6.7
| T, j |

1927.555 | -+ 0.8 263.5 2.15 6 | nuages
.567 | - 1.8 265.9 2.56 6 | i. agitées
569 | 4 1.8 263.1 2.36 6 | i. bonnes
.583 | 4 2.4| 263.5 2.20 6 | i. mauvaises

1927.56 | | 264.0 + 0.6 | 2.32 4 0.00 | 4

8340 == ¥ 2272 = 70 Ophiuchi.
o =180 1.9m §—= 4 20 36, m = 4.1, 6.1.
| ]

1927.565 | + 1.4| 125.1 6.47 6 | nuages
567 | 4+ 2.2| 126.0 6.65 6 | i. agitées
569 | 4 2.3 123.8 6.45 6 | i. bonnes
583 | + 2.9] 123.2 6.27 | 6 | i. mauvaises

1927.57 | | 12454 0.6 | 6.46 4 0.08 | 4

8783 = X 2382 = ! Lyrae.
o =180 42,0m § = 4+ 39°36’. mn = 4.6, 6.3.
h 0 "

1927.567 | + 2.5 10.1 3.02 6 | i. agitées
569 4 2.3 9.1 2.99 6 | i. bonnes
583 | + 3.4| 10.0 | 2.94 6 | i. agitées
.605| + 3.4/ 10.2 2.89 6 .

1928.361 | —4.3| 7.0 2.99 4 | i. bonnes
369 | —4.0f 7.6 2.87 4 | Voeil fatigué

1927.84 | | 90406 |295+002]6




Mesures d’étoiles doubles.

8785 = X 2383 = 2 Lyrae.
« = 18h 42.1m  § = 4 390 32, m = 4.9, 5.2

h 0 o

1027.567 | + 2.1{ 116.8 2.56 6 | i. agitées
569 | + 2.7 114.5 2.46 6 | i. bonnes
583 + 3.0f 115.9 2.20 6 | i. agitées
605 | + 2.7| 116.0 2.56 6 )

1928.361 | —4.1| 115.5 2.50 4 | i. bonnes
.369| — 3.8 116.1 2.30 4 | Voeil fatigué

1927.84 1158 + 0.3 | 2.43 + 0.06 | 6 |

8914 = T 2417 = @ Serpentis.
o = 18h 52.71'“, 0= +4° 7, m = 4.0, 1.2,
h o ”

1927.605 | + 3.7 103.6 22.38 6 | i. agitées
.610| + 1.5 103.9 22.20 6 | nuages
6161 4 1.9] 103.7 22.18 6 | i. agitées
.632| + 1.8| 103.6 22.18 6 | cirrus
.665| + 0.5 102.6 22.25 6 | i. bonnes

1927.62 | | 103.7 4 0.1 | 22.24 - 0.04 5 |

9374 == £43 = g Cygni.
= 19h 27.6m  § = 4 27948, m = 3.0, 5.3.
h o

1927.539 54.6 34.43 7 | cirrus
5801 4+ 3.3] 53.7 35.02 6 | nuages
5831 4 2.0| 53.8 34.95 6 | i. mauvaises
53831 — 0.3 54.6 34.72 6 | i. bonnes
.605| + 1.5] 53.8 35.04 6 | 1. agitées
616 + 2.1| 54.1 33.07 4 v
.635| + 2.9 53.7 35.20 6 | nuages

1927.59 | | 54.0 + 0.1 | 34.92 4 0.1()[ 7

1050 = ¥ 2727 = y Delphini.
o = 200 43.4m §— 4 15°53, m —4.0, 5.0
h 0 "

1927.605 | 4 2.3 268.7 10.54 6 | i. agitées
610 4 0.2 269.3 10.46 6 | nuages
.616| + 0.4| 269.5 10.54 6 | i. agitées
632 + 0.7] 269.4 10.59 6 | cirrus
635 4+ 1.2| 269.3 10.69 6 | nuages
.660 | 4+ 1.6 269.2 10.54 6 | 1. bonnes
662 + 0.6] 269.3 10.51 6 | i. ’s
665 — 0.9 269.4 10.61 6 | i. 5y

1927.64 | | 269.3 4 0.1 | 10.56 4 0.02| 8 |




14 XVI. E. Buchar:
= ¥2758 = 61 Cygni.
« =21003.2m § — 4 38°20', m = 5.3, 5.9
| h 0 ‘ " I
1927.586 | — 1.3 — 25.12 6 | i. bonnes
.605 | + 2.3 133.4 25.04 6 | i. agitées
.6€0 | + 1.7f 133.7 24.76 6 | i. bonnes
662 4+ 0,8] 133.7 24.81 6 | i. ’s
.670 —02’ 134.5 25.00 I 6 )i .,
| 1927.64 | | 184.0 4 0.2 | 24.95 4- 0.07] 5 |
3= 12909 = Aquarii.
e =220 252m, §—__ (v '3 m — 4.0, 4.1.
h [ ”
1627.731 | + 0.1| 300.1 2.56 6 | nuages
739 | — 0.6! 302.0 2.56 6 { cirrus !
742 | —0.3] 301.0 2.53 4 | i. bonnes |
744 | 4-1.2| 301.6 2.53 4 . ‘
' 747 | — 1.3| 301.2 2.53 4 | i agitées
7533 | -+ 1.3] 301.9 2.63 4 | i. bonnes
1927.74 | 301.3+0.3 | 256+ 0.02 | 6 |
12021 = ¥ 2950 = 241 Cephei.
o = 22h48.6m, § = 4 61°19", m = 5.7, 7.0.
h 0 v |
1927.660 | + 0.4 300.2 1.86 6 | i. trés bonnes
662 | + 0.1] 298.4 1.94 6 »
670 — 0.9 300.1 2.02 6 | i. bonnes
673 | — 1.4| 300.2 1.97 6 »
681 — 2.0| 301.0 1.92 6 .
722 —2.6| 302.7 2.04 6 | nuages
742 | —1.1| 3019 1.77 6 | incertain
1927.69 | 300.6 4+ 0.5 | 1.93 £ 0.03 | 7 |
12262 = & 2998 = 94 Aquarii.
o« =230 154m §=—13051, m = 5.2, 17.2.
h o i I
1927.660 | 4 0.5| 349.5 13.56 6 | i. trés bonnes
662 | — 0.8] 349.1 13.30 6 | i. bonnes
673 | — 1.2| 350.3 13.51 6 N
681 | — 2.0| 349.4 13.51 6 "
17| + 0.3] 350.0 13.35 4 )
742 | — 0.8| 349.5 13.€6 4 | brouillard
1927.69 | 349.6 4 0.2 | 13.48 & 0.c6 6




Mesures d'étoiles doubles.

12601 — X' 3042 = 28 Andromedae.
o = 230484m § = + 37°30', m = 7.0, 7.0.

h [ ”
1927.742 | + 0.8 87.5 4.99 4 | brouillard
.744| + 0.8 87.6 5.01 4 | i. bonnes
747 | —2.4] 88.5 5.50 4 | i. agitées
.752| 4 0.5| 8R.7 4.88 4 | i. un peu agitées
777 0.G| 8§7.9 4.96 4 | brouillard
.780 | —0.8| 88.1 5.01 4 | i. bonnes
1927.76 | | 881402 | 5.06 4009 | 6 |

12613 = X 3044.
o« = 231 49.4m  § = 4 11°32", m = 6.9,7.3,

b o P
1927.742 | 4 0.2| 281.2 18.93 6 | brouillard
745 + 0.1) 282.0 19.11 4 | i. bonnes
747 | — 1.7| 281.7 19.06 4 | i. agitées
L7521 + 0.3| 282.0 19.34 4 | i. bonnes
761 + 0.4 281.5 19.26 4 | cirro — cum.
17T — 0.8) 281.8 19.19 4 [ 1. bonnes, brouillard
1927.75 | | 281.7 & 0.1 | 19.15 + 0.06] 6 |
12675 = Y 3030 = 37 Andromedaec.
« — 250 35.9m, § — 4 33°21’, m = 6.0, 6.0.
h| o "
1927.744 | + 0.3| 235.4 1.89 4 | i, bonnes
747 — 2.1 233.2 1.84 4 | 1. agitées
L7152 4 0.5] 234.3 1.94 4 | 1. bonnes
77| — 0.5 234.0 1.89 4 | i. bonnes, brouillard
780 | —0.6| 234.4 1.82 4 | i. bonnes
1927.76 | | 234.34+ 0.4 | 1.88+0.02 | 5 |






