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Uehcr  tin  allgemeines   Princip   der   Utidiilafionslelire: 
Geselz der Erhaltung der Schwingungsdaner. 

Von dem w. M. Prof, Jos, Petzval. 

(Vorgetragcn in der Silzung vom 15. Janner 1852.) 

Man kann sagen, dass es eine grosse und kleine YVissenschaft 
gebe, so wie es einen grossen und kleinen Krieg gibt. Ich reehne 
zur erstenunter andern die riesigen Dcnkmethoden dermathematisehen 
Wissenschaften und die des forsehenden und messenden Experimentcs; 
zur andern abor das Aufbiiufen von wissenschaftlirhon Thatsacben, die 
verscbiedenen Ansehauungsweisen und Analogien, deren man sieh 
bedient, um zur Ei'klarung der speeiellen und ins Detail gebenden 
Erscheinungen rait leicbterer Millie zu gelangen, abslraele Wahr- 
heiten dem gevvobnlichen Verstande zugiinglicher zu macben, den 
populiiren und elementaren Unterricht zu unterstiitzen u. s. w., An- 
sehauungsweisen, deyen Inbegriff die Grundlage zu sein scheint von 
jenem feinen Instincte, der die grossten Wissenschaftsforscher in 
ihren Bestrebungen leitet und die Wahrheit gerade da suchen 
liisst, wo sie wirklieh ist. Beide sind gleieh wiehtig zur Ausbildung 
des Menscbengeschleclites und unser Wissen ware vermutblich 
auf einer seiir niedrigen Stufe, ohne das innige Ineinandergreifen 
der grossen und kleinen Wissenscbaft. Die grosse kann gar niebt 
entstehen, wenn ibr die kleine niebt vorgearbeitet hat; eine Mecha- 
nik des Himmels v/are unmoglieh gewesen, ohne diejenigen That- 
sachen der Beobachtungen, die zu den K e p 1 e r'scben Gesetzen fiihr- 
ten. Die kleine dagegen verirrt sich sehr bald, wenn sie nicht an 
der Hand der grossen fortschreitet und durch dieselbe fortwahrend con- 
trolirt wird, in das Reich des Irrtliums; denn sie ist nur zu sehr geneigt 
ihre Analogien auszudehnen iiber die Gebiihr, aus ausseren Aebnlich- 
keiten auf innere zu schliessen, aus den ausseren Aehnlichkeiten der 
Erscheinungen ihre Identitat zu folgern und vcrfiillt so, wie die 
Geschichte gelebrt hat, oft in Irrthiimer, iiber die eine gesunde und 
niicbterne Anscbauungsweise oft nur nach einem harten Kampfe von 
einem halben Jahrhunderte den Sieg davon zu tragen vermag. In der 
That: ein Beobachter bemerkt, dass einLichtstrahl durch eine kleine 
Oeffnung in ein verfinstertes Zimmer geradlinig eindringe, so wie 
(Jer Yon einem Bogen abgeschossene Pfeil Oder eine Bucbsenkugel, 
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nnd (indet sieb gleicb geneigl, diese fliichtige Aebnlicbkeit in eine 
Hypotbese auszuspinnen; die Sonne wird ihm zum Geschiitz, das in 
jedem Augenblieke Miriaden von Projectilen nacb alien Seiten berum- 
scbleudert. Die Einfachheit der Annabme. die daraus folgende unge- 
zwungeneJSrkliirung gewisser Erscheinungen, die selbst eine Beleuch- 
iung mittelst der matbemaliscben Analysis ertragt, werdcn eben so 
viele Veranlassungen, in der ausseren Aebnlicbkeit eine innere Idenditiit 
zu vermutben; endlieb erkliirt sich noeb iibordies ein grosser Mann fiir 
die Emanalionsliypotliese und ihre Herrscbaft im Gebiete der Physik 
ist, trotz der beinahe gleiehzeitig auftauchenden richtigeren Ansicb- 
ten, denen nur derselbe Grad popularer Einfachheit felilt, fiir ein 
halbes Jahrhundert begriindet. Selbst das machtigste Instrument der 
Wahrbeit: die mathematische Analysis wird aufgeboten zu Gun- 
sten des Irrtlmms, bis endlieb dieser, eben unter der Last der zu 
seiner Erhaltung aufgebolenen Hiilfshypothesen, zusammenbricbt. Nun 
fassen die richtigeren Ansicbten der Vibrationsbypothese, auf den 
mathematiscben Calcul gestiitzt, festen Fuss; mancberlei Erschei- 
nungen, die sich friiher nicht erklaren liessen, finden in derselben 
ihre ungezwungene Erkliirung, die aber in Tollem Masse nur demje- 
nigen verstandlich ist, der den mathematiscben Lapidarstyl, in dem die 
DitTerentialgleichungen zu ihm sprecben, auszulegen versteht. Der 
iibrige, wissensdurstige Theil desmenscblicbenGescblechtes aber muss 
abormals mit Analogien, dem gewolmlicben Leben entnommen und von 
der kleinen Wissenscbaft aufgefunden, abgespeist wendea; erfm- 
dungslustige Parteigiinger der letzteren ermangeln dann wieder nicht, 
diese Analogien uber die Grenzen ihrer Giiltigkeit auszudebnen; 
so drobt die alte Herrschaft des Irrthums von Neuem hereinzubrechen 
in veriinderter Gestalt, wenn nicht die Geister der Differentialglei- 
chungen sich unser annebmen und uns davon befreien. Ich kann 
micb riihmen, einigerBekanntscbaft mit diesem G.eisterreiche gewiir- 
digt worden zu sein, wessbalb ich mir erlaube dieser Versammlung 
einige grosse Wahrheiten ins Gediichtniss zuriickzurufen, die zwar 
schon sehr alt sind, aber eben auch darum in Gefahr zu stehen 
scheinen, vergessen, oder verdunkelt, oder missverstanden zu 
werden. 

Bekanntlich besitzen wir folgende 3 DifTerentialgleichungen der 
Bewegung eines Systems von materiellen Punkten, das gleiche Ela- 
sticiti.it nach alien Seiten besitzt: 
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aus ihnen gelit, durcli Differentiation der ersten nach x, der zweiten 
nacli?/, der dritten nach z, Addition mi dE in funning cincr neuen abhan- 
gigen Vcranderlichen Q, vermittelst der Substitution : 

(2) dx n   dy   *   d% 

mit Leicbtigkeit folgende vierte Gleichung hervor : 

d."-0 ,ri20       dH        dzQs 
(3) a — = 3| \ ): v  } di* Ux* T dy2 n   dz?) 

audi ist bekannt, dass diese ncu eingefiihrte Verilnderlicbe 6, die 
durch die Bewegungen £, vj und %, liings den 3 Coordinatenaxen 
angebracbt, an alien Punkten des Systems erzcugte Veriinderung der 
Einheit des Volums bedeute, odcr, mit andern Worten, durcli 
diese Bewegungen wird das Volumen dx. dy. dz eines Elementar- 
tbeilchens verwandelt in (t-j-6) dx dy dz, so dass also dieses9die, 
durch die Bewegung an der Stelle x y z hervorgebraehte, Verdich- 
tung odcr Verdiinmmg bezeichnet. 

Jedermann weiss ferner, dass es nicht geniige ein Gesetz, also 
audi eine Differentialgleichung, denn cine solche stellt audi ein Ge- 
setz oder vielmehr einen Inbegriff von sohr yielen Gesetzen dar, zu 
kennen, dass es vielmehr uberdies noting sei, auch tiber die Grenzen 
seiner Wirksamkeit genaue Reclienscliaft geben zu konnen; es ist 
daher nothwendig, an diesem Orte zu bemerken, dass die aufgeziihl- 
ten Differentialgleichungen allerdings einseitige Wesen seien, gegriin- 
det auf gewisse Voraussetzungen, ausser deren Bereiche sie keine 
Anwendung verstatten. So wird in der Regel gesagt, f, -r\, £ seien 
sehr kleine Verschiebungen eines Theilcliens aus seiner Buhe- 
lage; diese Bedingung istindessen in dieselben keineswegs niederge- 
legt, denn bei ihrer Ableitung werden nur A£, Arj und A£ gegen Ax, 
Ai/undAsals sehr klein betrachtet und ihre Quadrate vernach- 
lassigt; sie haben daher ihre voile Giiltigkeit auch fur solche Bewe- 
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gungen, bei denen grosse Raume £, n und £ von den Theilclien zuriick- 
geiegt werden, wenn mir diese Raume fiir nahe an einander liegende 
Theilclien wenig von einander verschieden sind. 

Ich muss ferner zngeben, dass die in Rede stelienden Differen- 
tialgleichungen ihrer Ableitungsweise nach ein im stabilen Gleich- 
gewichte sich befindendes Medium voraussetzen oder mindestens ein 
solehes, welches wegen der Stabilitiit der Rewcgungen sich auf iihn- 
liche Weise benimmt; gleichwohl muss aber bemerkt werden, dass 
einc dieser Gleichungon, namlich die aus den ersten drei abgeleitete 
viertc, audi giiltig sei fiir einen fliissigenKorper unter der Redingung 
der Continuitat der Masse, und dass die bekannten Bewegungsglei- 
chungen eines fliissigen Kiirpers unter zwei verschiedenen hypothe- 
tischen Voraussetzungen: Parallelismus der Schichten und fadenfor- 
mige Bewegung genannt (ohne diese Voraussetzungen lassen sich 
die Rechnungen nieht durchfiihren), auf eine progressive Bewegung 
mit grossen %, vj und t, und ein nicht im stabilen Gleichgewichte ste- 
hendes System materieller Punkte, d. h. den Ausfluss des Wassers aus 
dor Wandoffnung eines Gefasses, angeAvendet, richtige Resultate 
geliefert habe, dass also keine Ursache vorhanden sei, die Richtigkeit 
der Gleiehungen etwa nur auf elastische Korper zu beschriinken, was 
zu thun vermuthlich audi Niemandem einfallen wird, da sie ja der 
Theorie des Lichtes zu Grande liegen. Die obenerwahnte Redingung 
der Continuitiit der Masse besagt, so wie sie in Redlining gesetzt ist, 
nichts mehr, als dass ein Theilclien von der Form eines reclitwinke- 
ligen Parallelepipedums dx, dy, dz, das diese Form am Anfange des 
Zeitclementes dt hatte, am Ende desselben abermals ein Parallelepi- 
ped bilde, mil Seiten, die unendlicli wenig von dx, dy, dz verschieden 
sind, und Winkeln, die unendlicli wenig von einem rechten abweichen. 
Sonst ist in Rezug auf die Formanderung der Elementartheilchen, die 
durch die Bewegung hervorgebracht wird, gar keine Voraussetzung 
gemacbt; diese kann daher eine periodiscb wiederkebrende oder pro- 
gressive sein; es ist daher immer moglich, dass, unbesch adet der Bedin- 
gung der Continuitat der Masse, das Kbrperelement in einer langeren 
Zeitf aus seiner parallelepipedischen Gestalt in eine band- oder faden- 
formige iibergehen kann, so dass also diese Bedingung im Grunde wei- 
ter fast gar nichts zu sagen scheint, als, dass wahrend der Bewegung 
im Innern des Korpers keine absolut leeren Risse oder Spalten ent- 
stehen und sohin die Differentialgleichung sogar geeignet erscheint, 
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die Gesotze sehr bedeutender Strbmungon, mit nachweisbarer Ruhe- 
lage im Tnnern eines flussigen Mittels, zu liefern. 

Endlieb muss nocli zugegeben werden, dass die besprochenen 
Differentialgleicbungen einen gewissen, regelmiissigen, inneren Ban 
des Systems von materiellen Punkten voraussetzen, auf welches sie 
sicb bezieben, kraft dessen die Anordnung utn ein jedes Theileben, 
stets ein und dieselbe 1st", und einem jeden Punkte auf der diametral 
ontgegengesetztcn Seite und in demselben Abstande ein Gegenpunkt 
entspriebt. Man nimmt an, dass eine solcbe Anordnung im Zustande 
des Gleiebgewicbtes   mindestens  annaberungsweise vorlianden sci, 

Allen diesen versehiedenen Annabmen gegenuber und im Ange- 
sicbte gcwisser Ergebnisse des Experimentes, deren Erklarung, wie 
wir in neuerer Zeit erfabren baben, sicli aus unseren Differential- 
gleicbungen nicht zieben lassl:, muss wobl zugegeben werden, dass 
sie mit der Zeit cine Regeneration erleiden und durcb andere der 
Erfabrung inniger sieb ansebmiegende ersetzt werden miissen; welcbe 
aber aucb immer diese anderen sein mrigen, so werden sie docb drei 
Haupteigensebaften mit den hier aufgestellten gemein haben. Icb 
erlaube mir, die verebrte Classe auf diese drei Haupteigensebaften 
aufmerksam zu maeben; sie sind: 

Erstens: Die lineare Form, die wir, mindestens in erster Annii- 
berung, derBequemlicbkeit desRechnens wegen, stets beibebalten und 
dadurcb erzeugen werden, dass wir alle A £, Ay, A£ gegen Ax, Ay, 
As als sehr klein betracbten, und ihre Quadrate vernaoblitssigen. 
Hierdurcb sind aber nur beftigere Bewegungen, bei denen die Con- 
linuitiit der Masse verletzt wird, ausgeschlossen. 

Zweitens: Die Verscliiebungen £» n, t, konnen als solcbe und 
undifferenzirt in den Gleiclmngen nicbt erscheinen, aus dem einfa- 
chen Grunde, weil eine rein progressive Bewegung aller Tbeilcben 
des materiellen Systems in derselben Ricbtung und parallel zu einan- 
der, bei welcher siimrntlicbe Differentiabjuotienten dieser Verschie- 
bungen der Nulle gleich sind, offenbar keinerlei innere Krafte zu 
wecken im Stande ist. 

Drittens: Nacb der Zeit t werden nur die zweiten Differen- 
tialquotienten der Verscliiebungen in derselben Art vorkoinmen, wie 
dies oben in den vorgelegten Gleichungen der Fall ist, aus dem ein- 
facben Grunde, weil der zweite Differentialquotient des durchlaufe- 
nen Raumes, nach der Zeit genommen,   den analytischen Ausdruck 
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iler Kraft gibt, welche die wirklicke Bewegung der Masse =1 
erzeugen knnn, und wit offenbar bei einer jcden Ableitung der neuen 
Gleichungen. wie diese audi aussehen mbgen, von dem d'Alembert1 

sclien Principe Gebrancli zu machen genothigt sein werden, 
Erlanben Sie mir jetzt, Ilmen nur diejenigen Naturgesetze vor- 

zufiihren. die als unmittelbarc Folge der oben aufgeziihlten drei ewi- 
gen und obne alle Wider rede unbedingt nothwen- 
dig en Eigenschaften, nicbt sowohl der bier anfgefiihrten, als viel- 
mehr derjenigen Gleicbungen zu betracbten sind. die frir besitzen 
werden, wenn die Wabrbeit, die wir unablassig sucben, gefunden ist, 
wenn wir im Stande sein werden, das Weltsystem aus einem einzigen 
Grundgesetzo zu eonstruiren und wenn dieses letztere keine Hypo- 
these mebr sein wird, sondern eine erwiesene Wabrbeit, gerade so, 
wie das Newton'sche Attraetionsgesetz keine Hypothese mehr ist. 
Nicbt Ansicbten also sind es, die mit der Zeit kommen und geben, 
sondern unumstijsslicbe, ewige Wabrbeiten, freilich bereits sebr nlte, 
denen Sie gebeten werden ein geneigtes Obr zu schenken. Nun — 
es ist ja nicbt nothig, immer neue Bekanntscbaften zu machen, man 
kann sich ja audi mitunter Einmal mit den alten Freundeu unter- 
balten. 

Das erste dieser Gesetze ist das Gesetz der Coexistenz der ele- 
mentaren Bewegungen, deren ein System von materiellen Punktcn 
f'iihig ist. Um seine Bedeutung vollkommen einzuselien, wirdfolgende 
Darstellung geniigen: Eine jede Function der Coordinaten und der 
Zeit, welche anstatt der abhangigen Veranderlichen gesetzt (denken 
Sie, um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, anstatt 9 in der 
Gieicbung (3)) Geniige leistet, ist eine Auflosung der Gleicbung und 
stellt eine mogliche Bewegiingsweise des Systems dar, deren Gesctze 
in eben der gedachten Function ihren Ausdruck linden. Lassen sicb 
mehrere solcbe von einander verscbicdene Functionen auft'inden, so 
gibt es mehrere, Sie kbnnen sagen elementare Bewegungsweisen des 
Systemes. 

Es ist nun eine unmittelbare Folge der linearen Form der Diffe- 
rentialgleicbungen, dass,  wenn  Sj,   83,   93 von einander 
verscbiedene, Geniige leistende Functionen sind, eben so viele niog- 
liche Bewegungsweisen reprasentirend, nicbt nur auch: 

<?i0i,  Q6,, Q6 8   Ji 5 
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als geniigende Werthe dastehen, sonde• aucli ihre Summe: 

o = cx 9, + a Q3 +
! c, %+". ::.'. 

dieEigenschaft besitztGeniige zu leisten,und sobin eine zusammen- 
gesetzte Bewegungsweis e darstellt, bestehend. aus alien ele- 
mentaren, welche neben einander existiren, obne sich gegenseitig zu 
beirren; man konntc aucb so sprecben: dem Aufrufe zur Bewegung, 
der in jeder der Functionen Gt, Q3, 6S, . . . . liegt, leistet das 
Mittel gerade so Folge, als ob die iibrigen gar nicht da wiiren. Wenn 
sobin kraft der ersten dieser Bewegungsweiscn irgend ein Tbeilcben 
des Mittels in der Zeit t einen Raum = at zuriickzulcgen gezwungen 
wiire, wenn eben so der Raum, der der isolirt stattfindendcn zweiten 
Bewegung entspriebt = a2 ware, der Raum fur die dritte == a, 
u. s. w. biesse, so ware dasselbe Mittel aucb aller 3 Sebwingungs- 
weisen zusammengenommen fabig und das Tbeilcben, vonwelcbcm die 
Rede ist, wiirde kraft derselben in der Zeit t den Raum a, -\- a2 -|- «g 
zuruckgelegt baben. Die Wicbdgkeit dieses Satzes wird micb ent- 
scbuldigen, wenn icb denselben mit folgendem Beispiele zu erlautern 
suche: eine sebwingende Saite ist aucb ein System von materiellen 
Punkten, sie gibt einen gewissen Grundton, den die crste ihr eigen- 
tbiimlicbe elcmentare Schwingungsweise kund gibt; in der Mitte 
leise bertihrt und angcschlagen gibt sie die bobere Octave dieses 
Grundtones als zweite Schwingungsweise u. s.w. Gemiiss dem Prin- 
cipe nun der Coexistenz der elementareuBewegungen vermag dieselbe 
Saite, unter berbeigefiihrten giinstigen Umstanden, bcide Tone zu- 
gleich zu schwingen und einen Eindruck auf das Ohr zu veranlassen, 
alswaren 2 Saiten neben einander gespannt, dercn eine den erwabnten 
Grundton, die andere die hohere Octave gibt, und als wiirden bcide 
Saiten zugleich angcschlagen. 

Denkt man sich nun, um das oben Gesagte zu verallgemeinern, 
in einem materiellen Mittel zwei Bewegungen verschiedener Natur 
erregt, auf die geeignete Weise: die eine mag eine Stromung sein, 
bervorgerufen durch einen in progressiver oder drehender Bewegung 
begriffenen Korper, eine Bewegung, bei welcher sich eine Buhelage 
angeben lassen muss, denn eine solche setzen die Differentialglei- 
chungen ihrer Ableitungsweise nach voraus, eine Bewegung also, 
bei der die Theile des Mittels eine entferntere Ruhelage suchen und 
die wegen der grossen Amplitude oder des Mangels der Periodicitiit 
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niclit gut eine Undulation genannt werden kann ; ferner nocb eine 
zweite, die wir eine wirkliche Undulation sein lassen, hervor- 
gebraeht durch einen leuchtenden oder sehallenden Korper. Die eine 
und die andere muss offenbar, in die Spracbe der Analysis iibersetzt 
und durch unsere Zeicben ausgedriickt, wenn audi nicbt den Diffe- 
rentialgleichungen, die ich Ibnen vorgefiibrt babe, docb wenigstens 
denjenigen Geniige leisten, die mit der Zeit an ibre Stelle treten und 
notbwendigerweise mit den vorgefiihrtcn die drei oberwahnten Eigen- 
schaften gemeinscbaftlicb besitzen werden. Nun, naeb deni so 
eben bervorgebobenen Principe der Coexistenz der elemcntaren 
Bewegungen ist es klar, dass jede Verschiebung wie £, vj, £ und 
so audi jede damit im Zusammenbange stebende Grosse, wie 0, er- 
scheinen wird, als eine Summe von zwei verscbiedenen Functionen, 
etwa: 

(4) 9 = 0 + 04 

Ton welcben die erste 0 das Gesctz der Stromung, die andere 04 das 
Gesetz der undulatorischen Bewegung in sicb scbliessen wird. Ist 
die Stromung nur auf einen gewissen Rauin beschrankt, etwa nur auf 
eine gewisse Entfernung von dem bewegten Korper merkbar, so ist 
ottenbar 0 eine Function, die, nebst der Eigenscliaft die DilTerential- 
gleichung zu erfiillen, nocb die andere bat, bloss merkbare Werthe 
zuzulassen fiir gewisse x, y, z, die Punkten in der Niilie des beweg- 
ten Korpers angehorai. Fiir Punkte ausserbalb dieser Nabe aber kann 
die Function 01( die die undulatorisclie Bewegung repriisentirt, als 
allein von der Nulle verscbicden auftreten. Wenn Sie sicb dieselbe 
vorstellen unter einer Gestalt wie: 

(8) 0j =   -eos(s£— /c»*)3 

wo: 

(6) r = V {a~xy + (b-yy + (c-s)« 
ist, * und k aber constante Coofficienten darstellen, so haben Sie einen 
leuchtenden oder sehallenden Punkt vorausgesetzt, dessen Coordina- 
ten a, b und c sind. Denken Sie sicb ferner die Zeit t um t wach- 
send, so dass: 

sr = 2n 

ist, so crhiilt offenbar 0t denselben Werth in den beiden Zeiten t 
und t + T, und man bezeichnet dem zu Folge das kleine Zcittheil- 
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ehen i mit dem Narnen   Oscillati o ns clauer.   Yenvandelt  man 
ebenso r in r -\- p, so dass: 

k p — 2 n 
wird, so bat der in &t vorhandene Cosinus oflenbar einerlei Wertb 
wie friiher und es ist p der Abstand zweier Punkte des Raumes, wo 
dieser Cosinus einerlei Wertb hat — ein Abstand, den wir mit dem 
Namen Wellenlange belegen. Die Scbwingungsdauer t gibt sieh 
subjectiv als Tonhohe oder Farbe kund, und es gebt aus diesen ana- 
lytisclien Definitionen unmittelbar folgendes Coroilarium hervor: 

Scbwingungsdauer und Wellenlange sind lediglich der Function 
0„, die die undulatorische Bewegung reprasentirt, entnommene 
Dinge, welche mit der Function 0, die das Gesetz der Stromung ent- 
halt, gar nicbts gemein haben. InBezug also auf diese beidenUmstande 
bat die undulatorische Bewegung durcli das Vorhandensein oder den 
Durchgang durch die Stromung durchaus gar nicbts gelitten und keine 
Veranderung erfabren und Alles dieser Bewegung Eigentbiimliche: Wel- 
lenlange, Oscillationsdauer u. s. w., ist genau im Alten geblieben; nur 
imlnnern des Raumes, wo die Stromung Statt (bidet, wo sohin Verdich- 
tungen oder Verdiinnungen yorkommen, die so bedeutend sind, dass sie 
den Gleicbungs-Coel'ficienten einen veriinderlichen Werth ertheilen, 
kann auch die Wellenlange und Fortpflanzungsgeschwindigkeit einen 
andern Werth annebmen, aber Oscillationsdauer und damit zusam- 
menbangend T o n und Farbe bleiben unerschuttcrlieh dieselben. 1st 
daher ein schwingender und seine Sehwingungen an die Luft oder 
den Aether mittheilender Korper zugleich im Zustande einer Bewe- 
gung von anderer Sorte, die ebenfalls dem Mittel mitgctheilt wird 
und die Bedingungen der Continuitat der Masse und der vorhandenen 
Rubelage erfulit, so findet jede dieser beiden Bewegungen so Statt, 
als oh die andere gar nieht da ware, und der von der Undulation 
erzeugte Ton bleibt derselbe, was auch die andere von der Tonquelle 
angenommene Bewegung sein mag. Wir erwahnen dies nur an dem 
gegenwiirtigen Orte ohne ins Detail der analytisclien Entwiekelungen 
in Bezug auf die Unverwustlichkeit des Einen Bewegungselementes— 
der Scbwingungsdauer namlich — einzugeben, weil wir unverziiglich 
dureh eine umfassende, dem Gleicligewicbtszustande sowohl als dem 
einer permanenten Stromung sich anpassende Analysis den Gegen- 
stand in ein helles Licht zu setzen gesonnen sind. Wir werden stets 
bei der Voraussetzung bleiben, dass die endlichen DifTerenzen der 
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Verschiebungen: Ac, Ay?, A£ stets sehr klein seien, oder mit anderen 
Worten: dass nafae an einander liegende Tlieilchen beinahe einerlei 
Bewegung annelimen; die dieser Voraussetzung zu Folge vernach- 
liissigten Quadrate der angedeuteten Differenzen veranlassen eine 
Vereinfachung unserer Gleicbungen, maelien aber aueh, dass diesel- 
ben nur anniiherungsweise riebtig sind. Wir gesteben daber gerne 
die Moglichkeit ein, dass diese in Recbnung gezogenen Quadrate 
kleine Abweicbungen beurkunden konnen von den Rechnungsresulta- 
ten, die aus unseren anniiherungsweise ricbtigen Gleicbungen gezogen 
werden. Diese Rechmmgen durchzufiihren bat zwar nocb Niemand 
versucbt, wovon der Grand nicbt bloss in der Sclrwierigkeit dersel- 
ben, sondern audi und vielleicht mebr noch in dem Umstande liegt, 
dass die Erfahrung bisber keinerlei merkbare Yerschiedenheit in den 
Fortpflanzungsgesetzen beftiger und minder beftiger Undulationen 
nachgewiesen bat. Wiewohl wir daber iiber diese Abweicbungen 
vor der Hand nocb gar nichts Bestimnites sagen konnen, so wissen 
wir doch, dass sie sicb unter die seeundaren Wirkungen gruppiren 
und in der Undulationsthcorie beilaulig eine Rolle spielen, wie die 
planetarisclien Storungen in der Mecbanik des Himniels und dass sie 
in grosserer Entfernung von der Erregungsquelle, wo unsere Glei- 
cbungen wegen der wirklich sehr kleinen A ti, Arj, AsJ erst ihre recbtc 
Geltung gewinnen, als verscbwindend zu betracbten sind. Um eine 
klare Ansehauung der Bewegungsweisen, von denen bier die Rede 
ist, zu geben, kann man sich ein sebwingendes Pendel denken, dessen 
Linso entweder selbst ein tonender Kiirper ist oder einon solclien 
birgt. Hier bat man offenbar eine Rubelage und zwei Sorten von Be- 
A\egungen des Mittels, in dem sicb ein solcbes System befmdet: die 
eine riihrt von den Schwingungen des Pendels her, die andere von 
denungleichkleinercnVibrationen des tonendenKorpers, und der Ton 
ist derselbe, ob sicb das Pendel in Bewegung oder in Rube befmdet. 

Da die in unseren Formeln erscbeinenden f, r,, t, die Bedeutung 
besitzen von Verschiebungen aus der Rubelage, so setzen olFenbar 
die angefubrten Gleicbungen die Existenz einer solclien voraus und 
scheinen unbrauebbar zu werden in all' denjenigen Fallen, wo sicb 
keine Lage angeben liisst, in der die Tlieilchen des Mittels unter der 
Wirkung der gegebenen Kriifte in Rube zu sein vermogen. Z. B. 
wenn ein Kiirper in einem Mittel in Drebung versetzt und bei dersel- 
ben Drebungsgescbwindigkeit erbalten wird — eine Bewegung, in die 
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er gewisse Theile dieses Mittels mitverflicht, was am Ende einen 
permanenten Stromungszustand zur Folge bat, oder, wenn 
ein Korper in geradliniger, mit constanter Geschwindigkeit stattfin- 
dender, progressiver Bewegung in einem solcben Mittel begriffcn ist, 
woraus dann wieder ein permanenter Stromungszustand in der Niibe 
des Korpers liervorgeht. Dieser Fall ist, den Ergebnissen nacb, dem 
umgekehrtcn gleiebgeltend, wo der Korper rubt und das Mittel mit 
constanter Geschwindigkeit sich gegen ihn bewegt. In diesen und 
und alien ahnlichen Fallen liLsst sich keine Ruhelage angeben, wohl 
aber ein permanenter Stromungszustand, d. b. ein solcher, bei wel- 
chem an einer und dcrselben Stelle x, y, z stcts ein und dieselbe 
Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung vorhanden ist, und dieser 
Zustand tritt jetzt an die Stelle der Ruhelage. Er ist orTenbar der hiiu- 
iiger in der Natur vorkommende und muss es audi sein, aus dor ein- 
fachen Ursache, weil die Existenz einer Ruhelage bei einem fliissigen 
Mittel, wie man weiss, an eine gewisse analytische Bedingung gekniipft 
ist, die besagt, dass ein gewisser Ausdruck ein vollstiindiges Differen- 
tial einer Function mehrerer Veranderlichen sein muss. Man ist sohin 
genothigt, den permanenten Stromungszustand als den normalen und 
die Ruhelage als einen speciellen Fall anzusehen, sohin ist es von 
Wichtigkeit, aueh in solcben Fallen den Einfluss der Stromung und 
Undulation auf einander zu erortern. Setzen wir zu diesem Zwecke 
ein solches ganz oder theilweise mit iihnlichen Stromungen durchzoge- 
nes Mittel voraus, nennen die Componenten der im Punktc x, y, z vor- 
handenen Geschwindigkeit, so wie sie der Stromung allein angehort, 
u, v, iv, die Masse des am Ende der Zeit t durch den Punkt x, y, z 
sich hewegenden Theilchens m, nehmen ferner an, dass nebst der 
Stromung sich noch eine undulatorische Bewegung fiber das Mittel 
lege und dass diese die Coordinaten, die dem Theilchen in Folge der 
stromenden Bewegung allein zukommen wiirden, urn die kleinen Zu- 
satze |i V7, ^ vermehre. Wir beziehen sowohl die u, v, w als auch 
die £, -/j, t, nicht auf ein bestimmtes Theilchen, sondern auf einen 
bestimmtcn Ort und betrachten somit alle diese Grossen als Functio- 
nen von x, y, z und t, beziiglich als BeAvegungsweisen, die nicht 
einem bestimmten Massenelemente, sondern gerade demjenigen ange- 
hijren, welches am Ende der Zeit t sich durch den Punkt x, y, z hin- 
durchbewegt. Fur ein anderes, am Knde derselben Zeit t durch den 
Punkt x-\-Ax, y-^-Ay,  z-\-Az hindurchgehendes Theilchen in' 

, 
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gelien die u, v, w, £, vj, C genannten Grossen iiber in u-\- A u, v-{~ Av, 
w-^-Aiv, £4-A£ >j-HA*}, C + AC 

Lassen wir jetzt die Zeit t um ihr Differential dt zunehmen, so 
gelangt dasMassenelementwi, unter dem Einflusse der Stromungallein, 
offenbar von dem Orte x, y, z nacb einem anderen, dem die Coordi- 
naten x-^-udt, y-\-vdt, z-^wdt angeboren. An diesem neuen 
Orte und in dieser neuen Zeit gebt eine jede Function f (x, y, z, i), 
die irgend einen Umstand der Bewegimg analytiscli reprasentirt, iiber 
in f (x-\-udt, y-\-vdt, z^-wdt, t-\- dt),'0&Qr, ltfaft derTaylor'- 
schen Formel in: 

ax '   dy dz '    dt 
dt, 

wofiir wir, von einer allgemein bekannten symboliscben Ausdrucks 
weise Gebrauch machend, setzen wollen: 

'    '   \d.v      '   dy      '   dz        '   dt) ' 

Es gelien  daber nach   dieser Bezeichnungsweise die Grossen 
£, 17, £ der Reihe nach iiber in: 

? 4- f~ u '4- -r- v -f- — w -j- —) £. fft 

dt 

und es wird sicb jetzt zunachst darum handeln, erstens die durcli die 
Undulation modificirte Geschwindigkeit des Massentheilchens in und 
zweitens die Kraft auszudriicken, die die thatsachliche Bewegung dessel- 
!ien aber isolirt gedachten Theilchens erzeugen kann. 

Bekauntlich ist aber die Geschwindigkeit gleich dem Quotienten, 
den man erliiilt, den wahrend des Zeittheilehens dt zuriickgelegten 
Raum durch dt dividirend. Nun gelit aber unser Massentheilchen in 
am Ende der Zeit t, und in Folge der Stromung und Undulation zu- 
gleich, durch den Ort x 4- £, V •4-'»3» * + 6» am Ende der Zeit 14- dt 
abergeht dasselbe Massentheilchen in, dem friiher Gesagten nach, durch 
den Punkt, dem die Coordinaten angeboren: 

Slteb. d. math.-naturw. CI. VIII. Bd. I. lift, 10 
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x+t+udt + du + ^v+^o + ^idt 

(d d d d\ 
— U -I- — V 4~ — w 4 -r, M- "' 
a.r rf« da «'-' 

z 4 £ -4- w d* + f — M -I- — v 4- v w + -r\ £• dt> 
\dx dy dz at J 

und zieht man von ihnen beziehlich die friiheren Coordinaten x 4 ?> 
y 4 ty s 4 £ ab> so sind die Resle gleicli den drei Componenten 
des binnen der unendlicb kleinen Zeit dt durchlaufenen Raumes, aus 
welchen, durch Division mit dt, die gesuchten drei Coinponenten der 
Geschwindigkeit liervorgehen: 

fd d d 
\dx dy dz 

W 

(8) 
fd d d 

1   \dx      '   dy      *   dz 
w Yt)n 

,   (d d       ,    d d \ 
41 — u A v A— w A—   £• n   \dx       r   A/       '   dz       rdt) b 

Die drei Componenten der eine solche Bewegung zu erzeugen 
fahigen Kraft werden auf ahnliche Weise gefunden, da sie bekannt- 
lieh gleicli sind den Producten aus der Masse m in den Quotienten, 
den man erhiilt, den der Geschwindigkeit binnen des Zeittheilchens 
dt zukommenden Zuwaehs durcli dt dividirend, und man verschafft 
sich auf dem eben betretenen Wege fur diese drei Componenten ohne 
Schwierigkeit folgende ebenfalls symbolische Ausdriicke: 

m Hs" + a* + 5,,!)"+^,l+il'+£,D+5),0 
(9)   »[( 

dx 

d 

d 
— V 
dy 

\(a 

l\dx 

d 
ik, 

d 

dy 

d 
w\ 

) \dx      '   dy 

*'9 + iLw)"+l£u+i9+ <<!) 

d 

dz 

d 
— tv 
dz 

dt 

d 

di 

bei denen nur nocli folgende zwei Dirige zu bemerken kommen: 
Erstens:  ist bei dem zu den ersten Theilen dieser Ausdriicke 

gehorigen symbolischen Factor der Bestandtheil -JJ gsinz ausgelassen, 

eine permanente 
der x, y, z ohne t dastehen, 

Ver- 

daruni, veil der Voraussetzung nach die Stromung 
ist, sohin die u, v, w nur als Function 

was zum Verschwinden der Differentialquotienten —, — 1 at    dt > 
anlassung gibt, 

dw 

It 

/ 
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Zweitens: haben wir die zu den zweiten Theilen derselben 
Ausdriicke gehorigen, mit den Differentialquotienten von u, v und w, 
nacli x, y und z genommen, verbundenen Glieder als sehr klein yer- 
naehlassigt, indem wir voraussctzten, dass zwar u, v, w, wenn man 
will, sehr gross, d. h. die Stromung eine beliebig lieftige sein konne, 
wesshalb auch die Glieder mit den Quadraten der u, v, ui beibehal- 

,   . j ,        , , ,   .   du    du     du    dv ten erscheinen,   dass aber demungeacntet -rr, -—, —, -7-, ... . 

sehr kleine, mit den -?-, -r-, . . . . zu derselben ersten Ordnung der dx     dy ° 
Kleinheit gehorige Grossen seien, oder mit  anderen Worten, dass 
zwei nahe an einander liegende Punkte audi nahe dieselbe Bewegung 
annehmen.   Die unmittelbare Folge hievon ist, dass alle Glieder von 
der Form: 

du d|     du dti     du  d| 

dx dx     dx  dy     dy   dx 

als sehr kleine Grossen der zweiten Ordnung zu betrachten und sohin 
wegzulassen sind, was wir auch so eben gethan haben. 

Die Krafte nun, die an einer solchen Bewegung Schuld tragen, 
sind zum Theil gewisse iiussere, zum Theil Molecularkriifte. 

Erstere denken wir uns als Functionen von x, y, z, ohne t, und, 
zerlegt nacli den drei Coordinatenaxen, die auf die Einlieit der Massen 
beziigliclien Componenten X, Y, Z bietend. Die anderen sehen 
wir als Functionen der Entfernung r zweier Theilchen m und m' und 
ihrer Massen an von der Form: 

m m!. r f (r) 

mit den drei Componenten: 

(10) mm'f(r)AXj mm'f\r)Ay, mm'f(r)Az. 

Es sind daher die Gesammtsummen aller auf das Theilchen in 
nach den drei Coordinatenaxen wirkenden, sowohl molecularen, als 
auch iiusseren Krafte, wenn gar keine Undulation £, v?, £ stattfande, 
der Reihe nach: 

(11) X + 8 [inm'f (r) A x],   F+S[mm' f(f)Ay], 
Z -\-S[mm'f(r)Az], 

ist aber nocli iiberdies eiue Undulation vorhanden, die die Zusatze 
|, Y), £ zu den Coordinaten der Vorausetzung nach zur Folge hat, so 
verwandeln sich Ax, Ay, As und r der Reihe nach in: 

Ax-\-A%,     Ay-\-Af>,     As-}-A£,     r-j-Ar 
10 • 
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wo in Folge von: 

I' e t i. v a 1. 

r3 = A x* -f- A y* + As2 

und wenn man die hoheren Potenzen von A£, Ay und AC hinweglasst, 

Ar 
Ax Ay  A Az . 
— A £4- — Ay 4 A?   ist. 

rv* V* *}* 

Da nun noch iiberdies f (r) in f (r -f- A r) ubergeht, und die 
T a y 1 o r'sche Formel: 

f (r + A r) =/•<>)+/"(>) A r 

liefert, so erhalt man, stets die hoheren Potenzen der A£, Ay und AC 
vernachlassigend,   fur die obigen drei Kraftesummen fur den Fall 
einer der Stromung iibergelegten undulatorischen Bewegung, die fol- 
genden drei Ausdriicke: 

X -J- 8 \thm'f(f)Ax} 

+ SJmm'(/-(r)+/'(r)^)ACj 

-\-S{mm'f (r) &&A *'•] 

-f 8 hnm' f (/•)  AC L 

(12) 

Y-\- 8 {mm'f(r)Ay} 

+ iSfjmm'f (V) ^1 AM 

Z -f «{mm7(r)Az} 

+ S{mm,'r(r)^.A^ 

+ S{mm'(jf(r)+/'(r)^)AS} 

und es ist nur noch iibrig, sie den friiher gefundenen Ausdriicken 
(9) fur die Krafte, welche dieselbe Bewegung erzeugen konnen, 
gleichzusetzen, um sofort zu denjenigen Gleichungen zu gelangen, 
die alle Umstande der Bewegung, der stromenden sowohl als audi 
der schwingendeii, geben. Diese Gleichungen sind: 

i 

* 
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(d d d     s (d d d d^z 

= X + S {m'f(r)Ax} 

+ «j«'(/(r)+/'W7]^j 
+ * {m'.f (r) ^~ -Av,} 

(d d       ,    d     \ (d d d d\t 

= Y-\-S{m' f(r) Ay} 

(13) +*j^(r)+r«7)^j 

UM + Ty
v+^wr + tatt+*r +^w +^J? = 

= Z + « {»?,'/•(»•) As} 

+ S jm'[f(r) +f(r)^) A?}. 
Setzt man in ihnen £=Y?=£=0, d. li. statuirt man nur eine Stro- 

mung und keine Undulation,  so gelangt man zu folgenden, nur die 
Gesetze der Stromung gebendcn Gleicliungen: 

u du 

(14) 

dx 

udv 

dx 

udw 

dx 

vdu      ivdu , 

" "*T + ~S~ =       +      *• ^       ^' 
vdv      wdv •      ^      ljf , 

die auf dem Wege der Integration zu den Werthen von u, v, w 
leiten werden, Wertlie, die offenbar reine Functionen der Coordinate!! 
x, y, z sind, oline t, wie auch vorausgesetzt wurde. Sie wirklieh zu 
integriren, oder auch nur die Existenz des Integrals zu heweisen, ist 
an diesem Orte nicht nothwendig, weil man einerseits von  der Exi- 
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stenz permanenter Sfcromungen aus der Erfahrung iiberzeugt ist, und 
andererseits dieBeliauptung eines Skeptikers: dass Strornungen unmog- 
lich seien, uns bei der Erreiclmng unseres speciellen Zweckes sehr 
wenig anfechten wiirde. 

Denken wir uns die fiir u, v, w aus der Integration der vor- 
liegenden Gleicliungen hervorgehenden Werthe in die (13) hinein- 
substituirt, so ist eine solche Substitution der Anfrage aquivalent 
ob sicli iiber einen solcbeii Stronumgszustand eine undulatoriscbe 
Bewegung legen lasse, undwelche? Die Antwort erscheint zunachst 
in Gestalt eines Systemes von drei Gleicliungen, die man bekommt, 
die (14) von den (13) abziehend, namlich: 

d 
— u- 

t d 

\dx 

rd 
I —u xdx 

(IS) 

dy d% +|)sl=fi'H/'W + A'-)^-V;J 
jL.S\r>"'-^*' if(r) 

r 
A.cAs 

dy d% 
• W 

-f .Sim' /'{»•>— 

&x A;/ 

A«J 

At], 

M 
Ai/2\ 

+ s{m'(f(r)-\-f(r)J^A 

+ Sfrf(r)^.At}, 

d\z. 

r 

\dx      *   dy      '   d%       v dV \     '   y }     r ) \dx 

es sind gemischte Differenzen- und Differenzialgleichungen und man 
kann sie in reine Differcntialgleichungen verwandeln, durch Ent- 
wickelung von A£, AT?, A£ mittelst der Taylor'schen Formel, indem 
man namlich: 

At *   A I     *  A I     rf?  A 

+.0-+SA*-.+2H 
d2£ 

(ft/ <fc AJ/AS -f AarAs 
rf2§ 

dx dy 
AxAy + 
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setzt, und anstatt Ay and As die iihnlichen Werthe einfiihrt, die Sum- 
men, die so hervorgelien, in so viele Tlieile zerlegt, als Glieder mit 
verschiedenen Differentialqiiotienten unter dem Summenzeichen stelien 
und diese Differentialquoticnten als Factoren vor das Summenzeichen 
schreibt. Es ist nun zu bemerkcn, dass die auf diese Weise gewon- 
nenen reinen Differentialgleichungen in der Regel nach den Coordi- 
naten x, y und s veranderliche Coefficienten bekommen werden, in 
Folge des Umstandes, dass bei der vorhandenen Stromung die Dichte 
und Elasticity des Mittels von Punkt zu Punkt variiren kann, ferner 
dass audi erste, dritte, mit einem Worte Differentialqiiotienten von 
ungerader Ordnungszahl, mit eben solchen nach x, y, z, veranderli- 
chen Coefficienten vorkommen werden in den zweiten Theilen dieser 
Gleichungen in Folge des Umstandes, dass es Orte geben kann, wo 
die Dichte des Mittels sich dermassen andert, dass einem jeden mate- 
riellen Ps.mkte m, der sich in der Umgebung von m befindet, in der 
Verlangerung der Linie m ml und in gleicher Entfernung nicht mehr 
ein Gegenpunkt angeliort. Die in Rede stehcnden Coefficienten der 
ungeraden Differentialqiiotienten werden dahcr solche Functionen 
von x, y und a sein, die an alien Punkten, in deren Nabe die Dichte 
des Mittels sich nicht iindert, der Nulle gleich sind und an den andern 
in deren Nahe eine Aenderung der Dichte stattlindet, von der Nulle 
verschieden ausfallen. Endlich hat man sich offenbar anstatt der in 
den ersten Theilen der Gleichungen (15) vorkommenden u, v, w 
die Werthe in x, y, z gesetzt zu denken, die aus der Integration der 
Gleichungen (14) hervorgegangen sind. 

Dies vorausgesetzt, schreiten wir zur Intregration der vorlie- 
genden Gleichungen insoferne nur, als diese bei unserer vollstan- 
digen Unkenntniss der in Summengestalt vorkommenden Coefficienten 
und der u, v, w moglich ist und statuiren zu diesem Zwecke: 

I16)   { == c &,    r,^e g),    t = e 3, 

unter 3£f ?), 3 Functionen von x, y, z verstanden, die kein t mehr 
in sich enthalten, wahrend s als eine reine, weder x, noch y, noch 
z, noch t enthaltcnde Constante gedacht wird. Die Substitution dieser 
Werthe in die Gleichungen (lu) ist offenbar der Anfrage iiqui- 
valent, ob sich iiber die Stromung ein periodischer Schwingungs- 
zustand, irgend veranderlich in seinen Eigenschaften von Punkt zu 
Punkt,  aber mit constantem s,  d. h. mit  constanter  Sell win- 
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gungsdauer legen lasse? Hierauf erlialten vvir die Antwort durcli 
das Substitutionsresultat, d. h. durcli folgendes System von drei Glei- 
cliungen: 

•d (a a 
— uA  
dx         dy 

i . Ax AM 

r 
Ax As, 

r 
Ax Ay 

Ag)} 

(17) 

(d d d 1/ \2 (    , _ Ax A 

d7rU + d7,V + dim±sV-1) ® T *{* W ~ 

( 
d 

dx dy d,% 
w 

Ax A% 

r 
Ay A* 

A §)} 

sie sind naeh 3t, §), 3 linear; durcli Elimination aus ilinen bekommt 
man eine einzige, nur irgend eine dieser drei Furictionen, etwa 3£ ent- 
lialtendc, ebenfalls lineare Differentialgleichung, mitCoiifh'cienten, die 
x, y, z m sich entlialten aber kein t, weil dieses nur in der Expo- 

is* V—'\ 
nentiellee vorhandene i durch Division der ganzen Glei- 
chung mit derselben giinzlich weggefallen ist. Nun entspricht aber 
einer jeden linearen Differentialgleichung jedesmal ein Integral, wie 
in meinem Werke: „I n t e g r a t i o n d e r line a r en D i f f e r e n t i a 1- 
gleiehungen mit constanten und veranderlichen Coef- 
ficient en1', 1. Abschnitt, §. 3, bewiesen wird; es gibt also immer 
Functionen von x,y,z, welche anstatt $, D, 3 gesetzt, den 
Gleichungen (17) Geniige leisten, sie entlialten offenbar auch das 
+ sY~^i, lassen sich also in den reellen und imaginaren Theil zer- 
legen, so dass man hat: 

x - s, ± £3 *^T 
(18> ®,*- & ± '&• •CT 
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bemerkt man zu dem nocli, dass audi: 

153 

±stv 
COS st + V—1. sin. st 

ist und dass man einem jeden Geniige leistenden pavtieularen Inte- 
grale einer linearen Differentialgleichung nocli einen willkiirlichen 
constanten Factor anhiingen und audi die Summe von melireren sol- 
chen Integralen als genUgenden Werth liinstellen kann, so erhaltman 
folgende Wertlie dor Verscbiebungen £, % £:• 

(19) 

£ — At (cos.sC-f V^A. sin. si) (& + % V—I) + 

f A„ (eos.st— V— J.sin.st) (£, — 3t3 f— T), 

r, = At (eos.«*-f VZT. sin. st) (% + % VZZ\) + 

+ A, (cos.st— V—~\.sin.st) {% — % V~^\), 

K = At (cos. st + iC^flfc.*) (3i + 3, VZ=+) + 

f Ai (cos.«t — V^i.sin.st) (3, - B2 f—1); 

Ai,A2, sind bier willkiirliche Constanten undsetzt man, urn die schein- 
bar imaginaren in augenscbeinlicb reelle Ausdriicke zu  venvandeln, 

(20) 

so wird: 

At -f A, mk mt 

(A,—A.) YZZ{** % 

£ = (91, & + % £,) cos. st±(% 3E, - St, ft) sin.st 

(21)   q = (St.9, + $,&) cos.rt+ («,»* - %%) sin. st 

C = (3ti 3. + *• 3.) cos. s* + (31, 3i - 2*i 3.) sin. at 

Mansieht esdiesenAusdriicken an, dass siein einem jedenPunkte des 
Raumes, also fur jedes x, y, z, und verschiedene Zeiten genau den- 
selben Wertb wieder annelimen, wenn t urn ein Zeittbeilchen: 

2TC 

wiicbst; es ist also T die constante Scbwingungsdauer und 
folglich lasst sicb eine undulato ri scbe Bewegung mit 
constanter Schwingungsdauer iiber eine be 1 iebige, 
permanent geAvordene Stromung legen middies zwar auf 
unendlicb viele verschiedene Arten, schon aus dem Grunde, weil in 
Bezug auf den constanten Werth von s gar keine besehrankende 
Annahme vorgekommen ist. Man wird daher, kraft des Principes der 
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9k £ — %, dc2 = r/ 
%9i - »i $. - V 

SfB3t - 91, & - W 

Coexistenz der kleinsten Schwingungen die Verscliiebungen £, vj und 
£ auch Summen gleichsetzen kbnnen von ahnlichen Gliedern, wie 
die in den 2. Tlieilen der Gleichungen (21) enthaltenen Glieder, 
die sich nur im Werthe von s, und der Integrationsconstanten unter- 
scheiden, d. h. man hat folgendes allgemeine Integral: 

| = S !U cos. st -f V sin. s<} 
(22) 99 = S j» cos. rt + V sin. s*j 

£ = S \m cos. st + Wsin.^j, 

wo wir der Kiirze wegen: 

%Xt +9I33e3 -'it, 
(23) %,% + %'&"-i», 

9t,>a, -f c& -to; 
gesetzt haben. 

Teh babe in meinen vor einiger Zeit gehaltenen Vorlesungen: 
„Ueber die Integration der partiellen Diffcrentialgleiehungen" gezeigt, 
dass sich durch solelie Summen, vie die fiir |. v?, £ bingestellten, 
jeder belicbige Anfangszustand analytisch darstellen lasst, mit andern 
Woiten: dass man fiir t = 0 und fiir schicklich gewahltc Werthe der 

Integrationsconstanten jede der secbs Grossen : t, vj, t, —r-, -=-, —- 

gleich maehen konne einer bcliebigen Function von x, y und s — den 
Bcweis dieses Satzes werden Sie ebenfalls in meinem friiher erwahn- 
ten Werke iiber die linearen DilTerentialgleicbungen fmden. Hieraus 
folgt, dass jeder belicbige anfangliche Erregungszustand nur zu Undu- 
lationen mit constantem s und folglich mit constanter Schwingungsdauer 
Veranlassung geben konne. Da fcrner X, g), 3 cben so gut wie 
c, *i, t, Integral© sind von linearen Differentialgleiehungen, so liisst 
sich von ihncn auch das Aehnliehe behaupten: fiir x = 0 niimlich und 
schicklicbe Werthe der durin vorhandenen Integrationsconstanten 
oder auch fiir f (x, y, z) — i), d. h. in einer bestimmten Flache, und 
fiir schicklicbe Werthe der Integrationsconstanten, vervvandeln sie 
sich in belicbige Functionen der Coordinaten x, y, z. Dies besagt, 
dass jeder permanente, der Flache <p {x, y, z) — 0 anhangende, 
durch einen sin. st oder cos. st auf eine constante Schwingungsdauer 
beschrankte Schwingungszustand, eben nur zu einem solchen im fort- 
ptlanzenden Mittel Veranlassung werde. 

Endlich kann nochgezeigt werden, dass eine sehwingendeBewe- 
gung mit veranderlicher Schwingungsdauer, d. h. mit einem s, welches 
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eineFunction ist von x, y, 5, oder zunachst von v. v, w nnd ebcn da- 
durch wieder von x, y, s, sicli in einem, gewissen Stromungen unter- 
worfenen Miltelgar nicht einmal fortzupflanzen vormoge. InderThat: 
substituiren wir abermals die Worth e (1 6) in die Diffcrentialgleiehun- 
gen (15), unter derYoraussetzung jedoch eines varhblen, \onx,y, z ab- 
hangigen s, so erbalten wir anstatt derSubstitutionsresuUate (17) an- 
dero, dad ,;rch wesentlich von den friiberen untersehiedene, dass, selbst 

nacb gescbeliener Division durcb die Exponentielle e" ~ , die aber- 
mals als gemeinscbaftlicber Factor erscheint, die Zeit t niebt heraus- 
fallt, sondern vielmebr tbeils als algebraischet hinzutretender Factor, 
tbeils audi im Exponenten einer Exponentielle zuriickbleibt. Sie 
entbalten soniit einen Widersprucb; denn —einmal bat man beim 
Differenziren die 3£, $, 3 betracbtet als nacb t constant, andererseits 
erscbeinen sie, kraft der letztangedeuteten Substitutionsresultate, die 
t in sicb entbalten, als Functionen von t. Unsere Voraussetzung 
eines variablen .9 ist daher eine widersprechende. 

Da nun ein jeder, sowohl anfanglicbe, als einem schwingenden 
Korper anbiingende permanente Erregungszustand nur Scliwingiingen 
mit constanter Dauer in einem ruhenden sowohl als audi in einem 
stromenden Mittel veranlassen kann, da ferner Schwingungen mit 
irgend einer und aus irgend welcher Ursache von Ort zu Ort ver- 
anderlicben Schwingungsdauer sicb gar nicbt fortpflanzen konnen, 
so tritt uns als Ergebniss unserer Untersucbungen folgender einfache 
Satz entgegen: 

B e i j e d e r s c b w i n g e n d e 11 B e w e g u n g i s t die S c h w i n- 
g u 11 g s d a u e r cine constants, w e d c r von der D i c h t e d e s 
Mitt els, noch von den in demselben sons t no eh vorhan- 
denen Stromungen abhangige Grosse. 

Es kann sicb also, auf Veranlassung der veriinderlicben Dichte 
und der veranderlicben Stromungsintensitat und Bicbtung, in der 
undulatoriscben Bewegung die 0 s c i 11 a t i 0 n s - A m p 1 i tu d e veran- 
dern, ingleicben die Wellenliinge und Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeit, und nur die Schwingungsdauer bleibt uner- 
sehutterlieh stets eine und dieselbe und spielt demnacb in der Undu- 
lationstheorie dieselbe Rolle, wie etwa die grosse Achse der Balin in 
der Mechanik des Himmels. 

Wenn ein viel besuchter Meeresstrich durcb darin vorhandene 
Klippen und Untiefen fiir die Schifffahrt gefahrlich ist, so erbaut man 
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gewohnlich hohe Lcuchtthurmc, urn selbst den in den Gewiissern 
minder bekannten Schiller vor Scliaden zu wahren. Auch der grosse 
Ocean des Wissens hat seine gefahrlichen Stellen, seine Klippen und 
Untiefen. Wird man daher gewahr, dass eine grossere Anzahl von 
Wissensbeflissenen an der Klippe eines bestimmten Irrthumes Schiff- 
bruch leiden, so ist es an derZeit, eine einfaclie und grosse Wahrhcit 
zum Range eines Principes zu erheben, damit sie, wie ein hoher 
Leuchtthurm dastehend, auch die minder bewanderten Anhanger des 
Wissens vor der Herrschaft dieses Irrthumes bewahre. Es ist an der 
Zeit, eine solche grosse Wahrheit mit alien Hulfsmitteln, welche die 
mathematische Analysis bietet, fest und unerschiitterlich zu begriin- 
den, wenn sie etwa fruher, wie im gegenwartigen Falle, zwar Gemein- 
gut der wissenschaftlichen Welt, aber mehr Gegenstand eines feinen, 
wissenschaftlichen Instinctes, als der mathematischen Ueberzeugung 
war. Es ist endlich Zeit sie aufzunehmen, nicht bloss in die Lehr- 
btteher der hbheren Wissenschaft, sondern auch, wenn gleich ohne 
Beweis, in jene des popularen Wissens. Meinen Theil an der Auf- 
stellung des eben ausgesprochenen Satzes, den ich das „Princip 
der Erhaltung der Oscillationsdauer" nennen mochte, 
glaubc ich durch den gcgenwiirtig vorgetragenen Beweis genommen 
zu haben und es liegt, ohne dass ich es ausdriieklich zu sagen brauche, 
darin die stillschweigende Aufforderung an die ehrenwerthe Classe 
sowohl, als auch an die iibrigen Pfleger der Wissenschaft, das Ihrige 
auch zu diesem Zwecke beizutragen. 
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