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Ueber ein allgemeines Princip der Undulationslehre:
Gesetz der BErhaltung der Schwingungsdauer.
Yon dem w. M. Prof, Jos. Petzval.

(Vorgetragen in der Sitzung vom 15. Janner 1852.)

Man kann sagen, dass es eine grosse und kleine WWissenschaft
gebe, so wie es cinen grossen nnd kleinen Krvieg gibt. Ieh rechne
zur ersten unter andern die riesigen Denkmethoden der mathematisehen
Wissenschaften mnd die des forschenden nund messenden Experimentes;
zur andern aher das Aufhiiufen von wissenschaftlichen Thatsaehen, die
verschicdenen Ansehauungsweisen und Analogien, deren man sich
bedient, um zur Erklirung der speeiellen und ins Deiail gehenden
Erscheinungen mit leichterer Miihe zu gelangen, abstracte Wahe-
heiten dem gewihnliehen Verstande zuginglieher zn maehen, den
populéren und elementaren Unterricht zn unterstiitzen u. s. w., An-
sehauungsweisen, deren Inbegriff die Grundlage zu sein seheint von
jenem feinen Instinete, der die grossten Wissensehaftsforscher in
ihren Bestrebungen leitet und dic Wahrheit gerade da suchen
lisst, wo sie wirklieh ist. Beide sind gleieh wiehtig zur Aushildung
des Menschengeschleehtes und unser Wissen wiire vermuthlieh
aof einer seiir niedrigen Stufe, ohne das innige Ineinandergreifen
der grossen und kleinen Wissensehaft. Die grosse kann gar nieht
entstehen, wenn ihr die kleine nieht vorgearbeitet hat; eine Meeha-
nik des Himmels wire unmoglieh gewesen, oline dicjenigen That-
sachen der Beohachtungen, dic zu den Kepler’schen Gesetzen fiihr-
ten. Die kleine dagegen verivet sieh selr bald, wenn sie nieht an
der Hand der grossen fortschreitet und dureh dieselhe fortwiihrend con-
trolirt wird, in das Reich des Irrthums; denn sie ist nur zu sehr gencigt
ihre Analogien auszudehnen {iber die Gebithr, aus dusseren Aehnlieh-
keiten auf innere zu sehliessen, ans den dusseren Aehnliehkeiten der
Erseheinungen ihre Identitit zu folgern und verfillt so, wie die
Goschichte gelehrt hat, oft in Irrthiimer, iiber die cine gesunde und
niiehterne Anschauungsweise oft nur nach cinem harten Kampfe von
einem halben Jahrhunderte den Sieg davon zu tragen vermag. In der
That: ein Beobaehter bemerkt, dass ein Lielitstrahl dureli eine kleine

_Oeffnung in ein verfinstertes Zimmer geradlinig eindringe, so wie
der von einem Bogen abgesclossene Pfeil oder eine Biichsenkugel,
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und findet sich gleich geneigl, diese fliiehtige Aehnliehkeit in eine
Hypothese auszuspinnen ; die Sonne wird ihm zum Gesehiitz, das in
jedem Augenblicke Miriaden von Projectilen nach allen Seiten herum-
sehleudert. Die Einfachheit der Annalime, die daraus folgende unge-
zwungene Erklirnng gewisser Erscheiningen, die selbst eine Beleuch-
tung mittelst der mathematischen Analysis ertrigt, werden eben so
viele Veranlassungen, in der dnsseren Aehnliehkeiteine innere ldenditiit
zu vermuthen; endlieh erklirt sich noch iiberdies ein grosser Mann fiir
die Emanationshypothese und ihre Herrschaft im Gebiete der Physik
ist, trotz der beinahe gleielizeitig auftauehenden riehtigeren Ansieli-
ten, denen nnr derselbe Grad populirer Einfaehheit fehlt, fiir ein
halbes Jdalirhundert begriindet. Selbst das michtigste Instrument der
Walirheit: die mathematisehe Analysis wird aufgeboten zu Gun-
sten des Irrthums, bis endlich dieser, ehen unter der Last der zu
seiner Erhaltung aufgehotenen Hiilfshypothesen, zusammenbrieht. Nun
fassen die richtigeren Ansicliten der Vibrationshypothese, auf den
mathematischen Calcul gestiitzt, festen Fuss; mancherlei Erschei-
nungen, die sich frither nieht erkliren liessen, finden in derselben
ihre ungezwungene Erklirung, die aber in vollem Masse nur demje-
nigen verstindlich ist, der den mathematischen Lapidarstyl, in dem die
Differentialgleichnogen zu ihm sprechen, auszulegen versteht. Der
ithrige, wissensdurstige Theil des menschlichen Geschleehtes aber muss
abermals mit Analogien, dem gewdhnliehen Liehen entnommen und von
der kleinen Wissenschaft aufgefunden, abgespeist werden; erfin-
dungslustige Parteigiinger der letzteren ermangeln dann wieder nicht,
diese Analogien iiber die Grenzen ihrer Giiltigkeit auszudehnen ;
so droht die alte Herrsehaft des Irrthums von Neueni hereinzubreelien
in verinderter Gestalt, wenn nieht die Geister der Differentialglei-
chungen sich unser annehmen und uns davon befreien. Ich kann
mich riithmen, einiger Bekanntsehaft mit diesem Geisterreiehe gewiir-
digt worden zu sein, wesshalb ich mir erlaube dieser Versammlung
einige grosse Wahrheiten ins Geddchtniss zuriickzurufen, die zwar
schon sehr alt sind, aher eben auch darum in Gefahr zu stehen
scheinen, vergessen, oder verdunkelt, oder missverstanden zu
werden.

Bekanntlieh besitzen wir folgende 3 Differentialgleichungen der
Bewegung eines Systems von matericllen Punkten, das gleiche Ela-
stieitit naeh allen Seiten besitzt:
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aus ihnen geht, dureh Differentiation der ersten nach x, der zweiten
nachy, der dritten nach 3, Addition und Einfithrung ciner neuen abhiin-
gigen Verianderlichien 0, vermittelst der Substitution :
d dn dz
) i it

de " dy dx

mit Leiehtigkeit folgende vierte Gleichung hervor :
d*9 40 d*0 d*0
(3) D 3( )
auel ist bekannt, dass diesc neu ecingefithrte Veriinderliehe 0, die
durch die Bewegungen &, 4 und ¢, lings den 3 Coordinatenaxen
angebraeht, an allen Punkten des Systems erzeugte Veriinderung der
Einheit des Volums bedeute, oder, mit andern Worten, durch
diese Bewegungen wird das Volumen dz. dy. dz eines Elementar-
theilchens verwandelt in (1--0) dx dy ds, so dass also dieses 6 die,
durch die Bewegung an der Stelle & y z hervorgebrachte, Verdieh-
tung oder Verdiinnung bezeiclnet.

Jedermann weiss ferner, dass es nicht geniige ein Gesetz, also
aueh cine Differentialgleiehung, denn eine solehe stellt aueli ein Ge-
setz oder vielmehr einen Inbegriff von sehr vielen Gesetzen dar, zu
kennen, dass es vielmehr iiberdies ndthig sei, auch iiber die Grenzen
seiner Wirksamkeit genaue Reclhensehaft gehen zu kbnnen; es ist
daler nothwendig, an diesem Orte zu bemerken, dass die aufgezihl-
ten Differentialgleiehungen allerdings cinscitige Wesen seien, gegriin-
det auf gewisse Voraussetzungen, ausser deren Bereiche sie keine
Anwendung verstatten. So wird in der Regel gesagt, & n, ¢ seien
sehr kleine Versehichungen eines Theilchens aus seiner Ruhe-
lage; diese Bedingung ist indessen in dieselben keineswegs niederge-
legt, denn bei ihrer Ableitung werden nur A&, Ay und A¢ gegen A,
Ay und Az als sehr klein betrachtet und ihre Quadrate vernach-
lassigt; sie haben daher ihre volle Giltigkeit aueh fiir solche Bewe-
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gungen, bei denen grosse Riume &,  und ¢ von den Theilehen zuriiek-
gelegt werden, wenn nur diese Riaume fiir nahe an einander liegende
Theilehen wenig von einander versehieden sind.

Teh muss ferner zugeben, dass die in Rede stehenden Differen-
tialgleichungen ihrer Ableitungsweise naech ein im stabilen Gleieh~
gewichte sieh befindendes Medium voraussetzen oder mindestens ein
solches, welehes wegen der Stabilitit der Bewegungen sich auf dihn-~
liche Weise benimmt; gleiechwohl muss aber bemerkt werden, dass
eine dieser Gleiehungen, nimlieh dic aus den ersten drei abgeleitete
vierte, aueh giiltig sei fiir einen flissigen Korper unter der Bedingung
der Continuitit der Masse, und dass die bekannten Bewegungsglei-
ehungen eines fliissigen Korpers unter zwei versehiedenen hypothe-
tisechen Voranssetzungen: Parallelismus der Sehiehten und fadenfor-
mige Bewegung genannt (olme diese Voraussetzungen lassen sieh
die Reclinungen nicht durehfithren), auf eine progressive Bewegung
mit grossen &, » und ¢ und ein nieht im stabilen Gleiehgewiehte ste-
hendes System materieller Punkte, d. h. den Ausfluss des Wassers aus
der Wandiffnung eines Gefisses, angewendet, riehtige Resultate
geliefert habe, dass also keine Ursache vorhanden sei, die Richtigkeit
der Gleichungen etwa nur auf clastisehe Kérper zu besehrinken, was
zu thun vermuthlieh aueh Niemandem einfallen wird, da sie ja der
Theorie des Liehtes zu Grunde liegen. Die obenerwiihnte Bedingung
der Continuitit der Masse besagt, so wie sie in Reelnung gesetzt ist,
nichts melr, als dass ein Theilelien von der Form eines rechtwinke-
ligen Parallelepipedums dx, dy, dz, das diese Form am Anfange des
Zeitelementes dt hatte, am Ende desselben ahermals ein Parallelepi-
ped bilde, mit Seiten, dic unendlieh wenig von di, dy, dsversehieden
sind, und Winkeln, die unendlich wenig von einem rechten abweichen.
Sonst ist in Bezug auf die Forménderung der Elementartheilchen, die
durel die Bewegung hervorgebracht wird, gar keine Voraussetzung
gemaeht ; diese kann daher eine periodiseh wiederkehrende oder pro-
gressive sein; es ist daher immer moglieh, dass, unbesehadet der Bedin~
gung der Continuitit der Masse, das Korperelement in einer lingeren
Zeitt aus seiner parallelepipedisehen Gestalt in eine band- odler faden-
formige iibergehen kann, so dass also diese Bedingung im Grunde wei-~
ter fast gar nielits zu sagen seheint, als, dass wihrend der Bewegung
im lnnern des Korpers keine absolut leeren Risse oder Spalten ent-
stehen und sohin die Differcntialgleichung sogar geeignet erscheint,
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die Gesetze sehr bedeutender Stromungen, mit naehweisbarer Ruhe-
lage im Innern eines fliissigen Mittels, zu liefern.

Endlich muss noeh zugegchen werden, dass die besprochenen
Differentialgleichungen einen gewissen, regelmissigen, inneren Bau
des Systems von matericllen Punkten voraussetzen, auf welehes sie
siech hezichen, kraft dessen die Anordnung nm ein jedes Theilchen,
stets ein nnd dicselbe ist, und einem jeden Punkte auf der diametral
entgegengesetzten Seite und in demselben Abstande ein Gegenpunkt
cntsprieht. Man nimmt an, dass einc solehe Anordnung im Zustande
des Gleichgewichtes mindestens annidherungsweise vorhanden sei.

Allen dicsen versehiedenen Annahmen gegeniiber und im Ange-
sichte gewisser Ergebnisse des Experimentes, deren Erkliarnng, wie
wir in nenerer Zeit erfahren haben, sich aus unseren Differential-
gleichingen nieht ziehen ldsst, muss wohl zugegchen werden, dass
sie mit der Zeil eine Regencration erleiden und durch andere der
Erfalirung inniger sich anschmiegende ersctzt werden miissen; welche
aber auch immer diese anderen scin mogen, so werden sic doeh drei
Haupteigensehaften mit den hier anfgestellten gemein haben. leh
erlaube mir, die verelirte Classe auf diese drei Haupteigensehaften
anfmerksam zn maehen; sie sind:

Erstens: Dielineare Form, die wir, mindestens in erster Anni-
herung, der Bequemlichkeit des Rechnens wegen, stets beibehalten und
dadurch crzeugen werden, dass wir alle A&, An, A¢ gegen Az, Ay,
Az als sehr klein betrachten, und ihre Quadrate vernachlissigen,
Hierdnrch sind aber nur heftigere Bewegungen, bei denen die Con-
tinuitit der Masse verletzt wird, ausgesehlossen.

Zweitens: Die Verschiebungen &, », £ kinnen als solehe und
undifferenzirt in den Gleichungen nicht erseheinen, aus dem cinfa~
chen Grunde, weil eine rein progressive Bewegung aller Theilehen
des materiellen Systems in derselben Richtung nnd parallel zu einan-
der, hei welcher simmtliche Differentialquotienten dieser Verschie-
bungen der Nulle gleieh sind, offenbar keinerlei innere Kriifte zu
weeken im Stande ist.

Drittens: Naeh der Zeit ¢t werden nur die zweiten Differen-
tialquotienten der Versehiebungen in derselben Art vorkommen, wie
dies oben in den vorgelegten Gleichungen der Fall ist, aus dem ein-
fachen Grunde, weil der zweite Differentialquotient des durchlaufe-
nen Raumes, naeh der Zeit genommen, den analytisehen Ausdruek
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der Kraft gibt, welche dic wirkliche Bewegung der Masse =1
erzengen kann, und wir offenhar bei einer jeden Ableitung der neuen
Gleichungen, wie dicse anch aussehen mogen, von dem d’Alembert’
sehen Prineipe Gehraneh zu maehen gendithigt sein werden.

Erlauben Sie mir jetzt, Ihnen nur diejenigen Naturgeselze vor-
zufiihren, die als unmittelbare Folge der oben aufgezihlien drei e wi-
gen und ohne alle Widerrede nnbedingt nothwen-
digen Eigenschaften, nicht sowohl der hier aufgefilirten, als viel-
melir derjenigen Gleichungen zu betrachten sind. die wir hesifzen
werden, wenn die Wahrheit, die wir unablissig suchen, gefunden ist,
wenn wir im Stande sein werden, das Welisystem aus cinem einzigen
Grundgesetze zu construiren und wenn dieses letztere keine Hypo-
these melir sein wird, sondern cine erwiesene Walirheit, gerade so,
wie das Newton’sche Attractionsgesetz keine Hypothese melr ist.
Nieht Ansichten also sind es, die mit der Zeit kommen und gehen,
sondern nnumstossliche, ewige Walrheiten, freilich bereits sehr alte,
denen Sie gebeten werden ein geneigtes Ohr zu schenken. Nun —
es ist ja nieht nothig, immer nene Bekannischaften zn maehen, man
kann sich ja auch mitunter Einmal mit den alten Freunden unter-
halten.

Das erste dieser Gesetze ist das Gesetz der Coexistenz der ele-
mentaren Bewegungen, deren ein System von materiellen Punkten
fihig ist. Um seine Bedeutung vollkommen einzusehen, wird folgende
Darstellung geniigen: Eine jede Function der Coordinaten und der
Zeit, welehe anstatt der abhingigen Verinderlichen gesetzt (denken
Sie, um etwas Bestimmtes vor Aungen zn haben, anstalt 8 in der
Gleichung (3)) Geniige leistet, ist eine Auflosung der Gleichung und
stellt eine mogliehe Bewegungsweise des Systems dar, deren Gesetze
in eben der gedachten Funetion ihren Ausdruck finden. Lassen sich
mehrere solche von einander versehiedene Functionen auffinden, so
gibt es mehrere, Sie kénnen sagen elementare Bewegungsweisen des
Systemes.

Es ist nun eine unmittelbare Folge der linearen Form der Diffe-
rentialgleichungen, dass, wenn 64, 6, f;, . . . . von cinander
verschiedene, Geniige leistende Functionen sind, chen so viele még-
liche Bewegungsweisen reprisentirend, nieht nur auch:
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als geniigende Werthe dastchen, sondern aueh ithre Summe:
6=C161 + 02624‘0303 —1-‘....

die Eigenschaft besitzt Geniige zu leisten, nnd sohin eine zusammen-
gesetzte Bewegnngsweise darstellt, bestchend aus allen cle-
mentaren, welehe neben cinander existiren, ohne sieh gegenseitig zu
beirren; man kénnte aueh so spreehen: dem Aufrufe zur Bewegung,
der in jeder der Funetionen 0,, 0, 05, . . . . licgt, lcistet das
Mittel gerade so Folge, als ob dic iibrigen gar nieht da wiren. Wenn
sobin kraft der ersten dieser Bewegungsweisen irgend ein Theilehen
des Mittels in der Zeit ¢ einen Ranm = «, zuriickzulegen gezwungen
wiire, wenn cben so der Raum, der der isolirt stattfindenden zweiten
Bewegung entspricht = «, wire, der Raum fiir die dritte = o
u. s. w. hiesse, so wire dasselbe Mittel aneh aller 3 Sehwingnngs-
weisen zusammengenommen fihig und das Theilehen, vonwelchem die
Rede ist, witrde kraft dersclben in der Zeit ¢ den Raum ey + an + o
zuriiekgelegt haben. Die Wichtighkeit diescs Satzes wird mieh ent-
sehuldigen, wenn ieh denselben mit folgendem Beispicle zu erliutern
suehe: cine schwingende Saite ist aueh cin System von materiellen
Punkten, sie gibt einen gewissen Grundton, den die erste ilr eigen-
thiimliche eclementare Sehwingungsweise kund gibt; in der Mitte
leise berithrt und angesehlagen gibt sic die hohere Oetave dieses
Grundtones als zweite Sehwingungsweise u. s. w. Gemiss dem Prin-
cipe nun der Coexistenz der elementaren Bewegungen vermag dicselbe
Saite, unter herbeigefithrten giinstigen Umstinden, beide Tone zu-
gleich zu schwingen und einen Eindruek auf das Ohr zu veranlassen,
als wiiren 2 Saiten neben einander gespannt, deren cine den erwihnten
Grundton, dic andere die hohere Oetave gibt, und als wiirden beide
Saiten zugleieh angesehlagen.

Denkt man sich nun, um das oben Gesagte zu verallgemeinern,
in einem materiellen Mittel zwei Bewegungen verschiedener Natur
erregt, auf die geeignete Weise: die eine mag eine Stréomung sein,
hervorgerufen durch einen in progressiver oder drehender Bewegung
begriffenen Korper, eine Bewegung, bei welcher sich eine Rubelage
angeben lassen muss, denn eine solche setzen die Differentialglei-
elungen ihrer Ableitungsweise nach voraus, eine Bewegung also,
bei der dic Theile des Mittels eine entferntere Ruhelage suehen und
die wegen der grossen Amplitude oder des Mangels der Periodicitit
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nicht gut eine Undulation genannt werden kann; ferner noch eine
zweite, die wir eine wirkliche Undulation sein lassen, hervor-
gebracht durel einen leuclitenden oder sehallenden Kirper. Die eine
und die andere muss offenbar, in die Sprache der Analysis iibersetat
und dureh unsere Zeichen ausgedriickt, wenn auch nicht den Diffe-
rentialgleichungen, die icli limen vorgefithrt habe, doeh wenigstens
denjenigen Geniige leisten, die mit der Zeit an ilire Stelle treten und
nothwendigerweise mit denvorgefiilirten die drei oberwihnten Eigen-
sehaften gemeinschaftlich besitzen werden. Nun, nach dem so
eben hervorgchobenen Principe der Coexistenz der clementaren
Bewegungen ist es klar, dass jede Verschicbung wie & v, ¢ und
so auch jede damit im Zusammenhange stehende Grosse, wie 8, er-
scheinen wird, als cine Summe von zwei verschiedenen Funetionen,
etwa:
(4) =0 4 06,

von welelien die erste @ das Gesetz der Stromung, die andere 9, das
Gesetz der undulatorischen Bewegung in sich sehliessen wird. Ist
die Stromung nur auf einen gewissen Raum besehréankt, etwa nnr auf
eine gewisse Entfernung von dem bewegten Kiorper merkbar, so ist
offenbar @ cine Funection, die, nebst der Eigensehaft die Differential-
gleichung zu erfiillen, noch die andere hat, bloss merkbare Werthe
zuzulassen fir gewisse @, y, 3, die Punkten in der Nile des beweg-
ten Korpers angehoren. Fiir Punkte ausserhialb dieser Nihe aber kann
die Funetion 0,, die die undulatorischic Bewegung reprisentirt, als
allein von der Nulle verschieden auftreten. Wenn Sie sich dieselbe
vorstellen unter einer Gestalt wie:

() 8 — a0 St K)o
=

WO :

©®) =Vt G T ) |
ist, $ und k aber constante Coéfficienten darstellen, so haben Sie einen
leuelitenden oder schallenden Punkt vorausgesetzt, dessen Coordina-
ten @, b und c sind. Denken Sie sich ferner die Zeit £ um = wacl-
send, so dass:

st=2n

ist, so erhiillt offenbar ©, denselben Werth in den heiden Zeiten #
und ¢ +4 7, und man bezeichnet dem zu Folge das kleine Zeittheil-
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clien = mit dem Namen Oseillationsdauer. Yerwandelt man
ebenso 7 in 7 - p, so dass:
k P = 2

wird, so hat der in ©, vorhandene Cosinus offenbar einerlei Werth
wie frither und es ist p der Abstand zweier Punkte des Raumes, wo
dieser Cosinus ecinerlei Werth hat — ein Abstand, den wir mit dem
Namen Wellenliang e belegen. Die Sehwingungsdauer = gibt sieh
subjeetiv als Tonhéhe oder Farbe kund, und es geht aus diesen ana-
lytischen Definitionen unmittelbar folgendes Corollarium hervor:

Schwingungsdauer und Wellenkinge sind lediglieh der Funetion
0y, die dic undulatorische Bewegung reprisentirt, entnommene
Dinge, welehe mit der Funetion ©, die das Gesetz der Stronmmung ent-
hilt, gar nichts gemein haben. In Bezug also auf diese heiden Umstiinde
hat die undulatorisehe Bewegung dureh das Vorhandensein oder den
Durchgang durch die Stromung durchaus gar nichts gelitten und keine
Verdnderung erfahren und Alles dieser Bewegung Eigenthiimliehe : Wel-
lenlinge, Oscillationsdauer u. s. w., ist genau im Alten geblieben ; nur
im Innern des Raumes, wo die Stromung Statt findet, wo sohin Verdich-
tungen oder Verdiinnungen vorkommen, die so bedeutend sind, dass sie
den Gleichungs-Coéffieienten einen verinderliehen Wertlr ertheilen,
kann auch die Wellenlinge und Fortpflanzungsgesehwindigkeit einen
andern Werth annelimen, aber Oseillations dauer und damit zusam-
menhingend Ton und Farb e bleiben unerschiitterlich dieselben. 1lst
daher ein schwingender und seine Schwingungen an die Luft oder
den Aether mittheilender Kérper zugleich in Zustande einer Bewe-
gung von anderer Sorte, die chenfalls dem Mittel mitgetheilt wird
und die Bedingungen der Continuitit der Masse und der vorhandenen
Rulelage erfiillt, so findet jede dieser beiden Bewegungen so Statt,
als ob die andere gar nieht da wire, und der von der Undulation
erzeugte Ton bleibt derselbe, was aueh die andere von der Tonquelle
angenommene Bewegung sein mag. Wir erwilhnen dies nur an dem
gegenwirtigen Orte ohne ins Detail der analytischen Entwickelungen
in Bezug auf die Unverwiistliehkeit des Einen Bewegungselementes—
der Sehwingungsdauer nimlieh — einzugehen, weil wir unverziiglieh
durch eine umfassende, dem Gleichgewichtszustande sowoh! als dem
einer permanenten Stromung sieh anpassende Analysis den Gegen-
stand in ein helles Lieht zu setzen gesonnen sind. Wir werden stets
bei der Voraussetzung bleihen, dass die endlichen Differenzen der
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Versehiebungen : A&, Ax, A¢ stets sehr klein seien, oder mit anderen
Worten : dass nahe an einander liegende Theilehen beinalie einerlei
Bewegung annchmen; dic dieser Voraussetzung zu Folge vernach-
lissigten Quadrate der angedeuteten Differenzen veranlassen eine
Vereinfachung unserer Gleiehungen, maehen aber aueh, dass diesel-
Len nur anndherungsweise riehtig sind. Wir gestehen dalier gerne
dic Moglichkeit ein, dass diese in Reehnung gezogenen Quadrate
kleine Abweichungen heurkunden kénnen yvon den Rechnungsresulta-
ten, die aus unseren annéiherungsweise richtigen Gleichungen gezogen
werden. Diese Reehnungen durehzufithren hat zwar noel Niemand
versueht, wovon der Grund nicht bloss in der Schwierigkeit dersel-
ben, sondern aueh und vielleieht mehr noeh in dem Umstande liegt,
dass die Erfahrung bisher keinerlei merkbare Versehiedenheit in den
Fortpflanzungsgesetzen heftiger und minder heftiger Undulationen
nachgewiesen hat. Wiewohl wir daher iiber diese Abweichungen
vor der Hand noech gar niehts Bestimmtes sagen kénnen, so wissen
wir doch, dass sie sich unter die seecundiren Wirkungen gruppiren
und in der Undulationstheorie heildufig eine Rolle spielen, wie die
planetarisehen Storungen in der Mechanik des Himmels und dass sie
in grosserer Entfernung von der Erregungsquelle, wo unsere Glei-
cliungen wegen der wirklich schir kleinen A &, Ay, A¢ erst ihre rechte
Geltung gewinnen, als verseliwindend zu hetrachten sind. Um eine
klare Anschauung der Bewegungsweisen, von denen hier die Rede
ist, zu geben, kann man sich ein sehwingendes Pendel denken, dessen
Linse entweder selbst ein tonender Korper ist oder einen solehen
birgt. Hier hat man offenbar eine Rulielage und zwei Sorten von Be-
wegungen des Mittels, in dem sich ein solches System befindet: die
eine rithrt von den Sehwingungen des Pendels lier, die andere von
den ungleieh kleineren Vibrationen des tonenden Korpers, und der Ton
ist derselbe, ob sich das Pendel in Bewegung oder in Rulie befindet.

Da die in unseren Formeln crseheinenden &, %, ¢ die Bedeutung
besitzen von Versehiebungen aus der Rulelage, so setzen offenbar
die angefiihrten Gleichungen die Existenz einer solehen voraus und
scheinen unbrauchbar zu werden in all’ denjenigen Fallen, wo sieh
keine Liage angeben lisst, in der die Theilehen des Mittels unter der
Wirkung der gegebenen Kriifte in Ruhe zu sein vermogen. Z. B.
wenn ein Korper in einem Mittel in Drehung versetzt und bei dersel-
ben Drehungsgesehwindigkeit erhalten wird — eine Bewegung, in die
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er gewisse Theile dieses Mittels mitverflieht, was am Ende einen
permanenten Stromungszustand zur Folge hat, oder, wenn
ein Korper in geradliniger, mit eonstanter Gesehwindigkeit stattfin-
dender, progressiver Bewegung in cinem solelien Mittel begriffen ist,
woraus dann wieder ein permanenter Stromungszustand in der Nihe
des Korpers hervorgeht. Dieser Fall ist, den Ergebnissen nach, dem
umgekelirten gleichgeltend, wo der Korper rult und das Mittel mit
constanter Gesehwindigkeit siel gegen ihn bewegt. In diesen und
und allen élnliehen Fallen lisst sieh keine Ruhelage angeben, wohl
aber ein permanenter Strémungszustand, d. I ein soleher, bei wel-
chem an eciner und derselben Stelle x, y, 5 stets ein und dieselbe
Gesehwindigkeit und Bewegungsriehtung vorhanden ist, und dieser
Zustand tritt jetzt an die Stelle der Ruhelage. Er ist offenbar der hitu-
figer in der Natur vorkommende und muss es auel sein, aus der ein-
fachen Ursaclie, weil die Existenz einer Ruhelage bei cinem fliissigen
Mittel, wie man weiss, an eine gewisse analytisehe Bedingung gekniipft
ist, die besagt, dass ein gewisser Ausdruek ein vollstindiges Differen-
tial einer Funection mehrerer Verinderlichen sein muss. Man ist sohin
genothigt, den permanenten Strimungszustand als den normalen und
dic Ruhelage als einen speeiellen Fall anzuselien, sohin ist es vou
Wieltigkeit, aueh in solehen Fillen den Einfluss der Strémung und
Undulation auf einander zu erortern. Setzen wir zu diesem Zweeke
ein solelies ganz oder theilweise mit dlinlielien Stromungen durehzoge-
nes Mittel voraus, nennen die Componenten der im Punkte x, ¥, 3 vor-
handenen Gesehwindigkeit, so wie sie der Stromung allein angehirt,
u, v, w, die Masse des am Ende der Zeit ¢ durch den Punkt 2, y, 3
sich bewegenden Theileliens m, nehmen ferner an, dass nebst der
Stréomung sieli noch eine undulatorisehe Bewegung iber das Mittel
lege und dass diese die Coordinaten, die dem Theilehen in Folge der
stromenden Bewegung allein zukommen wiirden, um die kleinen Zu-
sitze & v, ¢ vermehre. Wir bezichen sowohl die u, v, w als aueh
die &, », ¢ nielt auf ein bestimmtes Tlheilelien, sondern auf einen
bestimmten Ort und betrachten somit alle diese Grissen als Funetio-
nen von x, y, = und #, beziiglich als Bewegungsweisen, die nicht
einem bestimmten Massenelemente, sondern gerade demjenigen ange-
hiren, welehes am Ende der Zeit ¢ sieh durelr den Punkt 2, y,  hin-
durchbewegt. Fir ein anderes, am Ende dersclben Zeit £ dureh den
Punkt &+ Ax, y-+Ay, 31 Az hindurchgeliendes Theilehen m!
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gehen die u, v, w, & #,  genannten Grossen iiber in u-+-Au, v-+ Av,
wtAw, E+AL v+ An, AL

Lassen wir jetzt die Zeit £ um ilir Differential df zunehmen, so
gelangt das Masseuelcinent i, unter dem Einflusse der Stromung allein,
offenbar von dem Orte x, y, = nach einem anderen, dem die Coordi-
naten x4 udf, y-+vdt, -} wdt angehoren. An diesem neuen
Orte und in dieser neuen Zeit geht eine jede Funetion f (x, y, 3, ¢),
die irgend einen Umstand der Bewcguug analytiseh reprasentirt, iiber
inf(x+tud, y+vdi, s wdt, 1} dt),oder, kraft der Taylor’-
selien Formel in:

f+ %udt +%vdt +Z—£wdt+ Z—tfdt,
wofiir wir, von einer. allgemein bekannten symbolisehen Ausdrucks
weise Gebrauch maehend, setzen wollen:
d d

d d
f+ (Tmu—i—@v al +E)ﬁdt.

Es gelien daher nach dieser Bezeichnungsweise die Grossen
€, , ¢ der Reihe nach iiher in:

d d d d
S—l—((—l};u—l—@'ﬂ—l—;&u)—l—a—t‘) E.(lt

d d d d
(7 n+(ﬁu+@v+£w+a)n.dz

d d d d
b ((;;u—ﬁ—@v—}—;i;w—{—ﬁz) ¢.dt
und es wird sich jetzt zunidchst darum handeln, erstens die durch die
Undulation modifieirte Gesehwindigkeit des Massentheilehens m und
zweitens die Kraft auszudriicken, die die thatsiclliehe Bewegung dessel-
ben aber isolirt gedaehten Theilchens erzeugen kann.

Bekanntlich ist aber die Gesehwindigkeit gleich dem Quotienten,
den man erhilt, den wihrend des Zeittheilchens df zuriickgelegten
Rawm durch d¢ dividirend. Nun gelit aber unser Massentheilehen
am Ende der Zeit £, und in Folge der Stréinung und Undulation zu-
gleich, durch denOrt & + &, y -+, 3-+&; am Ende der Zeit ¢ | dt
aber geht dasselbe Mussentheilehens, dem frither Gesagtennach, dureh
den Punkt, dem die Coordinaten angehoren:

Sitzh, 4, math.,-naturw. €L V1L Bd. L Uit 10
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x+s+udz+( + —1—%20—{—(%)5.5#
ytobodit (putgot )0 d y
z+C—{—wdt—{—(d—xu—lr-@v-{—dl—iw-{—%){.dl,

und zieht man von ihnen beziehlieh die fritheren Coordinaten a --§,
y-+mn,8+¢ ab, so sind die Reste gleich den drei Componenten

des binnen der unendlieh kleinen Zeit d¢ durehlaufenen Raumes, aus
welelien, dureh Division mit d¢, dic gesuchten drei Componenten der
Gesehwindigkeit hervorgehen:
d d
15 (d_xu + tlJv +a = +df)€
d d d d
d d d
w+(¢h g & ta) b
Dic drei Componenten der cine solche Bewegung zu erzeugen
fahigen Kraft werden auf dhnliche Weise gefunden, da sie bekannt- ’
lich gleieh sind den Producten aus der Masse mn in den Quotienten,
den man erhilt, den der Gesehwindigkeit binnen des Zeittheilchens
dt zukommenden Zuwaclhis durell d¢ dividirend, und man versehaflt
sieh auf dem eben betretenen Wege fiir diese drei Componenten ohne i
Schwierigkeit folgende ebenfalls symboliselie Ausdriicke: ‘
d d d o dN2
m[(ﬁu—{—@'v _w)u—}_(Zvu‘*—de—{_dW +d¢f) é‘] |
d d dy2 -
(9) m[(ﬁu—}—@v o ) {—(—z + +d‘z +d7) J >

’”[(%“Jri;”ﬂ;w)“(@“ﬁ oy o hz.f) ¢}

bei denen nur noch folgende zwei Dinge zu bemerken kommen :
Erstens: ist bei dem zu den ersten Theilen dieser Ausdriicke

3

” L k. kel
gehorigen symbolischen Factor der Bestandtheil < 8z ausgelassen,
darum, weil der Voraussetzung nach die Stromung eine permanente >

ist, sohin dic u, v, 20 nur als Function der x, y, 3 olme ¢ dastehen,

die dv  de . !

was zum Versehwinden der Differentialquotienten - TR T;) Yer-
» L

anlassung gibt.
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Zweitens: haben wir die zu den zweiten Theilen derselben
Ausdriieke gehorigen, mit den Differentialquotienten von u, v und 2,
nael , y und 3 genommen, verbundenen Glieder als sehr klein ver-
naehlissigt, indem wir voraussetzten, dass zwar u, v, @, wenn man
will, sehr gross, d. h. die Stromung eine beliebig heftige sein konne,
wesshalb aueh die Glieder mit den Quadraten der u, v, w beibelial-

h d
ten erselieinen, dass aber demungeaehtet _u’ d—u, ﬁ‘, d—v, o
| ! e WE da fody 2 dye de
sehr kleine, mit den T b i zu derselben ersten Ordnung der
Kleinheit gehorige Grossen seien, oder mit anderen Worten, dass
zwel nabe an einander liegende Punkte auel nahe dieselbe Bewegung
annehmen. Die unmittelbare Folge hievon ist, dass alle Glieder von
der Form:
du dg du d& du df

(73; d_ag’ lﬁ d_y, d_l-l _d—:c, e s e
als sehr kleine Grossen der zweiten Ordnung zu betrachten und sohin
wegzulassen sind, was wir auell so eben gethan haben.

Die Krifte nun, die an einer solchen Bewegung Sehuld tragen,
sind zum Theil gewisse iussere, zum Theil Moleeularkriifte.

Erstere denken wir uns als Funetionen von , g, 2, ohne ¢, und,
zerlegt nach den drei Coordinatenaxen, die auf die Einheit der Massen
beziigliehen Componenten X, Y, Z bietend. Die anderen sehen
wir als Funetionen der Entfernung » zweier Theilehen m und ' und
ihrer Massen an von der Form:

m ' . f(r)

mit den drei Componenten:
(10) mw'f(r)Az, mm'f(r)Ay, mm'f(r)As.
Es sind daher die Gesammtsummen aller auf das Theilehen m
naeh den drei Coordinatenaxen wirkenden, sowohl moleeularen, als

aueh #usseren Kriifte, wenn gar keine Undulation &, », ¢ stattfinde,
der Reilie naeh:

(1) X4 S[ma'f(r)Az], Y+ S[mw'f(r)Ay],
Z 4+ S[mw'f(r)Asz],
ist aber noel iiberdies eine Undulation vorhanden, die die Zusitze
€, n, & zu den Coordinaten der Vorausetzung nach zur Folge hat, so
verwandeln sieh Az, Ay, Az und » der Reilie nach in:
Ax A&, Ay-+An, Ast+AL, rtAr

i0 *
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wo in Folge von:
r?=Azx*} Ay?*4-Az?
und wenn man die hoheren Potenzen von A&, Ay, und A¢ hinweglisst,
Ar—————AE-{———An -{——AC ist.

Da nun noeh iiberdies £ () in f (r + A r) iibergeht, und die
Taylor’sche Formel :

(A7) = () +f (1) Ar

liefert, so erhilt man, stets die hoheren Potenzen der A&, Ay und A¢
vernaehléssigend, fir die obigen drei Kréftesummen fiir den Fall
einer der Stromung tibergelegten undulatorischen Bewegung, die fol-
genden drei Ausdriieke :

X + Simn'f(r)Aa}
+ 8 {mm )41 (r) -——) }

S fmmt ' (r) 22 Ay )

+ 8 {mm’ () ATA% },
Y+ 8 {ma f(r)Ay} 2
{mm () el A7 }
{mm f(r) +f(1 —71—) }
{m m' () g },
z + S {mw f(r) Az}
{m w' ' (7) e 3 AE}
{m A f (7‘) }
+ 8 {m ' (f () +f’ () —r—) AC}

und es ist nur noeh ibrig, sie den frilher gefundenen Ausdriieken
(9) fir die Krifte, welche dieselbe Bewegung erzeugen konnen,
gleichzusetzen, um sofort zu denjenigen Gleiehungen zu gelangen,
die alle Umstinde der Bewegung, der stromenden sowoll als aueh
der sehwingenden, gehen. Diese Gleiclungen sind:

(12)
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(—‘{u iv—}—dizv)u—}—(%u—}—%v—}—%zu-}—%)zs=

| dx dy
= X + S {m' f(r)Ax}
+ 8l (7)1 () ") A8
Ax Ay
{nf() . An
+ + 8 7 (1) A““. AC}.
d d d dy2
(%" d—yv+d—w) +( +dJ + +dt)’7=
' Y-}—S{m £(r) Ay}
| {m /"(r)Ar : }
f (13) {: ICETAGESNY
/ m'f (1) AJ A% }
, d d d P
||,, (%u-}—[—lyv-}—gw)w—}—([Eu—{—[—l&v—}—ﬁw-}—[—l?)g_
fi =87 —}— S ' f(r) Az}
{m /N( )A'vAz }
4 _/Az
+ 8 () == }
= s{m (re) + f ) T) Ac}.
Setzt man in ihnen E=%=¢=0, d. h. statuirt man nur eine Stro-
mung und keine Undulation, so gelangt man zu folgenden, nur die
; Gesetze der Stromun g gebenden Gleichungen:
wdu  vde wdu 7
T gy 2t = X+ 8{w f(r)Aa},
udv  vdv  wdv
(1) AT = Y S () Ay,
udw vdw = wdw
, ot =24 Sf(r) A,
i
die auf dem Wege der Integration zu den Werthen von u, v, w
1 leiten werden, Werthe, die offenbar reine Funetionen der Coordinaten

2z, y, 3 sind, ohne ¢, wie auch vorausgesetzt wurde. Sie wirklieh zu
integriren, oder aueh nur die Existenz des Integrals zu beweisen, ist
an diesem Orte niehl nothwendig, weil man eincrseits von der Exi-
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stenz permanenter Stromungen aus der Erfalrung iiberzeugt ist, und
andererseits die Behauptung eines Skeptikers : dass Stromungen unmég-

lich seien, uns bei der Erreichung unseres speciellen Zweekes sehr
wenig anfechten wiirde.

Denken wir uns die fiir %, v, w aus der Integration der vor-
liegenden Gleichungen hervorgehenden Werthe in die (13) hinein-

substituirt, so ist einc solehe Substitution der Anfrage #quivalent
ob sich iher einen solchen Stromungszustand eine undulatorisehe
Bewegung legen lasse, und welche ? Die Antwort erscheint zunéehst
in Gestalt eines Systemes von drei Gleichungen, die man bekdmmt, -

die (14) von den (13) abziehend, némlich :

d d d
(‘ﬁu—kd—"-]/v—kﬁzw

(éi vA_dz

(15)

d d *d
(d—xu—l,— @v -+

= w

) =8 () 4 () =) 8¢

AxAJ

{nzf ()
{nzf (r)
*n A

rAM

AxAJ

AJA%

+ 8 {m ()

AxAz

~

' £ () =
+ 8 {7 () =

AJA%

+ 8 (F0) + 7 () ") Ak

es sind gemischte Differenzen- und Differenzialgleichungen und man

—8 . Ag t
8{7 1)1 6 ) s}
+ 8
S

An}

.ad,

w4
A&

.An}

a

. —

* 5

kann sie in reine Differentialgleichungen verwandeln, dureh Ent-
wickelung von A€, Ay, A mittelst der Taylor’schen Formel, indem

man nimhch:

s——A —|——A + = As

+3g
PE

- Aa 4

a2
._Ayz_l'_d_%_z‘Azz)

d%g
Z+MA$Ay+...
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getzt, und anstatt Ay und As die #hnlichen Werthe einfiilirt, die Sum-
men, die so hervorgehen, in so viele Theile zerlegt, als Glieder mit
verschiedenen Differentialquotienten unter dem Summenzeichen stehen
und diese Differentialquotienten als Faetoren vor das Summenzeichen
schreibt. Es ist nun zu hemerken, dass die auf diese Weise gewon-
nenen reinen Differentialgleichungen in der Regel nach den Coordi-
naten o, ¥y und s veriinderliche Coéfficienten bekommen werden, in
Folge des Umstandes, dass bei der vorhandenen Stromung die Dichte
und Elasticitit des Mittels von Punkt zu Punkt variiren kann, ferner
dass aueh erste, dritte, mit einem Worte Differentialquotienten von
ungerader Ordnungszahl, mit eben solehen nach x, y, 3, verinderli-
chen Coéffieienten vorkommen werden in den zweiten Theilen dieser
Gleiclungen in Folge des Umstandes, dass es Orte geben kann, wo
dieDielite des Mittels sich dermassen dndert, dass cinem jeden mate-
riellen Punkte #, der sich in der Umgebung von m befindet, in der
Verlingerung der Linie 2 m/ und in gleicher Entfernung nicht mehr
ein Gegenpunkt angehort. Dic in Rede stelienden Coéfficienten der
ungeraden Differentialquotienten werden daher solehe Funetionen
von x, ¥ und s sein, die an allen Punkten, in deren Nihe die Dichte
des Mittels sich nicht dndert, der Nulle gleich sind und an den andern
in deren Nille cine Aenderung der Diehte stattfindet, von der Nulle
verschieden ausfallen, Endlich hat man sich offenbar anstatt der in
den ersten Theilen der Gleichungen (15) vorkommenden u, v, w
die Werthe in x, y, 3 gesetzt zu denken, die aus der Integration der
Gleiclungen (14) hervorgegangen sind.

Dies vorausgesetzt, schreiten wir zur Intregration der vorlie-
geuden Gleichungen insoferne nur, als diese bei unserer vollstin-
digen Unkenntniss der in Summengestalt vorkommenden Coéfficienten
und der u, v, w moglich ist und statuiren zu diesem Zwecke :

(16) - cis’\/—_I, i ci“\/-—_?@, ph eisthS,

unter X, ¥, 3 Funetionen von x, ¥, s verstanden, die kein ¢ mehr
in sich enthalten, wihrend s als eine reine, weder , noch y, noch
s, noch ¢ enthaltende Constante gedacht wird. Die Substitution dieser
Werthe in die Gleichungen (18) ist offenbar der Anfrage idqui-
valent, ob sich iiber die Stromung ein periodischer Sehwingungs-
zustand, irgend verinderlich in seinen Eigenschaften von Punkt zu
Punkt, aber mit constantem s, d. h. mit constanter Sehwin-
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gungsdauer legen lasse? Hierauf erlialten wir die Antwort dureh
das Substitutionsresultat, d. . dureh folgendes System von drei Glei~
ehungen:

(FutgotgwssV=1)®=8{w(r0)+r0)=) sz}

TGt
{m/‘(7 ATA" AS},
( -{—(lyv—|—~—71;+sv——1 9 = s{a /()MA" A%

!
(17) {" [(7)- %f(?)'A;yj)A }
b8 fu () L2 a8

{ Ar Az

( +(,Jv-{-—1(a+sV—1 3= £ () . AX

‘l>

!
w' [ (1 )————- ASL})}
ES () 7 () 2)a 8

sie sind naeh X, 9), 3 linear; durch Elimination aus ihuen hekommt
man eine ecinzige, nur irgend eine dieser drei Funetionen, etwa X ent-
haltende, ebenfalls lincare Differentialgleiehung, mit Coéffieienten, die
x, Y, % in sich enthalten aber kein ¢, weil dieses nur in der Expo-

{ Ay Az

nentielle ej:sn/—‘l vorhandene ¢ durch Division der ganzen Glei-
chung mil derselben ginzlich weggefallen ist. Nun entspricht aber
einer jeden linearen Differcntialgleichung jedesmal ein Integral, wie
in meinem Werke: ,,Jntegration der lincaren Differential-
gleichungen mit eonstanten und verinderlichen Coéf-
fieienten”, 4. Abschnitt, §. 3, bewiesen wird; es gibt also immer
Funetionen von x,y, z, welche anstatt X, ), 83 gesetzt, den
Gleiehungen (17) Geniige leisten, sie enthalten offenbar aueh das
+ 8y 1, lassen sieh also in den reellen und imagindren Theil zer-
legen, so dass man hat:

|

Il

SRR
I

w g ®

W
N<
L

-

(18)

® S8

e



M

Ueber cin allgemeines Prinecip der Undulationslehre. 153

bemerkt man zu dem noeh, dass aueh:

E S rae e
e — eo0s. 8t + ¥ —1. sin. st

ist und dass man einem jeden Geniige leistenden partieuliren Inte-
grale einer linearen Differentialgleiehung noch einen willkiirliehen
eonstanten Faetor anhiingen und auch die Summe von mehreren sol-
chen Integralen als geniigenden Werth hinstellen kann, so erhilt man
folgende Werthe der Versehiebungen &, », ¢:-

£ = A, (eos.st-+ V—TL.sinst) (¥ + &, V¥—1) +
4 A, (eos.st— V—T.sin. 1) (£, — X, V—1),
= A (eos.st-+ V—1.sinsf) (P + 9, ¥—1) +
4 A, (eos.st— Y —1.sin.st) (9 — 9. ¥ —1),

¢ = A, (eos.st 4+ Y—1.sin.st) (8¢ + 8. V—1) +
+ A, (eos.st— ¥V —T.sin.st) (8 — Be ATy

(19)

Ay, Ag, sind hier willkiirtiche Constanten und setzt man, um die sehein-
bar imagindren in augenseheinlieh rveclle Ausdriieke zu verwandeln,

A 4 A, =9,
20 (A —A,) v—1= 9%,

so wird:

= (A X + A X;) cos. st (U Xy — Uy X,) sin. st
@21) »= LY + A D.) cos.st 4+ (W Yy — Ay Ya)sin. st
¢ = (W 81 4 Az B.) cos. st 1+ (A 81 — Ay 3) sin. st.

Man sielit es diesen Ausdriieken an, dass sie in einem jeden Punkte des
Raumes, also fiir jedes a, ¥, 3, und verschiedene Zeiten genau den-

selben Werth wieder annehmen, wenn ¢ um ein Zeittheilehen:

2w

el

$
wiiehst; es ist also = die constante Sehwingungsdauer und
folglich ldsst sieh eine undulatorisehe Bewegung mit
eonstanter Schwingungsdaucr iber eine beliebige,
permanent gewordene Stromung legen und dies zwar auf
unendlich viele verschiedene Arten, sehon aus dem Grunde, weil in
Bezug auf den eonstanten Werth von s gar keine beschréinkende

Annahme vorgekommen ist. Man wird daher, kraft des Prineipes der




154 Petzval,

Cocxistenz der kleinsten Sehwingungen dic Verschiebungen &, » und
¢ auch Summen gleichsetzen konnen von #hnlichen Glicdern, wie
die in den 2. Theilen der Gleichungen (21) enthaltenen Glieder,
die sich nur im Werthe von s, und der Integrationsconstanten unter-
scheiden, d. h. man hat folgendes allgemeine Integral :

€ =S {ll cos.st + U sin. st}
(22) n =8 {B cos. st |- V sin. si}
¢ =S {Wecos. st + Wiin. s},
wo wir der Kiirze wegen:
911&'1—{—912&72:11, QI2£1—-QI1?E'2=
(23) SJI1 S\»i "‘ QIZ 2)2 L %; % @1 Ty % S‘Dz
U B+ U B =B, WU 31— W B =
gesetzt haben.

Ieh habe in meinen vor eciniger Zeit gehaltenen Vorlesungen:
»Ucber dic Integration der partiellen Differentialgleiehungen” gezeigt,
dass sieli dureh solehe Summen, wie die fir & %, ¢ hingestellten,
jeder helichige Anfangszustand analytisch darstellen lisst, mit andern
Worten : dass man fiir £ = 0 und fiiv sehieklieh gewillte Werthe der
o85O Sie
de’ dé’ de
gleich machen konne einer beliebigen Funetion von &, ¥ und z—den
Beweis dieses Satzes werden Sie ebenfalls in meinem frither erwihn-
ten Werke ither dic lincaren Differentialgleichungen finden. Hicraus
folgt, dass jeder beliebige anfingliche Erregungszustand nur zu Undu-
lationen mit eonstantem s und folglich mit eonstanter Sehwingungsdauer
Yeranlassung geben kinne. Da ferner ¥, ), 3 eben so gut wic
£, , ¢ Integrale sind von linearcn Differentialgleiehungen, so lisst
sich von ihnen auch das Aehnliche behaupten ; fiir &2 = 0 niinlieh und
sehickliche Werthe der darin vorhandenen Integrationseonstanten
oder aueh fir ¢ (&, ¥, 3) =0, d. h. in einer bestimmten Fliche, und
fiir schickliche Werthe der Integrationseonstanten, verwandeln sie
sich in beliebige Funetionen der Coordinaten a, 7, . Dies besagt,
dass jeder permanente, der Fliaehe ¢ (x, y, 5) =0 anhingende,
durch einen sin. st oder cos. st auf eine constante Schwingungsdauer
beschrénkte Schwingungszustand, eben nur zu cinem solchen im fort-
pflanzenden Mittel Veranlassung werde.

Endlieh kann noeh gezeigt werden, dass eine schwingende Bewe-
gung mit verénderlicher Schwingungsdauer, d. L. mit einem 8, welches

U
W
w

Integrationsconstanten jede der seehs Grossen: £, 7, &,
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cine Funetion ist von @, ¥, s, oder zuniichst von w, », 20 und ehen da-
durch wieder von x, ¥, g,sich in einem, gewissen Strémungen unter-
worfenen Mittel gar nieht einmal fortzupflanzen vermige. Inder That :
substituiren wir abermals dic Werthe (16) in die Differentialgleichun-
gen (15), unter derVoraussetzung jedoeh eines variablen, von e, y, 2 ab-
hiingigen s, so erhalten wiranstatt der Substitutionsresultate (17) an-
dere, dadureh wesentlich von den frilheren unterschiedene, dass, selbst
nach geschehener Division dureh die Exponentielle et St‘/—i, die aber-
mals als gemeinsehaftlicher Factor erselicint, die Zeit ¢ nicht heraus-
fallt, sondern vielmehr theils als algebraischer hinzutretender Faetor,
theils auch im Exponenten ciner Exponentielle zuriickbleibt. Sie
enthalten somit einen Widersprueh; denn — einmal hat man heim
Differenziren dic X, %), 8 Detrachtet als nach ¢ constant, andererseits
erscheinen sic, kraft der letztangedeuteten Substitutionsresultate, die
t in sich enthalten, als Funetionen von # Unsere Voraussetzung
eines variablen & ist daler eine widerspreehende.

Da nun ein jeder, sowohl anfingliche, als cinem schwingenden
Kborper anhiingende permanente Erregungszustand nur Sehwingungen
mit constanter Dauer in cinem ruhenden sowohl als aueh in einem
stromenden Mittel veranlassen kann, da ferner Sehwingungen mit
irgend ciner und aus irgend weleher Ursache von Ort zu Ort ver-
inderlichen Schwingungsdauer sich gar nieht fortpflanzen kinnen,
so tritt uns als Ergebniss unserer Untersuchungen folgender einfache
Satz entgegen:

Beijeder schwingendenBewegungist die Sehwin-
gungsdauereincconstante, wedervonder Dichte des
Mittels, noeh vondenindemselben sonstnoeh vorhan-
dencn Stromungen abhiéngige Grisse. ’

Es kann sich also, auf Veranlassung der veriinderlichen Dichte
und der verdnderlielien Stromungsintensitit und Riehtung, in der
undulatorischen Bewegung die Osecillations-Amplitude verin-
dern, ingleichen die Wellenlinge und Fortpflanzungs-
Gesehwindigkeit, und nur die Schwingungsdauer bleibt uner-
schiitterlich stets einc und dieselbe und spiclt demnaeh in der Undu-
lationstheorie dieselbe Rolle, wie etwa die grosse Aclise der Bahn in
der Mechanik des Himmels.

Wenn ein viel besuchter Meeresstrich durch darin vorhandene
Klippen und Untiefen fir die Sehifffahrt gefihrlich ist, so erbaut man




156 Petzval. Princip der Undulationslelre.

gewblnlieh hohe Leuchtthirme, nn selbst den in den Gewissern
minder bekannten Sehiffer vor Seliaden zu waliren. Aueh der grosse
Ocean des Wissens hat scine gefihrlichen Stellen, seine Klippen und
Untiefen. Wird man daher gewahr, dass eine grissere Anzahl von
Wissensbeflissenen an der Klippe eines bestimmten Irrthumes Sehiff-
bruch leiden, so ist s an der Zeit, cine einfache und grosse Wahrheit
zum Range eines Prineipes zn erheben, damit sie, wie ein hioher
Leuehtthurm dastehiend, auch die minder bewanderten Anhiinger des
Wissens vor der Herrschaft dieses Irrthnumes bewalire. Es ist an der
Zeit, eine solche grosse Walirheit mit allen Hilfsmitteln, welche die
mathematisehe Analysis bietet, fest und unersehiitterliech zu begriin-
den, wenn sie etwa frilher, wie im gegenwiirtigen Falle, zwar Gemein-
gut der wissensehaftliehen Welt, aber mehr Gegenstand eines feinen,
wissensehaftliehen Instinetes, als der mathematisehen Ueberzeugung
war. Es ist endlich Zeit sie aufzunelimen, nieht bloss in die Liehr-
biieher der hoheren Wissensehaft, sondern aueh, wenn gleich ohne
Bewels, in jene des populiiven Wissens. Meinen Theil an der Auf-
stellung des eben ausgesprochenen Satzes, den ich das ,Prineip
der Erhaltung der Oscillationsdauer” nennen michte,
glaube ich durch den gegenwiirtig vorgetragenen Beweis genommen
zu haben und es liegt, ohne dass ich es ausdriicklich zu sagen brauche,
darin die stillschweigende Aufforderung an die chrenwerthe Classe
sowohl, als auch an die ibrigen Pfleger der Wissenschaft, das Thrige
aneh zu diesem Zweeke beizutragen.

D)



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1852
Band/Volume: 08

Autor(en)/Author(s): Petzval Joseph Maximilian

Artikel/Article: ueber ein allgemeines Princip der Undulationslehre: Gesetz der
Erhaltung der Schwingungsdauer. 134-156


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=33675
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=149799

