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Uber das System der covarianten Strahlencomplexe
zweier Flachen zweiter Ordnung

von
Georg Pick in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 9. April 1891.)

Bei Gelegenheit einer fritheren Arbeit! (iilber Raumcurven
vierter Ordnung und die zugehdrigen elliptischen Functionen)
habe ich mich eingehender mit der Invariantentheorie zweier
Ilichen zweiter Ordnung beschiftigt; die damaligen Unter-
suchungen habe ich in jiingster Zeit vervollstindigt und mochte
im Folgenden den auf die Strahlencomplexe beziiglichen Theil
derselben mittheilen.

Eine Ubersicht iiber die vorhandenen fundamentalen Com-
plexe lasst sich leicht mittelst der canonischen Form der Grund-
flichen gewinnen (§. 1). Das hiebei verwendete Verfahren kann
auch ohne Schwierigkeit zu einem strengen Beweisverfahren
ausgestaltet werden.?

In den §§.2 und 3 werden die Complexe in symbolischer
Form aufgestellt und ihre Bedeutung und fundamentalen Rela-
tionen entwickelt.

Eine interessante Anwendung bezieht sich auf die Strahlen-
gleichung des Polartetra&ders. Dieselbe ist von Herrn
Mertens durch Nullsetzen der Funnctionaldeterminante von
sechs quadratischen Complexen gewonnen worden.? Es wird hier

1 Diese Sitzungsberichte, 1889. Im Folgenden Kiirze halber mit
aR.¢ citirt.

% Vergl. die Behandlung der Flichen dritter Ordnung bei Salmon-
Fiedler, Raumgeometrie, II, 8. 413 ff.

3 Diese Sitzungsberichte, 1885.
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gezeigt werden, dass sich ihre linke Seite als ganze Funection
dritten Grades zweier anderer quadratischer Complexe
ausdriickt (§. 4).

8 1.

Die Complexe in canonischer Form.

Zwei Flichen zweiter Ordnung seien in canonischer Dar-
stellung gegeben:

— 2 2 2 2
f.._.. )\1$1+)\2$2+)\3$3+R4$!‘
] — % 2 2 2
[/ =z v+ +x;.
Bezeichnet man mit p, die Strahlencoordinaten
])[k = "v[y/.:_xkyi;

so kann man sich tiber die vorhandenen covarianten Complexe
dadurch orientiren, dass man aus diesen Grossen und geeigneten
Functionen der 2, Ausdriicke zusammensetzt, die gegeniiber jenen
Collineationen sich invariant verhalten, welche die canonische
Gestalt der Grundformen in sich iiberfithren. Diese Collineationen
bestehen einerseits in Vorzeicheninderungen der Coordinaten a;,
anderseits in Vertauschungen derselben bei gleichzeitigen ent-
sprechenden Vertauschungen der A;. Die ersteren haben Zeichen-
#nderungen der Strahlencoordinaten, die letzteren Vertauschungen
derselben zur Folge. Man gewinnt zuniichst leicht das Resultat,
dass es keine linearen covarianten Complexe geben kann.

Um quadratische Complexe zu bilden, betrachten wir
erstens ein Glied von der Form pj. Ein solches zieht, nach dem
frither Gesagten, alle iibrigen Quadrate der Strahlencoordinaten
nach sich. Bezeichnet man mit 7; die Wurzel einer Resolvente
sechsten Grades der Gleichung

w () = A—2) (A—2,) O—2A5)(A—2,) = 0,
so ergeben sich die folgenden sechs quadratischen Complexe:

Ep?k, Elfkp?k; .o -Zl?kngk-
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Wir wollen ein diesem Systeme Hquivalentes aufstellen,
welches moglichst niedrige Grade in den ; aufweist. Ein solches
ist etwa

2 O?—F- li%)vp?k » DAk (Ai+ Ak) Pzz'k, N lipfk .

Quadratische Complexe, welche Producte verschiedener
Strahlencoordinaten enthalten, konnen kein Glied von der Form

Pir P
enthalten, was wieder leicht aus der Betrachtung der Collinea-
tionen erster Art folgt. Es bleiben also nur die Glieder von
der Form

Pas Pasy

deren es drei gibt. Mit Hilfe einer kubischen Resolvente der
Gleichung
w(d) =0

witrden sich also drei neue quadratische Complexe ergeben,
von denen aber einer in' Folge der Identitit

P23 P1at Py PastPraPas =0
entfillt,

Sind L, L,, L, die Wurzeln der erwihnten Resolvente (also
etwa
Ly = %25+ 2,),

so ergeben sich so die beiden quadratischen Complexe

Ly pospiu+Lypsy Pay+LspiaPass ..2)
L pospys+ Ly pgy Doy +LiP1aPas

Im Ganzen gibt es also acht covariante Complexe
zweiten Grades. Durch die sechs Complexe 1) lassen sich die
Quadrate der Strahlencoordinaten durch die beiden 2) (zusammen
mit der Identitdt) die drei Producte p,sps, PsiPess PraPss 82NZ
und rational ausdriicken. Wir beniitzen diesen Umstand jetzt bei
der Aufstellung der Complexe htherer Ordnung.

Um zunsichst Complexe dritter Ordnung zu gewinnen,
bilden wir Producte der Strahlencoordinaten zu dreien. Da ein
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solehes Product aber nach dem eben Gesagten, ohne reducibel
zu sein, keine der Coordinaten im Quadrat und auch keine zwei
verschiedene Coordinaten ohne gemeinsamen Index enthalten
kann, so ergeben sich nur die folgenden zwei Typen von

Producten:
Pi2P13Prs WA Py, Py Py

Von jedem Typus gibt es vier Glieder, und wir gelangen
also zu den Complexen dritter Ordnung:

P12 Pi3Pras ZMPiaPraPras A Pra PrsPrar 23 P12 PisPrai -+ 3)
2 P3yPusPazs SN PasPuzPasr X PasPug Pagy ZAPauPusPas -+ %)

Es gibt also acht covariante Complexe dritter
Ordnung.

Hohere Complexe konnen nach dem oben Gesagten simmt-
lich reducirt werden. Mit den 16 aufgestellten Complexen ist
also das System ersehopft.

Es muss noch ausdriicklich bemerkt werden, dass die unter
1), 2), 3) und 4) angegebenen Formen durch das eingeschlagene
Verfahren in zweierlei Hinsicht unvollstindig bestimmt erscheinen.
Erstens ist eine jede, mit einer besonderen Ziffer bezeichnete
Gruppe von Formen nur in ihrer Gesammtheit gekennzeichnet
als ein lineares System, von welchem zwar eine geniigende Zahl
von Individuen, aber in zufilliger Auswahl herausgegriffen
erscheint. Zweitens konnen den richtigen Formen noch iiberdies
constante Factoren (Functionen der 1,) anhaften, iiber welche
das Verfahren in der obigen Gestalt keinerlei Auskunft gibt.

§ 2.

Die quadratischen Complexe in symbolischer Form.
Es seien jetzt?
[=di=0=...,fl=d? =002 =...
die beiden Grundformen,
(abeu) =i =uf =..., (¢Vu)? = udn = uhw =. . .,

1 Vergl. wegen der folgenden Bezeichnungen und Operationen R.
§§. 1—b5.
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beziehungsweise ibre zugehorigen Formen. Die Diseriminante
der Btischelform

Sf+&f
ist eine bindre biquadratische Form der & £, und werde mit
A= AG A A+ .. 1478

bezeichnet. Die von dieser Form genommenen binéren Invarianten
und Covarianten heissen, wie iiblich,

s osopgh o
i J, HY, T%.

Wir fithren ferner die beiden quadratischen Covarianten in
folgender Gestalt ein:?!

ot = —a blalb, A”f A’f’

Y
T

-6

o = @ = —aar by b — A”f’ A”’f

Endlich bentitzen wir die beiden Opelamonen und 3.2 Die
Operation ¢ fiihrt £in /7, f/ in Null, ¢ in ¢/, ¢/ in Null iiber u. s. w.
Die Operation .S fiihrt die bindre Form

IE :f€1+f'€2

= ¢& +9/§,

in
0 =
')

iiber, o: aber in —zf . Hinsichtlich der Form 4} selbst ist die

Operation identisch mit der Aronhold’schen Operation 6.3

Um nun covariante quadratische Complexe zu gewinnen,
driicken wir die Strahlencoordinaten durch zwei Systeme von
Ebenencoordinaten #; v, aus. Es sind dann drei Typen von
symbolischen Factoren zu beriicksichtigen:

1) @y, aby  2) (abd'd’); 3) (abuv), (ad'uv), (a'b'uv).

1 Von R. §. 2 im Vorzeichen abweichend.
R. §§. 2 und 3. Das hier gebrauchte 5 ist nicht vollig mit R. §. 8 in
Ubereinstimmung. Siehe die vorige Anmerkung.
8 Siehe etwa Clebsch, Binire Formen, S. 137.
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. C, Bd, Abth. IL, a, 39
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Die Factoren des ersten Typus konnen nun offenbar ver-
mieden werden, indem man die Symbole der beiden quadra-
tischen Covarianten ¢, ¢ einfithrt. Es bleiben dann Factoren von
der Form

(abd't"), (abd'y’) etc.
und solche wie
(abuv),. .., (apuv), ete.

Zunichst konnen nun quadratische Complexe ohne coordi-
natenfreien Factor gebildet werden. Man erhélt

g = (abw)?, o' = (ad'uv)?, o = (a'b'wv)?, D)
wobei
05 = 24/, 8¢/ = d’, 06" = 0;
ghnlich
= (apuv)?, o' = (ap'uv)? = (a'ouv)?,! /' = (d'¢'uv)?, ...II)
mit

~
o7

I

2, o/ =<, o' = 0.

Mittelst bindirer Verdnderlicher &, &, fassen wir diese sechs
Formen in folgender Weise zusammen: *

of = o€2+20'E, &, +0"E%, tF = &34+ 278 6, L.
Augenscheinlich ist nun
Sef = 21%. ...D)

Eine leichte symbolische Rechnung ergibt ferner:

1 1 1
9t = — 5 ()Ml + 5 (Ho)* Hi+ gi.ct. ...6)

In dieser letzteren Relation liegt zugleich ausgesprochen,
dass weitere Bildungen, wie
(pYuv)? ete.
auf die sechs I) und II) zurtickfithrbar sind.

1
2

Wegen der hier auftretenden Identitit vergl. R. §. 5.
R. §. 3.



Covariante Strahlencomplexe zweier F. 567

Die geometrische Bedeutung dieser sechs Formen wird
bekanntlich leicht vermittelst des Clebseh’schen Ubertragungs-
princips hergeleitet. Darnach bedeutet fiberhaupt

(muuv)? =0

die Gesammtheit der Strahlen, welche die Fldchen zweiter Ordnung
mr=0, =0

in harmonischen Punktepaaren schneiden. Wir wollen die Com-
plexe desshalb kurz als ,harmonische“ bezeichnen. Insbe-
sondere ergeben ¢ und ¢” die Strahlengleichungen der gegebenen
Complexe. Geht man zur canonischen Form iiber, so erweist sich
die Gesammtheit der Bildungen I) und II) mit der Gesammtheit
der Complexe 1) §. 1 identisch. So ist zum Beispiel, wenn wir
jetzt die Strahlencoordinaten durch Punktcoordinaten ansdriicken,

(abuv)? = (a.b,—a,b,)*

2 ,
—9 as, w.a,

s |
s, a |

-
_ o A+ hey, +. .
Ay 4 WY+

ME(y gy y Mgy, W,
MYi A Yar AYsr MYy
— 2 5y 2 1
= 2{M A Ph+M2 i+ o}

Xy &gy gy Ty

Yis Y2r Y3r Yy

=2

Yon quadratischen Complexformen, welche einen coordinaten-
freien Klammerfactor enthalten, ist die einfachste

s = (aba'b") (abuv) (¢/b'uv) ... II0)
= —2(ad'bb") (ad'uv) (bb'uv).

Aus dieser Bildung entspringt eine neue durch Anwendung
der Operation 3:

Ss = 2(apd't’) (aguv) ('b'uv)+ 2 (abd'¢") (abuv) («'¢'uv).

1 Die sechs harmonischen Complexformen finden sich simmtlich bei
Mertens a. a. 0. in unsymbolischer Form und anderer Normirung als hier.
Zum Theil sind dieselben auch bei Voss (Math. Ann., Bd. 9) und Anderen
in Betracht gezogen.

39%
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Die beiden rechts auftretenden Formen sind identisch. Man
hat ndmlich

(apa'b") (apuv)(a'b'uv) = —(ad'b'c’)cid;(ad"uwv) («'b'uv) — % A", s

=— % (ad'bc") (ad"uv)d;{(a'b'uv) cs—(a'c'uv) b+ (b''uv) ci}

— —41— A" s
1 Pl 1
=3 ayr dl (ad'uv) {u, v, —va g} — T A" s,

welcher Ausdruck sich nicht #indert bei Vertanschung der beiden
Grundformen. Wir setzen also

t = (apd'b) (apuv)(a'b'uv) . IV)
= (abd'¢") (abuv) (a'¢'uv)

1 1
=3 (ad'uv) aomal, (U ,m—vgttym) — i A's

und haben sonach
Ss = 4¢. 7)

Die beiden Formen s und ¢ sind Combinanten,! wie aus
ihrer Symmetrie beziiglich der Coéfficienten der beiden Grund-
formen einerseits und dem Bestehen der Relationen

08 =0, 0t=0
anderseits hervorgeht.

Ihre geometrische Bedeutung ergibt sich am einfachsten
durch Ubergang zur canonischen Darstellung, wobei sich s und ¢
mit den Formen 2) §. 1 in Ubereinstimmung erweisen. Sie sind
desshalb tetragdrale Complexe; insbesondere ist s = O die
Gleichung desjenigen Complexes, welcher aus den Verbindungs-
geraden solcher Punkte besteht, welche fiir beide Grundfléichen
dieselbe Polarebene liefern,?

1 Die beiden Complexe sind sich selbst dual und folglich auch Com-
binanten der Flichenschaar, welcher die Grundflichen angehdren.

2 Betrachtet man die eine der beiden Grundfliichen als Massfliche,
80 ist s =0 der Reye'sche Axencomplex der anderen. (,Polnormalen-
complex“ bei Waelsch, Acta Leop., 1888.)
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Wird ¢ der Operation 3 unterworfen, so ergibt sich ohne
Schwierigkeit
1.
St = ﬂ tS8. e 8)
8. 3.
Die Complexe dritten Grades in symbolischer Form.
Aus je drei Factoren lassen sich die vier folgenden Complex-
formen dritten Grades bilden:
I' = (ad'uw) (apuv) (d'ouv), T/ = (ad'wv)(ag'uv)(d'¢'uv), ... V)
mit
S0 =T, o7/ = 0;
0 = (apuv) (ag'uv) (pp'uv), 0" = (d'euv)(a'¢'uv)(pp'uv), VI)
mit
00 = @/, 00/ =0.

Bildet man wieder in der wiederholt hervorgehobenen Weise
die bindren Formen I'; und ©;, so kann man leicht die folgenden
Relationen constatiren:

Sy = —0; ...9)
5
30; = - gzl ... 10)

Die geometrische Bedeutung dieser vier Complexe folgt aus
dem Cleb scl’schen Ubertragungsprincip. Nach demselben stellt
itberhaupt

(lmuw) (Inwv) (mnuv) = O
den Inbegriff derjenigen Gieraden dar, welche die drei Flichen
zweiten Grades

2=0 m:=0, i =0

in Punktepaaren einer Involution schneiden.!
Mit Hinzunahme eines coordinatenfreien Klammerfactors
lassen sich vier weitere Complexe dritten Grades bilden, nimlich

A = (abd'g) (abuv)(ca'uv) (cpuv),

1 Vergl. Gundelfinger bei Salmon-Fiedler, Raumgeometrie, I,
5.322.



570 G. Pick,

und drei andere, welche aus A durch die Operation o hervor-
gehen. Doch ist die hiebei gewonnene Schreibweise uniiber-
sichtlich und es empfieblt sich, den Ausdruck A umzugestalten.
Frsetzt man darin némlich ¢ durch die Symbole der Grund-
formen, so ergibt sich

A = —(abd'V") (abuv) (ca'uv) (ec'uv) b, ¢t

= — % (abd'b") (abuv) (cc'uv) ¢, {(ca'uv) by —(cb'uv) i}
= — % (abd'b") (abuv)(cc'uv) ey {—cq (a'bur) 4 (ca’b'v) ue— (ca'b'u) vy}
= % (aba'b") (abuv) (cc'uv) ci (ua(ca’b'v)—vq(ca’b'w)),

indem das dritte Glied identisch verschwindet. Man hat jetzt nur
in #hnlicher Weise noch die beiden Klammerfactoren (abuv),
(cc'uv) aufzulosen, damit u, v iiberall getrennt auftreten, um das
gewiinschte Resultat zu erhalten. Um dasselbe bequemer schreiben
zu konnen, fithren wir noch die Bezeichnungen ein:

(aba'w)? = ud, (ad'b'u)? = u,.

So erhalten wir
1 .
A= o (o Var—VqUa') (U Va—To tUgr) (Uar Var—Vgr Ugn)s

Endlich vertauschen wir in dem Ausdrucke der Strahlen-
coordinaten die Ebenencoordinaten mit den Punktcoordinaten.
Die vier fraglichen Formen stellen sich dann sehr tibersichtlich
so dar:

(xa 2y) (aa’wy) (o ay)

A = = (adzy) (e xy) (' o xy)

cn]t—n w[

VII)
A== (aa Tzy) (e ay) (" " xy)

1&/// — ? (OC/ /l$y> (CCIC{”I{L'y) (0.”64”’.’13':1/) R
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wobei

8A = BN/, GA/ = 2A", AV = A", A" = (.

Die geometrische Bedeutung dieser zwei Formen folgt jetzt
wieder aus dem Ubertragungsprineip. Denn es stellt iiberhaupt

(Apzy) (vay) (pay) = 0

-die Gesammtheit der Strahlen dar, von welchen an die drei
Flidchen #f =0, «2=0, «} =0 Beriihrungsebenenpaare
bestimmt sind, die in Involution liegen.! Man erkennt hieraus,
dass diese vier involutorischen Complexe den vorhin gefundenen
dualistisch gegeniiberstehen. Denn die lineare Mannigfaltigkeit
der Ordnungsflichen, welche von den Flichen

a2=0, a? =0, 92=0, o2 =
bestimmt wird, ist identisch mit der linearen Mannigfaltigkeit
von Classenflichen, welche aus

=0, vt =0, ut» =0, kv =20

hervorgeht; beide bilden die Gesammtheit der Flidchen mit
gemeinsamem Polartetragder A.? Irgend drei Flichen der Mannig-
faltigkeit liefern nun offenbar einen involutorischen Complex der
ersten Art, welcher sich aus TI', I'/; ®, ®' zusammensetzt, einen
solchen der zweiten Art, welche sich aus A, A/, A", A" zu-
sammensetzt.

Beim Ubergang zur canonischen Form erkennt man die
‘Gesammtheit der Bildungen V) und VI) in Ubereinstimmung mit
4) §. 1, jener VII) mit 3) §. 1.

Noch ist das Verhalten der A gegeniiber der Operation &
zu erwihnen. Man erhilt, Zhnlich wie frither,

SA} = — % (AN AEA: . 11

1 Der Complex A”=0 findet sich in canonischer Form bei Herrn
Waelsch (a. a. 0.) und heisst dort ,Focalcomplex.“
2 R.§ 1.
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§ 4.

Das Polartetraéder,

Fiir die canonische Form ist die Gleichung des Polar-
tetra&ders in Strahlencoordinaten:

P23 P31 Pra PraPoaPas = 0.

Man erhilt das Product der linken Seite multiplicirt mit
dem Quadrate des Differenzenproductes der 1, offenbar als
Functionaldeterminante der sechs harmonischen Complexe
(1) 8 1, wodurch eine invariante Gestalt der Gleichung ge-
wonnen ist.!

Es ist aber klar, dass man dasselbe Product (gleichfalls
multiplicirt mit dem Quadrate des Differenzenproductes) als
ganze Function dritten Grades der beiden tetraédralen
Complexformen (2) § 1 (mit ganzen Coéfficienten in den 1)
erhilt, indem man mitZuhilfenahme der Identitiit die drei Producte

P23P1sr P31Pens P12P3y

linear durch die beiden Complexformen ausdrtickt.

Die Functionaldeterminante der sechs Formen I) und II),
8. 2, ist vom 24ten Grade in den Coéfficienten der Grundformen,
offenbar symmetrisch in denselben und verschwindet bei An-
wendung jeder der Operationen ¢ und 3. Sie ist also jedenfalls
eine Combinante, und da auch die tetra&dralen Complexe III)
und IV), §. 2, Combinanten sind, so konnen in der gesuchten
Darstellung nur Invarianten mit Combinanteneigenschaft als
Coéfficienten auftreten. Mit Riicksicht auf den frither constatirten
Grad in den Coéfficienten der Grundformen ergibt sich so fiir die
linke Seite ¥V der Gleichung des Polartetraéders

V = 4 pitst+vjs,

wo u, v noch zu bestimmende numerische Factoren bedeuten.
Diese ergeben sich aus

SV =0,

1 Vergl. Mertens a. a. O.
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welche Relation die Gleichungen

1
Z+8y.:0
2u+12y =0
oY
pte=0

liefert. Man erhiilt somit

V = t3———2i51:t8z+ 2—,}.—3 jsa.

513
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