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Die Covarianten von » Punkten eines Raumes von n—2
Dimensionen hat Herr Klein! mit der Theorie der Resolventen
einer (Gleichung nter Ordnung in Beziehung gesetzt. Man kann
diese Covarianten auch, wie dies in der vorliegenden Mittheilung
geschehen soll, mit der bindren Invariantentheorie in Zusammen-
hang bringen. Hiezu lege man durch die Punkte eine Curve
(n—2)ter Ordnung, die man, da sie rational ist, als bindren Triger
betrachten kann. Construirt man dann auf der Curve fiir die
n Punkte eine Covariante, so beschreiben die Punkte dieser
Covariante eine covariante Flache der » Punkte, wenn die Curve,
durch die » Punkte gehend, variirt. 2

1. €, durch n Punkte des R, .. Es sei im Raume
R, 5 von n—2 Dimensionen ein n-Eck (p) von = Punkten p;
(i=1,...,n) gegeben. Durch diese Punkte gehen oo”—2 Curven
n— 2ter Qrdnung, welche als in R, _, liegend rational sind und
mit § bezeichnet werden sollen. Durch jeden weiteren Punkt des
Raumes ist eine einzige Curve € bestimmt.

Lésst man in (p) den Punkt p; weg, so bleibt ein (r—1)-Eck
[p):; n—2 Punkte des letzteren bestimmen eine Ebene des
R,_»3 und die n—2 Seitenebenen von [p]; bilden eine Fliche:

1 Siehe F. Klein, Uber eine geometr. Repriisentation der Resolventen:
algebr, Gleichungen, Math. Ann., Bd. 1V, 8. 346.
2 Vergl: Construet. d. Polargruppen, diese Sitzungsber., Bd.100, S.326.
3 Wir bezeichnen als ,Fliche“ des R,—2 jedes seiner Gekilde von
n— 3 Dimensionen, speciell als ,Ebene“ das lineare Gebilde.
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n— 2ter Ordnung. Es wurde nun 1. ¢. gezeigt, dass die erste Polar-
gruppe des Punktes p; beziiglich der Punktgruppe [p]; in der
Polarebene P; von p, beziiglich dieser Flidche liegt, also in einer
Ebene, welche unabhingig von der durch die Punkte gelegten
Curve € ist. Diese Ebene P; soll die ,Gegenebene* des Punktes
p; heissen; man erhilt so » Gegenebenen, welche ein n-Flach
(P) bilden. Dasselbe soll das ,Gegenflach“ des n-Ecks (p)
heissen; (p) ist dann das ,Gegeneck® von (P).

Ist #; = O die Gleichung der Ebene P;, so kann man setzen:
Y2, — 0 und kann die x; als Coordinaten eines Punktes des R, _,
verwenden. Dann ist es leicht, eine Parameterdarstellung
der Curve © aufzustellen.

Es sei hiezu (@, + a,e,)" = a; eine bindre Form, deren
wirkliche Coéfficienten @, wiren, und es sei gesetzt:

aa

= (a—ay) (a—a,) (x—a),

80 dass £=0 »n Punkte einer Geraden gibt. Dann ist die erste
Polargruppe des Punktes o, beziiglich der n—1 iibrigen Punkte
von f gegeben durch die Gleichung:

n

o= Yot = (- k)

%1

Setzt man nun:

51
n
X, = — y 1)
a—o; Lio—a
7==1

50 folgt zunichst, dass Yo, = 0 ist. Es wird daher jedem Punkte
der Geraden ein Punkt eines Raumes von n—2 Dimensionen
entsprechen, dessen Coordinaten «; sind, und diese Punkte werden
auf einer Curve n—2ter Ordnung liegen; die Coordinaten der
Punkte dieser Curve sind in 1) rational durch den Parameter «
dargestellt.

Den Parameterwerthen o — «; entsprechen » Punkte p, der
Curve. Die Ebene @; =0 wird vermige der Gleichung 1) aus
dieser Curve die 1te Polargruppe des Poles p, beziiglich der z—1
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iibrigen Punkte von (p) ausschneiden, daher sind ;=0 die
Gleichungen der Gegenebenen P; des n-Ecks (p). Es ergibt sich
demnach, dass die Gleichungen 1) die Parameterdarstellung einer
die Punkte (p) enthaltenden Curve € geben.

Multiplicirt man in den Gleichungen 1) auf den rechten
Seiten mit dem Factor «—e,, so erhilt man dann fiir « = «, die
Coordinatenwerthe:

&, = l1—mn,

wihrend die n—1 iibrigen Coordinaten alle den Werth 1 haben.
Daher hat man fiir die Coordinaten des Punktes p,:

#;=1—n und x,=1,

wenn k Z i ist.

Wenn man demnach in den Gleichungen 1) statt der «; ein
anderes Werthsystem ; substituirt, so erhilt man die Parameter-
darstellung einer anderen Curve §, welche durch die Punkte
(p) geht.

Ein Punkt der Geraden p,p, hat, wenn 2 ein beliebiger
Parameter ist, die Coordinaten:

2y, =A—(r—1), 2, =1—(n—1)X; @y, 2,...0, =14+1;

soll der Punkt in der Ebene P, liegen, so muss 2, = O sein, daher
A=mn—1, und es ergibt sich fiir seine iibrigen Coordinaten:

T, = 2—n; X3, &, ..., 2, =1.

Es folgt demnach, dass sich das (r—1)-Eck [p]; aus dem
Punkte p, auf dessen Gegenebene P; in ein (n—1)-Eck projicirt,
dessen Gegenflach gebildet wird von den Schnittriumen von P;
mit den Ebenen des (» —1)-Flachs [P],. Ahnlich folgt weiter:
Projicirt man aus den k¥ Punkten p, ... p; die tibrigen n—# Punkte
von (p) auf den gemeinsamen Raum R,_,_; der k Ebenen P,... P,
so erhilt man n—#% Punkte, deren n—2—% Gegenebenen inR,_»_»
von den Ebenen Py, ..., P, ausgeschnitten werden.

2. Covarianten- und Invariantenflichen. Wir denken
uns nun auf der Curve @ fiir die Punkte (p) die v Punkte (¢) einer
Covariante vter Ordnung construirt. Variirt ¢, durch die Punkte
(p) gehend, so beschreiben die Punkte (¢) eine Fliche, welche
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die ,Covariantenfliche“ der gewiihlten Covariante heissen
moge. Diese Fldche hingt vermoge ihrer Construction nur von
den Punkten (p) ab, ist demnach eine Covariante des n-Ecks (p).
Jede Covariante von (p) ist aber auch eine Covariante seines
Gegenflachs (P): Die Covariantenfliche ist dem Gegenflache
covariant.

Nun hat Herr Klein 1. ¢. bewiesen, dass jede Covariante
eines n-Flachs im Raume von z—2 Dimensionen, dessen Seiten-
fliclhen die Gleichungen ;=0 haben und wobei &, =0 ist,
eine symmetrische Function der «, ist. Es ergibt sich demnach,
dass jeder Covariante von f eine symmetrische Function der a;
entspricht, die, gleich Null gesetzt, die Gleichung der zugehirigen
Covariantenfliche liefert.

Aber auch umgekehrt: Jede covariante Fliche F des n-Ecks
(p) schneidet aus © eine Covariante der Gruppe (p) auf € aus;
denn jede lineare Transformation der Curve © in sich ist eine
Collineation des R, »; geht bei dieser Transformation der Curve
die Gruppe (p) in die Gruppe (p') iiber, so die covariante Fliche
F in F’; also iibergeht die Gruppe, welche F aus ¢ ausschneidet,
in die Schnittgruppe, welche auf F’ liegt.

Die Covariantenfliche geht nothwendig im Allgemeinen eine
Anzahl Male durch die Punkte p; hindurch. Diese Anzahl nennen
wir die ,Potenz p der Covariante“; denn die Covarianten-
fliche schneidet aus @ die Covariante aus und die Gruppe (p)
so oftmal, als diese Potenz der Covariante betrigt. Den Kegel,
welcher der Fliche im Punkte p, umschrieben ist, nennen wir
den ,Potenzkegel“ der Covariante fiir den Punkt p,. Man
erhilt sein Gleichungspolynom als niedrigste Entwickelungs-
glieder der Covariantenfliche an derStelle z, = 1—n; 2,,2,... = 1.

Es gibt Covariantenflichen mit der Potenz Null, welche nicht
durch die Punkte (p) gehen. Solche sind z. B. durch die elemen-
taren symmetrischen Functionen der @; gegeben und durch die
Potenzsummen der #,; denn diese Functionen werden nicht durch
das Werthsystem x, = 1—n; x,, 2, =1 befriedigt.

Der Schnitt der Covariantenfliche mit der Ebene P; ist eine
Covariantenfliche desjenigen (n—1)-Ecks [ p], welches die Pro-
jection von [p]; aus dem Centrum p; auf die Ebene P; ist. Alige-
meiner schneidet eine Covariantenfliche den gemeinsamen Raum
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R, s von k Ebenen P,... P, des Gegenflachs (P) in einer
Covariantenfliche des (n—=£k)-Ecks [«]®, welches man erhilt,
indem man aus den Punkten «, ... «; die iibrigen Punkte («) auf
diesen gemeinsamen Raum projicirt. Dies ergibt sich, wenn man
in der symmetrischen Function der x; die @,,...,2; gleich Null
setzt; dann bleibt eine symmetrische Funetion der fibrigen a,
welche wieder eine Covariantenfliche des (n—£k)-Ecks ist, weil
auch die Summe der tibrigen & verschwindet.

Aus einer Seitenebene des z-Ecks (p), welche n—2 dieser
Punkte verbindet, schneidet eine Covariantenfliiche ebenfalls eine
Covariante des (n—1)-Ecks aus, welches aus den n—2 Punkten
besteht und aus dem Punkte, welcher auf der Verbindungslinie
der iibrigen beiden Punkte von (p) liegt.

Auch der Potenzkegel K; von p, schneidet aus der Gegen-
ebene seines Scheitels eine covariante Fliache des (n—1)-Ecks
[p]} aus; denn wiére [P]; ein (n—1)-Flach, dessen Ebenen die
Ebene P, in denselben Réumen schneiden, wie die Ebenen [P]},
so kann man eine centrale Collineation des B, , construiren, in
welcher der Ebene P, die Ebene P/ entspricht und in welcher die
Ebene P; Collineationsebene ist. Dann entspricht auch dem Gegen-
eck (p) von (P) das Gegeneck (p’) von (P’) und der Covarianten-
fliche F von (p) die Covariantenfliche F/ von (p’); daher auch der
Potenzkegel K; dem Potenzkegel K/ von p;. Diese Potenzkegel
miissen sich demnach auf P; schneiden und dieser Schnitt muss
eine covariante Fliche von [p]/ sein, da er, wie gezeigt wurde,
unabhingig von (P) ist und nur durch [P]; bestimmt erscheint.

Ebenso sieht man, dass der Kegel K; den Raum R, ,_, in
ciner Covariantenfliche des (r—k)- Ecks [«]® schneidet.

Jeder Invariante von f entspricht eine Fliche,
welche auf folgende Weise erzeugt werden kann. Man bestimme
alle Curven @, auf welchen die Punkte (p) eine binire Form
bilden, fitr welche immer dieselbe Invariante verschwindet; dann
erfilllen diese Curven eine Fliche, welche die ,Invarianten-
fliche der Invariante“ heissen moge. Auch diese Fliche ist
covariant zun dem n-Eck (p); daher ist ihr Gleichungspolynom
eine symmetrische Function der 2. Umgekehrt ist jede covariante
Fliche von (p), welche durch Curven © erzeugt werden kann,
eine Invariantenfliche der bindren Form.
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3. Covarianten und symmetrische Functionen. Wenn
eine ganze rationale Function mehrerer Flachenpolynome identisch
verschwindet, so wird auch zwischen den Punktsystemen, welche
die Flichen auf einer rationalen Curve ausschneiden, eine ent-
sprechende Relation bestehen. Wenn demnach eine Relation
zwischen Invarianten- und Covariantenflichen vorliegt, d. h. also
eine Relation zwischen den ihnen entsprechenden symmetrischen
Functionen, so werden diese Flichen auf einer Curve € Covarianten
ausschneiden, zwischen welchen eine Relation besteht. Diese
Relation wird sich von der, welche zwischen den Covarianten-
flichen besteht, dadurch unterscheiden, dass in sie noch f ein-
treten kann.

Ist C eine beliebige Covariante und sind ¢,, ¢, ... ¢, (Wwobei
¢, == 0) die elementaren symmetrischen Functionen der #, so lisst
sich die symmetrische Function, welche zu C gehort, ganz und
rational durch die ¢,...c, ausdriicken. Daher ist die Schnitt-
gruppe S der Fliche € mit der Curve € ganz und rational aus-
driickbar durch die Schnittgruppen mit den Covariantenflichen
¢, ¢,. Die Schnittgruppe S besteht aber aus der Covariante C
und der Gruppe (p), diese letztere so oftmal genommen, als die
Potenz p der Covariante betrigt; daher besteht die Gleichung:

[P C=0G(e,...c,).

Es sind daher die Covarianten, welche die elementaren
symmetrischen Functionen liefern, ein System von associirten
Formen oder Schwesterformen der gegebenen Form f; im
nédchsten Artikel wird sich ergeben, dass sie mit den Hermite’-
schen Schwesterformen identisch sind.

Auch jedes andere System von »—1 Covarianten,
durch deren zugehtrige symmetrische Functionen sich
alle anderen symmetrischen Functionen ganz und
rational ausdriicken lassen, wird ein System von
Schwesterformen bilden, so z. B. die Covarianten, welchen
die Potenzsummen s, ... s, zugehoren. Da diese Potenzsummen-
flichen wieder nicht durch die Punkte (p) gehen, werden wir
wieder die Gleichung haben:

. C=T(s, s,).
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Es konnen aber auch »—1 Covarianten, zu welchen sym-
metrische Functionen (durch welche sich die anderen symmetri-
schen Functionen rational und ganz ausdriicken lassen) gehoren,
und die eine gewisse Potenz in den Punkten (p) haben, als
Schwesterformen auftreten; dann wird aber in den Ausdriicken
der Covarianten durch diese Schwesterformen auch noch f ein-
treten, wie dies bei denSchwesterformen von Clebsch derFall ist.

Um aus der Gleichung einer Covariantenfliche von (P), der
annullirten symmetrischen Function der x, die zugehorige Co-
variante zu erhalten, hat man in dem Gleichungspolynom die
Substitution 1) zu machen und erhélt den Satz:

Jede Covariante von f ist mit einer Potenz von f
multiplicirt eine symmetrische Function der #» Grossen:

n
n 1
A— Z & —ay
z=1

Man kann daber sagen: Die » Formen n—2ter Ordnung,
welche erste Polaren der Punkte von f beziiglich der
n—1 tibrigen Punkte von f sind (zwischen welchen =
Formen eine lineare Relation besteht), bilden ein sym-
metrisches System irrationaler Schwesterformen von f.

Symmetrische Functionen der letzten Ausdriicke sind aber

symmetrische Functionen der Quotienten

, aus welchen man

¢

“—
die elementaren symmetrischen Functionen bilden kann, durch
welche sich dann alle anderen symmetrischen Functionen ganz
und rational ausdriicken lassen. Diese elementaren Functionen
sind aber die Ableitungen von f nach «, multiplicirt mit Potenzen
von f; daher ergibt sich die bekannte Darstellung durch die ein-
seitigen Derivirten der Form.! Die Bedingung der Symmetrie in
den Ausdriicken 1) ersetzt demnach die Differentialgleichung,
welcher die Covariante als Function der Derivirten geniigen muss.
Da die Ausdriicke 1) auch geschrieben werden konnen:

Cp— Uy,
r = ———————
U= Oy s G0y

1 Siehe D. Hilbert, Uber eine Darstellungsweise der inv. Gebilde
im bindren Gebiete, Math. Ann., Bd. 30, S. 15.
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so ist auch jede Covariante, multiplicirt mit Potenzen von f eine
symmetrische TFunction dieser letzten Ausdriicke. Um das Leit-
glied dieser Covariante zu erhalten, hat man in diesen Ausdriicken
o = oo zu setzen, und es ergibt sich: Das Leitglied einer jeden
Covariante ist eine symmetrische Function der Ausdriicke ;

n

O
nai—s a,

ya

%=1

oder, wenn @, der Coé&fficient der binéiren Form ist: der Ausdriicke
n(e;+a,); daher: Das Leitglied einer jeden Covariante
ist eine symmetrische Function der Ausdriicke @ +a;,
und umgekehrt ist jede solche Fumnection das Leit-
glied einer Covariante von /. Ist @, = O, was durch lineare
Transformation immer erreicht werden kann, so ist dann jede
symmetrische Function der a, eine Covariantenfliche von f und
umgekehrt,

Man erhilt die symmetrische Function, welche die Gleichung
der Covariantenfliche einer vorgelegten Covariante gibt, indem
man in dem Leitgliede der Covariante 4,—=1 und @, =0 setzt;
dann ergibt sich eine symmetrische Function der «, und aus dieser
die gesuchte Function, indem man «, = ; setzt. Umgekehrt erhélt
man aus der symmetrischen Function der x; das Leitglied der
Covariante, indem man fiir @, substituirt: «,+a@, oder, wenn man
homogen werden will, indem man dafiir setzt: a)+;@,.

Da eine jede Invariante eine symmetrische Function der
Wurzeldifferenzen ist, so erhilt man daher die Gleichung der
Invariantenfliche, indem man fiir die Wurzeln «, setzt: ;. Z. B.:
Die Diseriminantenfliche (die Invariantenfliche der Discri-
minante) ist das Quadrat der Wurzeldifferenzen; da aber ;,—a2, =0
eine Seitenfliche des n-Ecks (p) darstellt, so besteht die Diseri-

minantenfliche aus dem Quadrate des %n(n—l)-Flachs der

Seitenebenen von (p). Die Discriminantenfliiche muss aus allen
zerfallenden Curven @, welche (p) enthalten, besteben, da auf
Jjeder nicht zerfallenden Curve ¢ die Punkte (p) von einander
getrennt sind.

Sitzb, d. mathem.naturw. Ct. C. Bd. Abth, IL a. 40
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Es konnen aber auch n--1 Covarianten, zu welchen sym-
metrische Functionen (durch welche sich die anderen symmetri-
schen Functionen rational und ganz ausdriicken lassen) gehoren,
und die eine gewisse Potenz in den Punkten (p) haben, als
Schwesterformen auftreten; dann wird aber in den Ausdriicken
der Covarianten durch diese Schwesterformen auch noch f ein-
treten, wie dies bei denSchwesterformen von Clebsch derIall ist.

Um aus der Gleichung einer Covariantenfliche von (P), der
annullirten symmetrischen Function der x, die zugehtrige Co-
variante zu erhalten, hat man in dem Gleichungspolynom die
Substitution 1) zu machen und erhilt den Satz:

Jede Covariante von f ist mit einer Potenz von f
multiplicirt eine symmetrische Function der » Gréssen:

n
n 1
xX— 0y Z a—ay
%=1

Man kann daher sagen: Die » Formen n—2ter Ordnung,
welche erste Polaren der Punkte von f beziiglich der
n—1 iibrigen Punkte von f sind (zwischen welchen =
Formen eine lineare Relation besteht), bilden ein sym-
metrisches System irrationaler Schwesterformen von f.

Symmetrische Functionen der letzten Ausdriicke sind aber

. i . 1
symmetrische Functionen der Quotienten , aus welchen man
$—

die elementaren symmetrischen Functionen bilden kann, durch
welche sich dann alle anderen symmetrischen Functionen ganz
und rational ausdriicken lassen. Diese elementaren Funectionen
sind aber die Ableitungen von £ nach «, multiplicirt mit Potenzen
von /5 daher ergibt sich die bekannte Darstellung durch die ein-
seitigen Derivirten der Form.! Die Bedingung der Symmetrie in
den Ausdriicken 1) ersetzt demnach die Differentialgleichung,
welcher die Covariante als Function der Derivirten gentigen muss.
Da die Ausdriicke 1) auch geschrieben werden konnen:

f—
r =
Z d—0a;. 0—0’,
1 Siehe D. Hilbert, Uber eine Darstellungsweise der inv. Gebilde
im bindren Gebiete, Math. Ann., Bd. 30, S. 15.
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so ist auch jede Covariante, multiplicirt mit Potenzen von f eine
symmetrische Function dieser letzten Ausdriicke. Um das Leit-
glied dieser Covariante zu erhalten, hat man in diesen Ausdriicken
o = oo zu setzen, und es ergibt sich: Das Leitglied einer jeden
Covariante ist eine symmetrische Funection der Ausdriicke ;

n
-

710(5—3 [~
A

%=1

oder, wenn @, der Coéfficient der biniiren Form ist: der Ausdriicke
n(a;+a,); daher: Das Leitglied einer jeden Covariante
ist eine symmetrische Function der Ausdriicke @ +«,,
und umgekehrt ist jede solche Funection das Leit-
glied einer Covariante von f. Ist #, = O, was durch lineare
Transformation immer erreicht werden kann, so ist dann jede
symmetrische Funection der «; eine Covariantenfliche von f und
umgekehrt.

Man erhilt die symmetrische Function, welche die Gleichung
der Covariantenfliiche einer vorgelegten Covariante gibt, indem
man in dem Leitgliede der Covariante @, =1 und @, =0 setzt;
dann ergibt sich eine symmetrische Function der «; und aus dieser
die gesuchte Funetion, indem man o, = x; setzt. Umgekehrt erhalt
man aus der symmetrischen Function der x; das Leitglied der
Covariante, indem man fiir «; substituirt: «;+@, oder, wenn man
homogen werden will, indem man dafiir setzt: a,+«;a,.

Da eine jede Invariante eine symmetrische Function der
Wurzeldifferenzen ist, so erhilt man daher die Gleichung der
Invariantenfliche, indem man fiir die Wurzeln o, setzt: 2;. Z. B.:
Die Diseriminantenfliche (die Invariantenfliche der Discri-
minante) ist das Quadrat der Wurzeldifferenzen; da aber #,—a, =0
eine Seitenfliche des n-Ecks (p) darstellt, so besteht die Diseri-
minantenfliiche aus dem Quadrate des %n(n—l)-Flachs der
Seitenebenen von (p). Die Discriminantenfliche muss aus allen
zerfallenden Curven €, welche (p) enthalten, besteben, da auf
Jeder nicht zerfallenden Curve @ die Punkte (p) von einander
getrennt sind.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL C. Bd. Abth, IL. a. 40
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4. Schwesterformen. Setzt man nach dem letzten Satze
des vorigen Artikels in dem Leitgliede der Covariante, welcher
die elementare symmetrische Funection ¢; entspricht, ¢,=1, 4, =0,
so wird man dieselbe symmetrische Function der «; erhalten, also

den Cosfficienten @,. Nun ergeben sich die Hermite’schen
Schwesterformen ! C,, indem man aus

[1Bi+15, und A

die « eliminirt; dann ist:

f.C.= (afy a;”
Um das Leitglied dieser Covariante C, fiir ¢, =1, @ =0
zu erhalten, setzen wir zunéchst in a4, ein: «, =1, «, =0 und
erhalten:

ap=" B (—1) < )a" Al

da ferner fiir @, = 1, @, = 0 sich ergibt: f;, =1, f, = 0, so tiber-
geht der letzte Ausdruck in a?—"a; = a,.

Das Leitglied der Covariante C, ist demnach a, fir a,—1,
@, = 0. Daher sind die Covariantenflichen, welche diesen
Covarianten zugehoren, dargestellt durch die elementaren sym-
metrischen Functionen der «; sie sind:

S, ...a,=0.

Die Covariante C, ist mit der Hesse’sehen Covariante iden-
tisch; daher ist 2,2, = 0 oder, da T, =0 ist, auch Y22 =0
die Gleichung der Covariantenfliiche der Hesse’schen Covariante,
wir erhalten demnach wieder denSatz: Die Hesse’sche Covariante
der Gruppe (p) wird aus € von der Hauptfliche von (p) aus-
geschnitten,

Wenn nun eine beliebige Covariante vorliegt, so erhilt man
nach dem letzten Satze des vorigen Artikels die zugehdrige sym-
metrische Function, indem man im Leitgliede a,—1, @, =0
setzt. Diese symmetrische Funetion hat nun in den «; einen Grad,
welcher gleich dem Gewichte ¢ des Leitgliedes ist; daher ist ¢
die Ordnung der zugehorigen Covariantenfliche:

Siehe z. B. Gordan’s Vorlesungen, herausgeg. von Kerschen
steiner, IT, S. 356.
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Die Ordnung der Covariantenfliche einer Co-
variante ist gleich dem Gewichte ¢ ihres Leitgliedes.

Der Schnitt § der Covariantenfliche mit € besteht nun nach
Obigem aus dem p-mal gezdhlten Schnitte £ und aus der Co-
variante C, deren Ordnung v und deren Grad ¢ sein moge. Da die
Ordnung der Covariantenfliche gleich ¢ ist, folgt daher

(n—2)i = n.p+v;

nun ist ferner 27 =n.g—v, so dass sich ergibt: { =p-+g oder:
Die Potenz einer Covariante ist gleich dem Ge-
wichte weniger dem Grade derselben.
Die Ordnung der Invariantenfliche einer Invariante vom

Grade g ist: %ng, ihre Potenz: %(n—.?) g.

Die Hermite’schen Schwesterformen haben alle die Potenz0,
ihr Gewicht ist gleich ibrem Grade. Bei den Schwesterformen
von Clebsch:

Gy = (f)/)g/a T — ((f?f)gl;f)

haben die ¢,, v, die Potenz 2(x—1).

Die Covarianten o,, v, sind respective identisch mit den
Covarianten C, und C,; daher hat die Covariantenfliche der
Functionaldeterminante zwischen der Hegsse’schen und der
Grundform die Gleichung Z#¥=0. Speciell:

Die Diagonalfliiche des Pentaéders (P) schneidet aus €, die
Form (H, f) der Gruppe (p) aus.

5. Beispiele. Die Invarianten- und Covariantencurven
einer Form 4ter Ordnung sind die Combinanten des Kegel-
schnittbiischels, welches die 4 Punkte (p) zu Basispunkten
hat. Das System dieser Combinanten besteht demnach aus den
3 Curven, welche den elementaren symmetrischen Functionen
der a; entsprechen, n#mlich dem Hauptkegelschnitte, dem
Diagonaldreiseit und dem Gegenvierseit (P) von (p).

Die Invariantencurven zerfallen in Kegelschnitte des
Biischels, und zwar die ¢, entsprechende Curve in 2 Kegel-
schnitte E, die g, entsprechende Curve in 3 Kegelschnitte H. Die
Seite 4, wird von den drei iibrigen Seiten (P) in 3 Punkten (v)
geschnitten. Nach Artikel 1 miissen die Kegelschnitte E eine
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Covariante der Gruppe (r) aus P; ausschneiden; da aber eine
Covariante 4ten Grades von (») das Quadrat der Hesse’schen
Covariante sein muss, so beriihren die Kegelschnitte E die
Gerade 4; in den Punkten dieser Covariante. Die Kegelschnitte
H schneiden eine Covariante 6ter Ordnung der Gruppe (r) aus;
werden die Punkte (+) als Ecken eines gleichseitigen Dreiecks
auf einem Kreise gedacht, so sind die Punkte dieser Covariante
die tibrigen Ecken des reguliren Neunecks, zu welchem dieses
Dreieck gehort.

Um auch ein Beispiel fiir eine Invariantenfliche der Form
Ster Ordnung zu geben, suchen wir diese Fliche fiir die Her-
mite’sche Invariante 18ten Grades J;;. Die Ordnung dieser
Fliche ist 45.

Die Ebene P; werde von den anderen Seitenebenen des
Pentaeders (P) in den Seiten eines Vierseits ¥V geschnitten, dessen
Diagonaldreiseit die Seiten ¢, mit den gegeniiber liegenden Eck-
punkten d; (i =1, ..., 5; e=1,2, 3) habe. Es sei ferner [p]; das
Tetra&der, welches alle Punkte (p) ausser den Gegenpunkt p; von
P; enthiilt. Dann ist die erste Polarfliche F; des Poles d;
beziiglich des Tetragders [p], eine Fliche dritter Ord-
nung, welche Theil der Invariantenfliche von J, ist.
Denn die 15 Flichen F,, welche von @, beschrieben werden
konnen, geben eine Invariantenfliiche von der Ordnung 45; diese
Fliche gehort daher zu einer Invariante 18ten Grades, also zu
der einzigen J,,.

Die Fliche F, hat die Punkte [p], zu Doppelpunkten und
beriihrt im Punkte p. die Ebene, welche 0, enthilt, so dass die
3 Ebenen p,0, dem Potenzkegel des Punktes p, angehoren; in
dieser Tangentialebene liegen ausser 6, noch zwei Gerade der
F,, nimlich die Tangenten, welche von p, an die Hauptfliiche des
Pentaéders (P) gezogen werden konnen. Die Fliche F, schneidet
die Ebene P, in der Geraden & und in einem Kegelschnitte I(j",
die 3 Kegelschnitte K., K7, K3 gehoren zu dem Systeme har-
mouisch-zugeordneter Kegelschnitte des Vierseits V.

Da F! die Geraden 8. enthélt und von €, beschrieben wird,
kann man auch sagen: Die Invariantenfliiche von J, ist
der Ort der €,, welche die Diagonalfliche des Penta-
€ders (P) in einem Punkte der 15 Geraden schneiden,
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weleche diese Fliche in den Pentadderebenen

besitzt.

Der Punkt ! hat als Eckpunkt des Diagonaldreiecks des
Vierseits, welches die Ebenen «,, @, @, #; =0 aus der Ebene
@, = 0 ausschneiden, die Coordinaten:

z,=0, o, =1, 2,=1, x,=—1, z,=—1;
die Seitenflichen des Tetradders [p], haben die Gleichungen:
r—x,, x,—x, x,—x, r—xr,=0.

Daher ist die Gleichung der Polarfliche des Punktes d}
beztiglich dieses Tetraéders:

O=z,—a,.¢,—x;.0,—,.0,—;.

1 1 1 1
. + —_— Ju— fund
T —Ty  Ty—Xy  B—X, By — X
=Ty X — Xy Xy — X B — Ty O — X, By T

der letzte Ausdruck ist in der That einer der Factoren 3ten Grades,
in welche Hermite die Invariante J,4 zerlegt hat.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1891
Band/Volume: 100_2a
Autor(en)/Author(s): Waelsch Emil

Artikel/Article: Uber eine geometrische Darstellung in der Theorie der
bindren Formen. 574-585


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35709
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=184722

