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Uber Involutionen hoheren Grades auf nichtrationalen
Tragern

von

Emil Weyr,
w. M. k, Akad.

I. Gemeinsame Elementenpaare zweier Involutionen
erster Stufe auf einem Triger vom Geschlechte Eins.

Wir denken uns die eine Involution J als Punktinvolution
auf einer Raumcurve R, ; nter Ordnung vom Geschlechte Eins
und verbinden je zwei einer Gruppe angehdrigen Punkte durch
eine Gerade; alle diese Geraden erfiillen die der Involution ent-
sprechende Involutionsfliche ¢.

Die durch irgend eine feste Gerade G gehenden Ebenen
schneiden R, ; in einer Involution J? nten Grades erster Stufe,
und die den beiden Involutionen J J* gemeinschaftlichen Punkte-
paare liegen offenbar auf Erzeugenden der ¢-Fliche, welche die
Gerade G schneiden. Die Zahl g(m,n) der den beiden Involu-
tionen mten und nten Grades gemeinschaftlichen Elementenpaare
wird also zugleich den Grad der Involutionsfliche ¢ darstellen.

Da jeder Punkt von R, ; mit (m —1) anderen Punkten der
Curve eine Gruppe der J bildet, so ist die Curve R, eine
(m—1)-fache Curve von ¢.

Wenn wir die Gerade G als durch einen Punkt ¢ von R,
hindurchgehend annehmen, so geht Jp tiber in eine Jr—!, welche
also mit der J* g(m, n—1) gemeinsame Paare haben wird, von
denen jedes auf einer die G schneidenden Erzeugenden von ¢
gelegen ist; zu den so entstehenden g(m, »—1) Schnittpunkten
von ¢ mit G tritt noch der (m —1)-fache Punkt «, so dass wir im
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Ganzen g(m,n—1) + (m—1) Punkte haben. Dies gibt die
Beziehung
g(m,n) = g(m,n—1) +m—1. 1)

Diese Recursionsformel liefert, wenn man statt » der Reihe
nach n—1, n—2, ..., 4, 3 setzt, die Gleichungen:

g(m,n—1) = g(m, n—2)+m—1
g(m, n—2) = g (m, n—2)+ m—1

g(m3) = g¢g(m2)+m—1
welche, zu 1) addirt, die Relation:
g(m, n) = g(m, 2) + (n—2) (m—1) 2)

ergeben. Nun kann man fiir ¢(m, 2) die schon frither einmal®
gefundene Zahl (m—2) setzen, oder aber, wir setzen in 1) an Stelle
von m die Zahl 2 und schreiben m statt »; dies gibt

g2,m) =¢g(2,m—1)+1,

woraus, wenn statt m der Reihe nach m—1, m—2, ..., 3 gesetat
wird, sich die Gleichungen

92, m—1) = g(2,m—2) +1
g(2,m—2)=¢g(2, m—3)+1

92,8 = 92 2)+1
ergeben, welche, zur obigen addirt, die Relation
9(2,m) =g(2,2)+m—2

liefern. Nun ist eine Paarinvolution dureh ein Paar vollkommen
bestimmt, so dass zwei Paarinvolutionen kein gemeinsames
Elementenpaar besitzen, d. h. ¢(2, 2) = 0, somit

g@2,m)y=m—2,

was in 2) gesetzt, die Gleichung

1 Siehe: Uber Raumcurven fiinfter Ordnung vom Geschlechte Eins,
XC. Band, 1884, S. 210.
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g(my n) = (m—1) (n—1)—1 3)
liefert.

sZwei auf einem Tridger vom Geschlechte Eins
befindliche Involutionen erster Stufe mten ynd nten
Grades besitzen [(m—1)(n—1)—1] gemeinschaftliche
Elementenpaare.”

Wird & als eine r-punktige Secante von R, ; vorausgesetzt,
so erhdlt man statt 1) die Gleichung ¢(m, n) = g(m, n—r)+
+7r (m—l), aus welcher fiir » — n—2 sofort die Gleichung 2) folgt.

Ubrigens kann die Gleichung 3) direct geometrisch abge-
leitet werden, wobei man entweder rdumliche oder nur ebene
Betrachtungen zu Grunde legen kann.

Wir beginnen mit Letzteren. Es seien x und »’ zwei positive
ganze Zahlen, welche der Gleichung m—n — x—=x' geniigen, und
wir setzen m+# —=n+2x—=¢. Es sei C,, eine beliebige ‘ebene
Curve gter Ordnung vom Geschlechte Eins, welche den Punkt «
zu einem z-fachen und den Punkt & zu einem «'-fachen Punkie

@L;"_Q)—l Doppelpunkte
x(x—1)
2
Doppelpunkte zihlt, so wird sie ausser den mehrfachen
(D=2 | #—1)_#(—1)

2 2 2
Doppelpunkte ¢ besitzen. Die durch ¢ gehenden Strahlen be-
stimmen auf C eine J und die durch 6 gehenden Strahlen eine
J". Die diesen beiden JJ;" gemeinsamen Paare sind nun offenbar
dargestellt: erstens durch die Doppelpunkte & und zweitens durch
die Paare, welche man aus den (¢q—=»-—x") Schnittpunkten von C
mit der Geraden «b bilden kann und deren Zahl somit

(q—*»—=*)(g—x—#—1)
2

ist. Die Zahl der beiden Involutionen gemeinsamen Paare ist somit:

(—1)(g—2) | #(e—l) #(—1) (g—r—r)(g—r—r—1)
: )2q R R R 2

haben mag; da sie im Ganzen

besitzen muss, und da «, respective b, fiir

/(/__ )

, respective

Punkten @, b noch weitere

Diese Zahl ist aber gleich (¢ —x—1)(¢—#—1)—1 oder aber
gleich (m—1)(n—1)—1 wie frither.
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Betrachten wir eine Raumecurve B, ; vom Geschlechte Eins
und von beliebiger Ordnung ¢(g=m, n); es sei 4 eine (¢—=n)-
punktige und B eine (¢—m)-punktige Secante derselben. Eine
Gerade X, welche lings derLeitlinien R, 4, B hingleitet, beschreibt
eine Regelfliche (m-n)ter Ordnung, welche 4 zur m-fachen und
B zur n-fachen Geraden hat, wihrend R fiir die Fldche einfach
ist. Das Ebenenbtischel 4 bestimmt auf R eine J und das Biischel
B eine J}; die gemeinsamen Elementenpaare beider liegen offenbar
auf Doppelerzeugenden der Regelfliche. Der ebene Schnitt der
Regelfliche muss auch vom Geschlechte Eins sein, weil er ja
punktweise eindeutig auf R bezogen erscheint; dieser Schnitt
ist eine Curve (m-+n)ter Ordnung mit einem m-fachen Punkte
auf 4 und einem n-fachen auf B. Die Zahl seiner noch auf-
tretenden Doppelpunkte ist nach Obigem gleich ¢(m, ). Wir
haben also die Relation:

(m+n—1)(m+n—2) . m(m—1) B n(n—1)
2 2 2

woraus wie friither
g(m,n) = (m—1)(n—1)—1

—g(mn) =1,

folgt.

Aus dem Satze iiber die Anzahl gemeinschaftlicher Elementen-
paare einer J und einer J* auf einem Triger vom Geschlechte
Eins folgen sofort die nachstehenden Sitze:

ysDieInvolutionseurve einer auf einer ebenen Curve
nter Ordnung vom Geschlechte Eins befindlichen Punkt-
involution mten Grades (erster Stufe) ist eine Curve von
der [(m—1)(n—1)—1]ten Classe.“

Diese Classenzahl reducirt sich um soviele Einheiten, als es
in der Involution Elementenpaare gibt, welche durch Doppel-
punkte des Trigers dargestellt werden.

Ftr m = 2 ist die Curve von der (n—2)ten Classe und vom
Geschlechte Null (rational).

»Die Involutionsfliche einer auf einer Raumecurve
nter Ordnung vom Geschlechte Eins befindlichen Punkt-
involution mten Grades und erster Stufe ist einc Regel-
fliche [(m—1)(n—1)—1]ter Ordnung, welche die Triger-
curve zur (m—1)-fachen Curve besitzt.“
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Fiir m = 2 ist dieFlidche rational und von der Ordnung (n—2);
der Triiger ist eine einfache Curve der Fliche. Fiir m — 3 ist die
Fliche vom Geschlechte Eins, weil auf die Curve abgebildet.
Bei einer J m=2 auf einer R kann man auch von einer Invo-
lutionscurve sprechen; es ist die Curve, welche von den Ver-
bindungsebenen je dreier Punkte einer Gruppe eingehiillt wird.

Diese Curve ist, wie man sofort sieht, rational fir m —= 3
und vom Geschlechte Eins fiir m —=4.

II. Gemeinsame Elementenpaare zweier Involutionen
erster Stufe auf einem Triger von beliebigem Ge-
schlechte.

Sind die beiden Involutionen J;* J* Punktinvolutionen auf
einer Raumcurve R von beliebigem Geschlechte, so kann man die
eine, z. B. Jp, wieder als durch ein Ebenenbiischel ausgeschnitten
denken und erkennt sofort, dass auch hier die Reductionsgleichung

g(myn) = g(m,n—1)+m—1 1)

giltig bleibt. Nun kann eine Curve von hioherem Geschlechte
definirt werden dadurch, dass auf ihr im Allgemeinen J vor-
kommen, wenn s nicht unter eine bestimmte Grenze sinkt. Wenn
{2 oberhalb dieser Grenze ist, wird man also in 1) auf der linken
Seite statt » die Werthe n—1,n—2, ..., f+1 setzen kdnnen
und erhilt:

gmyn—1)=g(mn—2)+m—1

g(mn—2) =g(mn—3)+m—1

g(m, B+1) = g(m, B) +m—1
was zu 1) addirt die Gleichung:

g(m, n) = g(m, B) + (n—p) (m-—1) 1)
liefert.

Auf g(m, B) kann man diese selbe Reductionsgleichung 1)
anwenden, wenn man in 1) an Stelle von m und » die Werthe §,
respective m, setzt. Dies gibt:

g(Bym) =g (B, m—1)+p~—1
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und wenn hierin der Reihe nach statt m die Werthe m —1, m—2,
., B+1 gesetzt werden:

g(B,m—1)=g(B,m—2)+L—1
9(Bm—2) = g(B,m—8) + p—1

.(/(ﬁr ﬁ +1) :f/(& B)"' B_']-
und durch Addition aller dieser Gleichungen:

g@m =g@B P+ m—L)(E—1).

Setzt man diesen Werth in 1’) ein, so ergibt sich:

g(myn) = (m—1)(n—1)—[(F—1)*—g (8 L)) 4)

In dieser Gleichung ist also ¢(m, ») die Zahl der Elementen-
paare, welche zwei Involutionen mten und nten Grades erster
Stufe auf einem Tréiger von beliebigen Geschlechte gemeinschaft-
lich haben, und ebenso ¢(B, B) die Anzahl der gemeinschaftlichen
Elementenpaare zweier Involutionen Sten Grades und erster Stufe
auf jenem Triger.

Da die Gleichung 4) fiir ein beliebiges (zulidssiges) g und
fir beliebige m, = giltig ist, so erkennt man, wenn m, n als con-
stant und p als variabel gedacht wird, sofort, dass der Werth
[(B—1)*—g(B, )] unabhingig von B und nur von der Natur der
Curve abbingig sein kann., Wir setzen:

B=1*—gB R =p 5)
und bezeichnen p als das Geschlecht der Curve, wobei nun noch
zu zeigen ist, dass diese Zahl in der That jene ist, welche gewhn-
lich als Geschlecht der Curve bezeichnet wird. Zu dem Behufe
betrachten wir eine ebene Curve nter Ordnung mit ¢ Doppel-
punkten. Zwei Strahlenbiischel bestimmen auf ihr zwei J7*, welche
also ¢(n,n) = (n —1)*—p gemeinsame Elementenpaare besitzen
werden. Diese Zahl setzt sich zusammen: «) aus den & Paaren,
welche von den Doppelpunkten reprisentirt werden und &) aus

den nn—1) -Paaren, die man aus den n Schnittpunkten der

Curve mit dem gemeinschaftlichen Strahle der beiden Biischel
bilden kann. Es ist also
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0+ 72(712_1) =n—1)}*—p,

somit

. (=) (—2
S

und p ist daher in der That nichts Anderes, als das Geschlecht
der Curve.

Ebenso fiir eine Raumcurve; da sind die beiden Strahlen-
biischel durch zwei Ebenenbiischel mit sich schneidenden Axen
zu ersetzen und ¢ ist die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte.
Wir haben also den Satz:

psZwei Involutionen erster Stufe von mter und nter
Ordnung auf einem Triger vom Geschlechte p besitzen

g(m,n) = (m—1)(n—1)—p 6)!

gemeinsame Elementenpaare.”

Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar:

p»Die Involutionscurve (Enveloppe der Verbin-
dungsgeraden je zweier einer Gruppe angehorigen
Punkte) einer J» auf einer ebenen Curve nter Ordnung
vom Geschlechte p ist eine Curve [(n—1)(m—1)—p]ter
Classe.“

pDie Involutionsfliche einer J» auf einer Raum-
curve nter Ordnung vom Geschlechte p ist eine Regel-
fliche [(n—1)(m—1)—p]ter Ordnung. Die Curve ist (m—1)-
fach fiir die Flidche.“

III. Zahlder Doppelelemente einer J* auf einem Triger
vom Geschlechte p.

Wir denken uns die J* als Punktinvolution auf einer ebenen
Curve C vom Geschlechte p. Wenn man eine solche eindeutige
Transformation durchgefiihrt denkt, dass das Curvenbiischel,
welches aus € die Gruppen der J* ausschneidet, in ein Strahlen-

1 Siehe: Vorlesungen iiber Geometrie von Alfred Clebsch, I. Band,
S. 446, Gleichung 13. Hier ist (?—2—9) =g(m,n), wend « =L =m—1, a'=
=f, n—l=q=¢'=1 gesetzt wird.
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biischel tibergeht, so wird C in eine Curve C; nter Ordnung trans-
formirt, welche ebenfalls vom Geschlechte p ist und fiir welche
der Scheitel des Strahlenbiischels ein (nz— m)-facher Punkt
sein wird.

Die Curve C; moge ausser dem (z—m)-fachen Punkte noch
& Doppelpunkte und » Riickkehrpunkte besitzen, Die durch den
(n—m) -fachen Punkt gehenden Strahlen schneiden aus C; die
transformirte J;» aus, und die Zahl A der Doppelelemente von J;»
wird somit gleich sein der Summe aus der Zahl # der durch den
(n—m)-fachen Punkt gehenden Tangenten und »:

A = {47,
Die Classe » von C ist gegeben durch
»=nn—1)—(nm—m)(n—m—1)—20—3r

und somit ist, da ¢ = x—2(n—m):

t=n(n—1)—(n—m)(n—m—1)—20—3r—2(n—m)
und folglich

A =n(n—1)—(n—m)(n—m—1) —2(0+7r)—2(n—m).

Da C; vom Geschlechte p ist, so hat man

_(a—1)(n—2) (n—m)(n—m—1)
P= 2 - )

— 00—,

folglich ist
(r—m) (2 —1) + 2(34+1) = (—1) (n—2) —2p,
somit
8 = n(n—1)—(n—1)(2—2) +2p—2 (n—m)

oder
A = 2(m+p—1). Ht

yEine Involution mten Grades erster Stufe auf einem
Tréiger vom Geschlechte p besitzt 2(m—+p—1) Doppel-
elemente.“

1 Siehe 1 c., S. 460.
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Hieraus sofort:

,Eineebene (rdumliche) Curve mter Ordnung vom Ge-
schlechte pist von derClasse (vomRange) [2(m+p—1)—7],
wenn » die Zahl ihrer Riickkehrpunkte ist.

IV. Cubische Involutionen erster Stufe auf Trigern
vom Gescl]echte Eins,

yDurch zwei einer J, ; entnommene Gruppen von
je n Elementen eines Trigers vom Geschlechte Eins
ist eine J* vollkommen und unzweideutig bestimmt.“

Denkt man sich die Involutionen etwa als Punktinvolutionen
auf einer ebenen Curve, so werden durch die beiden m-elementigen
Gruppen die zwei sie enthaltenden Curven der co”—!-fachen
linearen Schaar, welche die J,_; bestimmt, festgelegt und durch
dieselben wieder das Curvenbiischel, welches die J» aus dem
Triager schneidet, Da eine J,_; durch eine Gruppe vollkommen
bestimmt ist, und da der letzte Punkt einer Gruppe durch die
iibrigen m —1 Punkte gegeben erscheint, so kann man auch
sagen:

yEine J» ist durch eine ihrer Gruppen und durch
(m—1) Punkte einer zweiten ihrer Gruppen vollkommen
bestimmt.“

Insbesondere ist also eine J? durch ein Tripel und ein Paar
vollkommen bestimmt.

Auf einer Curve C, , dritter Ordnung vom Geschlechte Eins
kann die durch ein Tripel @ a,¢, und ein Paar 6,6, bestimmte
cubische Punktinvolution J3 erster Stufe folgendermassen ver-
vollstindigt werden. Ein dem Dreieck «,a, «, beliebig umschrie-
bener Kegelschnitt (der auch als Geradenpaar verwendet werden
kann) schneidet die Curve in einem Punktetripel s,s, s, und wird
vom Kegelschnitte der fiinf Punkte s,s, 85 6,6, in einem Punkte s
geschnitten, Um nun die Gruppe zu vervollstindigen, welche den
beliebigen Punkt 2, enthilt, hat man C, , mit dem Kegelschnitte
8,8, 838, in den Punkten a,2, zum Durchschnitte zu bringen;
@ @, x, ist einc Gruppe der J;.

Liegen die Punkte «,a, a5, b,b, auf einer Raumcurve vierter
Ordnung R, , vom Geschlechte Eins (erster Art), so schneidet die
Ebene «,a,a, die Curve in einem Punkte O, durch welchen alle

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL C. Bd. Abth. I, a. 41
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Ebenen a,x,2, hindurchgehen; die Ebene «,a,a, wird von der
Geraden 6,6, in einem Punkte getroffen, welcher mit O ver-
bunden die Axe 4 des Ebenenbiischels liefert, dessen Ebenen
die B, , in den einzelnen Gruppen der J3 schneiden.

Der Punkt 2, wird also von jenem Punktepaar a, x, zu einer
Gruppe der J3 ergiinzt, in welchem R, , von der Ebene A, ge-
schnitten wird. )

Wenn auf R, , drei Punktepaare «a,, b,b,, ¢,c, gegeben
sind, so gibt es zwei Gerade 4, 4/, welche einpunktige Secanten
von R, , sind und die drei Geraden «,a,, b,b,, c,c, gleichzeitig
schneiden, Die drei letztgenannten Geraden bestimmen nimlich
ein Hyperboloid, welches R, , ausser in den drei Punktepaaren
noch in zwei Punkten «, o/ schneiden wird; 4, 4’ sind dann die
beiden Erzeugenden des Hyperboloides H, welche dem anderen
Systeme augehoren und duech «,«’ hindurchgehen. Wenn jedoch
die drei Punktepaare einer und derselben J% angehtren, so
enthilt H die Curve B, , und die Geraden 4, 4’ werden unbe-
stimmt. Wir haben also den Satz:

sDurch drei Elementenpaare, welche nicht einer
und derselben J? angehdren, sind zwei J? bestimmt.“

Wenn auf R, , eine J? und eine J? gegeben sind, so gehen
die Ebenen «,x, x, der Tripel der J3 durch eine Gerade 4, welche
R,, in einem Punkte O schneidet, wihrend die Verbindungs-
geraden &’ der Paare der J? ein durch B, gehendes Hyperboloid
H erfiillen. Dieses wird von 4 ausser in O noch in einem zweiten
Punkte p geschnitten, und die durch p gehende Erzeugende za'
von H enthdlt offenbar jenes einzige Punktepaar xa’ der J?,
welches auch ein Paar von J3 ist:

yEine J? hat mit einer conlocalen J§ ein gemein-
sames Elementenpaar.“

Wenn wir je zwei Punkte einer Gruppe einer Jj auf einer
R, , durch eine Geerade verbinden, so erfiillen alle diese Geraden
eine Regelfliche, die Involutionsfliche der J%. Die Curve ist fiir
die Fliche eine Doppelcurve, und die Gerade 4, durch welche
die Ebenen der Tripel der J? hindurchgehen, ist eine Doppel-
gerade der Fliche, da ja durch jeden Punkt von 4 zwei Bise-
canten von R, , gehen und diese offenbar Erzeugende der Fliche
sind, da ja alle Erzeugenden der Fliche 4 schneiden miissen. Da
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nun weiters in jeder durch 4 gehenden Ebene drei Erzeugende
der Fliche liegen, so ist dieselbe von der fiinften Ordnung.

yDie Involutionsfliche einer cubischen Punktinvo-
lution erster Stufe auf einer Raumcurve vierter Ord-
nung erster Art ist eine Regelfliche fiinfter Ordnung
vom Geschlechte Eins, welche die Curve sowie die
Axe 4 der Involution zu Doppellinien hat.“

Hat man auf R, , zwei cubische Involutionen J%, J;, so wird
die Involutionsfliche der einen von der (geraden) Axe der anderen
ausser in dem doppelt zu zihlendem Punkte von R, , noch in
drei Punkten geschnitten; durch diese gehen Erzeugende der
Involutionsfliche, welche R, , in Punktepaaven schueiden, die
den beiden Involutionen gemeinsam sind.

pZwei cubische Involutionen erster Stufe auf einem
Triger vom Geschlechte Eins besitzen drei gemein-
schaftliche Elementenpaare.©

Diese drei Paare bilden ein Tripel, wenn die beiden Involu-
tionen einer und derselben Involution zweiter Stufe angehdren;
denn in diesem Falle schneiden sich die Axen der beiden Invo-
lutionen (in einem Punkte von R, ), und die sie verbindende
Ebene schneidet B, , in dem Tripel, welches beiden gemein-
schaftlich ist.

Um zu den sechs Doppelelementen einer J? zu gelangen,
denke man sich dieselbe als Punktinvolution auf einer ebenen
C;,,, und die J3, welcher ihre Tripel angehtren, als die funda-
mentale J? der geraden Tripel; dann wird die J? durch ein
Strahlenbtischel aus der C, , geschnitten, und die Beriihrangs-
punkte der sechs durch den Scheitel des Biischels gehenden
Tangenten von C, , sind die Doppelpunkte der J3. Da zwei von
ihnen die iibrigen vier bestimmen, so hat man-

sDie Sextupel der Doppelelemente aller J3, welche
einer und derselben J? angechéren, bilden eine Jj.“

Ferner erkennt man sofort:

»,Wenn eine J? einer gegebenen J; angehdren soll,
so ist sie durch zwei Elementenpaare eindeutig be-
stimmt.“

Wird die J3 zur fundamentalen J3 der geraden Tripel einer
,1 gemacht, so bestimmen die zwei gegebenen Punktepaare
41%

C.

3



600 E/ Weyr,

zwei Strahlen (ihre Verbindungsgeraden), welche sich im Scheitel
des die J3 aus C, , schneidenden Biischels treffen.

Wird die J? auf eine R, , verlegt, so ist durch die J§ der
Punkt O aus R,,, gegeben, durch welchen die Ebenen ibrer Tripel
gehen; diese zwei Punktepaare liefern nun zwei Verbindungs-
geraden, und die durch O zu diesen gelegte Transversale ist die
Axe A4 der durch die Paare besimmten J3.

2Wenn die Paare zweier J? projectiv aufeinander
bezogen sind, so gibt es vier Elemente, welche zwei
einander entsprechenden Paaren angehtren.“

Man verlege die beiden J? auf eine C, ,, so werden sie aus
ihr durch zwei projective Strahlenbtischel geschnitten, deren
Scheitel O, O" auf C; , liegen. Diese Biischel schneiden sich in
einer Curve zweiter Ordnung, welche C, , ausser in O, 0’ noch in
vier Punkten trifft, von denen offenbar jeder in zwei einander
entsprechenden Paaren der beiden J? enthalten ist.

In derselben Art gelangt man zu den Sitzen:

»Wenn eine J? projectiv bezogen ist auf eine J3,
so gibt es fiinf Elemente, welche in einander ent-
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen ent-
halten sind.“

yWenn zwei J? projectiv aufeinander bezogen
sind, so gibt es sechs Elemente, welche in einander
entsprechenden Tripeln enthalten sind.“

Verlegt man die beiden Involutionen auf eine R, ,, so werden
die sie aus der Curve schneidenden Ebenenbiischel projectiv sein
und somit ein Hyperboloid erzeugen, welches R, , in acht Punkten
schneidet; zwei von diesen Punkten sind die Schnitte von B, , mit
den Axen der Biischel, die iibrigen sechs sind die oben erwihnten.

V. Biquadratische Involutionen auf Trigern vom
Geschlechte Eins.

Der Triger sei eine Raumcurve R, , vierter Ordnung
erster Art.

Jede J3 kann durch Projection in die fundamentale J3 der
ebenen Quadrupel iibergefiithrt werden. Als Projectionsstrahlen
treten die Erzeugenden einer die B, , enthaltenden Regelschaar
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(Hyperboloid) auf; eine solche Regelschaar ist durch eine ilirer
Erzeugenden (Bisecante von R, ) vollkommen bestimmt,

Ist nun 4 einer der vierfachen Punkte der J} und ¢ einer der
vierfachen Punkte der fundamentalen J} der ebenen Quadrupel
( Beriihrungspunkt einer stationiren Schmiegungsebene), so
bestimmt 40 jene Regelschaar, welche die J; in die fandamentale
J3 projicirt.

Jede J} kann somit in eine centrale J; iibergefiihrt werden.
Die Quadrupel einer centralen J} liegen in Ebenen, welche durch
einen festen, dem Triger nicht angehsrigen Punkt das Centrum
der J? hindurchgehen, Ist nun eine beliebige J; gegeben, so hat
man die J3, der sie angehdrt, in die fundamentale der ebenen
Quadrupel zu iiberfithren, so wird die J; zugleich in eine centrale
verwandelt,

Weiter erkennt man sofort, dass jede Jj durch Projection
in eine axiale J}, d. h. in eine solche fiberfiihrt werden kann,
deren Quadrupel in den Ebenen eines Ebenenbiischels liegen,
Man hat nur die J3, der die J} angehort, in die fundamentale der
ebenenQuadrupel zu transformiren. Dass eine J, deren Quadrupel
eben sind, eine axiale sein miisse, erkennt man aus dem Umstande,
dass durch jeden Punkt von R, nur eine Quadrupelebene hin-
durchgeht.

pEine J} hat mit einer Ji ein Tripel gemein-
schaftlich.“

Jede J3 auf R, , ist central, d.h. die Ebenen der Tripel
schneiden R, , in einem festen Punkte O; macht man nun die J}
zu einer axialen, so geht eine Ebene des Biischels, welches J}
aus R, , schneidet, durch O hindurch, wodurch die Behauptung
erwiesen ist. Das den beiden Involutionen gemeinsame Tripel
erginzt O zu einem Quadrupel der J?.

yDie Involutionscurve einer J} auf einer R, , ist
eine Raumecurve vierter Classe vom Geschlechte
Eins.«

Als Involutionscurve bezeichnen wir die Enveloppe der Ver-
bindungsebenen je dreier Punkte eines Quadrupels. Solcher
Ebenen gehen aber in der That vier durch jeden Punkt 2, von
R, ,; erstens die Ebenen a,x,2,, v 2,2,, 2,2,2,, wemn 2, z,2,
die drei Punkte sind, welche 2, zu einem Quadrupel erginzen,
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und dann die Ebene jenes Tripels y,y,y,, welches der J} und
jener J3, die #; zum Centrum hat, gemeinschaftlich ist.

Anmerkung. Ist y, der vierte Punkt, welcher y,y,y, zu
einem Quadrupel der J erginzt, so entsprechen sich x, und y,
in der E-Beziehung, welche durch die Ji, der die J? angehort,
auf R, , gegeben ist.

Somit ist zunsichst bewiesen, dass die Involutionscurve eine
Raumecurve vierter Classe ist; dass sie vom Geschlechte Eins ist,
folgt aus der eindeutigen Zuordnung ihrer Schmiegungsebenen
x,x,x, zu den Punkten o, der Curve R, ,.

pEine J% hat mit einer J; vier Tripel gemein.*

Macht man néimlich die J3 durchProjection zu einer centralen,
so gehen durch ihr Centrum vier Schmiegungsebenen der Invo-
lutionscurve vierter Classe der transformirten J%, wodurch der
Satz bewiesen erscheint.

Eine J} hat mit einer J* selbstverstindlich kein Quadrupel
gemeinschaftlich oder aber alle.

pLEine J* hat mit einer J} zwei Paare gemein-
schaftlich.“

Uberfiibrt man die J* durch Projection in eine axiale J, so
schneidet ihre (gerade) Axe die Involutionsfliche zweiten Grades
der J? in zwei Punkten; die durch diese zwei Punkte gehenden
Erzeugenden des Hyperboloides schneiden R, , in den oben
erwihnten zwei Paaren.

sDie Involutionsfliche einer J% ist eine Regel-
fliche achter Ordnung, welche R, , zur dreifachen
Curve hat“

Letusteres ist sofort klar, da durch jeden Punkt #, von R,
drei Erzeugende @, x,, x,,, «,2, der Involutionsfliche hindurch-
gehen. Betrachten wir nun irgend eine Bisecante B von R, ,; eine
um B rotirende Ebene schneidet R, ; in Punktepaaren einer J?%,
welche nach Obigem mit der J zwei Elementenpaare gemeinsam
hat. Es wird also B die Involutionsfliche ausser in den auf R, ,
liegenden Punkten, von denen jeder dreimal z&hlt, noch in zwei
Punkten geschnitten, also im Ganzen schneidet B die Involutions-
fliche in acht Punkten w. z. b. w.

Hieraus folgt weiter:

pEine J} und eine J3 haben fiinf gemeinsame Ele-
mentenpaare.“
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Die Axe der J} schneidet ndmlich die Involutionsfliche der
J* ausser in dem dreifach zu zéihlenden auf R, , liegenden Punkte
noch fiinfmal, wodureh die Behauptung erwiesen ist.

,Zwei Ji haben acht gemeinschaftliche Elementen-
paare’

Uberfiihrt man die eine J* durch Projection in eine axiale,
so schneidet ihre Axe die Involutionsfliche der anderen Ji (re-
spective ihrer Transformirten) in acht Punkten, woraus sofort die
Richtigkeit des obigen Satzes folgt.

yEine Involution J} ist durch ein Quadrupel und
ein Tripel vollkommen bestimmt.“

Durch das Quadrupel ist die J} gegeben, welcher die J?
angehort, und man hat nur das gegebene Tripel in dieser J3 zu
einem Quadrupel zu erginzen, um ein zweites Quadrupel der J}
zu haben. Uberfithrt man die J? in die der ebenen Quadrupel einer
R, ,, so hat man zwei ebene Quadrupel, deren Ebenen sich in der
Axe des Biischels schneiden, welches aus R,,, die J} schneidet.

Ebenso erkennt man:

yEine J} ist vollkommen gegeben durch ein Qua-
drupel und zwei Elementenpaare.“

nEine J}, welche einer gegebenen J} angehidren
soll, ist vollkommen gegeben durch zwei Tripel.

pDurch vier Elementenpaare erscheinen zwei J}
bestimmt, welche einer gegebenen J: angehdren
sollen.®

Macht man die J} zur fundamentalen der ebenen Gruppen
einer R, ,, so bestimmen die vier gegebenen Punktepaare ver-
bunden vier Bisecanten der Curve, welche zwei (reelle oder
imaginire) gemeinschaftliche Transversalen besitzen. Diese sind
offenbar die Axen der Ebenenbiischel, welche die beiden J! aus
R, , schneiden.

pBine J§ hat mit einer J, einfach unendlich viele
Tripel, welche eine J? bilden, gemeinschaftlich.¢

Macht man die J} zu einer centralen, so ist die Verbindungs-
gerade ihres Centrums mit dem Centrum der J? die Axe jenes
Ebenenbiischels, welches B,., in der oben erwéhnten J7 schneidet.
Eine J} hat mit einer J} keine Quadrupel gemein, oder alle Qua-
drupel der J} gehoren der J? an.
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»Zwei J;, welche derselben J} angehdren, haben
die Quadrupel einer J* gemeinschaftlich.“

Macht man die J; zur fundamentalen J3 der ebenen Qua-
drupel einer R, ,, so werden beide J; central, und die Ver-
bindungsgerade ihrer Centra ist Axe jenes Ebenenbiischels,
welches R, , in der beiden J; gemeinsamen J schneidet.

yDie Involutionsfliche einer J; auf R, , ist eine
Fldche vierter Classe.“

Unter derInvolutionsfliiche der J verstehen wir die Enveloppe
der Verbindungsebenen je dreier Punkte eines Quadrupels der J.
Um die Classe zu erhalten, hat man die Zahl der durch eine
beliebige Gerade gehenden Tangentialebenen der Involutions-
fliche zu bestimmen, Die Ebenen durch die Geraden schneiden
R, , in einer J}, welche mit der J} nach Fritherem vier Tripel
gemeinsam hat, wodurch die obige Behauptung bewiesen ist.

yWenn zwei J; nicht derselben Jj angehoren, so
haben sie einfach unendlich viele Tripel gemeinschaft-
lich; jedes Element kommt in vier solchen Tripeln vor.“

Macht man die J:, welcher die eine J; angehort, zur funda-
mentalen der ebenen Quadrupel einer R, ,, so wird die J; eine
centrale, und durch ibr Centrum l#sst sich der Involutionsfliche
der anderen J; ein Kegel vierter Classe umschreiben, dessen
Tangertialebenen die B, , in solchen Tripeln schneiden, welche
den beiden J3 gemeinschafilich sind. Da durch jeden Punkt von
B, , vier Tangentialebenen des Kegels gehen, so kommt jeder
Punkt von R, , in vier solchen gemeinschaftlichen Tripeln vor.

»Eine J; besitzt zwei neutrale Elementenpaare.”

Eine J; ist die doppelt unendliche Mannigfaltigkeit von
Quadrupeln, von denen jedes durch Annahme zweier seiner
Elemente vollkommen bestimmt erscheint; ist durch zwei Elemente
das sie enthaltende Quadrupel nicht bestimmt, so bilden sie ein
neutrales Paar.

Alle Elemententripel, welche mit einem festen Elemente x,
Quadrupel der J bilden, stellen eine J? dar; ebenso wird eine
Ji# von den Tripeln dargestellt, welche mit dem Elemente y,
Quadrupel der J} bilden. Die beiden J3J;3 besitzen nachFritherem
drei gemeinsame Paare; eines davon ist jenes, welches das Paar
@,y, zu einem Quadrupel der J; ergénzt. Die beiden anderen
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Paare nn/, mm' sind nun solche, dass jedes von ihnen sowobl mit
x, als auch mit y, in einem Quadrupel der J; vorkommt. Es sind
also #n’, mm' die neutralen Paare der J?.

Damit ist auch bewiesen, dass eine ebene Curve vierter
Ordnung vom Geschlechte Eins zwei Doppelpunkte und eine
Raumecurve vierter Ordnung vom Geschlechte Eins zwei scheinbare
Doppelpunkte besitzen miisse. Im ersten Falle sind 22/, mm’ die
neutralen Paare der durch die geraden Quadrupel dargestellten
J? und zugleich die Nachbarpunkte der beiden Doppelpunkte,
und im Falle der Raumcurve sind ##/, mm’ die neutralen Paare
einer centralen J; und zugleich die Schnittpunkte der Curve mit
den beiden durch das Centrum der J; gehenden Bisecanten
derselben,

yDie Involutionsfliche einer J; auf R,, ist eine
geradlinige Fldche vierter Ordnung, welche einfach
durch R,, geht und die Verbindungsgeraden n#/, mm'
der beiden neutralen Paare zu Doppelgeraden hat.“

Es bilden ja die Tripel @, ;2,, welche mit einem Pankte «,
Quadrupel der J; darstellen, eine J?, deren Axe X, eine die R, ,
in einem Punkte & schneidende Gerade ist, und da jede durch
X, gehende Ebene z, x, 2, Tangentialebene der Involutionsfliche
ist, so ist X| eine Erzeugende der Involutionsfliche. Jedem , ist
ein & zugeordnet, aber auch umgekehrt jedem & ein 2, denn die
durch & gehenden Ebenen bestimmen auf R, , eine J3, welche
mit der J} eine J? gemeinschaftlich hat (nach Fritherem), deren
simmtliche Tripel von dem Punkte x, zu Quadrupeln der Jj
erginzt erscheinen. Die Beziehung zwischen @, und &, ist offenbar
jene E-Beziehung, welche der die J? enthaltenden J} entspricht.

Es seien nun zn/, mm’ die beiden neutralen Punktepaare
und N, M ihre Verbindungsgeraden. Der vierte Schnittpunkt von
R, , mit der Ebene N¢ sei /. Das Paar a»' bildet mit jedem
Punkte, also auch mit @', ein Tripel der J}; es ist also na'2’ ein
Tripel, welches der J; und der J?, deren Centrum &, ist, gemein-
schaftlich ist, folglich gehort es der J? an, deren Axe X, ist, d. h.
X, schneidet die Gerade N. Ebenso muss X, die Gerade M
schneiden.

pDie Axen X schneiden gleichzeitig M, N; die
Involutionsfliche der J} ist somit jene Fldche vierter
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Ordnung, welche von einer lings der Linien R, ,, M, N
hingleitenden Geraden beschrieben wird.“

Durch die beiden Bisecanten M, N ist diese Involutionsfléiche,
damit auch die Jj gegeben:

yEine J; ist durch ihre beiden neutralen Paare
vollkommen bestimmt.“

y,Die beiden neutralen Paare einer Ji bilden ein
Quadrupel jener Jj, welcher die J; angehort.“

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, verwandle man
die J3 in die fundamentale der ebenen Quadrupel einer R, ; dann
wird die J? eine centrale, und die beiden neutralen Paare der-
selben liegen ja in einer Ebene, bilden also ein Quadrupel der J3.

Wenn die beiden neutralen Quadrupel nn/, mn/, respective
deren Verbindungsgeraden N, M gegeben sind, so kann die
hiedurch bestimmte J} folgendermassen vervollstéindigt werden,
Die E-Beziehung zwischen @, und & ist gegeben, wenn man z. B.
dem Punkte » den vierten Schnittpunkt » von R, , mit der Ebene
n'mm’ als entsprechenden zuordnet. Soll nun das Paar a2, zu
einem Quadrupel vervollstindigt werden, so bestimme man zu @,
den Punkt &,. Zu dem Behufe lege man durch #,v eine beliebige
Ebene, welche R, ; in zwei Punkten schneidet, deren Verbindungs-
gerade § sein moge; die Ebene Sz wird R, , in & schneiden.?
Die durch & zu MN gelegte Transversale ist X,, und die Ebene
X,x, wird R, , in den Punkten #, z, schneiden, welche » @, zu
einem Qnadrupel erginzen.

1 Siehe: Ein Beitrag zur Gruppentheorie auf den Curven vom Ge-
schlechte Eins. LXXXVIIL Bd., S. 465.
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