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Zur Theorie der Mherungsbrüche
von

L eo p o ld  G egenbauer,
c. M. k. Akad,

(Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1891.)

Ich werde in den folgenden Zeilen eine Reihe von Relationen 
und Theoremen aus der Theorie der Näherungsnenner von Ketten­
bruchentwicklungen ableiten und hiebei gelegentlich einige aus 
einer der auftretenden Formeln sich ergebende Beziehungen aus 
dem Gebiete der Congruenzen mit einer Unbekannten in Bezug 
auf einen Primzahlmodul angeben. Sodann werde ich mit Hilfe 
der aufgestellten Gleichungen mehrere Sätze über Interpolations­
formeln und mechanische Quadraturen erschliessen und im An­
schlüsse an dieselben einige Bemerkungen über die wichtige und 
interessante Methode machen, welche Herr F. N e u m a n n 1 zur 
interpolatorischen Darstellung einer Function des Ortes an der 
Erdoberfläche ermittelt hat, deren praktische Verwendbarkeit 
durch die vor wenigen Monaten von Herrn H. S e e l ig e r 2 in den 
Sitzungsberichten der mathematisch-physikalischen Classe der

1 „Über eine neue Eigenschaft der L a p la c e ’schen Ypsilons und ihre 
Anwendung zur analytischen Darstellung derjenigen Phänomene, welche 
Functionen der geographischen Länge und Breite sind.“ Astronomische 
Nachrichten von S ch u m a ch er , 15. Bd., S. 313 ff. Dieser bemerkenswerthe 
Aufsatz wurde von Neuem abgedruckt im 14. Bande der „Mathematischen 
Annalen von F. K le in “. Eine sehr eingehende Darstellung der F. N e  u- 
m ann sehen Methode findet sich auch im 7. Capitel der von F. N eu m an n  
an der Universität zu Königsberg gehaltenen „Vorlesungen über die Theorie 
des Potentials und der Kugelfunctionen“, welche von Herrn C. N eu m an n  
im Jahre 1887 herausgegeben wurden.

„Über die interpolatorische Darstellung einer Function durch eine 
nach Kugelfunctionen fortschreitende R eihe.“ A. a. 0., 20. Bd., S. 499—511.
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6 3 6 L. G e g e n b a u e r ,

k. b. Akademie dev Wissenschaften zu München veröffentlichten 
vorzüglichen Hilfstafeln wesentlich erhöht wurde. Zum Schlusse 
endlich werden mehrere neue Sätze aus der Theorie derNäherungs- 
nenner der regulären Kettenbruchentwicklnng der hypergeometri­

schen Reihe x - 1 nebst einigen arithmetischen

Identitäten bewiesen.
§. 1. Differentiirt man die ganze Function «ten Grades

fix) =; anx n-\-an_ 1xn- 1+  .. , + a xx-\-aQ , 1 )

deren Wurzeln x A,x 2, ...,xn sämmtlich verschieden sein sollen, 
nach x . , so erhält man, wenn die Ableitung der elementaren 
symmetrischen Function /tter Dimension dieser Wurzeln, d. i. also 
die elementare symmetrische Function (h— l)ter Dimension der 
Grössen x \,x2, . . . ,  mit (— 1 )han- h,\ bezeichnet
wird, die Relationen

-  =  * ;-> +  i t i  . ..  +  ^ = i± i  
fl n An

fl-n— h  i  .  f l n — h — 1  n  .  .  « n  ; , _ i i  1= ------SP-1 H------------ x ~ 2 -f. . . .  +  -!L x 1; - 11- 1.
(In k An dn

Da nun nach den Enler'schen Formeln für jede ganze 
Function

-  cj y + (j v. - i a;V'~1+  • • •

von nicht höherem als dem Grade n— 1 die Gleichung

V _  &n-1
Z-l f i x - )  dn
X=1

besteht, so ergeben sich nach den eben angeführten Beziehungen 
die Relationen

y ,  — ), X™ X ^  + — n— 1

<——s f  (*̂ \) An
X=1

(k ^  h ; o,v. =  1, or> s =  0, r  ^  s ; n ^  x >► 0)
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Z a ,■%*7l —“X71 — Zi A. ***

— 7j , — x— = 0 ,  ( A > x > 0 - ,  n >  A > 0 )
/ C^vX=lwelche sich in die bekannte K r o n e c k e r ’sche Verallgemeinerung1 der E u le r ’schen Formeln

^  a n_;tiXa7”- x —  S/t/i zw

V  — w7— \—  = -------   (n  ^  /i, k >  0 )/_ j  f ' i x j  an '

zusammenfassen lassen. Aus derselben folgt sofort die Gleichung

arc~Mff|x {X \ )  _ 9n - h
L  f K )  ~  an ’

(0  ^  /j. ^  n — 1; /> > 0 )

x=i

da offenbar für beide Seiten der Gleichung den Werth 0 erhalten. 
Man kann nun leicht folgende Erweiterung dieser Formel beweisen:

X=n

z
X = 1

» - W W r W  1 
f 'O  ) V a»

v + 1
9  71 -|-V ■ &n) 0, 0, 0, 0

GZ1>+8 j 0, 0, 0

9n, v > n̂-)-2—v> /̂l-J-3—V; &n—1 j Q"ri

9»  fcf du—v-|-l—hj ,̂n-\-2—v—hy &n-[-3—v—hj —A—1 } &n—h

2 )

( w ^ v > —w; 3) 
/ i >  0 )

„Über die symmetrischen Functionen.“ Monatsber. d. k. preussischeu Akad. d. Wissensch. in Berlin, 1880, S. 93G—948.
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6 3 6 L. G e g e n b a u e r ,

k. b. Akademie der Wissenschaften zu München veröffentlichten 
vorzüglichen Hilfstafeln wesentlich erhöht wurde. Zum Schlüsse 
endlich werden mehrere neue Sätze aus derTheorie derNäherungs- 
nenner der regulären Kettenbruchentwicklung der hypergeometri­

schen Reihe x ~ xf[\,-^ -,  v +  1 ,x~^j nebst einigen arithmetischen

Identitäten bewiesen.
§. 1. Differentiirt man die ganze .Function «ten Grades

f(x) —  an x n-f- an- i  1 +  . . .  +  axx ■+-a0 , 1 )

deren Wurzeln xv x z, ...,xn sämmtlich verschieden sein sollen, 
nach #  , so erhält man, wenn die Ableitung der elementaren 
symmetrischen Function h ter Dimension dieser Wurzeln, d. i. also 
die elementare symmetrische Function (A— l)ter Dimension der 
Grössen x x,x z, . . . ,  x^_1} ...,xn mit (— 1 ) lan_lh\ bezeichnet
wird, die Relationen

—  =  x ’r ' +  Ü ! = i  a f - > +  . . .  +  i t i ü

Mn—h  i  .  ((■n — h — 1   o  .  .  7,  —  «  i
«w-Ä, X = ------------OK- 1 H------------------------ x ~2 —  x !  n l .«n K d» Cln  K

Da nun nach den E u le r ’schen Formeln für jede ganze 
Function

(j vi x ) -  ••• 

von nicht höherem als dem Grade n — 1 die Gleichung

\-=n
V _  ffn-1 

f ' i X)) ~  <(n
X=1

besteht, so ergeben sich nach den eben angeführten Beziehungen 
die Relationen

L~n . Tn—-/. s
y ,  an_h>Ka,} _  —  O n + f t - f t - ! , , , - !

Z j  / , / ( a ? x)  _  a n

(k ^  h ; d,.tV =  1 ; or> s =  0 , r ^  s ; n ^ v . >  0 )
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^ n — h, X

L i  ' '“v
— 0 ,  (h> > 0 ;  n >  h > 0)

welche sich in die bekannte K r o n e c k e r ’sche Verallgemeinerung- 1 der E u le r ’schen Formeln
\ = n

2j f 'M  ~  an
(n h, I o  0 )

x=i

zusammenfassen lassen. Aus derselben folgt sofort die Gleichung

y i  an - k , \ g ^ ^  __ ffn-h

2_J f ( a f j  ~  «n ?
X= 1

da offenbar für 7 i> w  beide Seiten der Gleichung den Werth 0 erhalten. 
Man kann nun leicht folgende Erweiterung dieser Formel beweisen:

X=nz
X = 1

« — u & + , _ ! « >  i  
/■' O  ) V a ,

v +  1

9n-|-v- U>n) 0 , 0 , 0 , 0

9  r e + v — 2 1 & n — 1 ) 0 , 0 , 0

9n , Q"n-\-1 —v j U"n-\- 2 —v ; M n -j-  3—v? & n — 1 j & n

Qn —v-j-1—h) ßn-l~2—v— hy —v—h, fl'n—A—1 ) M'n—A

2 )

( n > v > —n\ 3) 
& :> 0 )

„Über die symmetrischen Functionen.“ Monatsber. d. k. preussischen Akad. d. Wissensch. in Berliu, 1880, S. 93G—948.
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Nachdem dieselbe für nicht positive ganzzahlige Werthe von v mit 2) zusammenfällt, kann man beim 
Beweise voraussetzen, dass v eine positive ganze Zahl ist. Gilt diese Relation nun für alle ganzen Functioncn 
von nicht höherem als dem Grade n - k - 1  — v, so hat man für eine ganze Function gn+v(&) vom Grade n  +  v die 
Gleichung

\=n
y
X = 1

an—h, Xffn+y K )

/''K >

'k—Tl 7, | ,, V-J-l

— f f  n+ v Tj f ' ( x )  +  \ f ln )
X = 1

f f n - t - v — 1 (tn) 0 , 0 , o , 0

ff  71+ V — 2 t t n -  17 d ' n j 0 , 0 , 0

ffn> ^ n -\  1— v j # 71+ 2—V 7 a n + 3— i ? <̂71 — 1 7

f f n - H ’ f l n + 1 — v — h ^ r a + 2 — v —hf ^ ra + 3  — v — h i ■ •? — h — 1 7 a « -

4)

Nach 1 ) ist nun für jedes v

X = 1 X= 1 / * K )

und demnach besteht nach 3) die Gleichung

z
X - i

« „ _ AiX ^ + v 

f \ x 0

— 1
v + 2

— 17 & n  7 0 , 0 , O7 0

(&n— 2 ; ^71— 1 ; ® 7t 7 0 ? 0, 0

f l n — v 7 — v -)-17 — v + 2  7 ^ n —  v+ 3  7 —1) ( l n

— ’i — h y  ß n — 't +  l  — h )  ^ n — v +  2 — h )  & n — v + 3  — /;; Q-n—X—A; (In—h
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deren Verbindung- mit 4) sofort erkennen lasst, dass die Relation 3) noch für ganze Functionen vom G-rade ra+v 
(v<ra) bestehen bleibt, wenn sie für alle ganzen Functionen von nicht höherem als dem Grade ra+v — 1  gilt. Aus 
der erwiesenen Existenz der Gleichung 2) folgt demnach unmittelbar das Bestehen der Gleichung 3) für alle im 
angegebenen Intervalle befindlichen ganzzahligen Werthe von v und alle positiven ganzzahligen Werthe von h. 
Dieselbe ist eine Erweiterung der zuerst von Herrn F. B r io s c h i1 und später von mir2 bewiesenen Formel

X=n1
1 = 1

ffn+v-1’ ün’

9 n - 1—v— 2 7 J

0 ,

0 ,

0 ,

0 ,

Qn) &n-f l —v> 2—vj 3—vj

9 n—1> an—v ; an-\-l— v j  # r c + 2 —v j

Aus der Gleichung 3) ergibt sich sofort folgendes Theorem aus der Theorie der Congruenzen:
Hat die Congruenz raten Grades in Bezug auf den Primzahlmodul p

fix) —  anxn+ a n^1x n~ 1+  . ..  +  atx-{-a0 =  0  (mod. p) ( p > n )

genau n unter einander verschiedenen Wurzeln £2, . . . ,  £n, so ist für jede ganze ganzzahlige Function

2 + v
X,n -  2 4 -v

„Sur deux formules relatives ä la thöorie de la decomposition des fractions rationnelles.“ Journal für die reine und ange­
wandte Mathematik von Cr e i l e ,  50. Band, S. 239—242.

„Über Congruenzen.“ Diese Sitzungsberichte, 95. Band, II. Abtheilung, S. 610—617.
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\ = i

9  71 +  V — 1 > ) 0 , 0 , 0 , 0

— 2? — 1 7 Mn } 0 , 0 , 0

9n> ^ m + 1 — v j Mn-\-2— v j ^78 +  3— V J — X j « M

@n— h ) ^ 7 1 + 1 — v— 7t J ^ 7 1 + 2 — v — h j ^ ra -f-3 — ■»— ä  j fl'ti— 1— h) fl'n— h

(raod. p), ( / t > 0 )

wo (— 1 )han_ h,x die elementare symmetrische Function (h— l) t e r  Dimension der Grössen £t, £)_ 1,

^x+i? * * * >
Setzt man speciell

/•(a?) =  1 ,

so wird £x =  X, und demnach bestehen für jede ganze ganzzahlige Function

V - s W  =  +  • • • + .? !  * + ' /u

von nicht höherem als dem Grade 2p— 3 die Congruenzen

z
x = i

X*'
=  (— Ä_ x (mod. p) (2 p —2 > /j .+ / i  oder / x + / i > 2 p— 2  > /j . *,/*,;> 0 )

x = i
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wo (/)/ r die elementare symmetrische Function (h — l)^ r  Dimension der ganzen Zahlen 1, 2, X — 1, A-+-1, 
p — 1 und \j. der Grad von f j2p_ 3 ( x )  ist.

Aus dieser Congruenz folgt das Theorem:
Die Summe

X==p—1

£  <?)»-:, *’> ( * > 0 )
X=1

wo p eine Primzahl und (X) A_ 1 die elementare symmetrische Function (h— l)tor Dimension der ganzen Zahlen
1, 2, 1— 1, A + l, . p — 1 vorstellt, ist nach dem Modul p entweder — 1 oder 0 congrucnt, je nachdem v in
Bezug auf den Modul p — 1 der ganzen Zahl 1— h congruent ist oder nicht.

Dasselbe bildet eine neue interessante Verallgemeinerung des bekannten L io n n e t’schen Satzes.
Definirt man die ganzen Zahlen Aa durch die Gleichung

\=n—1
n — 2

X = 1

und beachtet, dass bekanntlich für jede Primzahl p die Congruenz

(mod- p)\p -
j i .h) ^

besteht, so erkennt man auf Grund des eben abgeleiteten Satzes sofort, dass —̂  eine ganze Zahl vermehrt um —
p p

oder eine ganze Zahl ist, je nachdem q + h  durch p — 1 theilbar ist oder nicht,
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Durch zweckmässige Verbindung der Zahlen A ^n lässt sich demnach eine Zahlengruppe hersteilen, welche ^  
insoferne eine Verallgemeinerung der B e r n o u lli’schcn Zahlen darstellt, als die Glieder derselben für 7/ =  1 
B e r n o u lli’sche Zahlen werden und auch bei allgemeinem h das von S tau d t und C lau sen  für die B e r n o u lli’- 
schen Zahlen aufgestellte Theorem befolgen.

§. 2. Die Theilnenner,Näherungszähler, Näherungsnenner undRestfunctionen einer Kettenbruchentwicklung 
der nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function f\(x \  deren Theilzähler sämmtlich— 1 
sind, mögen mit gx(x), ¥x(&), ^x(#)> f'x(x ) bezeichnet werden; die Grade derselben (beziehungsweise bei der 
Restfunction der Grad des Anfangsgliedes) sind nx— \ _ 1} —nx• ^ a  üUn bekanntlich die einander
gleichen Determinanten f

K ( ? ) > Q
CP

< P x O ) > ¥ * 0 * 0

;

’K ( x >
cro
CD
c
CT

ganze Functionen g (x) vom Grade nx— nx+1, beziehungsweise nA — nx+l sind, je nachdem oder x >  A ist, s 
so hat man, wenn, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, ^(a?) nur ungleiche Wurzeln x v x 2, ...,xn ■?
besitzt, so lange

1tx <  « x  +  M x + i

ist, nach 2) die Relation

^  (i n y— h, v ’-P) ( # v )  ( # v ) ____  ^  ^ n x — /( ,v  ^ x ( * '^ v ) / ^ _ |_ x (-r v )  ___  ^  a n y - h ,  v 4>x ( & \ )  ___  9 n y— h

Z-J “  Z-J 'K  W  “ Z ’t j W f r ) “  a (n ] ’
X — 1 v =  l  v = 1  x

wo der Coefficient von x  im Näherungsnenner (x) ist.
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Aus dieser Gleichung ergibt sich auf Grund einer von mir früher angegebenen Darstellung der Coefficienten 
der Restfunctionen, dass der Coefficient von x ~ in der Entwicklung von f ‘x+1(x ) nachsteigenden Potenzen

von —  durch 
x

( - 1  r  

( « £ ) '

z
IJ.=1

f x W

ij.= i

(v.)
j an — 1 ;

0, 0,

0 ,

1 /  a«x—\  + 1—a+ 1>lJ- ^x(AV) ^.(^V)

^  K m
IX = 1

X a ” x— nx +  1~ ’K ^ V )  ? y . ( 'T lO

( /)  (v.) (r.)
j — a - h l  j — a + 2 i — a + 3  j

z
,J.=1 ’KOV)

(x) (x) (v.)
; ^nx—a 1 —a+ l?  '̂n%—a+ 2 )

0, 0

0 , 0

(x) (x)
■ j dny—1;

//(7) /#(X)7 ^mx—2 •) “ ny—1

( x > X )

Her

a:
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Durch zweckmässige Verbindung der Zahlen A ^n lässt sich demnach eine Zahlengruppe herstellen, welche ^  
insoferne eine Verallgemeinerung der B e r n o u lli’schcn Zahlen darstellt, als die Glieder derselben für h =  1 
B e r n o u lli’sche Zahlen werden und auch bei allgemeinem li das von S tau d t und C lau sen  für die B ern o u lli’- 
schen Zahlen aufgestellte Theorem befolgen.

§. 2. Die Theilnenner,Näherungszähler, Näherungsnenner undRestfunctionen einer Kettenbruchentwicklung 
der nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function f\(x ), deren Theilzähler sämmtlich— 1 
sind, mögen mit gx(x), f x(x), bezeichnet werden; die Grade derselben (beziehungsweise bei der
Restfunction der Grad des Anfangsgliedes) sind nx— — «i,  —nx. Da nun bekanntlich die einander
gleichen Determinanten t -1

^ 0 * 0 ; t ( * ) Q
CD

? * ( ? )
p

h ( x )> 'KJ-V!
crq
CD

CT'
ganze Functionen g (v) vom Grade nx—  n.A+1, beziehungsweise nx — nx+1 sind, je nachdem oder x >  X ist, |  
so hat man, wenn, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, ^x(a?) nur ungleiche Wurzeln x {, .r«, ...,xny ~-
besitzt, so lange

nx <  nx+ n x + 1

ist, nach 2) die Relation

anl—h, v ^x(^ 0  (&v) __ y ,  v 'Px (^ \) f v +  l (*^v)__  ^  V ^  (#v) _________ ffnx—h r

^  - “ z . ,  -  L  ^ _ J( .r O f x( ^ ) “ “ " ^ " , { ] ’)j

V —  1  V = 1  *

wo der Coefficient von x  im Näherungsnenner p̂y (x) ist.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Aus dieser Gleichung* ergibt sich auf Grund einer von mir früher angegebenen Darstellung der Coefficienten 
der Restfunctionen, dass der Coefficient von t”x+i+a) in der Entwicklung* von /^+1(#) nachsteigenden Potenzen

von —  durch 
x

( - 1 T 
W.*)'

[ X = l

V-—nx J x)
_  «nx—«x+1—1, |A ^x 0*>) ?•/. (*r iJ )

2 j  V A X \>)
|A=1

.(*) 0, 0,

,w 0 ,

1 y ,*  a ”-/—wx + 1— ^X^v )  fx  (^V) 

(j.=i

( x )  (X )  ( x )

)  — a - h l } fl'riy— ccH-2 ) fl? iy — a-f-3 j

0, 0

0 , 0

( x >  X)

(•/.) ( x )

■j —1; ®nx

z
|A=1

—WX + 1—  ̂ (*r iA) .(*) ( x )  ( x )

® —a-|-1, ^ny—a-l-2) //(y) //(x) '̂Wx—2; ” nx—1

Theorie 
der 

N
äherungsbrüche. 

643
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



- XY +1« ?
w  / a V  >

'>=n„ „(X)

V
Z_j
V =  1

1 Un*~n\+1 'V (a’v)

v = « ,  „(X)

y
< - » X + l - l , v ^ x ( ^ v )  Px (* \)

,(*)

M
j an.,—l )

0, 0,

.(*) 0 ,

*=MX „wan̂ —wx+1— “+1. v ’K  0* \) y  ̂  0 * 0

v=l f x W

w  w  w
**mx—a-t-lj nx—®+2 > tl"«x—a-t-3

V= ?S ,,w

Z
V =  1

ftnx—nx + 1—“> v ^ * 0 * 0  X 0 * 0 .(*) „oo

0 , 0

0, 0

J') „oon.,— l j  nv

(») „ w

•K W

( x > A ;  w x < w x + m x + 1 ; ^ ( a r v)  =  0  v =  1 ,  2 ,  

wo, falls f\(x) nicht rational ist, die ganze Zahl a der Bedingung

0  wx+i +  » x —  » x+1— «x— 1'

genügen muss.
Als weitere aus der Gleichung 5) folgende Beziehungen führe ich noch die folgenden an:

641 
L. 

G
eg

en
b

a
u

er,
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



S
itzb. d. m

atliem
.-naturw

. 
C

l. 
C. B

d. 
A

bth. II.

Ist .S(V) eine im reellen Intervalle a...b  reelle und positive Function, und bezeichnen axx + ß y7 
den xten Theilnenner, beziehungsweise den xten Näherungsnenner der regulären Kettenbruchentwicklung des

Integrales f , ist ferner
x — %

X O )  =  * 2x - X - , - l X,2x—X—x—1+  c2x_x_ t_ 2^ - ^ - 2+  . . .  + c xx + c Q

eine ganze Function von x  von nicht höherem als dem Grade 2 x—X—1, so ist 

C  3 { x ) i ( x )  (x )  i x  -  , '

« )

V
x_x_T_i ■

!X=X 00 I r \  p-=x 00 I ( \
V  j . V  A O v )  «w.

2x—X—t —1 /  i /  \  r /  /  \  2x—X—x—2 /  . / \ \ I  (  \ * x 1 7
^  t - i  M  K M  K - i  M  K  0*v)

(•/)
> o ,

(x)
«X ,

0,

0 ,

p = 2 ( x —X -1 ) - t

Z  W . ß !
X-|-p-|-T-f~l—X, |J. " X ,00 ,00 .(*)

0 , 0  

0 , 0

p = 0

p = 2 ( x - X ) - t - l

z i

^ X+p+.-x.tAC^- 
r i  t . - i  M  K . M

Z
p = 0

ß 2X + -c + 2-x >  f t 2X + T + 3- x ?  a 2X + t + 4--/. ’

00 ,.00 „00 „00 «W
2 X -J- t-)-1 —x ’ t t 2 X + T + 2 - x  ’  2X-J-T +  3 —x > * ‘ * ’ “ * - 1

( » 1)
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[ '  •s W x W I ' l ' p , ( W U f c  _  (— 1 )’ Py r (- w fp , . , , n ,

v ” * /  p = 0

c V  «<*> 0 , 0 , . . . ,  0 , 0

Y  +  £ y  a x -p - i ,f .^ p W  „W a W 0 , 0 , 0

p '= 2 ( x —p—1)—t  /(J.=y. (x)

f,=0
V  /> | p + p ' + T - y .+ l ,  (J.T p \  (V  | „ 0 0  „ ( x) „ 0 0  „ 0 0  „ 0 0
2 ,  v p- p'-t- i 2 , - y -  far„ H " ( ^  r  v w - - ’ < w 3-x> v k h ~ >  •■•> «*-i >

p '= 2  (x—p)—t—1 /( Jl-= x  0 0

V  o  I V  ^ P + P '+ t:- '^  !J'̂ p O2̂ -) | „ 0 0  00 00 00 00
2 ^  2x—p—p '—t —1 r  % - H + l - * »  % + x + 2- x »  2P+ t - ) - 3—x J -  •> « * - ■ »  « x -1

(p i =  x, X —  h  •••, x—0 ;  Pz =  °? ••■7r ; 0̂ =  ^; c7 =  °; !>2> • 2, x—p— 1; r =  l , 2 ; 3, . . . ,  r)

Durch Verbindung der Gleichungen 3) und 5) erhält man weiter das folgende Theorem 
Ist

X(a?) —  cxa ^ + c e_ia?T- 1+  . . .  +  c i;r + c 0 

eine rationale Function von #  vom Grade t, wo die ganze Zahl r der Ungleichung
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Von den speciellen Fällen dieser Formeln mögen die folgenden als besonders wichtig erwähnt werde*).
Ist

x (& ) =  Cl:X x +  Cl:_ 1CC'z- 1+  ... -\-cxx + c Q

eine ganze Function von x  von nicht höherem als dem Grade rcx+1— 1 + £ x(wx+rax+i — (Mx + wx+i))’ wo £x ^en 
Werth 0 oder 1 besitzt, je nachdem wx> w x oder «x< rcx ist, so ist

( y X ^ -x + p -A -e , (ny_+nx+1-n.r n ^ )7 ,x K  0 *V)\
_ £ ( x ~ Y V C x Y ~  2 j  T P ----------------j--- 7— VT77— \---------------- (Ä >  n <  nx+  wx+i)

und demnach, falls r nicht grösser als rcx+1— h— l  +  £x(wx+ n x+ i— nx— wx ) ist,

V 1 » .x C O W O  

&  { >  ^ m + l )  

wo der Näherungsnenner ip. (x) keine mehrfache Wurzel besitzt.
Hat der xte Näherungsnenner

tp (x) := a ^ x n* +  aw x n*~l+  . . .  +  «. x + a 01 x '  '  n % rax—1 1 0

einer Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function, deren 
Theilzähler sämmtlich den Werth — 1 bcsitzen; keine mehrfache Wurzel, genügen ferner die Grade nx und «v der 
Näherungsnenner $ x(x), <pv(a?) der Bedingung
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tix-f-7zv - <  nx+ wx_|_i— k  , 

so ist, falls mindestens eine der zwei Ungleichungen

71* <  wx + i ~  h +  h  K + w* + i— nx —  \ + 0

n.KC n v+1— /< +  ev (n%+ nx+1 —  n} — mx+i)
stattfindet,

ist aber 

so wird

während für 

die Gleichung

besteht.

' y x _ 0

Wx =  rav+1— Ä + £ v(w.x+ w x+1----Wv— wv+1) ,

|A=”X a {x) lh (ac \  dl f-r ) !i=”x »(x)
V 1 WX~A» t1 r  y l  P-J ___ ___  (X) V *  rax - wv +  l ~ ev (W- / .+ ^ - / .+ l - ^ v - ” v + l ) ,  !*-

K - i 0*>) K  0*V) ~~ fl"> Z  ^ Ta?,.')

»K W

t i W  K W|X=1

wv =  W x + —  Ä +  ex(Wx+Mx+1 —  K  +  rcx_ J )

a
1̂ =1

"v
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Sind die Wurzeln xv x 2, . . .rx des xten Nälierungsnennevs

r /  \  0 0  *  . OO — l  . . (v.) . (v.)(x) —  a\ x  +  a\iii x  + . . .  +  «! x-\-aü

der mindestens bis einschliesslich zum xten Theilnenner regulären Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen 
negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function sämmtlich von einander verschieden, bezeichnen ferner 
X und v irgend zwei nicht negative ganze Zahlen, deren Summe kleiner als 2 x + l— h ist, so hat die Summe

A ,  ■ K -J x r r K <xi’J
|a= i

den Werth 0 oder

m  (x-X), i i ' f 'x W  ^  (v| y T  ä Z M , c,-vi, ’K  l x v ) ^  ((

~ a >- L  u * ^ , W  ^  ’
|J.— 1 1*— i-

je nachdem |X —v| >  h— 1 oder =  h — 1 ist.
Lässt eine nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitende Function wenigstens bis zum xten Theil­

nenner inclusive eine reguläre Kettenbruchentwicklung zu, sind ferner die Wurzeln x ,,xz, ...,xv_ des y.ten 
Näherungsnenners derselben

r /  \  ___ (y.) y. (x) x—1 , , (x) M , (xl$x(x) =  a\ x  +  a\lxX +  . . .  +  x + a Q

sämmtlich von einander verschieden, bezeichnen endlich X und v zwei nicht negative ganze Zahlen, deren Summe 
kleiner als 2 x ist, so ist die Summe
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(.=1

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem X ^  v oder X =  v ist.
Sind X und v zwei ganze nicht negative Zahlen, deren Summe einen der Werthe 0, 1, 2, 

bezeichnen ferner xv x z, . . . ,  x x die Wurzeln der ganzen Function des xten Grades

\=x

T* (*) —  £ (  x) n(A)n(x-x)n(m+x— x) ^
1 = 0

und ist

ST  (*) =  f° ° e~ y ym ^T™ ̂  ~  ^  * dy,
Jo oc— y

so hat die Summe

y  i r ( x j  !?(**) ST 
- i z £ ( x j

| X - 1

den Werth .. / — r oder 0, je nachdem X =  v oder X von v verschieden ist. II(X)n(X+m)
Sind X und v zwei ganze nicht negative Zahlen, deren Summe einen der Werthe 0 ,1 , 2, 

bezeichnen ferner x l } x z , . . . ,  x y_ die Wurzeln des J a c o b i’schen Polynoms T , h a : p ( : v )  und ist

2 x — 1 b esitzt,

2 x — 1 besitzt,

*654 
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H-=*

so hat die Summe

Z n , « , ß  0 * V )  ^ v ,  a ,  ß ( ^ j x )  'S 'x, a ,  ß ( * * > )

^ *—i) *+1» ß+i O^v)
ii=i

, „ r , 4 T Q + l)r (a + I )r ( (3 + ^ )I  (a +  |3—1) r(a +  /3 +  A—1) j n i  ̂ i •'=► n • +
d en  W erth  r ( « ) r ( p ) r ( « + p + 8 L i ) r (a + p + s a ) ----------- -od cr  ° > Je n ach d em  1 = v od er 1 ^ 0  i s t

Von den besonders interessanten speciellen Relationen, welche in diesem Satze enthalten sind, mögen die 
folgenden hervorgehoben werden:

£  cos ( 2 f l~ 1 ) U  COS (2 f t~ 1 )—  =  Y  2 x > l + » > 0 )
| t = l

Z  «OS COS 2̂>t~ 1 ^ l"r =  f t  V g 0, l + v  =  »,  X + v  =  2x)

u = l

. (X+l)jU.7T . (v +  l)jU.7T \ v ( X +  -*-)Z  S1D x+1 SID =  (Sx^A + v^O ; A ,v^0) g
(*=i m
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£  s in  ^ a ! + i ltlC 8 { n ~ ~ ^ ’+ r ” ' =  *> ,.(2 x + 1 ) ( 2 * > ^ + » a o ;  V f e o )
K=1

v=? 2o.
2 ,  P * W  =  2 X + I  ( 2 x > X + V  —  0 ;  v —  °>  P *  W  —  ° )
(i=i

wo die Zahlen die Coefficienten der G a u ss’schen Formel für die näherungsweise Berechnung eines bestimmten 
Integrales sind. Die letzte Gleichung hat bekanntlich zuerst Herr F. N eum ann  a. a. 0 . aufgestellt.

Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern einer regulären Kettenbruchentwicklung bis 
zum xten incl. positiv, so sind bekanntlich1 die Wurzeln der Functionen ^ KO*’)? f x(&) reell undungleich,
und es trennen die Wurzeln von <px(a?)7 sowie die von $ und y Qv) sich gegenseitig von ein­
ander, so dass also in diesem Falle

si§‘M ? x W K W )  =  s i£ n - ( K - i W K W )  =  + 1

ist. Man leitet daher aus den aufgestellten Theoremen unmittelbar das folgende neue her:
Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern einer regulären Kettenbruchentwicklung 

wenigstens bis zum xten incl. positiv, sind ferner die Wurzeln x \,x z, . . . ; a?x des xten Näherungsnenners dieser 
Entwicklung

j>x Qv) =  a ^ x A+  42- i # v'-1 +  ...  +  ( i f x + c i ^

3 „Uber algebraische Gleichungen, welche nur reelle Wurzeln besitzen.“ Von Leopold G e g e n b a u e r . Diese Sitzungsber., 
8 4 .1kl., II. Abth., S. 1102— 1107.
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eine ganze Function von x  von nicht höherem als dem Grade x + X + 2 sx(5c—X) (s =  0, x;>X; ex =  1, x<X ), 
welche an den Nullstellen von (&) dasselbe Vorzeichen wie besitzt, so ist die Determinante

sämmtlich positiv, ist endlich
^(a?) =  cTa?T4 - c T_ i  x z~ x+  . . .  + c i x  +  c0

.00 0, 0 , 0

V I «i-X-2-2e (x—X), (J. 

* 2,
+

r i

iJ-=5t „w

Z « x -

ifc=i K.-l f a )  K

V ~ \ Ä x - X - l - 2 e  (x)

- i  ----- =------' ' <—  ’ ’
,00 0 ,

P=,-X“1 ' ^ a ' l U p - ^ O - x i . ^ x W '

P=° V =

Z  Cx_f
V
f r i  t i W ^ W  /

.0 0 00
x - t - X + l - x j  ® x + X + 2 - x j  ® x + X 4 - 3 - x ;

a x - T + p - / i - 2 e  (x -X ), p- (* * V )
p = T + Ä —X—1 /(JL=-X ^(x)

.w 00

0 , 0

« (x) « w  U*x—1;

,00 J x )
} ®x-4-X-t-l—t —/t? ®x-4-X4-2—t —/tj ® x-H X +3—t —Aj • • • ?  ® x—1-7 t;  M/ . —h

p = 0  '(i=

positiv oder negativ, je nachdem r—X— 1 +A  gerade oder ungerade ist.
02m
- i
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§. 3. Der pte Näherungsnenner

(x) =  äpp)a?p+  ä(ppl_1x p~1 +  . ..  4 - ä ^ x + ä ^  

der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes

O  -  Vi )V' 0* -  2/z)V2 ( ^ — 2/,)V7 i O )  (v, +  vÄ +  . . .  +  vr =  m)

wird, wie ich unlängst gezeigt habe, 1 falls die Kettenbruchentwicklung von fx(x) regulär ist, durch folgende 
Gleichung gegeben

^ + » 0 * 0 »  $ 9+m- i ( x ) ,  <PP+1 (# ) , rpp(a?)

^ p + - ( 2 / i ) ;  + P+ « - i ( y i ) »  • • • >  f p + i ( ! / i ) ,  M V i )

K p + » .  ( 2 / i ) ;  V p + m - i  ( y , ) ,  f p + 1  ( 2 / 1 ) ,  K  ( 2 / i )

^ + " » ( ^ 1 ) ; • • • > ^ + " i ) ( y i ) ; ^ v, " 1 ) ( y 1 )

' P p - i - ^ ( y z ) }  ' P p + m - l Q f z ) }  t y p + l i V z ) }  ' P p i . V z )

+ ™ ( y z ) )  ' P p + m - i i u z ) }  ^ p + i ( v z ) )  ' P p i . y 2 )

C i
U*
00

O**— 2/i)v,(^'— 2/2f  ••• ( ^ — 2/r)v W ^ )  =
7(p)
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K + * 6 0 ,  'Pp+m-l ( y r)> •••» ^ p + iW »  % ( v r)  

K + *(y r), K + m - i (yr), f !+ i(ü  W yr)

^ p + ^ W » ^ (p+ ^ i W ,  • • • ^ (P+ 11)W ,  Kjr % ,.)  

( X = l ,  2, t x =  0, 1, 2, . . . , v x— 1 ; < 7 = 1 ,2 , ...,™ )

Multiplicirt man diese Gleichung’ mit

K - i M  K M ’
beziehungsweise

K - i M  K M

und summirt bezüglich ju. von 1 bis x; so erhält man unter Berücksichtigung der im vorigen Paragraphe abge­
leiteten Formeln die Theoreme.

Hat der xte Näherungsnenner
^ ( x )  =r a (' )̂x y' +  a^l1x^~1 +  . . .  +  a ^ x + a ^

der regulären Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function 
t\{x) keine mehrfache Wurzel, ist ferner der Grad der ganzen Function

%(x) =  cxa7T+ c T_ia?T_1+  ...  -4-^x + C q

„Zur Theorie (1er regulären Kettenbrüche.“ Denkschriften der k. Akad. der Wissensch., Matliem.-naturw. Cl., 59. Bd.
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D icht grösser als die kleinste der Zahlen p +  a—7i +  2£p+3 (x—p—a) (<7 =  0 ,1 , 2 , m\ e.f =  0, x >  X; sx =  1, x<X ) 
Und bezeichnet ipp Qv) den pten Näherungsnenner der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes 
Qv—yt)V| Qv— y2)V:; ( x ~ y î r f\Qv) (vx+ v 2+  ... +v,.r= rw), so ist für 2 x + l:> p + ? w

V  4-/,, y . (x v.— y i) '‘ (Xy—y t T  • • ■ QV— i l S '  X ('r l>) t t  (% ) _  0

^  i i W W  ~

Hat der xte Näherungsnenner
r /  \  ( x )  X .  ( x )  X — 1  .  , (y .)  .  ( x )^(a?) =  a* x  +  a\Lxx  +  a\ x +  nK0

der regulären Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function 
f\Qv) keine mehrfache Wurzel, ist ferner

ŷ Qv) —  CTra?T +  cT_ 1̂ _1+  . . .  +  cxx + c Q

eine ganze Function von nicht höherem als dem Grade p— h und bezeichnet ^pQv) den pten Näherungsnenner 
der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes Qv — y J '  (a?—y2)Vs . . .  Qv— yry rf\Qv) (vt + v 2+  ...  + v r =  m), 
so ist für x p+m  die Summe

y '  4-&, ix Q y—& T1 Qv\— y%T • • • (*v.— yrTr x  Qv) M

gleich Null, ist aber
,..=1

r
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Sitzb. 
d. 

m
athem

.-naturw
. 

C
l. 

C. 
lid. 

A
bth. 

II.

, . m+L ( y , ) \  y "  ^

Sind die Wurzeln x v x z, des xten Näherungsnenners

z= a ^ x '+  a(̂ L1cc'~1-\- . .. +  a ^x +a W

der wenigstens bis zum xten Theilnenner einschliesslich regulären Kettenbruchentwicklung der nach ganzen 
negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function fx{x) sämmtlich von einander verschieden, bezeichnet ferner 
typix) den pten Näherungsnenner der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes (x— y^)i ( x — yi)>1 
. {x— y^}>Tfi (x) (vj +  v2+ . . . +  vr =z m), und sind p und a zwei nicht negative ganzen Zahlen, deren Summe kleiner 
als 2 x + l— h — m ist, so hat, falls x nicht kleiner als die grössere der beiden Zahlen p-\-m} a-hm ist, die Summe

ij.= i
den Werth 0 oder

01 n m  +  1 a pP) I ^ p + 1 + 1 - «  ( y j  1 _ (< j) q j - p - 1 ,  ( x ^ )  _  ____  m + 1  ä j  } 1 ^ +XL + 1  ( & \ )  1 _ ( p ) ' y i  4 - q - l , | x  ^

4 S r > | ^ L w l  «ssritf’j L t o l ap ’

(1 —  1 ,2 ,  . . . ,  r ;  t x =  0 , 1, 2, . . . ,  v .— 1; a  =  1, 2, m)

so hat dieselbe den Werth

Ol
je  nachdem \p—o \ > h — 1  oder gleich h — 1 ist. v ’ 1 ’ ’ ’ 1 ’ ’ ’ ] 2
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*py(x) =  x x +  a^LiCo'^1 +  . ..  +  a ^ x + a ^

der regulären Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function 
f\(oc) sämmtlich von einander verschieden, bezeichnet ferner ^p(a?) den pten Näherungsnenner der regulären 
Kettenbruchentwicklung des Productes (x —y^f1 ([x— y2)V2. . .  (x— y^)rfx {pc\ und sind p und a zwei nicht negative 
ganze Zahlen, deren Summe kleiner als 2x— m ist, so ist, falls x nicht kleiner als die grössere der beiden Zahlen 
p+m , a+m  ist, die Summe

Z j K - 1 W K W
p . = l

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem p ^ c  oder p=r a ist.
Ist 3-(a?) eine im reellen Intervalle a...b reelle und positive Function ebenso wie (x — y ^ 'i x  —  y^"-... 

(x — y y r (vj +  VgH- . . .  -\-vr —  m)7 bezeichnet ferner ^ (#), beziehungsweise (x), den xten Näherungsnenner der 
regulären Kettenbruchentwicklung des Integrales

, ,  ,  .  { z - y rT r S ( z ) d z
y beziehungsweise J ■ y

so sind die Wurzeln x v x t1 x % der Gleichung =  0 sämmtlich von einander verschieden, und es ist, falls 
p und ff zwei nicht negative ganze Zahlen vorstellen, deren Summe kleiner als 2 x— m ist, für alle x, welche nicht 
kleiner als die grössere der beiden Zahlen p+m , a-\-m sind, die Summe

Sind die Wurzeln x v x t , des xten Näherungsnenners

r  3- (%) d z  
J a  x  — z
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45*

' y  (^v V x ) ' (^y y%) ■ • • (^v 2/r) r ^p(a7ij-) ^„(^v)

( .= 1

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem oder p =  a ist.
Von den speciellen Relationen, welche in diesen Theoremen enthalten sind, mögen die folgenden besonders 

angeführt werden.

vT . *(2(1—1)* 2s(2/a— 1) n ( (2fi—l)ir\„, ( (2 f i- l) ir \
\  sin :— <—  cos — — 2 1  i i cos — — I* . i i ( cos — — =
Z j  4 «  4 w )- r + s ' , + T \  2rc /  v>r-*-T, , + T \  /
|JL=1

jjL=n

fr 22X_1wr(A+l)r(r+X +  4-)r(s  +  X +  4 ) r ( r + s + A )
 --------------r ( r + g + 2 X) r ( r + 8 + 2 X + 1) 7T ----------------------  ( X + v c f t t - r - . )

V  sin2 r + 2  0  ^  cos2 s + 2  Tx , 3  s f cos - ^ r ) Z1 s s ( cosZ_i 2w+2 2w+2 x’r+Y’,+ yV rc+1/ v’J,+Y’i + YV w+l>

^ )V22X_1 (w + l )r (X + l )r (r + X  +  | - ) r ( s+ X  +  | - ) r ( r + s + X + 2 )

T (r + s + 2 X + 2 ) T (r + s+ 2 X + 3 )  k 

^  sin2 r + 2   ̂ ^  „ cos2' ^?r-  SP , 3  (cos  ̂ T  , 3  , i (cos ^   ̂ —

(X + v< 2rc— r — »)

H-=l
2rc+l 2 n + l  ^-+T’- + T \  2 » + l /  ’.*-+t *,+ T \  2 » + l /

22x-2 ̂  v(2 w + i) r(x+ i) r (r+x + -|) r(«+x +  ̂ -) r(r+s+x+i) 

r(s+r+2X+l)r(r+s+2X+2) n
( X + v < 2 w  — r  —  s)
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y.=l

WO

c ö o v )
=  ( - i )

p ^X)Vn ( > — p ) u ( i + p + 2 o c — i ) a n ( 2 « )

A +  a

22p- ‘+ 1 n ( « + P- i ) n ( « + P— | )

ji(x+«— l) n (2a + 2p— i) n («—  -i)
(A +  v < 2 w ;  CC0*>) = : 0 )

K O )  =  / J

2 a — 1

_  r + 1  ( 1 — I/2) 2 {C“ (a?) — Cn (y)} dy
x — y

ist. Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar die specielle F N eu m a n n ’sche Relation
(1=71

=  G + v < 2 »)
| * = 1  r /

wo, wie oben, die Grössen die Coefficienten der G a u ss’schen Formel für die mechanische Quadratur und 
x 1,x i , ...,xn die Wurzeln der Kugelfunction Pn(x) sind.

Bekanntlich lassen sich alle Näherungsnenner einer regulären Kettenbruchentwicklung durch zwei 
unmittelbar aufeinander folgende von ihnen ^ ^ (x ),  $x(x) in folgender Weise darstellen:

=  h  (* )  t .  0*0— §v 0*0 t . ~ i  (*0

K - h - i O )  =  t i x )

( f ^ O )

wo die ganzen Functionen ^y(#), $p(x) und ^ ( a ? ) ,^ # )  von dem Grade p., beziehungsweise [x— 1, wieder 
Näherungsnenner, beziehungsweiseNäherungszähler, von regulären Kettenbrüchen sind, welche einen bestimmten 
Theil der vorliegenden Kettenbruchentwicklung bilden, und demnach bestehen für jedeWurzel x x des Näherungs­
nenne vs die Relationen
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0 5

i. 
G

egen
b

au
er

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



T heorie der Näherungsbrüche. 665

(13

a
r-̂
o

Pm
<d• pH

T i

M

Tjl /  
T"

* -a -

Qi
-9 -

c->. tH W

* t
**£ - - >

>5

V  ca c*
s S

+  +
?- -9- *3-

rH _
£■+ < s Q- t

, >5

K. oi'
*̂ - r—I

4-

*£-

i
*9 -

-0 -

d.

&  v!t 
+ ^

rO  
• pH
&ß
?-H
<33

O

Q_

+
Q_

ZO
ba
a
3
C3• rH
03

3
fH
03

03
m

* - a -

- J  °~
^  4.

r»^  ^

‘3
i ±

i«

CL.

1 ^ -
>

U
5^
I

^5
I

£

-f%

>5

x
-a -

. <* rv

IX
I
£
i

+

is
±

5».

-3 - -5>-

v^5
X

-a -

+
X

-3 -
+
X

-a -

5* .5>i
I
§

^ . t

5* JS»

+•*. CU
*a-

-a -

Sü

-a -

>5

?S5

5>i 5>i

-3 -

S>i 5>s

-3 - -3 -

S»5 S»5

;- +  •C- x
-3 -

+x

s t
-3 -

k +

+ 
- .  X
-a -

^ 5  5f> 5*1

^ +

S»>

rH 
i ^  
>’ i V_ • X
-9 -

i—< lffi

-3 -

u
5>S

£ t
■a-

■a-

3  5sJ

2  ^  -a - -a -

v^ S  > i

x  ^  X
*a* -a -

5»
<M

+x
-a>

+

+
X

-a -

+  +

^  O  

•2 1'

5fs

-f~ “l~ ^  x
-3 -

•C* Q.
-a -

>5

£ t
-a -

CM

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Aus derselben ergeben sieh folgende Theoreme:
Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern der regulären Kettenbruchentwicklung der 

nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function fx(x) wenigstens bis zum pten inclusive sämmt­
lich positiv, bezeichnet ferner ipp(a?) den pten Näherungsnenner dieser Entwicklung und ist

W W  =  ? ^ W ^ p (ar) — ?K-(a?) ,P p -i(ar)

'P P—H-—! (*̂ 0 =  'P M. (# ) —  , ,  (x) tpp (x)

verschwindet endlichkeine der beiden ganzen Functionen (x—y ^ '^ x —y ^ 2... (x —yrY r (y1+ v z+ ...+ v r —  m) und

rPp+m(yx), p̂+m-i (2/1)5 
'Pp+m (2/1)5 typ+m-l (V i);

(2/l); ^p+™-l(2/l)> 

^ P + to( 2 /2 ) j ^ p - t -m - 1  ( 2 /2 ) ;

(3/2)7 ^p+m- 1  (2/2):

^P+21)(2/2) ? ^ p V } (2/2)5 '{f* l \y% )

!> 0

4*P + 2 (2/i)5 p̂+1 (2/1)5 'M2/1)
K+2 (2/1)5 Kp+1 (2/1)5 Kp(2/i)

^ (2 /1 )5  (2/1); ’rf1_1)(2/i)
^p+2(2/2), ^ + 1 (2/2); M 2/2)

Kp+2 (2/2)5 KP+1 (2/2)5 H  (2/2)

P̂+™(2/r)> -̂ p+™-i (2/J5 ̂ p+2(yr), '^+i(2/,)> ^p(2/j
f p + » ( y r )> •’P /p + » - i ( y r )»  K + a t o  ^ p + i ( 2 / , ) ;  K p ( 2 / , )

' P % l \ V r h  ^pr_1)W
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in dem Intervalle, innerhalb dessen die Wurzeln von ^p(a?) liegen, so sind sämmtliche Wurzeln des pten Näherungs- 
nenners der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes (x—y^f'ipe—ya)v- {x— y^j,rf\{cc) reell und
ungleich und werden durch die Wurzeln von 4>?(x) von einander getrennt.

Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern der regulären Kettenbruchentwicklung der 
nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function fx(x) wenigstens bis zum (p +  l)ten inclusive 
sämmtlich positiv, bezeichnet ferner ipp+1 (a?) den (p +  l ) ten Näherungsnenner dieser Entwicklung und ist

’l'p+M-i 0 * 0  =  ?V 0 * 0  ^P+i (?) —  ? M )  %  (?) 

verschwindet endlich keine der beiden ganzen Functionen (x—yxy i(x—yiy s...(x—yr)>r (vt + v 2+ ...  + v r —  m) und

? m—2 (?)> Vl(?)> l > °> — 1
typ+miVl)} 'Pp+m-liVt)) ^P+3 (2/l)? ^P+2 (2/1)7 ^p+lC^l)» 'Pp (l/i)

^ £ + » » ( 3 / 1 ) 7  ^ p + ™ - i  ( 2 / 1 ) 7  Vp+s(3Ji)> ^ p +2 ( 2 / 1 ) 7  ’P p + i ( 3 / 1 ) 7  'Pp( 3/ l )

^ + » ( 3 /1 ) ;  ^ (p V - i  (3/1)7- 

’P p + m  ( 3 / 2 ) 7  'Pp+m-l ( 3 / 2 ) 7
’f'p+w» (3/2)7 ’Pp+m-l (3/2)7

^P+m (3/2)7 ^p+^-l (3/2)7

^p+m (y r ), 'Pp-irm -l(y r), 

'Pp+miy^f Yp+m-liV^)}

(va-l)

’f'p+.V); C W ’

■7  ^P+31) (3/ l ) 1 (3/1)7 (3/1)7 ’r f "1 ^(3 /1)

*PP+3 (3/2)7 ^ p + 2  (3/2)7 ’Pp+l (3/2)7 *Pp (3/2)

'PP+ 3  (3 /2 )7  ^ + 2 ( 3 / 2 ) ?  ^ P + l  ( 3 /2 ) 7  ^ P  ( 3 /2 )

■7 tf'pTs1* (3/2)7 (3/2)7 'Pp+'i1) (3/2)7 ^PV3-1) (3/a)

^p+3 (3/r), ^p+ 2  ( y r), t P+ i ( y r), 'Pp ( y r)

'Yp+z(yr)> f p + a W  Y p + i( y r)> t i ( y r)
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in dem Intervalle, innerhalb dessen die Wurzeln von ^p+i(a?) liegen, so sind sämmtliche Wurzeln des ptenNäherungs- 
nenners der regulären Kettenbruchentwicklung des Productes 0 *—2/i) Vl( ^ - & ) V2 (x — yr) >rfA x ) r e e 1 1  und 
ungleich, und es liegt zwischen je zwei Wurzeln von ^p+1 (a?) eine der eben genannten.

Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern der regulären Kettenbruchentwicklung der 
nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function f x {oo) wenigstens bis zum pten inclusive 
sämmtlich positiv, bezeichnet ferner ipx W  (p + ? w ^ x > p 4 - 1) den xten Näherungsnenner dieser Entwicklung, und ist

K + ( . W  =  ? v  W  K W — W  K - i W  

K - ^ i W  =  i W K - i ^ ) -  i ^ W K W

verschwindet endlich die ganze Function-( x — y ^ i x —y ^ 3 ( x — 2/J v?' (vj +  v2+  ... + v r nz m)  in dem Inter­
valle, innerhalb dessen dieWurzeln von ^ (a?) liegen, nicht, so gibt es mindestens x—p— 1  Paare von aufeinander 
folgenden Wurzeln von ^  (x ) ,  zwischen deren Gliedern je eine ungerade Anzahl vonWurzeln der ganzen Function

— ~~¥p+m--A-i(a?), 1, 0, 1,

K + i t o  K t o  K - Ä  

$+»(3/1)7 f x+ M >  K-i(y)

^ T » ( y i ) »  K + i i (2 /1)7  'Pti 1](y
'\>p+m{y^)j ^p+jra_ i(l/2), K - U I ^ ä ) *  K  (2/2)7 K - i (^2

K - H » ( y  2) ,  K + i ( y * ) »  K  (3/2)7 K - i f o *

K W ; K - P W > K - p - i W

K - a t o * K + i  ( 3/ i ) j K ( 2/ i )

K - 2  ( ^ l ) » K p+ i  (2 /1)7 K  ( 2 /1 )

K r } ( 2 / 1 ) , ^ ? v+ i 1) (2 /1)7 K V‘ _ 1) ( 2/ i )

K - 2  ^ 7 K + *  (2/2)7 (2 /2 )

K - 2  ( 2/2)7 K p+ i  (2/2)7 K  (2 /2)
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tL(v*-1}r p + m $ V -i(  y*)> i V t o  € 1 " (& ); ^ p V ^ b ) *  $ V sl,(y Ä)
r (vo—1)

^ P-H »-i(yr) , ^ ,+ 1 ( ^ ) 7  $ M ,  t - A V r ) ’ t 2W >  $ + i ( 3 Ü ;  $ ( 2/,)

$ + » ( y r); $+ ™ -i(.yr), $ + i ( y r); $ ( s O >  ’K - i t o  $ - 2t o >  f p + i W ;  $ ( y r)

^ p + Ü i W ,  •••; € r~1}( y r) ’ f c " 1}(2 Ü ’ f c _1)(2/,); ■••; ^ p + ^ W ’ '̂ pV"1) W

sich befinden.
Von den speciellen Fällen dieser Theoreme mögen die folgenden erwähnt werden:

Das Intervall cos ^ c o s  kann höchstens zwei, das Intervall cos cos +  V -
2 n + \  2 n + l  7 2 rc+ l 2 w + l

aber höchstens eine Wurzel der ersten Ableitung der Kugelfunction rcter Ordnung enthalten.

Das Intervall cos ^  „ . . .  cos ^  •*-) K kann höchstens zwei, das Intervall cos cog (^+l)rc
w4 - 1 2  n 7 2 n n + 1

aber höchstens eine Wurzel der ersten Ableitung der Kugelfunction wter Ordnung enthalten.
Sind die Coefficienten von x  in den einzelnen Theilnennern der regulären Kettenbruchentwicklung der 

nach ganzen negativen Potenzen von a? fortschreitenden Function fx(x) wenigstens bis zum pten inclusive sämmtlich 
positiv, liegen ferner die Wurzeln des pten Näherungsnenners ^(a?) derselben innerhalb der Grenzen a und b 
und bezeichnen ^(a?), '/'pW beziehungsweise den pten Näherungsnenner der regulären Kettenbruch­
entwicklung des Productes (x — a)/i(a?); (x—b)/i(a?), (x— a)(x— b)/i(a?), so sind dieWurzeln der eben genannten 
drei ganzen Functionen sämmtlich reell und ungleich, und es werden die Wurzeln
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$ p(a?) sowohl durch die Wurzeln von \pp (x) als auch durch die Wurzeln von (x— b)$p(x),

$p(x) sowohl durch die Wurzeln von ^p(x) als auch durch die Wurzeln von (x— a)^p(x)}
*

durch die Wurzeln von (x—a)(x—6 )^ p—i(a?), endlich die Wurzeln von
* _ipp_i(a?) durch die Wurzeln von $ p(x) 

von einander getrennt.
Das letzte Theorem enthält als ganz specielle Fälle die folgenden zwei, von Herrn P o sse  in seinem 

interessanten Werke „Sur quelques applications des fractions continues algebriques“ aufgestellten Sätze:
Bleibt die Function f(x) innerhalb der reellen Grenzen a...b (a<zb) reell und positiv und sind Un(x)j

J

/* 5 fqj -Pf qj \
— -----------—  ■ ;  ,

x ~ vj \--- .yjr \jj v  ̂ so wer(jen (jie Wurzeln der Gleichung Un(x) =  0 durch die Wurzeln der Gleichung
t/ a x  y
(x—b)Vn(x) =  0, und umgekehrt die Wurzeln der Gleichung Vn(x) =  0 durch die Wurzeln der Gleichung 
(x—a) Un(x) =  0 von einander getrennt.

Bleibt die Function f(x) innerhalb des reellen Intervalles a...b ( e t c b) reell und positiv und sind
/T?/) dij?n (x), Wn(x) die Näherungsnenner der regulären Kettenbruchentwicklung der Integrale / — -  ,

fy — fi\(b_y) dy Ja y
/ --------- ------- ' , so werden die Wurzeln der Gleichung <pi »0 * 0  =  0  durch die Wurzeln der Gleichung

Ja x  y
{x— d)(x— b) Wn—t(x) —  0 und umgekehrt die Wurzeln der Gleichung >Fn_ 1 (V) =  Q durch die Wurzeln der 
Gleichung f (x) —  0 von einander getrennt,
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§. 4. Die in den vorigen Paragraphen entwickelten Formeln gestatten auch die Aufstellung von neuen 
Interpolationsformeln und Ausdrücken für die näherungsweise Berechnung von bestimmten Integralen, von denen 
einige in diesem Abschnitte angegeben werden mögen.

Sind die Grössen yv y2, . . . ,  yr so beschaffen, dass Näherungsnenner ^p(a?) von allen Graden existiren und 
die Wurzeln x v x z, . . . ,  des rten von ihnen unter einander verschieden sind, so hat man bekanntlich für jede 
ganze Function <pQv) von nicht höherem als dem Grade t — 1  folgende Entwicklung nach den Functionen ^P(V)

wo die Constanten äp mit Hilfe der Werthe, welche die Function yQv) an den Nullstellen von (x ) annimmt,
sich in folgender Weise darstellen lassen:

Sind die Werthe der darzustellenden Function aber nicht für die Nullstellen von ^  sondern für die 
Wurzeln des Näherungsnenners ^ Qv) gegeben, so ergibt sich mit Hilfe der obigen
Entwicklungen, wie man sofort sieht, die folgende neue interpolatorische Darstellung von öp:

x=o p = 0

T
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welche allerdings die Kenntniss von mindestens r+ m  Werthen von yQv) erfordert, dennoch aber der früheren 
vorzuziehen sein wird, wenn für die auf die Näherungsnenner 'p Qv) bezügliche interpolatorische Darstellung 
Hilfstabellen berechnet sind, während für die auf die Functionen p̂pQv) bezügliche keine solchen existiren. Für
diese Darstellung der Constanten äp lässt sich sofort folgende bemerkenswerthe Eigenschaft erweisen:

Verfährt man bei der Bildung der Grössen öp so, als wenn yQv) eine ganze Function vom Grade r — a 
wäre, d. i. interpolirt man dieselben mit Hilfe der letzten Formel nicht aus den Functions werthen an den Null­
stellen von tpT+m(#), sondern aus jenen Werthen, welche sie für die Wurzeln von ^x_ a+mQv) annimmt, so ist der 
bei dieser Bestimmung des Coefficienten äP gemachte Fehler nur von den Grössen hx—2a+m—P+ i?
. . . ,  6 t_ i abhängig, und demnach gleich Null, wenn r + m ^ 2 a + p  ist.

Von den speciellen Interpolationsformeln, welche in der eben aufgestellten allgemeinen enthalten sind, 
mögen die folgenden besonders angeführt werden:

Ist die ganze Function Qv—yx)^ Qv— y ^ Q v — y ^  innerhalb der Grenzen — 1...-+-1 reell und positiv, so 
bestehen für jede ganze Function <pQv) von nicht höherem als dem Grade r — 1  die interpolatorisehen Darstellungen

$ 0*0
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wo die ganzen Functionen pten Grades ^p(x), ^p(x)}Wp(x) der Reihe nach die Näherungsnenner der regulären 
Kettenbruchentwicklungen der Integrale

Aus der obigen allgemeinen Interpolationsformel folgen ferner folgende Theoreme über die Vertheilung

von zwei in gewissem Zusammenhange stehenden, nach bestimmten ganzen Functionen entwickelten ganzen 
Functionen:

Sind 3 (x )  und (x—yY)v‘(# —y2)v* (x—y ^ r (v ganzzahlig, nicht negativ; vj +  v2+  ... + v r ■= m) im 
reellen Intervalle —a...b (b, a > 0 )  reell, positiv und so beschaffen, dass die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung

wicklung der ganzen Function (r — ljten Grades (p(x) nach den ganzen Functionen genau Glieder mit

vorstellen.

der Wurzeln einer ganzen Function sowie der negativen Vorzeichen in der Reihe der Entwicklungscoefficienten

n > m )

für jedes ganzzahlige, nicht negative n eine ganze Function raten Grades '^(x), in welcher der Coefficient der 
höchsten Potenz von x  positiv genommen werden soll, als particuläres Integral besitzt, sind ferner in der Ent-
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den Indices l i} \  wirklich vorhanden, so ist die Anzahl der ausserhalb des Intervalles — a...b liegenden
Wurzeln dieser Function nach dem Modul 2 congruent dem Ausdrucke

• rs ? m^ \ ~ y ^ ^ x v - y % T  (x v - - y J r ? M \ W  2  81gn{  h
‘" y T  (x v . - y J i O v - y * r  W - y r) Vr ?  W  \ +1 +  r

4 ^  /  1P*—
wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von x zu nehmen sind, für welche die Summe 
Xx+Ax + 1  gerade ist und die Grössen x v. die Wurzeln des einen positiven Coefficienten von (vT+m besitzenden 
(V+m)ten Näherungsnenners *PT+m(V) der Kettenbruchentwicklung des Integrales

P + b S ( z ) d z

I  X ---*%/ —a

sind, während die Anzahl der im Intervalle — a...b (mit Ausschluss der Grenzen) befindlichen Wurzeln mit 
der Summe

2/i)v,O v — y%TT ± r 1=fc )  sign, > ------------

H-=l
^ T+TO_i (a^) *P'+m(a^ )

|1 = T + M
y i  y J l W — y%T" ••• W — y rT r ? O v ) \ +1

^  ^ T+TO_l ( x {})
H-=l

denselben Charakter in Bezug auf den Modul 2 besitzt.
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Ist a eine reelle, endliche, nicht negative Zahl, sind ferner $(x )  und ( ? - y ^  (x— yry r $  (?)
(yx ganzzahlig, nicht negativ; vf +  vz+ ...-\-vr —  m) im Intervalle — a... oo reell, endlich positiv und so 
beschaffen, dass der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

[ ( ?+ a )x+ \ x — y J l(x— yi)H ( ? — y ^ r S (x ) y 'J  =  cn (x + a )x(x— y j 1 (x — ( ? — yry r $ ( ? ) y n

( c „ >  cm>  0 ; n > m )

für jedes ganzzahlige, nicht negative ra eine ganze Function raten Grades >pn(x), in welcher der Coefficient der 
höchsten Potenz von x  positiv genommen werden soll, als particuläres Integral genügt, ist weiter (— a — yj )Vl

•(— ■«— »*)’*••• ( - « — » , a) TOn N u l 1  verschieden und lim„ 0 0   --------— ------- ——  --------
O — y t ) ( * — 9 t )  (x — y r) s  ( x )

stärker unendlich als jede Potenz, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function ( r — l) te n  Grades y(x) 
nach den Functionen $n(x) genau rt Glieder mit den Indices • ••> wirklich vorhanden, so ist die Anzahl
derjenigen negativen Wurzeln von f(x )} deren absoluter Betrag nicht kleiner als a ist, nach dem Modul 2 con- 
gruent dem Ausdrucke

T  /  1 + (— x) S1SM  > ------------------ ™------- / -,m> , -̂----------- 5-------

+z^ +m ( ? v  -  y J 1 ( ? \ — y J *  (?v .— y S r ?  O v ) <Kx+1 M
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Sitzb. d. m
athem

.-naturw
. 

C
l. 

C. 
B

d. 
A

bth. II.

wo die Grössen x^ die Wurzeln des, ebenso wie *PT+Wl_i (x) einen positiven Coefficienten der höchsten Potenz 
von x  besitzenden (r +  ̂ te u  Näherungsnenners ipx+m(a?) der Kettenbruchentwicklung des Integrales

r°° $(z)dz

J -a
vorstellen, während die Anzahl der dem Intervalle — «. . .  oo (mit Ausschluss der Grenzen) angehörigen Wurzeln 
mit der Differenz

x = r 4—1 ( , | j .= T + w i
,  i ’ v  1 f , . ' ,+ ' ,+ 1 - 1  . / v  O v — y t Y ' f o — ytY'-  O v — » J ' f W t n . W

■1 + r — T  )  1 + (— !) S1̂ n - > ----------- iTF-------- -̂---------

2
7=1 . x ! ^T+m-l 0&V) 'Vx+m( x v)

*=x+m Qv^— y J ^ x ^ — y J 2 (a ^ — y r) c p (^ )

j\
[X— 1 J

gleichen Charakter in Bezug auf den Modul 2 besitzt.
Sind a, b, c, d endliche reelle nicht negative Grössen, sind ferner die Functionen 3(x)  und (x -y )^  (x—y ^ 2... 

(x—y^j>r im Intervalle — a...b, die Functionen -^(a?) und (x—z ^ Q v —«g) 1*2 (tv—Zs) 1''4 (v̂  und jx ganz­
zahlig, nicht negativ, +  v2 +  ... +  vr =  jut +  ju2 +  . ..  -+- p.s =  m) im Intervalle —c...d reell, endlich, positiv und 
so beschaffen, dass die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

[ (x + a ) (x — b) (x— y j '  (x— y j *  (tv —  yrf '  $ (x ) y 'J  =  cn (x —  y J 'Q v — y ^  (tv— y j r 3 (x ) yn

; 0 ; n > m )

[(a?+c)(a?— d )(x— zif 'i( x — z%f \  . .  (x —  zsf s ^  (v)y'n]' =  dn(x —  z1)l’'t(x —  zz)lh (x —  zsf s^ 1(x)zn

{dn> d m>  0; n > m )

für jedes ganzzahlige, nicht negative n ganze Functionen raten Grades $ (tv), Xn(x )> *n welchen der Coefficient 
der höchsten Potenz von x  positiv genommen werden soll, zu particulären Integralen haben, sind endlich in der 
Entwicklung der ganzen Function (r— l ) t e n  Grades <p(x) nach den Functionen *pn(x) genau rx Glieder mit den

0 5-J
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Indices X2, . . . ,  Xri, in der Entwicklung von <p ^  ^en  Functionen x „ < »  genau Glieder

mit den Indices X', XJ, X̂  wirklich vorhanden, so ist

Z  s,gn'(  A
X = 1  ' [ i = l

” Y> (jv r-— y t ) ' ( x r-— y%) ' ■■■ (aV — 3 U ' ¥(*!-■) + ,i+ 1 (a'V)'j _  y ' si?n  f  y  ( x ,v.— z t Y ' ( x lt— zt ) H . . .  ( x lv.— z,)''‘

( j .=  3 '  x = l  '  lJ-= 1

■ \  c + d  J x>^ Z j  X,+m_1 (y il) X +„(4 ) r V e+ rf ! K+i^

wo die Marken an den Summenzeichen andeuten, dass nur jene Indices X, beziehungsweise X', zu nehmen sind, 
für welche die Summe Xx+Xy.+1, beziehungsweise X'+X'+1, gerade ist und die Grössen x^, beziehungsweise x[x, 
die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit positivem Coefficienten der höchsten Potenz von x  genommenen 
(r+m)ten Näherungsnenners der Kettenbruchentwicklung des Integrales

<1
OO

05

r 63(z)dz  , . t . r dSAz)dz
I —^ , beziehungsweise / ■ 1 x y ,
/  X — z I x  —  z*/—a %/ — c

vorstellen.
Sind a, b endliche reelle, nicht negative Zahlen, sind ferner die Functionen $ (x )  und {x— y^jl(x—yzYz... 

(x— y^j)r im Intervalle — a...b, die Functionen (x— zxY '( x — — z^fs $ \(?)  (vx un(  ̂ f̂ x ganzzahlig 
nicht negativ, vt +  v2 +  ... + v r =  +  ••• — m) unc  ̂ ^ iW  a^e negativen x  endlich und

positiv und so beschaffen, dass limI=Co • stärker unendlich wird als jede Potenz, und für jedes ganzzahlige
(# )
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[(.v+a)(a? — 6) — ( x — y j r 3(v )y 'n\’ =  Cn^ — y ^ Q c  — y ^ . . .  (x — y ^  $ ( x ) y n
(cn>  cm>  0 ; n > m )

[a?x+ 15 1(a7)(a7— — *jj)  ̂. . .  ( # — «Q! — dn( x —  zx)H( x — z ^ . . .  (x  —  $ l (x)zn

(dnx l m> 0 ; n > m )

ganze Functionen vom Grade n ip (x ) und x̂ O*7)? in denen der Coefficient von x n positiv genommen werden soll, 
zu particulären Integralen haben, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function (r— l)ten Grades 
f ( x )  nach den Functionen tyn(x) genau rx Glieder mit den Indices . . . ,  \T, in der Entwicklung von

(1 +  x f ~ l f  ̂ j nach den Functionen x j x )  genau st Glieder mit den Indices X', A£, . . . ,  wirklich vor­

handen, so ist

1 /[1=T+OT

x Wt+m_1(a?|1L)>P'+m(ar1J.)

0 * v — 2/i)Vl W — V i T  ••• 0 * v — ? W K + i ( * V ) \  =  j J " y " 1 ( 1 + /

*  l ^  i T+m_ i ( 4 ) i 4 » K )
V | j . = l

^  ^  + a £ ) 'c-1 y ( 6— a r~) X , (4 - ) \  )
V    1 +&\>. / '-»+i (mod. 2 ),

^_x+» — z2/ 2... ( 4 —^)^ (1 + x f f  1 cp ( \  t a y )  x , (4 )
• s ig n . ^
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wo die Marke am Summenzeiclien anzeigt, dass nur jene Indices X zu nehmen sind, für welche die Summe 
Xx+Xx + 1  gerade ist und die Grössen x^, beziehungsweise x^, die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit 
positivem Coefficienten der höchsten Potenz von x  genommenen (r+m)ten Näherungsnenners der Kettenbruch­
entwicklung des Integrales

r b S ( z ) d z  . . , . z*00 ( z ) d z
I ——— , beziehungsweise j -----— ,

J - a  X ~ % J O  X ~ Z

vorstellen.
Sind a, b endliche, reelle, nicht negative Zahlen, sind ferner die Functionen 3(a?) und (x— y^f' (x—y2)Va 

. ..  (x — y ^ r (v} ganzzahlig, nicht negativ; vt + v g+ . . . + v r m) im Intervalle —a...b, die Functionen $ x(x) 
und (x— — zzY~-'- ( ? — ^i(^) (h-x ganzzahlig, nicht negativ; ^  +  [xz +  ... +  [xs ~  m) für alle nicht

negativen x  endlich positiv und so beschaffen, dass lima ;= 0 0   ̂ stärker unendlich wird als jede Potenz und
3-i (x)

für jedes ganzzahlige, nicht negative n die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

[(X~V\)V)(x -lk ) '1 (x ~ y J r ( ? + « ) (x~b) 5 ( ? ) y’J  =  cn(x -y vy i(x -y zy i ...  (x -y r)’r3 {x)yn (cn> cm> 0 ; n > m)

[ x ^ 1 ( x - z ^ ^ x —z ^ ... (x -zs)lJ's (x )y 'J  —  dn{x -z^ f '\x -z^ ... {a^-z^f‘,x t^ x{x')zn n > m )

ganze Functionen wten Grades tyn(x) und xn(?)i *n denen der Coefficient von xn positiv genommen werden soll, 
zu particulären Integralen haben, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function (r— l)te n  Grades y(x) 
nach den Functionen ip (a?) genau rx Glieder mit den Indices Xt, X2, . . . ,  Xri, in der Entwicklung von <p(—a + x 2), 
beziehungsweise y ( 6 +a?2), nach den Functionen x j ? )  genau beziehungsweise^, Glieder mit den Indices 
X', X', . . . ,  X'(, beziehungsweise X", X" . . . ,  X", wirklich vorhanden, so ist
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. V 1 • ( V'/ 3/i) Vz)' {•*'[!. y ) r(V—1) +  > siü:ü . > ___ i ---------

%  [

l“ yT " O v —  s / i f O v — »*)’’ ( * f - } , ) ’ ' f W * W l W | _  i  “ v ' V  . 4 + ' ; + i - i

^  v . W ' t t . W  j = ~ 2 ,4 ; * +

\ |A=1

|J'=y +m « — ^i)^1 «  —  *2)'" • • • « —  ^ f a f  ( —  « + < )  X).;+1( < ) \  ) ^

” ^  -3^2t + » i -1  ( ^ ( j . )  - ^ 2 t + t o  ( # h - )  y  )

r =f l ( . r = Ä +” K - * , r ( < - * 2r . . . K - ^ ) ,‘* y ( * + < ) x ). - ( 4 )
l +  (— l )X’t+X,+1 's ig n . y-  2  *' ” a“ -\  A , x !t+„ .1 (® ;)x i+„(4 .)

x=l ' 1̂ =1

| i= y + m ( ^ — ^ ) |Jl( 4  —  *2f ; . . .  +

(X— 1

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Indices A zu nehmen sind, für welche die Summe 
Xx+A ./.+ 1  gerade ist, und die Grössen beziehungsweise a^, die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit 
positivem Coefficienten der höchsten Potenz von x  genommenen (r-+-m)ten, beziehungsweise (2 r + w )ten 
Näherungsnenners der Kettenbruchentwicklung des Integrales
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r h 5(z)dz  , . i . Z* 00  zxSJz) dz
/ — —— , beziehungsweise / -----—
/ 00 —  Oj / X —£

* /  —  CL 0

<55
GO
to

vorstellen.
Aus der aufgestellten Interpolationsformel folgt ferner das auch aus meinen früheren einschlägigen Unter­

suchungen leicht sich ergebende Theorem aus der Theorie der mechanischen Quadraturen.
Sind 3(a?) und (x — y ^ 't ? — Vz)^"- ( ? — yrT r (v> ganzzahlig, nicht negativ; v1 +  v2+  ...  + v r =  m) im 

reellen Intervalle a...b reell und positiv, bezeichnet ferner ^x(a?), beziehungsweise ^X(V), den xten Näherungs­
nenner der regulären Kettenbruchentwicklung des Integrales

wo die Grössen x v x z, die Wurzeln des Näherungsnenners ^x(#) sind und der Rest A für alle ganzen
Functionen f(x )  von nicht höherem als dem Grade 2x— m— p— 1  verschwindet.

Von den speciellen Fällen, welche in diesem Satze enthalten sind, mögen die folgenden besonders 
erwähnt werden:

Ist die ganze Function {x — y ^ i ? — y ^ ... (x — y ^ r innerhalb der Grenzen — 1 . . . + 1  reell und positiv 
und bezeichnet tpP (?) den pten Näherungsnenner der regulären Kettenbruchentwicklung des Integrales

, beziehungsweise CD
CP?
CD

CT*

£
CD

O

so ist

( ? - V i T  (x — V i T  • • • ( ? — y ry r ?  ( ? ) 5  ( ? )  'P? (? )  =
( ? — y J 1 (?x—  y*T~ K ~  yrTr ?  (?0  K  W  

t i W C W
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r +1 0 — 2/i)Vl0 — VzT1 ( * — y ,) v  d*

J —i (x — z) Ny/l —z%
so ist

•+i (x— y j 1 Qv— y J *  x — yrT T <f> O)  0 * 0  dx
r  ___

J —1 \ / 1 — x z

7 r ^ (  (2 X - 1 )tt ) Vl( (2 A— 1 )tt T 2 f (2 A— 1 )tt T W  (2 1 -1 )n\ , f (2A -3)w \
=  t Z I C0S &------------ »>i “  h “ » !  i cos & yA H®0 8 - ä r - ^ ' i 0“ - ä r - j '

x=i

wo A für alle ganzen Functionen <p(x) von nicht höherem als dem Grade 2x—vt—v2 — . . . —vr— p— 1 ver­
schwindet.

Sind x t, x 2, ...,Xy, die Wurzeln der Kugelfunction xter Ordnung, av  a2, die Coefficienten der der­
selben entsprechenden G a u ss’schen Formel für die mechanische Quadratur, und bezeichnet die ?te
Zugeordnete der pten Kugelfunction (nach der F. N eu m an n ’schen Terminologie), so ist

X = x

y {x ) i l— x zY  Pp> i (x) dx =  ^  a, (1 -  x^  2 ?  (xx) P Pi i(xx) +  A ,
_1 \ = i

wo A für alle ganzen Functionen <p(x) von nicht höherem als dem Grade 2x.— i—p— 1 verschwindet.
Es mag noch hervorgehoben werden, dass man auf Grund der früheren Auseinandersetzungen die 

Coefficienten ä9 der oft erwähnten allgemeinen Interpolationsformel mit Hilfe der Coefficienten A ? der Entwicklung 
von f(x )  nach den Näherungsnennern $p(x) in folgender Weise (larstellen kann;

r >
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( - i r l C l U - A ) !

I^ L a to l

■p+m+l 7 

’/'p+m (^ 1)7

'Pp+m (2/1)7

^p-f-m -^p-f-w—1?

'Pp+r»-l (2/1)7 

^p+m -1 (2/1)7

^p-j-2 -4 p-(-l;

’Pp + l (2/l)7 

f p +1 (2/l)7

^p+1 AP

'PpCffi)

'Pp (2/1)

(2/1)7 

^p-f 771(2/2);

'Pp+m (2/2)7

^ + ^ - l ( 2/l) 7 

’Pp+OT-l (2/2) 7
^p+TO-1 (2/2)?

(2/1)7

fp  +  l W  7

f p + l W »

^pv‘ -1 )  (2/1) 

^p (2/2) 

^ ( 2 / 2 )

^ + ^ ( 2/2)7 ^ + > »-1(3 /2 ) 7 (2/2)7 ^ !":“ 1) (2/2)

'Pp -h» (2/^)7 
' P M  y r) ,

'P p+OT—1 ( 2/ 7-) 7 
^ + * - i ( y r) ,

^P +  l W 7 

f p + l ( 2/,)7

'Pp (2/r) 
f p ( 2/r)

p+TK—1 \“ r ' * ^ + T 1} ( y r ) » ^pVr_1) (2/r)

Es soll nun eine Relation abgeleitet werden, in welcher eine gewisse Specialisirung der von mir1 abgeleiteten 
Verallgemeinerung der von Herrn Chr i s to f f e l  in seiner wichtigen Abhandlung2: „Über die G a u ss’sche 
Quadratur und eine Verallgemeinerung derselben“ aufgestellten Formel zur möglichst vortheilhaften näherungs-

1 „Zur Theorie der mechanischen Quadraturen.“ Diese Sitzungsberichte, 78. Bd., II. Abth., S. 768—778.
2 Journal für die reine und angewandte Mathematik von G relle , 55. Bd.
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weisen Berechnung’ eines bestimmten Integrales, falls ein Theil der Werthe des Argumentes, für welche die zu 
integrirende Function gegeben ist, nicht willkürlich gewählt werden kann, sondern im Vorhinein bestimmt ist, 
als specieller Fall enthalten ist.

Kennt man die Werthe, welche eine Function y(ai) nebst (vx— 1 ) aufeinanderfolgenden Ableitungen an 
den vollkommen willkürlich nur im Endlichen gewählten Stellen yx annimmt, für X =  1, 2, . . . ,  r+ x , so hat man 
bekanntlich nach der verallgemeinerten L a g r a n g e ’schen Interpolationsformel die Relation

X=»H-x, p=v, —l r-J-x.

?<>) =  V  x A ,P0 - y i ) ‘f o - y * ) 3 ••• ( y - V x - i ) x+1 ( ^ - 2/x+2) x+2--- Q g -a u J  

x=i, P=o n (p) (yx- y z)" ( y ^ - y ^ S ^ 1 (y ^ -yx+S^1 (yx-yx+2 )^ 2 • • • (yx-yr+S r+y'

( v - y J '^ - y z T  ( * - y r+S r+* f 1, f %r+* f zT ~ x }
+  n(v1- i)n .v 2- i) . . .n (v r+.,-i) J0 dZr+J0 ^ + * - y 0 dZr+y-2 ' x {(*-&) *! +  & -% ).

• ^ 2 +  • • • + ( 2 / r - i-x - _ i —  2 / r -(-x)  Zr+ *~ ^ ~ yr + x } ( Z2 ~ Zl )  1 ( Ä 3 — * {%!•+?. — &r + x - l )  r  +  * 1 ( 1  — ^ r + x )  T+% dz^  ,

wo die Constanten Ax durch die Gleichungen

T = V  - 1

(a =  °; 2 ; •••; vx ~ ! ;  * =  1, 2 , •••; r + x )
T = 0

bestimmt werden, wenn x(a?) der Coefficient von ^  in der auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
stehenden ganzen Function von x  ist.
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Es seien nun die Functionen (sc— — y%f~ i ? — y^fr UQd 5  (sc) innerhalb des reellen Intervalles oo
a...b reell und stets positiv oder negativ, ferner yr+v yr+ i, . . . ,  yr+x die Wurzeln des xten Näherungsnenners 
^ (sc) der regulären Kettenbruchentwicklung des Integrales

r h(*— y%T (?— y S r s ( ?)d *
I -----------------------------------------------------  (vx ganzzahlig, nicht negativ).

J a  x  *

Beachtet man, dass das Integral

r h O — 3/i)Vl i ? — y% T  • • • (x — yrT r ^ < »  W  dx 
J a  (% — Ocf

( __1)T_1 _

die mit ^   ̂ multiplicirte ( r - l ) t e  Ableitung der ( x + l ) t e n  Restfunction fx+1(z) dieser Kettenbruchentwicklung

ist, sowie dass für jede ganze Function xQv) von nicht höherem als dem Grade x— 1

f  {x — y J '( x — y%T O — yrTr $  (?) x (*) t  (x ) dx —  0
%J a

ist, so leitet man aus der angeführten Relation sofort die Formel 

j *  <? (a?)3-(sc) dx —

X = r + x ,p = v - l  — (v^-p-1)
^  A . p / x +1 W

X=1,P= 0  II( p ) n ( v ?- p - 1 ) (2/x- 2 /0Vl(2/x- 2 / 2) V:1 (jhrVx-1) ^(Vx-yx+i) X+1(2 /)-2 /x+2) x+* - -  ’’
J'+X -f-
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p(vi+va+ ...+ vr +  9 x ) ^
”f-

n ( v i - l ) n (v2- l )  n(vr- l )n (v 1 +  v8+  . . .  +  vr +  2 x - l ) { [ i p y(> )]xX}2

f  Vx O )  ( x - y i Y '  0 - 2 / z) V2 • • • ( * - y J r d x  (vr+ i =  vr+2 =  =  vr+x =  i )
xJ a

ab, welche die möglichst vortheilhafte angenäherte Ermittlung eines bestimmten Integrales aus den Werthen, 
welche die zu integrirenden Functionen nebst einer Reihe von aufeinanderfolgenden Ableitungen derselben an 
vorgeschriebenen und die Function an passend gewählten Stellen annimmt, gestattet. In derselben bedeutet £ 
eine zwischen a und b liegende Zahl.

Setzt man in dieser Formel
V1 =  V2 =  = V ,  =  1,

so erhält man meine oben erwähnte Relation in dem speciellen Falle, dass die Kettenbruchentwicklung 
des Integrales

*s S{z)dzJi /  a X — %
-*s a

regulär ist, wenn man berücksichtigt, dass

K + i K )  = —
ist.

Die eben abgeleitete Formel, welche, wie ich demnächst zu zeigen gedenke, zu einer bedeutenden Ver­
allgemeinerung der berühm tenT chebychef’schenUngleichungen führt, liefert sofort folgenden Satz, aus welchem 
sich durch Specialisirung einige speciellere Theoreme des Herrn Markof  ergeben,
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Ändern die Functionen {sc— 3/1)v‘(̂ r — 2/2)V“ {%— 2/?.)V (vx ganz2 ahlig, nicht negativ) y(s,i+vs+--+v+2x)(a?)
und 3- (sc) in dem reellen Intervalle a . ..  b ihr Zeichen nicht, so is t:

f.
b
y (sc) $(sc) d x .

l=I,P=o n(p)n(vl-p -i) (3/-» /1)’''(^-j/2),= ... ( y - y ^ J  l~'(.y - y l+ l) ^ ( y ^ y . + f 1̂  (y -ry r+S r+%

je nachdem das Product — y(Vt+V2+"’+Vr+2v)(^) 3  {sc) (sc— y^j>x{x — y%)V2 {sc— y^f7" für alle im Intervalle a...b 
befindlichen Werthe von sc das positive oder das negative Vorzeichen besitzt.

In der Physik, Astronomie, Meteorologie, Mineralogie u. s. f. handelt es sich häufig darum, eine über eine 
Oberfläche sich ausdehnende unbekannte Function wenigstens annäherungsweise auf Grund einer Reihe von 
Beobachtungen zu bestimmen. Solche für die ganze Erdoberfläche existirende Functionen sind beispielsweise 
die Constanten des Erdmagnetismus, die Temperatur der Erde u. s. f., für die Oberfläche eines Krystalles die Atz- 
figuren u. s. w. Da sich bekanntlich jede endliche eindeutige Function f{$,  ^) des Ortes auf der Oberfläche einer 
Kugel nach Kugelfunctionen in eine gleichmässig convergirende Reihe von folgender Gestalt entwickeln lässt

n=oo
f { $ ,  ’IO =  ^  y « (^ , y ) j ( 0 ^ 3 - ^ t t ;  2tt)

wo n=0
X = n

Yn($, ^  {A'n,x cos +  sin ly) Pn<x (cos 3)
x=o
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ist, so ist in einem solchen Falle die Aufgabe zu lösen, möglichst viele aufeinanderfolgende Constanten 
A'n,\, B'n, \ dieser Entwicklung, welche bekanntlich durch die Gleichungen

4|,X =  n(”+l ) /* f (eos ^  cos K fd S i lf  (e0 =  1, er =  2; r>0)

b»,>, =  n ( » + x )  rc^’̂ P ” ,x  <-c o s  s i n nvdJidr
bestimmt sind, mit Hilfe der gegebenen, beziehungsweise beobachteten Functionswerthe zu berechnen. Die für 
die Praxis geeignetste Methode wird demnach offenbar diejenige sein, bei welcher einerseits bei verlangter 
Genauigkeit dieser Ermittlung die Anzahl der zur Bestimmung einer vorgeschriebenen Anzahl von Constanten 
erforderlichen Beobachtungen möglichst klein, und anderseits, da es sich bei praktischen Zwecken um Zeit- 
erspamiss handelt, die nothwendige Rechenarbeit ein Minimum ist. Hiebei wird oft zu beachten sein, dass es aus 
in der Natur der Untersuchung liegenden Gründen sich empfehlen wird, das Verfahren so einzurichten, dass 
durch dasselbe nicht alle Constanten mit derselben Genauigkeit bestimmt werden, sondern dass die Genauigkeit 
für die das Schlussresultat am meisten beeinflussenden Constanten dadurch vergrössert wird, dass man bei den 
übrigen grössere Fehler zulässt, als eine gleichmässige Berücksichtigung aller erfordern würde. Schon im Jahre 
1838 hat, wie in der Einleitung erwähnt wurde, Herr F. Ne uma nn  eine allgemeine Methode zur Bestimmung der 
Constanten bis zu jeder beliebig vorgeschriebenen Ordnung der Kugelfunctionen, bei der die Genauigkeit der 
Bestimmung mit wachsendem Index der Coefficienten abnimmt, angegeben, welche voraussetzt, dass die 2n[n+Y) 
Beobachtungsorte an denjenigen Punkten der Erdoberfläche liegen, in welchen 2n gleich weit von einander 
abstehende Meridiane von n + 1 durch die Wurzeln der Kugelfunction Pn+1 (#) bestimmten Parallelkreisen

Theorie 
der 

N
äherungsbrüche. 

689
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



geschnitten werden. Es hat übrigens schon Herr C. Ne uma n n  hervorgehoben, „dass es nicht einmal nothwendig 
ist, dass die Beobachtungsorte genau nach diesem Gesetze auf der Erdoberfläche vertheilt sind, da man die an den 
eigentlich verlangten Orten vorhandenen Werthe durch gewöhnliche Interpolation aus den an den benachbarten 
Orten angestellten Beobachtungen ableiten kann“. Die in der vorliegenden Mittheilung enthaltenen Auseinander­
setzungen zeigen nun, dass man einerseits unter Verringerung der Genauigkeit in der Bestimmung der anfäng­
lichen Coefficienten eine erheblich präcisere Ermittlung der späteren erreichen kann, wenn man für die Breiten 
der Beobachtungsorte nicht die Wurzeln der Kugelfunction P n+1(jv), sondern einer Ableitung einer solchen 
Function von höherer Ordnung nimmt, anderseits, dass auch unter Beibehaltung des F. N eu m a n n ’schen 
Genauigkeitsgesetzes und demnach der von dieser Methode geforderten Breiten die Rechenarbeit durch eine 
passende Wahl der Längen der Beobachtungsorte wesentlich reducirt werden kann. Nur die letztere Behauptung 
soll hier kurz erhärtet werden.

Die eigentlich gesuchten Constanten werden bei der F. N eu m a n n ’schen Methode aus gewissen inter­
mediären Constanten Ci, S\ berechnet, welche durch folgende Integrale gegeben sind:

C\ —  —  f f{$ , <p) cos X© d<p 
n J o

2 C 7'S\ — —J  f{$ , f )  sin "Xfdf.

Nun bestehen aber nach den in diesem und dem Paragraphe 2) enthaltenen Entwicklungen die Relationen

f j „ ,  „  =  i  f v  (> , « .  - «  *  .
K-=1
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\j.= n

f(S, f) sin dtpd? =  - i j  f  (^,
ij. = i

[X7V

n +  1
sm -+- A ., 

n +  1 11

wo A und Aj für ganze Functionen von cos y, beziehungsweise sin <p} von nicht höherem als dem Grade 2n— X—1

verschwindet. Sind also die geographischen Längen der gewählten Beobachtungsorte ~ , ^  ̂ ;

- ~ v ? > —̂ -r > • ♦ • > ~̂ 7r-, und verwendet man nur die Beobachtungen an den ersten n Orten bei derm+ 1  ji +  1  n + 1 ’ ’n + 1

Ermittlung der intermediären Constanten Cx, die Beobachtungen an den anderen für die Bestimmung der Sx, so 
erreicht man bei halber Rechenarbeit dieselbe Genauigkeit, wie bei der F. N e um an n’schen Methode.

§. 5. Aus der von mir für jede reguläre Kettenbruchentwicklung abgeleiteteten Relation

( x ) ,  ^  (y) ’"r̂ T1

x — y

folgt; da die Functionen c . »  sich von den Näherungsnennern der regulären Kettenbruchentwicklung der

hypergeometrischen Reihe x ~ 1 f (  1 , j , »  +  l  , x  ^  nur durch multiplicative Constanten unterscheiden, die 
Gleichung

x — y
c : ( x ) ,  c : { y )

Cl-i{x), Cl-i(y)

r=a—1

=  ^  ar Cr (x) Cr (y)

r = 0

Um die Coefficienten ar zu ermitteln, multiplicirt man dieselbe zunächst mit x —y, wodurch sie wegen 
der Relation <x>
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r  C'r ( x )  —  2 ( r  +  v— 1) Cj_ x (.r) +  (»■ +  2 v —  2) 6','L  2 Qv) 0

Cl Qc) C l-!  (y) —  C -i Qv) Cl (y) =

_  V  1 —n (r +  *) C+i(y) +  (r +  2v —1)ff-i(y) r a ^ C l ^ j y )  (r +  2v)ar+1Crv+ 1 (y) ) v,
2 ( r  +  v) 2 ( r + v — 1) 2 ( r + v - h l )  ) r  ̂ '

(fl_l =  Cfa =  « c f  1 =  0)
2v—1

Multiplicirt man diese Gleichung mit (1— x z) 2 C ^Q v)dx  und integrirt bezüglich x  von — 1 bis + 1 ,  so 
entstehen die Relationen

_  2 ( a + v — 1)
®o—1 — ----------------a

__2 (< r+ v — 2 ) ( a + 2 v — 2)
-  <7(<J— 1 )

( r + 2 v ) C ; + 1 (y) _  ( r + l ) C + i ( « / ) + ( r + 2 v —  1) C _ i W  , _
«-+> 2 ( r + v + l )  2 ( r + v - l ) - “' ------------------------2 ( ^ j ----------------------- ’ 0 S S * - 2 )

in die folgende übergeht:

welche die Formel

_  2 ( g + V — X)II(ff— X)II (<t+2v -  2) a _

5~'- ~  n ( a )  r i ( a + 2 v — A— i )  1 J J ^
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Sitzb. 
d. m

athem
.-naturw

. 
C

l. 
C. B

d. 
A

bth. II.

liefern, so dass man also die Gleichung’

C » ,  C«(y)
x — y

_  2 U ( a - j - 2 v  2 ) X y  1 n f f l P + v )  ^  , r

“  n ( < r )  A  n ( X + 2 v — i )  ^ ’  J ^ y )

x=o

hat, aus welcher für oc —  y die neue Relation
X=<J— 1

C S ( » ) C ( » ) -g S ( « ) g ( » )  =  -n(af f g) 2) £
x=o

folgt.
Die eben abgeleitete Gleichung zeigt zunächst, dass für jede ganze Function f(w) von nicht höherem als 

dem Grade a— 1 die Formel
2v —1n (2v — I) n r + ' 'f(y)!c l(y )Ca'_i(.v) — Q (x) C L i( y ) !(1—?/2) - dy/ n _  n(a) n(2v— i) (•->

9 ( x ) -  n o + 2v-2) 2'n(—^—)] oc— y

besteht, und es ergibt sich aus ihr für die Summe aller jener Glieder der Entwicklung einer beliebigen Function

nach den Functionen C£(o?), welche auf das crte folgen, der für v — -?r schon von Herrn G. B auer auf- 
^ gestellte elegante Ausdruck

r n(2v —1) 2 n(ff) c:(x), C - i W

b p ? 1)]
ü(ff+2v— 2) Al_i(ar)

0 5
CO03
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wo

A' f \ r +1^ ( X) --- W ) r v  \ / 1  2'\~2_~ J
A  0*0 =  /  — '  c x ( y )  ( ! — y )j — i ^  y' — y

ist. Von anderen Relationen, welche sich aus den eben aufgestellten Gleichungen ergeben, mögen die folgenden 
erwähnt werden:

X = a — 1
v i  / i ( A - f - v ) n ( A - 4 - 2 v — 1)   . . CT_!  Il(a-+-2v— 1)
Zj } ff(ä) - v - 1; 2n(a—i)

y* ( J ^ 1 1 1 A+V— 1 H 2 X+V') , _ a_1+ [Y] n

x=
:0’—

z

x=o

> - P ? ]

x=o
X=<T---1

x!I(X +v— 1 ) (2 A + v )  °
n(Tj ~  ( '

n (
er

T + v — i^n(<7) i i  ( 2
a + 1

L 2  J +  2 v — 2  )

2 1 1  (
a

T ) n ( a + 2 v— 2 ) n ^ 2
<7+ 1

L 2  J - ■ )

x=o
X = ff—1

(A-f-v) I I ( A + 2 v — 1) _  (2<x+2v—  l ) n ( a + 2 v —  1)
n ( Ä )  ~  n ( < y — i )

Y» (2A +v) n(2A) [n(X +  v— l ) ] 2 _  r i ( 2 a + l )  n ( a + v — 1) n(<y +  v) 
2 j I I ( 2 A + 2 v — 1) [fi^Ä)]2 ~  n ( 2 < ? + 2 v — l ) [ n ( a ) j 2
x=o

+ 1  f +1 {Cl (a?) gqV_x (y) — Cl (y) Cl_ 1 (x ) } [(1 — x 2) (1— yz)\ 2 dx dy __

{x—y) ( 1 — a x f  (1  — bx)P

2vn
2 v — 1

I l( 2 v— 1)  J

[n (v - l ) J 2 n ( a + 2 v - 2 ) 
I I ^ - l ) n ( p - l ) I I ( a )  '
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2v—1

. 3  — co
sin —tt-1 sin —jr-t-

2 v + l

f ’ l V p l + P l  — ZPiPt cos 3 ) sin 2 <p s i n ^ S d y d S -_
. 3  +  ® . S — cp

sin — —  sin T

2v—1

2 7v~1n ( g + 2 v — 2) sin 2 $

n <» (PiPtY

n

2

2 v— l \ n

L ri(2v— i ) j

X = a - 1

[ n (»— i )]3 v  i l a + v) j l+ \ x) j ^ \ Pt) f ^ ( P%) c ; ( c o S 4,).
x=o

Ich habe vor Kurzem im 58. Bande der Denkschriften der k. Akademie der W issenschaften 1 Integral­
ausdrücke für die Functionen Cl (cos x )  mitgetheilt, welche eine Verallgemeinerung der M e b le r ’schen und 
D i r i c h l e t ’schen Integrale für die Kugelfunctionen erster Art bilden. Dieselben lassen sich auf einem von dem 
damals gewählten verschiedenen Wege aus den daselbst aufgestellten Formeln

n
Cn (COS x)  =

2 v— 1
2v—1

2 2 n(2v— l ) s in  2 —
u

av-i x  J o J 2(M+V) (y) J  2 [y sin y j  y  2 dy
2v—1

„Einige Sätze über die Functionen C'* (x)u.
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(—r r n f —__
V 2  /  r 60 2v—j  /

C„ (008 *) =  - * = ; ------------------ I J 2«*+*)(2/) J  * U c O S ^ -U  2 dy
2  2 ü ( 2 v — l)cos  2 - f - J °

ableiten. Führt man in dieselben nämlich den durch die Gleichung

2v — 1
2v  — 1

J  2 (ay) =  ■ 2-_ , ^ ----------- f  COS(ocyz)(l — z*)v dz
2 ^ “  v / ^ n (v— l ) - " ' - 1

—  / a?\ — /  a?\angegebenen W erth von J  2 (y sin — L beziehungsweise J  2 U  c o s , ein, so erhält man durch Umkehrung

der Integrationsordnung die Relationen

n / 2 v _ l

C*(c08<r> -  2s’- * n ( 2 v - l ; I I ( v - l )  ’ rf»

( - i ) ’ n f c i )

c ” (C0S ' } =  22,~ 1II(2v— l ) n ( v — 1) v / ir  (* *  »OS * )  J,2' - 1 d y . 0 5co-̂ 1
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Nun ist aber, wie ich a. a. 0 . gezeigt habe, für |a?|

- i  -  ( - 1)C l ( x )  =  — ' /  —  J r+Yj/)cos ( x y ) y - ' d y
2 n(v— i ) j 0

und demnach kann man die letzten zwei Formeln, wenn man beachtet, dass die nach z zu integrirende Function 
gerade ist, in folgender W eise schreiben:

2n M  „

01 (cos =  Ä  (*sin y ) " *

s n '8”- 1

c: (cos «£ («cosf ) 1 *

Setzt man in dieser Gleichung für v: v +  so kann man sie wegen der Relation
u

c i v ) = i [ c r < > ) ] '

durch partielle Integration in die folgenden verwandeln

2 ( \ (— i ) mn (v — l)  r 1 2v (  & \ / 1 zv ~ ~ jC, > ( c o s x ) =  y_  x  C2„+1(*Sin y j s ( W )  -<fe
Y  n (— 1 sin —  *^°
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Cn+ 2 (cos x)  — — L f  C^ +1 (* C0S t )  * ^1— 2 d x '
v / ^ n COS - Z T -

0

2 / 2

Die eben abgeleiteten Gleichungen führen nun, wie a. a. 0 . gezeigt ist, unmittelbar zu den dort auf­
gestellten Erweiterungen der M e h le r ’schen und der D i r i c h le t ’schen Kugelfunctionenintegrale.

Es mag bei dieser Gelegenheit auf eine andere Verallgemeinerung dieser Formeln, welche sich auf eine 
allgemeine Functionenclasse bezieht, von der die Kugelfunctionen ein ganz specieller Fall sind, aufmerksam 
gemacht werden. Dieselbe lautet:

Hat die reciproke Gleichung geraden Grades

f (a )  — a0 <x.2n+ a i <x.'2n- 1+  . . .  +  an+1a.n+1 + a na.n +  an+1un- 1-{- . . .  + « „  =  0

in den ersten zwei Quadranten nur eine Wurzel cos <pl +  i sin y x (0 < y 1 < 7r) mit dem absoluten Betrage 1, ist 
ferner f(ct) im Intervalle 0 . . . ^  positiv und besteht, wenn die Coefficienten a 0, a v  . . . , a n bestimmte Functionen 
einer Veränderlichen x  sind, für alle einem gewissen Bereiche angehörigen x  und wenigstens für alle a, deren 
absoluter Betrag die Einheit nicht übersteigt, die im gleichen Grade convergirende Entwicklung

j  M-=oo
--, ------- , ! = = - '■ — V  B v (x) an
\ / a0a2n-h at a 2”—*-1- . . .  +  an+1 an+1+  an<xn-\- as+1 a’,“ 1+  ... + a n Z_j

so bestehen für die Functionen B^ix)  folgende Relationen

J  • n ?  i„ cos -77- cos u.y dy _ sin ~  cos ixy dy
k „ . . r n  2 rr  r r * 2 r r  r--j=Bv.(x) — I --. — — -  . : - : — -  ■. +  I --~

\ 2  J 0 V ßo cos n y  +  ax cos (n— l ) y + . . . + a n J  ffll \ /  — aQ cos n y — ax cos ( n — l) y  — . . . — an
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• n ? • j  sin -jj- sm [ly dy • n ?  ■ jsin sm [xy dy 
£

\ A

n S / ^ B ^ x ) — f ‘i- 7 =  
J o  V  ao

\ / a0 cos n y  +  ax cos ( n — 1 ) y +  ... + a n J ^ s / — « 0 cos n y — at cos ( n — 1 ) y — ...  —an

n 
2“c o s U  +  ^ M ?  ^  s in U + -£ -U < fy

+
f0 cos n y  +  ax cos (n— 1 ) y +  .. .  +  an J  9l \ /  — aQ cos n y  — at cos (n— 1 ) y — ...  —an

~ ^ = b ^(x ) =  r  V/2 J 0 s/„,
cos [ /x +  — j yd y

r0 cos n y  +  at cos ( n — l) y  +  ...  +  «*

™ { h + Y ) r * r
/ — j OO — I /  - —

\ / 2  J  Vi \ / —a0 cos n y — ax cos (n— l) y  — ... — an

Integrirt man die von mir aufgestellte Relation1

1 _ n ( v —  1)

\ / 1— x 1 \ J  n

n
2 v— 1

~ 2 ~
Ln(2v—i)

n= o o  (2w +  v) ü (2 w )  II [ n ------_ ] n ( w  +  v— 1)

=0 n(2w+2v—i)n(») n (n + v — —
c L ( x )

1 „Zur Theorie der Functionen C*(x),“ Denkschriften der k. Akademie der Wissenschaften, Mathematisch-naturwissen­
schaftliche Classe, 48, Band,
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hach x  innerhalb der Grenzen 0.. .  x  und berücksichtigt die Formeln

cl(x) -  J L -  {C’+1(*) —ra+v s '

C2vn+1 (0) =  0

so erhält man die Entwicklung

8 ü(v)
arcsin x  —

n

2 v— 1

L n  ( 2 v — i ) j

n=oo (2 n + v + i )  n ( 2 w) n  [n— ^r-)n(w+v)

2 ------------------------ ---------------------------«
»i=o I I (2 n + 2 v  +  l )  II(n) I l [ w + v ----- — j ( 2 w + 2 v + l )

’2 n + l (x),

während sich durch Multiplication mit x  auf Grund von bekannten Beziehungen die Relation

x  _211 (v— 1 )
\ /  TZ\ / l — x'*

ri
2 v— 1

L n (*v — i)J Z
n=oo n (2 « )  TI ( n -----—j II(w +  v ) ( 2 w + l ) ( 2 « + v  +  l )

n (2 « + 2 v ) n(w) n  f-w+v—

(x)

ergibt. Aus der angeführten und der letzten Gleichung folgen die Relationen

r  sin3v—1 y d<p _  2 2*~‘n ( v — 1 )
J  o ( 1 — 2 a cos y +  a a)v

n

2v — 1

y / -  L n ( 2 v - i ) J

n = o o  n  ( n — ^  n ( w + v — i )  

n(»)n(n+v— \
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/ ; cos y sin2*- 1 ^  _  2 zvn (v — 1 )
(1 — 2 a cos y +  a2)'1

n
2v— 1

n ( 2 v — i ) j Z
n=oo n (n — —) n (w + v) Qto

7 1 = 0  n ( n )  n  [ n - h v —  — J

Mit Hilfe von Formeln, welche ich früher aufgestellt habe, kann man endlich leicht die folgenden 
Formeln beweisen:

f  arctang ^  *  C  (cos x ) d x  =  0

P sin ^  V in r  C’ f c o - r W r -  11 V  " (v+X -l)  n(v-X +2»-2) (
J o —pcos 2a?/ C2„_i (cos #) cm? 4 2 ,  [ll(v-l)]2ll(X)II(2M- i - l )  (2 « -2 X -l

in—2X p2n—2X—2

2 n - 2 l - 2

~2---- xJ  cos x  C2re+i (cos x)  d x  —  0

-g -----X  ) C O S  X  Czn (cosx) d x  =  V  n ( v + x - i ) n ( v - x + 2« - i )  (  1 1
' ’ ' [n(v—l)]2n(i)n(2n-X) I ( 2 h — 2X+1)2 ^  (2 n — 2A —1)!

x=o

r ° ° r ( c
J  0 #ÜX  ̂ Cl (cos #) <2a? = ------ n ( v + x — i )  n ( v — i + n — i )  

(s ■= 0  für a >  w; e =
— a 
2 ~

+  1  für »)
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J o  „ n ^ - l ) 11^ - 1) . . . ^ - 1) rfyji-i dy^  dyv-r- 1

jx | (1 — 2 &x c o s # + 6*) x

p  cl (cos x) dx ___________ x__________  1 1 rf1** 1

* 'M  4*y v b 

\ —1 = r
~ L̂ ’p_r n(v+x— i) n(v+w— x— i) y^-ax-i

J t -  [n (v -x )]2 n w  n (- x )  * r ^  ( i  -  % J ( f  ~  f )  ( f  ~ f f )  • • • ( f  -  !

wo nach vollzogener Differentiation yp durch bp zu ersetzen ist.

' p -A (yP y ? + A " ( y p  y A ’ 
<p- J \ b p bp+J " \ b p br)
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n
2v—IV,

= 0 0  I I ( n ----- - ) n ( n + v )

an.
C 71 cos y sin2v _2 2vn ( v — 1 )

J o  ( i - 2 « c o S f + x *y -  s / x  L n ( 2 v - i ) J ^  n ( n ) n ^ + v _ , g

Mit Hilfe von Formeln, welche ich früher aufgestellt habe, kann man endlich leicht die folgenden 
Formeln beweisen:

f  arctang ( j i s i n  *  C  (cos x)  d x  =  0

T  ( V si» 2® \  , _  * y  n (v + * - l )  H (v-*+2»-2) (
J 0 alctang(v l_ p c o s 2 J s ln ^ t '2» _ i(c o s x ) (t o _  4  2 ,  [ I I (v—l )] 2 11 (A)I I (2k—X— 1 ) (2re—2 A—1

X=0

— x j  cos x  C%n+1 (cos x)  d x  —  0

CL (cos x j  dx  =  y  n ^ + X~ 1) n 2 n  - 1) j

p 2w—2\—2

2 r a - 2 A- 2

— -----X  I C O S  X

1 = 0

r ™ r ( i
J  0 X

ÜX  ̂ Cl (cos x )  d x  — ------

[II (v —  l ) j 2 II(A )II(2rc-X ) \ (2rc— 2 A + 1 ) 2 ^  ( 2 ^ — 2A —  l ) s

= m

i t Z2ar II (r ---- —) X=e

n ( v + x — i )  n(v—1 + 11— i) 
[ n ( v — i ) ] * n ( X ) n ( n — i )

(a%— nz— 4t f + ± n l ) r 2

n — a
(e •= 0  für a > n \  e =  —^------f-1  für a <  n)
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f*  Cl (cos ai) dar _____________ n___________  d H 1 1 1

|x| (1—26xc o s # + 6*) x

^  y r  - y r  ^  y i ) f i _ & Y . . . h _ ^
( i — 2/i)^‘( i — yz)1*2- - - ^ — yr)^r 61 b‘

X — T— 1 = r

“ ^ ’P r n(v+X—l )n (v + w —X—1)

2 u  [n (v - i ) ] 2 n  0  n(*-X ) ( i  ■- f  J ( f  ■- f f )  ( f  ■- f f )  •■ •■ ■• {%■-

wo nach vollzogener Differentiation y p durch 62 zu ersetzen ist.

yP- i V y P y p + A ./y p  y -V
6p_i/V 6p bp+J " \ b f brJ
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