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Zur Theorie der Naherungshriiche

von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1891.)

Ich werde in den folgenden Zeilen eine Reihe von Relationen
und Theoremen aus der Theorie der Néherungsnenner von Ketten-
bruchentwicklungen ableiten und hiebei gelegentlich einige aus
einer der auftretenden Formeln sich ergebende Beziehungen aus
dem Gebiete der Congruenzen mit einer Unbekannten in Bezug
auf einen Primzahlmodul angeben. Sodann werde ich mit Hilfe
der aufgestellten Gleichungen mehrere Sitze iiber Interpolations-
formeln und mechanische Quadraturen erschliessen und im An-
schlusse an dieselben einige Bemerkungen iiber die wichtige und
interessante Methode machen, welche Herr F. Neumann!?! zur
interpolatorischen Darstellung einer Funection des Ortes an der
Erdoberfliche ermittelt hat, deren praktische Verwendbarkeit
durch die vor wenigen Monaten von Herrn H. Seeliger?in den
Sitzungsberichten der mathematisch-physikalischen Classe der

1 {Uber einc neue Eigenschaft der Laplace’schen Ypsilons und ihre
Anwendung zur analytischen Darstellung derjenigen Phidnomene, welche
Functionen der geographischen Linge und Breite sind.“ Astronomische
Nachrichten von Schumacher, 15. Bd., 8. 313 ff. Dieser bemerkenswerthe
Aufsatz wurde von Neuem abgedruckt im 14. Bande der ,Mathematischen
Annalen von F. Klein“. Eine sehr eingehende Darstellung der F. Ne u-
mann 'schen Methode findet sich auch im 7. Capitel der von F. Neumann
an der Universitit zu Konigsberg gehaltenen ,, Vorlesungen iiber die Theorie
des Potentials und der Kugelfunctionen¥, welche von Herrn C. Neumann
im Jahre 1887 herausgegeben wurden.

,Uber die interpolatorische Darstellung einer Function durch eine
nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe.“ A. a. 0., 20. Bd., S. 499—511.
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k. b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen vergffentlichten
vorziiglichen Hilfstafeln wesentlich erhoht wurde. Zum Schlusse
endlichwerden mehrere neue Sitze aus der Theorie der Niherungs-
nenner der reguliren Kettenbruchentwicklung der hypergeometri-

schen Reihe w—1F<1 v+1, x“2> nebst einigen arithmetischen

1
) 2 )
Identitéiten bewiesen.
8. 1. Differentiirt man die ganze Function nten Grades

f(@) = a2+ 2™ 4 ...+ a,x+ay 1)

deren Wurzeln #,, #,, ..., 2, simmtlich verschieden sein sollen,
nach @, so erhilt man, weon die Ableitung der elementaren
symmetrischen Function Zter Dimension dieser Wurzeln, d. i. also
die elementare symmetrische Funection (h—1)ter Dimension der
Grossen @, @y, ..., &, _,, & 5+, ¥ Wit (—1)* @,_s,, bezeichnet
wird, die Relationen

— y—1 _ Uy_p3-1
— gy =l e g g M
, x a,
Un—p, Oy —p—1 o
Uy—p,) = .‘I/‘}_l — ’—2 4+ ... _|_ .’L';‘ n—1
ltn ; y a, *

Da nun nach den Enler’schen Formeln fiir jede ganze
Function

9,(@) =g, 2" +g, &'+ gty
von nicht htherem als dem Grade n—1 die Gleichung
- t(/p. (wl> . l(/71—1
é (@) a,

bestelit, so ergeben sich nach den eben angeftihrten Beziehungen
die Relationen

l=n « " S
N Un—p, )¢ ) _ _O;1+];—k—1,7l—1

< =) ,

(k=h; 0,,=1,0,, =0, r=s; n=x>0)



§ s (h 0; n=h=0
Z——T/(W— ) >>C>,7’L=>)
=1

welche sich in die bekannte Kronecker’sche Verallgemeinerung! der Euler’schen Formeln

A=n

Gnpp @B —0,
. f— : n=h k=0
Z f/(.'v)\) a, ( ] )

=1

zusammenfassen lassen. Aus derselben folgt sofort die Gleichung

A=n

Gn—n2 9, (“}) . 9
2 fl(x)\) - L ’

da offenbar fiir > n beide Seiten der Gleichung den Werth O erhalten.
Man kann nun leicht folgende Erweiterung dieser Formel beweisen:

O=p=n—1; h=0)

9ty Uy 0, 0, 0, 0
)i’: an_h’}\-qn-{-v—l ((L‘)) — (_ 1)v+1 g"’+V—2’ Gn—1, G, 07 0’
o] -
— / (T»')) a, 9., Onpi—vy Onyo—y, Qyg3—v, [/ a,
gn—h? Un—y41—ny Unt2—y—1, Gni3—v—2, Up_p—1; Qp—p

2)

(n=v>-n; 3)
h=0)

1, Uber die symmetrischen Functionen.¢ Monatsber. d. k. preussischen Akad. d. Wissenseh. in Berlin, 1830, S. 93G—948.
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636 L. Gegenbauer,

k. b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen versffentlichten
vorziiglichen Hilfstafeln wesentlich erhoht wurde. Zum Schlusse
endlichwerden mehrere neue Siitze aus der Theorie der Ndherungs-
nenner der reguliren Kettenbruchentwicklung der hypergeometri-
schen Reihe w—1F<1,%, v+ 1, x‘2> nebst einigen arithmetischen
Identitéiten bewiesen,

8. 1. Differentiirt man die ganze Function nten Grades

f(@) = a2+ ap_ 2™+ ... 4@ +a,, 1)

deren Wurzel 2, #,, ..., x, simmtlich verschieden sein sollen,
nach 2., so erhilt man, wenn die Ableitung der elementaren
symmetrischen Function A ter Dimension dieser Wurzeln, d. i. also
die elementare symmetrische Funetion (A—1)ter Dimension der
Grossen @, @y, ..., @,_ |, &, +, & Wit (—1)"a,_,,, bezeichnet
wird, die Relationen

o), Uy
_ — oah—1 n—1 . o n—h+41
Uyp—1,). = m)\ -+ ——”n 3/). e e —(tn
Ay, _ Uy p—1 - a —
Uy—p,) — -7") 1+'——x) 2+.-.+—0(L')71 n—1,
ay N a, - a, "

Da nun nach den Euler’schen Formeln fiir jede ganze
Function

9,(@) = g,2"+ g, "+ g@+g,
von nicht hoherem als dem Grade n—1 die Gleichung
= '(j{-‘- (‘(v)‘) . gn_l
)LJ / v(‘x'),) Tty
=1

besteht, so ergeben sich nach den eben angeftihrten Beziehungen
die Relationen

l=n .

51 Un—i " — 8yt n—1

= f'(@) Un

=1

(k=h; 0,,=1,0,,=0,r=s; n=2>0)




r=n wn_x

Y Tt =0, (x>0 nzh=0)
f'(®)

welche sich in die bekannte Kronecker’sche Verallgemeinerung! der Euler’schen Formeln

=1

A=n

TRV o —St
2 f;(;; =—  (=hi=0)
zusammenfassen lassen. Aus derselben folgt sofort die Gleichung
ki’: tnnrg,( &)  —Y,, O=p=n—1; h=0)
of —_ ] =P =701 -~
A=1 f (xk) U

da offenbar fiir A= n beide Seiten der Gleichung den Werth O erhalten.
Man kann nun leicht folgende Erweiterung dieser Formel beweisen:

It U 0, 0, 0, 0
A=n vt1 e a 0 0
Z U120 Yppy_1 () _ (—1) Intv—2 n=1 i ¢ ?
(=) a,
A=1 yny an-i—l—v; Upt2—v, an+3—v; Uy 1, a,
gn_h; “m—v-{—l—h; an+2—v—h ) an+3——-v—h7 @y p—1 ) [/

2)

(n=v>-n; 3)
Lh>=0)

t  Uber die symmetrischen Functionen.“ Monatsber. d. k. preussischen Akad. d. Wissensch. in Berlin, 18830, S. 936—948.
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Nachdem dieselbe fiir nicht positive ganzzahlige Werthe von v mit 2) zusammenfilit, kann man beim
Beweise voraussetzen, dass v eine positive ganze Zahl ist. Gilt diese Relation nun fiir alle ganzen Functioncn
von nicht htherem als dem Grade n+1—v, so hat man fiir eine ganze Function g, () vom Grade n+» die

Gleichung

Gprv_1s Qy,y 0, 0, 0, 0
A= A= +1 y_ a 0 0 0
i G e A ) i e ! ’ 1)
/ (. = Jnts (z. a ’
Led )
A=1 / ( l) =1 f ( )‘) " 95 Apy1—yy Opya—yvy Apy3—uy Ap-1y, Uy

yn—lﬂ a‘n+1—v—h; an+2—v—/L, an—}-.‘}—v-h; ooy y—p—1y )y—p

Nach 1) ist nun fiir jedes »
A=n
Wi f 01 BT G T L a4 )

Y SR R
Z =) — a Z '(=,)

=1 A=1

und demnach besteht nach 3) die Gleichung

Up—1, Uy, 0, O, 07 0
h=n v+2| @, Uy a 0 0 0
y [T (——- 1) »t nh " ’ !
L =) a,
r—1 Uy—y, Ap—v+1y Un—v+2, Ap—v43, Ay 1y 223

an—v—/n an—v-{-l—lz; an»vﬁ-z—h; an—v+3-lz; an——l—h; @y,

o
(S
e 5]

‘lenequoSeyny I



deren Verbindung mit 4) sofort erkennen lisst, dass die Relation 8) noch fiir ganze Functionen vom Grade n+-v
(v<<m) bestehen bleibt, wenn sie fiir alle ganzen Functionen von nicht hoherem als dem Grade n+v—1 gilt. Aus
der erwiesenen Existenz der Gleichung 2) folgt demnach unmittelbar das Bestehen der Gleichung 3) fiir alle im
angegebenen Intervalle befindlichen ganzzahligen Werthe von v und alle positiven ganzzahligen Werthe von A.
Dieselbe ist eine Erweiterung der zuerst von Herrn F. Brioschi! und spiter von mir? bewiesenen Formel

Gpsv_12 Uy, 07 0, 07 0
r=n g a a 0 0] 0
\J —97 n—1 n ) ] )
gn+v—l (.’I,‘)\) . ('— 1) nv—2
f'@) = ai
=1 (/) Ani1—vy Qunio—yy Apip3—y, ap—1, Qn
gn_l ) Ap—v, an—f—l—v ) an+2—v y eey Op_g, Up—2

Aus der Gleichung 3) ergibt sich sofort folgendes Theorem aus der Theorie der Congruenzen:
Hat die Congruenz nten Grades in Bezug auf den Primzahlmodul p

[(@) = ana"+a,_ 12"+ ... +a,x+a,=0 (mod. p) (p=>n)
genau n unter einander verschiedenen Wurzeln £, &,, ..., &, so ist fiir jede ganze ganzzahlige Function
&) =Gy T HG, o BT L g 2, (r=v>—n)

»Sur deux formules relatives 4 la théorie de la décomposition des fractions rationnelles.“ Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik von Crelle, 50. Band, S. 239—242.

»Uber Congruenzen.“ Diese Sitzungsberichte, 95. Band, II. Abtheilung, S. 610—617.
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[/ U 0, 0, 0, 0
= Ay p )\ P (Ex) —1 VN Gngy—2r a1y n, 0, 0, 0
2 TPE) = (I> (mod. p), (h=0)
‘=1 9. Oyt 1—vy Qpt2—y, Apy3—v, ty_1, ,
Gy Cnti—v—n; @nyo—v—ny Unt3—v—n,y Ap—1—hy Ap—y

wo (—1)"@, s, die elementare symmetrische Function (h—1)ter Dimension der Grossen £, &,, ..., & o,

é’;’H_l, ey &, ist.
Setzt man speciell
fl@) =277 —1,

so wird § = 2, und demnach bestehen fiir jede ganze ganzzahlige Function
Jops(®) = g, 877+ Gopo TP 24 g Ty,

von nicht hoherem als dem Grade 2p—3 die Congruenzen

" Wit Pops ) »
Z s —=(1)'g, ., (mod p) @2p—2=p+h oder p+h>2p—2=>p; h=>0)

A2
r=1

&N, Py D
Z r=1Jop s\ (_])h{gp-—h—l +-{/2p—h—2} (mod. p), @p—2 =p+h; h=0)

AR
=1

0%9

‘ranequaday 1



wo (1), die elementare symmetrische Function (A—1)ter Dimension der ganzen Zahlen 1,2, ..., A—1, 2+1,
«..; p—1 und p der Grad von g, (&) ist.
Aus dieser Congruenz folgt das Theorem:

Die Summe
A=p—1

Z M, x, (h=0)
=1
wo p eine Primzahl und (3), , die elementare symmetrische Function (A—1)ter Dimension der ganzen Zahlen
1,2, ..., 2—1, 2+1, ..., p—1 vorstellt, ist nach dem Modul p entweder —1 oder O congruent, je nachdem v in
Bezug auf den Modul p—1 der ganzen Zahl 1—/ congruent ist oder nicht.
Dasselbe bildet eine neue interessante Verallgemeinerung des bekannten Lionnet’schen Satzes.
Definirt man die ganzen Zahlen 4, durch die Gleichung

A=n—1

2
A=Y e, 0T a=0
=1

und beachtet, dass bekanntlich fiir jede Primzahl p die Congruenz

(P2 =c0n o p
w

besteht, so erkennt man auf Grund des eben abgeleiteten Satzes sofort, dass %” eine ganze Zahl vermehrt um %

oder eine ganze Zahl ist, je nachdem ¢g—+/2 durch p—1 theilbar ist oder nicht,
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Durch zweckmiissige Verbindung der Zahlen 4", lisst sich demnach eine Zahlengruppe herstellen, welche
insoferne eine Verallgemeinerung der Bernoulli’schen Zahlen darstellt, als die Glieder derselben fiir A =1
Bernoulli’sche Zahlen werden und auch bei allgemeinem /i das von Staudt und Clausen fiir die Bernoulli’-
schen Zahlen aufgestellte Theorem befolgen.

8. 2. Die Theilnenner, Niherungszihler, Niherungsnenner und Restfunctionen einer Kettenbruchentwicklung
der nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function f (), deren Theilzihler simmtlich —1
sind, mogen mit g, («), ¢, (@), ¥, (), f; (#) bezeichnet werden; die Grade derselben (bezichungsweisc bei der
Restfunction der Grad des Anfangsgliedes) sind »n,—n,  , n,—u;, n,, —n,. Da nun bekanntlich die einander
gleichen Determinanten

4’1(“’)? be(x) f;+1($)7 fx+1<.1,'>
7 @), 9.(2) @), @)

ganze Functionen 9H('7") vom Grade »n, — n,;, beziehungsweise n, —n, 4+, Sind, je nachdem 2> x oder x> 1 ist,
so hat man, wenn, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, ¢ (z) nur ungleiche Wurzeln x, @, ..., @,

?

besitzt, so lange
n)‘ < nx+7l~,.+]_

ist, nach 2) die Relation

V=

h=n, =n, =n, .
b @)e, @) S b (@) @) Y b b (@) Ga G=0 5
_ — _— T e— e)
£ ¥, (@) L ¥ (@) s b (@) B (an) a)
" =

A1
wo a},’" der Coéfficient von " im Niherungsnenner ¢, () ist.

‘raneque Son '



Aus dieser Gleichung ergibt sich auf Grund einer von mir friiher angegebenen Darsteliung der Coéfficienten
der Restfunctionen, dass der Coéfficient von &~ "»+17 in der Entwicklung von [y +1 (@) nachsteigenden Potenzen

von i durch
x

p=n, (/) . .
n —")\4.1’ v IPX('Q’F) SO_/_ ("LI’-) “(,> 0 O O O
‘PI (-%'p) ) ny ) p ’ )
% .

p=1
p=n, (x)

* Gy =1t b (@) 9, () I ) v
D e A R

x
p=1
(_l)a-!—l
T (x> 1)
(a5
g ;“)—" et b, (@) 9, (@) ] x ) i
V l( ) ) “EL/,)—U. -1 ait,)—a+2’ an,]—-o.+3; KRS anx—l; an
L v, (@,
p=1
=n (x) .
- iy —oe 5 (T0) 9, (%) () ) ® @) Q)
Z 7 ) an;——a; On,—at1) Gn,—a+2) +ovy Un,—2y Uy, —1
LACH) ’
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Durch zweckmissige Verbindung der Zahlen A%, lisst sich demnach eine Zahlengruppe herstellen, welche
insoferne eine Verallgemeinerung der Bernoulli’schen Zahlen darstellt, als die Glieder derselben fiir 2 =1

Bernoulli’sche Zahlen werden und auch bei aligemeinem . das von Staudt und Clausen fiir die Bernoulli-

schen Zahlen aufgestellte Theorem befolgen.
8. 2. Die Theilnenner, Niherungszihler, Niherungsnenner und Restfunctionen einer Kettenbruchentwicklung

der nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function f;(«), deren Theilzéihler simmtlich —1
sind, mogen mit g, («), ¢, (@), ¥, (), f, (#) bezeichnet werden; die Grade derselben (beziehungsweisc bei der
Restfunction der Grad des Anfangsgliedes) sind #,—n», ., n,—u,, n,, —n,. Da nun bekanntlich die einander

gleichen Determinanten

fisi @) [ (@)
h(@), ¥,@

sind, je nachdem A= =x oder x> 1 ist,

b (@), ¥,(@)
0, (@), 9,@)]|

ganze Functionen 9, (@) vom Grade n— Mg, beziehungsweise », —my,

so hat man, wenn, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, ¢ () nur unglelche Wurzeln a,, @, ..., 2,
besitzt, so lange
”1 << nx+n7.+1
ist, nach 2) die Relation
h=n, V=R, () v=n,
“\‘ ag)—h V‘P)\(xv) (Px (wv) _ ‘-\ “fl )—ll v ‘P)\(wv)f.‘_{_l (.’13'\,) _ “’M —nh \l']b)L (wv> _ g"x_/‘ , ) 0 r
/ " (@) =) V(@) T LV (@)V@) (h=0) D)
)‘—1' "lbx v t—; 1( v = #—1 VS T\ uw,x
wo a,) der Coéfficient vor 2 im Néherungsnenner P () ist.

‘renequeden 'q



Aus dieser Gleichung ergibt sich auf Grund einer von mir frither angegebenen Darstellung der Coéfficienten
der Restfunctionen, dass der Coéfficient von &~ “1+1™ in der Entwicklung von f1+1(®) nachsteigenden Potenzen

1
von — durch
x

p=n, 0
ﬁn,‘ n:)—nl ot b (@) e, (@) )
Z ACH , a?, 0, 0, 0, O
x [
pzn:‘ an);-—nk b (@) 9, (@) " ) 0 0 0
@y —1, "71 y ) ?
L ACH) ’ "
(_ l)a-.-l b=t
(a(x)) (x = A)
nx
= ( ) . .
P nxx—n —“+1,P-‘1b)\<a’P') ¢, (‘7“ !J) :
v 1 7 ) “51;)-—« -1y ag —o--2 “7(1 )-—u+3) ey af';;)-—l; a;x)
p.L=J1 llb'/. (wl’)
=, (%)
’ :X a":—" —au0(@y) 9, (@)
Z S al) e, A _ara, @i @)y, aP_,
" (z ? —a) o1y Ay —a-1-2) In,—2y (n,—
o)
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y= (08)
R O SO
la ‘lb’ (.Z’ ) ) (lnx ’ 0’ 0’ 07 0
v=1 A v
v=mn. \)
Sﬂ iy =t ¥ ) 9 () ) ® 0 0, 0
= 7@ e B D ’
v=1 A
a1
— (:"'_1) ai,)‘)
(x) X
anx ®
V=2
A a”x'_”)\_,_l_ a-+1,v be (mv) Sok (xv) (x) ‘ (x) L(x) “(.‘) )
7 )y Yn,—as-1, (nx—u-l—27 a ny—a+32 n,—19 ”nK
v=1 l[))\ (.Z'y)
v=n, (3]
N ln,—n e P, (@) 0, (@) . A :
Z S 2 4/ ( ) ) l's;)—a ’ ”7(1’.(/.)——0(-}—1; “7(11)——-1-}-2; ey a/(.’;)—% (11(1,’;)—1
€y
=1 A

=X ne<m+n,_ ; $(®)=0 v=12, ..,n)
wo, falls f,(x) nicht rational ist, die ganze Zahl « der Bedingung

O=a=nq1+n,—n_ —n—1

A1

geniigen muss.
Als weitere aus der Gleichuug 5) folgende Beziehnngen fithre ich noch die folgenden an:

759
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Ist S(2) cine im reellen Intervalle ..

. b reelle und positive Function, und bezeichnen a«,x+f ,

b, (@)

2 den xten Theilnenner, beziehungsweise den xten Niherungsnenner der regulidren Kettenbruchentwicklung des

‘e CII QY P D 1) “AINIBU-WIIRW P ‘qz

4%

-
Integrales f :3%, ist ferner

x (@) = Cor 1 A

R T X N

2x—A—1—2

eine ganze Function von & von nicht hoherem als dem Grade 2x—21—1, so ist

13 (—1)'"
S(@)x (@), (@) de = — 5= -
a (anx
p=x* x
¢ Z 1 () L0, 0,
x—A—7—1
b, (@) ¥, (""'xk)
=% p=x
:-x-2 ‘l’x P-) x—)—l be p-) (x) (x)
x-)\—‘:—l s A T NN 24 -T2 e L . 7 -1y ) 0’
“bx— (@) ¥, (‘Tl-‘-) 4’4-1( 'w) ¥y (wpt)
=2 (x—A—1)~ =
p (2 2- i < ‘ai’irf+-:+1_x W (@) ) e NG ’
2x—h—T—p—1 A1t 42-%? 2x+ +8-x? T4t 4—n? "
p=0 % T—p l.L—l ,‘PZ_I (wp.) lle(wP') T % T % T e
p=2(x—A)—1—1 p=x (‘)
LN () o ) o
Z(J) czx—k—t—p—l( m ft‘))\+t+1 A’a2)+'r+° 2 Yo +143-2? "
= p=1

(x)

()

u% 1, ay

(%)
oy (x_2, 0y

(X)

(x=2)

‘aqonIqeSunIoyE ) Jop 910 T,
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I—%p «NI\\B Cene

(%)

*n :Ixa Covo

(%)

((=<x<<1+Yg)

()

™)

Y =a oln_
(G B (TG, Q&.v A..Q.ev i t N &Lli&c
(x) (%) (x) A...@.VA% X=34 |TA rV
0" = T-a—(—)g=19
\ - = 0=4d
IR, (EFIRE, (e G, ¢ >.&.v ‘:,&.v ® N TnTYTxS N
) @) ® (") "™ N
(07 =+ g-2-(\—x)g=14
-y =4
‘0 ¢ xp (1-xp Aev,&% A,.evﬂ A% N«LLL& o e P Aﬁ\.v &Q&v L I-1—\-xg
[ S 3 A 'g—Y{—%
(%) () A_f.&.v % T A:v 2 A?.H.v Aw g Aéé 2
¥ =Y =N
¢ ¢ ¢ % «E HIPI&IxN\v
0 0 ” (*@) e ‘- Tx :

=4

X,
T:Lv NQ@

2 (1= v

2
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Theorie der Niherungsbriiche.

Xqy § Cove e¥gtrtde  x—gtatdg  (x—1414-dg
‘w? o «” )
Xy €Ty €eo. (FFHatdg r—gdatdg  x—gt+addz
o w” i " w”
4 < [3 [

0 0 0 0? L
0 ‘0 ‘0 ‘0 ‘P
(£)"d (£)'4

@@ ) S, ) T (@)

n

X,
@” N g @?)

1= o=4 —

¢ A;.@v \gm Ai-&.vﬂ ng ﬁlvlilmlxmﬁ N
= Atablbd rW
A bwv % ’ Axv x=l 1—3—(d-x)g ="
_ =1 o="%
¢ Aimﬁv“%AiQVH.“ : N ulvl_e_lmlxm.o N
o Ca—T+2+4-Hd4
A .&.v a_.’ O& r=n 2—(1-d—x)g="d

=1 1=
G TG0 i Lo S qaﬁ.q.&?x% 1-adox
(') .N ? ?%fﬁg w ”
Al.@ v \% Ai.&. Vﬁlx% Tpln_l&
o0=d
fi—x

(@) X() 5

44%



b3@) (@) [y, (6 | da (=1 )?
. ! P2 — [ e ty_oboo 1 (E)].
. @) (@—5) .. (x—&) (x)>2/-1_ ZO () ‘“1“2 %oyt ()|
o
2x—p—1—1 Z x_P_I i (.zlp) aff); 0, 0,
’ s, (@) ‘P’ (@)’
p=x =% ()
Z a? .4, @ e Z a (@) o, &, 0
9,{ —1 2 —p—T—2 —17 . )
e L_lq)x—l xp)tp’(x#) e = ‘Px_1 '”P)HV(-TH)
p'=2(r—p-1)—7 B=E 0
Z 02x—p—p'—1:—1 P+P,+t_/.+1 p~+’ (:UF))’ a(27['2)-i-‘t+2—‘,{7 ag;z)+t+3—7.7 ag/(;)+1:+4—z7
—0 -1 1lb-/_—l (xl-”) IPP_ (wp')
p'= p=
p'=2(x—p)—7— p=x ()
Z . Cotpter, ¥, (w,,) §o) e o
vp—! T 2 127 O 2y Oy -
£, 1 =b, @)Y (@) bt ptete—e? Yoptrta

(y=»%2—1, .., x—71); p,=0,1,2, ..., 7r; §, =@; 6=0,1,2, ..., r—2,x—p—1; v=1,2,3, ...,

Durch Verbindung der Gleichungen 3) und 5) erhélt man weiter das folgende Theorem

Ist
L(@®) = T+ ey &I e+,

cine rationale Funetion von  vom Grade 7, wo die ganze Zahl r der Ungleichung
) g

, 0, 0
0, 0
(
vee ai’gl, a
vy (l/(,?z, a§21
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Theorie der Néherungsbriiche.
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L. Gegenbauer,
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T
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. . 1= o=d
Anm.wef.. (-t g up =142t 1+ :+§s:\|§|ﬂ+,€+ D ¢ ("z)"¢ ("2) " N e’ N
X, X )
® ) @ Ai .H.v X %4_ i +A§lxnwﬁ+x§+xav % LI.pls:S Yy M“VA
(x) u—~y1=4

- =1 o=d

et e P ()3 (') e

€3] () (9 Q) 4N Kl A.H+A§lxﬁlﬂ+x§+x:v Kmlau_-vl (2) prw

("z) ‘h Cs Yy L
— .H”
‘0 ‘0 ) =, ¢ ("z) S_N (*z) T N nﬁs + )
(=) €Y Ai.&.v AT Ty, ¥ ,AuITI Mﬂ% = (o)
—
x =
+ ()7 ()™ 7,
Ai.ﬁ.cv A% K ‘- Aﬁl—l ﬁlﬂlTK.&lTXs«v AulﬁlT&ﬁ’A va Yy = Abv
"ﬂ—
x _
0 0 0 ‘o : ﬂmﬂav 4 (2) T < o
(z) s_, u T ) ! {n “p tumi .
ﬂs« )
~+ﬂ+&§lb§ 0&6 Ai.\\ﬁv Wq«. Ai.\h.v mlsaw s

-y —) X oy A iy=" N
el T () () T 43,

‘[[o1ads pun



Von den speciellen Fillen dieser Formeln mogen die folgenden als besonders wichtig erwihnt werdea.
Ist
X(®) = & "4 L T
eine ganze Funetion von  von nicht hoherem als dem Grade n, ,—1+¢, (m+ 21—, +n, ), WO & den
Werth O oder 1 besitzt, je nachdem n,>n, oder n, <<n, ist, so ist

=n, (x) = A +h =n, (%)
p'S‘ Ty P X(wl") “P)\ <wl"') . Z ICT_p (pz aﬁz%—t-{—p—b—g)\ (Pt P1— n)\ )\+1)’ ® ‘P)\( l*)
— b (w) Y () =1 b (@) Y ()

p=1
und demnach, falls = nicht grosser als n, —k 1+¢ (e +np1—n—

(h=> 05 n,<<n,+n,41)
p=0

n, +1) ist,

p=n, (x)

0 x@) b
b, @) ¥ ()

wo der Nidherungsnenner { () keine mehrfache Wurzel besitzt.
Hat der xte Niherungsnenner

=0, (=05 n, <n,+n.11)
p=1

Y, (2) = a(x)w "+a ) 2T g @ ay
einer Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Fuuction, deren
Theilzébler simmtlich den Werth —1 besitzen, keine mehrfache Wurzel, gentigen ferner die Grade », und », der
Niherungsnenner ¢, (), ¢ () der Bedingung

‘ayonIqsSundoygN 19p 911007,
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n,+n,<n,+nq1—h,
80 ist, falls mindestens eine der zwei Ungleichungen

n,<<n _h+5)\(nx+nx+1_n)\'—n)\+1)

-1
n, <<nyp1—h4e, (40,41 —n, — ”x+1>

stattfindet,

=n, ()

PZ anx—h, o 4’;\(3/‘},_) lpy (wf") -

b ?

VRN ERTACN

ist aber
n, = nyp1—h—+¢, (001 —n,—n4y),

so wird

%,

b= (x) p=n,, ( )
Z T lPl (al pL) lP ( P) 0\) Z ‘_"v+1_5v T 41—y Ry 1), I qu (w“) -

p=1 LEICOLACH) it Vi (@) ¥, (@) =

wihrend fiir
n, = ”x+1_h+sx(nx+”x+1—(”;\‘l'”l_,_l))

die Gleichung

w=n, (z)

o i L.
- an‘_/[' " Hb)\ (‘Il’.l*) '\’Jy (."L'H) (v) v tnx—n;\ 5 (ux+n‘+ - )\+1) w 4‘)»(1‘. ) ~0
i L (@) ¥, (@) =
w=1 4’2_1 (‘1’.!‘) \b1 (‘(’ [l) p=1 '/.—1 9 "l’-‘ ™

besteht.

?

&s9

‘ronequaleyn I



Sind die Wurzeln 2, ,, ..., 2, des xten Nsherungsnenners

Y (@) = a2+ a2+ Pz dl!

der mindestens bis cinschliesslich zum xten Theilnenner reguldren Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen
negativen Potenzen von x fortschreitenden Function séimmtlich von einander verschieden, bezeichnen ferner
A und v irgend zwei nicht negative ganze Zahlen, deren Summe kleiner als 2x-+1—h ist, so hat die Summe

- “ffh, o (@) b, ()
L (@) ¥, (@)

den Werth O oder

<O7

=) b= ()
"S5 e o, B (20 Z ax—v—l—ZEv v o ()

™ A —
x—l (Jb P-) 4); (xl-‘)

* b, () ‘1",4 (@)

=1

——a

je nachdem |[A—v| > h—1 oder — h—1 ist.
Lasst eine nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitende Function wenigstens bis zum xten Theil-
nenner inclusive eine regulire Kettenbruchentwicklung zu, sind ferner die Wurzeln a,,, ..., x, des xten

Niherungsnenners derselben

*)

4 g

(w)—a o+ a2 ..+ df

sémmtlich von einander verschieden, bezeichnen endlich 2 und v zwei nicht negative ganze Zahlen, deren Summe
kleiner als 2x ist, so ist die Summe

*9YONISIUNIOYRN IOP 911091 T,
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~ b (@)Y, (@)
Z ‘P7-1 (wll-) "V (‘”P-)

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem 2 =v oder A = v ist.

Sind 2 und v zwei ganze nicht negative Zahlen, deren Summe cinen der Werthe 0, 1, 2,

bezeichnen ferner x,, ,, ..., x, die Wurzeln der ganzen Function des xten Grades

@)= Z(—l)ln(x)n(:—zg—nk(m“—x) (m>—1)
und ist
S™(@) _f°° ety it (w)—yT"‘(y)}dy,

g0 hat die Summe

Hst‘y U (z) 1" (a:F)S (®y)

— :i-—'il p-)

p—1

: (X1 (m)}* 0. — . erschieden i
den Werth T oder O, je nachdem 2 — » oder A von v verschieden ist.

Sind A und v zwei ganze nicht negative Zahlen, deren Summe einen der Werthe 0,1, 2, .

bezeichnen ferner x,, @, , ..., x, die Wurzeln des Jacobi’sehen Polynoms T}, , 5(«) und ist

.ery 22—1 besitzt,

.y 2¢—1 hesitat,
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so hat die Summe

p=x

Z T)\7 o, B (xl-") ]"‘1 B (wl-") va % B(xl"')

T, at1,84+1 ()

p=1

AT+ )T (@+ )T (B4+N) T (a4+B—1) T (a+p+21—1) : :
X A= A= 2
den Werth T'(@) T (B) I (e« + B+ B—1) T (atB+20) oder 0, je nachdem v oder A= 0 ist

Von den besonders interessanten speciellen Relationen, welche in diesem Satze enthalten sind, mdgen die
folgenden hervorgehoben werden:

=%
(Cp—Din 2p—1)ynr x - 0.
Z €08 o cos o _6)”5 AQv=0; 2t>2A+v=>0)
=1
p=x
Z cos (2}*;%1)7“7 c0S (2[.!.—2—:)1171 :6mx AQv=0, A4y =0, A4v =2x)
=1
}LV=\X . QA+Dpr . +Dpx G +1)
DRIy =y ez 020

p=t

‘ofanIgsSuntoygN Jop 91100y,
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=%
. @ +Dpr . (4+Dpn .
Z sin ( Sl Sin ( 2x+)1 =0 ,(2x+1) (Zx=A4+v=0; v =0)
p=1
) 23} 9
Z 4P, (2) P.(2) = g (2e=24vZ 05 4y 2 0; Pi(e,) =0)
p=1

wo die Zahlen a,, die Co&fficienten der G auss’schen Formel fiir die niberungsweise Berechnung eines bestimmten
Integrales sind. Die letzte Gleichung hat bekanntlich zuerst Herr F. Neumann a. a. O. aufgestellt.

Sind die Coéfficienten von  in den einzelnen Theilnennern einer reguliren Kettenbruchentwicklung bis
zum xten incl. positiv, so sind bekanntlich! die Wurzeln der Functionen ¢, __ (), ¢, (), ¢, (#) reell und ungleich,
und es trennen die Wurzeln von ¢ (z), ¢, (), sowie die von y (#) und ¢ () sich gegenseitig von ein-
ander, so dass also in diesem Falle

sign. (¢, (@) ¥, (x,)) = sign.(¢,_, (z,) ¥/ (z,)) = +1

ist. Man leitet daher aus den aufgestellten Theoremen unmittelbar das folgende neue her:
Sind die Coéfficienten von 2 in den einzelnen Theilnennern einer reguliren Kettenbruchentwicklung
wenigstens bis zum xten incl. positiv, sind ferner die Wurzeln 2, @, , ..., #, des xter Niherungsnenners dicser

Entwicklung
(%) ()

Y, (@) = A d T a)’z+a;

1, Uber algebraische Gleichungen, welche nur reelle Wurzeln besitzen.“ Von Leopold Gegenbauer. Diese Sitzungsber,,
84. 3d., II. Abth., 8. 1102—1107.
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simmtlich positiv, ist endlich
X(®) = X+ 2+ o,

eine ganze Function von # von nicht hoherem als dem Grade x+4A+2¢ (x—A4) (¢, =0, x=>1; ¢, = 1, x<<}),
welche an den Nullstellen von { () dasselbe Vorzeichen wie ¢, (2) besitzt, so ist die Determinante

p=% (1)
W r1-2¢ (i=1)yp Uy (2
. Z * e, () l»;- x( (-L) , aix), 0, 0, 0, 0
p=1 ‘Px—l ('z'l") IP,‘ (w!*)
o aa(c):)k—2—2€k(x—k), o ()
012 7 +
— b (@)Y (2 w)
=x (%)
iy axx—)a—l—st(x—)\), w ‘P)\ (.’L'P_> ) )
+ C—1 Z T ) a1, ay O, 07 0
N ENTACN
=1—\—1 = (x)
I HV‘% Gizstote o o () a® ) ) I
Z c-r—p Ll 7 ) x4ht1-1)  Bxpr42-1y; OQuir43-1) @1, Oy
p=0 p=1 pr-l (xbt) \Px (xl-‘-)

p=t+h-r-1 p=x _(x)
ax—r+p—7z—2sx(x—l), L 4’1 (‘T PL) (%) (%) (x) (%) ()
c':—p ) “x-&—l—!—l—t—h; ax-!—)\+2—-:—h; ax+).+3—-:—-h; weey ax—l—h; [{0e'Y

b, (2) ‘P: (@)

p=0 p=1

positiv oder negativ, je nachdem r—2—1+h gerade oder ungerade ist.

*9yoNIqsSunIaYE N I0p 91109,
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§. 3. Der pte Naherungsnenner

¢P (.'L‘) _— u(P)xP_l_ a(p)

xp T a(P)w_l_a(P)
der regulidren Kettenbruchentwicklung des Productes

(z—y)" (@~y,)" (x_yr)vrfi('z.) v +v+ . v, =m)

wird, wie ich unlingst gezeigt habe,! falls die Kettenbruchentwicklung von f,(«) regulér ist, durch folgende

Gleichung gegeben

Yoim (@), Yppma(®), bor1(®), Yp(2)
Yotn (1), Yotm-1(#y)y -+, Yor1(m0)y  o(y)
Yot (Y1)s Vopm-1(y), Yori (@), $e(yy)

Vol @)y Poinia (@) -+r Yo (w0, 9677 (3y)
Yotms(Yp)y Pptm—1(Po)s Yor1 () T (yy)
\L{J+M(y2)7 ‘P{J-&-m—l (y?.): %+1 (yz); ‘Prla (yz>

~(p)
o

(P+MJ | 4’5)1)1)1—5 (y)») |

(=) (@—)" ... (@—y,)" P (2) =

gv-f—_nf) (¥,), Hb(vj-—ml)—l @) - ?—i-_ll) (Y2)s Yo g0 ()

6)
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q’p+7n(y,)’ "Pp-i—m—l(y,)) ceey ’lbp+1(?/,.)7 \bp(y,-)
Yot (¥,)y Yptm-1(y,), 109, ¥ ()

(v — v — v,— Y
W@ @), s ¥ @), ¥,
=12 .., 71=012 ...,v,—1;0=12, ...,m)

Multiplicirt man diese Gleichung mit

G X(,x“) , beziehungsweise M
411_1 (wl’-) "Px (wf") ‘I"x_1 (,q, P) 'lbx (‘z.l‘-)
und summirt beziiglich p. von 1 bis x, so erhilt man unter Beriicksichtigung der im vorigen Paragraphe abge-
leiteten Formeln die Theoreme.

Hat der xte Niherungsnenner
()

() (9

b (@) = a0+ a2 + ... P @+ af

der reguliren Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Funetion
[, (@) keine mehrfache Wurzel, ist ferner der Grad der ganzen Function

X&) = ex*H-Cc 124 .. 40 T4

,Zur Theorie der reguliren Kettenbriiche.* Denkschriften der k. Akad. der Wissensch., Mathem.-naturw. Cl., 59. Ba.

*aonIqsIunIoygN 10p aMosY T,
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nicht grosser als die kleinste der Zahlen p+o—h+2¢,.(x—p—0) (6=0,1,2,...,m; &, =0, x=>1; ¢

und bezeichnet % (#) den pten Naherungsnenner der reguldren Kettenbluchentwmklung des Productes

(@—y)" (@w—y,)*  (2—y)" fi(®) (y+vy+ ... +v,=m), s0 ist fir 2x+1>p+m
P=% (o v
Z “i—)h,bk(xy-—%) ("’”11_?/2) o (@—y,)" X("‘P)‘pp (w)

TRCATACN =0

p=1

Hat der xtc Niherungsnenner

(0 % (=) ()

b (o) =&’ 2"+ T +dPr 4l

der reguliren Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function

/1 (@) keine mehrfache Wurzel, ist ferner

X&) = x4 e 2 G

eine ganze Function von nicht hoherem als dem Grade p—#h und bezeichnet x,f{,(z-) den pten Niherungsnenner
der reguldren Kettenbruchentwicklung des Productes (z—y,)" (2—y,)" ... (@—y,)" fy(@) (y+ v+ ... +v,=m),

so ist fiir x = p+m die Summe

i ax-h b (@u—y)" (@p—9,)" .- ('”lk—y,v)vr x (@) @p ()
—~ b, (@) ¥ ()

gleich Null, ist aber
= p+1—0,

099
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'
o

so hat dieselbe den Werth

a® 1) %
(_1)m+1 ’ H" ptmt1-o (yx)l Cponin 5—)9 1, Yo (‘”l*) =
- - T N7
RO a=L

Sind die Wurzeln 2, «,, ..., 2, des xten Niherungsnenners

() a=1 ®)

b (2) = o2 40l + .t .z'+a(("’-)

der wenigstens bis zum xten Theilnenner einschliesslich reguliren Kettenbruchentwicklung der nach ganzen
negativen Potenzen von z fortschreitenden Funection £, () simmtlich von einander verschieden, bezeichnet ferner
,(«) den pten Niherungsnenner der reguliren Kettenbruchentwicklung des Productes (z—y,)" (z—y,)"

(x—y,)" f (@) (v, +v,+...+v, = m), und sind p und ¢ zwei nicht negative ganzen Zahlen, deren Summe kleiner
als 2x+1—h—m ist, so hat, falls x nicht kleiner als die grossere der beiden Zahlen p+m, a+m ist, die Summe

PZ_T a2, p@a—y) (@—y)* . (—y)" Dolay) Ec(wp)
p==1 \P-n.—l (w!-'-) lp{‘ (‘7’. p~)

den Werth O oder
_(:r)

‘P?-Bn-a-}-l (yx)l —(P)pZ—x “g—)v—l o ¥, (@) =0,
@l @y L b @) T

A=12.,r =012 ..,v—1;a=12 .., m)

OINGY, =x
(—1)"*! a; |‘Pr_,f,,,_,_1_,, ()] —(°)§: a‘—P-I:u‘Pp (@) _ = (—1)"*

2™ ] ) U (w,
sy @)l

b (= PL) Y (@,)

je nachdem [p—a| > h—1 oder gleich A—1 ist.

OIS SUNIBYEN 9P SLI0AYT,
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Sind die Wurzeln @, @, ..., @, des xten Niherungsnenners

() (%)

b (x) = a2+ L+ o x+a;

der reguliren Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Funection
f,() simmtlich von einander verschieden, bezeichnet ferner ¢,(x) den pten Niherungsnenner der reguliren
Kettenbruchentwicklung des Productes (z—y,)" (z—y,)" ... (z—y,)"" f, (), und sind p und ¢ zwei nicht negative
ganze Zahlen, deren Summe kleiner als 2x—m ist, so ist, falls x nicht kleiner als die gréssere der beiden Zahlen
p+m, o+m ist, die Summe

‘o (@) (@ —3)" (“'u_y,)vr@p () ’E(“"u)
2, DRNERTIEN

p=1

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem p==¢ oder p = ¢ ist.

Ist S(«) eine im reellen Intervalle a...b reelle und positive Function ebenso wie (#—y,)"(z—y,)"...
(@—y )" (vy+vy+ ... +v.=m), bezeichnet ferner P (z), beziehungsweise ¢ (), den xten Niherungsnenner der
regulidren Kettenbruchentwicklung des Integrales

* 3(2)de , . Pe—y)" (r—y,)" (=) (@) dz
——<—  beziehungsweise ’

r—=z r—z

so sind die Wurzeln #,, z,, ..., z, der Gleichung ¢ (#)=0 simmtlich von einander verschieden, und es ist, falls
p und o zwei nicht negative ganze Zahlen vorstellen, deren Summe kleiner als 2x—m ist, fiir alle x, welche nicht
kleiner als die grossere der beiden Zahlen p+m, ¢+m sind, die Summe
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=2

S o) (@) T @) B, (@)
p=1 4’1—1 (‘”P) ‘P; (x u)

gleich Null oder von Null verschieden, je nachdem p==o oder p —g¢ ist.
Von den speciellen Relationen, welche in diesen Theoremen enthalten sind, mogen die folgenden besonders

angefiihrt werden.

p=n
o (@u—1)7 5 (2u—1)x ( (2“__1)7:) < (20 —1) )
Z sin in cos i T)“H_; .+2 cos o Tm+% sy L 08 2o o =
p=1
5,22 Al At DT (r4-2 4+ 5 ) D542 4+ 5 ) T(r-+s-+1)
= Tr+s+ o) Tr+s+0+1)7 A+v<2Zn—r—s)
p=n
. orte T etz BT ( pr ) ( pr )_
Zsm 2—n+2cos 2n+2TR r+2,5+ cosn_l_1 Tv r+2’s+ cosn+1 =
p=1
3,2 (n+1)r(z+1)r(r+x+ ) (s+x+ )I‘(r+s+l+2)
- T(r+s+2A+2) T (r+s+21+3)n (v <2n—r—s)
§u=n sin?t? P cos2s_ﬂ_ T (COS 2ur )T , (cos 2un )_
Z 2n4-1 2n+1 ”+2r’+ 2n+1 “r+2"+ 2n+1
=1

275 (@nt+D)TO+ DT (rd+ 2D (o424 5 ) P(r+s+2+1)
F(s+r+22+1T (r+s+22+2) 7

A+v<<2n —r—s)

‘oonIgsSunIoygN 10p 9L00Y],
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© Ea(@,) 00" ()0 (w,) HQ—p) T0+p+22—1)a H(2°‘)

. — (__1 3 ‘A v
27 e : e
22p—)‘+1H(a+p—1) I (a+p——%) 2
| Ay <2n; C; (2,) = 0)
I (i a—1) T 2+ 2p—1) I {a— 3 )
wo
+1 2 '2_“[_2—‘1 c® c* d
By = [ U=y " {C@—Ci@)idy
—1 r—y
ist. Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar die specielle F Neumann’sche Relation
p=n
( 28, , HQ+p)
D P @) Pom) =g gl <)
lJ.=

wo, wie oben, die Grossen @, die Coéfficienten der Gauss’schen Formel fiir die mechanische Quadratur und

@y, Ty, ..., &, die Wurzeln der Kugelfunetion P, (z) sind.
Bekanntlich lassen sich alle Niherungsnenner einer reguliren Kettenbruchentwicklung durch zwei

unmittelbar aufeinander folgende von ihnen ¢ (), ¥, (#) in folgender Weise darstellen:

Yopo @) = D@4, (@5 @), (&)  (#=0)
bopa (@) = B (@)Y, (@) ¢ (@), (@)
wo die ganzen Functionen (), {5“ (z) und §,(x),¢.(x) von dem Grade p, beziehungsweise u—1, wieder

Niherungsnenner, beziehungsweise Nédherungszihler, von reguliren Kettenbriichen sind, welche einen bestimmten
Theil der vorliegenden Kettenbruchentwicklung bilden, und demnach bestehen fiir jede Wurzel , des Niherungs-

nenners (&) die Relationen
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Aus derselben ergeben sieh folgende Theoreme:

Sind die Coéfficienten von z in den einzelnen Theilnennern der reguliren Kettenbruchentwicklung der
nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function f, () wenigstens bis zum pten inclusive simmt-
lich positiv, bezeichnet ferner , () den pten Néherungsnenner dieser Entwicklung und ist

Yot (@) =
Po—p1(®) =

‘Pu(‘”) "Pp (@) — () Yp1(@)
Yo (@) ‘Pe—l (#)— ‘P(L(‘”) e (@)

verschwindet endlich keine der beiden ganzen Functionen (z—y,)" (#—9,)" ... (®—y,)"" (v; + v+ ... +v,=m) und

?. (@), $, (@ )
Yot (Y1)y Yot (Y1)
I1’r’>+m W)y Yorms (),

E(Jv-'i-wlt) (@) 53'93) 1Y),

Yotm(Ys)y Pprm-1(Yp)s
‘M’-l—m (.%)7 'MJ+’M—1 (3/2),

Vo—1 Va—
l(>+m) Y)s g-i—ﬂﬂl (¥2)s

‘pp+ﬂ1(y7); ‘Pp+m—1(yr)7
Yotn(¥,)y Vorm(y,),

(; (v
P+":) (y )7 'P+ml_) (yr)ﬁ

¢, (@), 1, 0
Yot (W) $or(m)y Yo (y)
7lb1,3+2 (yl)I %-i—l (?A), % (yl)

gv-i- 2 (), ’1!’?-'!-_11) (), ¥ (v‘_l) (Y1)
Yore(¥a)y  Vors (%) ‘PP (%2)
Yore(¥e)y Vot () ACN,

(v—1)

%3_—21) @) Yein (B2)y ¥ —1) (%)

'\bp+2(y,->7 ‘1”94—1(%)’ ‘Pp(y,.-)
Yire (@), Yoa(y),  ¥(y,)

¥ @), W0 9 ()
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in dem Intervalle, innerbalb dessen die Wurzeln von ,(«) liegen, so sind s@immtliche Wurzeln des gten Naherungs-
nenners der reguliren Kettenbruchentwicklung des Productes (z—y,)"(z—y,)” (2—y )" f,(x) reell und
ungleich und werden durch die Wurzeln von {,(x) von einander getrennt.

Sind die Coéfficienten von x in den einzelnen Theilnennern der regulidren Kettenbruchentwicklung der
nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function f,(#) wenigstens bis zum (p-+1)ten inclusive
simmtlich positiv, bezeichnet ferner ¢, ,(«) den (p+1)ten Niherungsnenner dieser Entwicklung und ist

Yotpt1(®) = :4:# (@) Ypt1(2)—

verschwindet endlich keine der beiden ganzen Functionen (z—y,)" (@—y,)"..

8 (@) $,_,(@), B2 (), 1, 0, —1
Yotm Y1)y Porm1(¥y)s Yors(@)y Yoro@)y Yor1(@)r  $o(my)
Yorm (@), Yotm-1(Yy); Yors W)y Vore (), Yert(w)r ¥ (y0)
WD), WAy oo 5 ) R ), R ), 9 @)
Yot (Yp)y Potm-1(¥p), bors(@)y Yor2(®h); b1 @), Yo%)
Yotm (¥2), %+m—1 (%), Yors(@)y Vot2(¥)y Vo1 (%)  Vo(¥e)

(Ev-f-_ﬂ:) (y2)1 q’g‘-l-—"t)-l (y2)7

Yotm(¥,)s Yotm-1(Y,)s
Yotm (3/,); Yotm-1(Y,)s

’,(,Lm‘ ), ﬁ;;ﬂl A

—1 o—1 =1
(py+3 )(?/2): 4"1(>v+2 )(yz)r ‘zbr(:l-l )

Yots (¥,), ‘PP+2(.%->’
Yors(®,), Yoi2(9,)

;;;”<y )} 4»;;;” 3 ¢

‘PP+1 (%)7
'+1 @)

v l)
P+1

u(@) b (@)

-(-”_y,)vr (vy+v,+ ... +v,—=m) und

(%), (v2-1) (¥)

P (?/r)
e (,)

¥,) "Pg’r—l) ¥,)
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in dem Intervalle, innerhalb dessen die Wurzeln von ¢,,(«) liegen, so sind simmtliche Wurzeln des gtenNiherungs-
nenners der reguliren Kettenbruchentwicklung des Productes (z—y,)"(z—y,)* (z—y )" f,(@) reell und
ungleich, und es liegt zwischen je zwei Wurzeln von ¢,,;(#) eine der eben genannten.

Sind die Coéfficienten von # in den einzelnen Theilnennern der reguldren Kettenbruchentwicklung der
nach ganzen negativen Potenzen von x fortschreitenden Function f,(#) wenigstens bis zum pten inclusive
sdmmtlich positiv, bezeichnet ferner ¢ («) (p+m=x=>p-+1) den xten Niherungsnenner dieser Entwicklung,und ist

¥ @ = 5@ 4,@)—Fu @) ¥, (@)
b @ = 5@ ¥, @) — 5. (@) ¥, (@)

verschwindet endlich die ganze Function.(z —y,)"(#—y,)" (2—y,)"” (% +v+...+v, =m) in dem Inter-
valle, innerhalb dessen die Wurzeln von ¢ _(«) liegen, nicht, so gibt es mindestens x—p—1 Paare von aufeinander
folgenden Wurzeln von ¢ (), zwischen deren Gliedern je eine ungerade Anzahl vonWurzeln der ganzen Function

—Botmt (@), —Fptms (), —1, 0, 1, :r;’i (@), ':';,,_P (@), ‘;.,__{,_1 (@)
Yoam(@)y  botma (Y1), ‘P-,_+1(?/1)7 b @) b ) () borr (1) ¥e(yy)
Yoim (@), Vhgm1(¥y), M.+1 () 4’1 (), ‘P;_I @)y ‘r”;_z () Yor1 (¥) ¥, (9,)

r(Jv—’Hrt) A ?:-WJL.) 1Y), ) 51—11) () ¢ .(:‘ W), ¥ (vl_l) (), ¢ (vl ) (), b (vt D (Y1) ‘P(vrl) (%)
Ypim (¥e)y  Yorm (%), ,4-1-1 (%), bW, Yo @) @), ‘Pp+1 ¥), b (#e)
‘Hﬂ-m (yz): %+m—1 (?/2 ) ,4.1 (yz)7 ‘M, (yz)y Hbi_l (y 2)) Hb:_z (?/2)7 %—0-1 (y2)7 M’ (yz)
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£v+_w? (%), pv—i-wﬁl(Jz)f ivj.:)(?/z)f ’S = (y2>> Hbiv:l) (%), ¥ _2 (yz): §v+11 (¥, ‘P(V Y (¥)

Yorm(¥,)y  Pprm-1(y,) boo@), @), ¥..@) ¥, bor1(y,),  o(y,)

Yoim(¥,)r  Vorn-1(y,), V@), ¥.@), ¥.@), ¥ V), Y)
::1-;‘1) @) ;v-i-;nl_)1(y ) e f-{-}l)@ ) ‘P(v = A) ‘P(v —1)(.7/,) xb(:_—l) @), - Hb?_ﬁl} (¥,) Hbl(:r—i) (1)
sich befinden.
Von den speciellen Fillen dieser Theoreme migen die folgenden erwihnt werden:
Das Intervall cos ~————<— @ l —1)= cos A kann hochstens zwei, das Intervall cos Am cos @+ D)z
+1 2n+1 2n+1 2n+1

aber hichstens eine Wuuel der ersten Ableitung der Kugelfunction nter Ordnung enthalten.

Das Intervall cosi ... €OS @—1)x kann hochstens zwei, das Intervall cos @)= O+1)ﬂ
n+1 2n 2n n+1

aber hochstens eine Wurzel der ersten Ableitung der Kugelfunction nter Ordnung enthalten.

Sind die Coéfficienten von « in den einzelnen Theilnennern der reguliren Kettenbruchentwicklung der
nach ganzen negativen Potenzen von « fortschreitenden Function f, («) wenigstens bis zum gten inclusive sémmtlich
positiv, liegen ferner d1e Waurzeln des pten Niherungsnenners i, () derselben innerhalb der Grenzen « und &
und bezeichnen ¢,(z), T,(), y,, (x) beziehungsweise den pten Niherungsnenner der reguldren Kettenbruch-
entwicklung des Productes (z —a) f;(x), (z—0) f,(#), (x—a)(x—0) f;(x), so sind die Wurzeln der eben genannten
drei ganzen Functionen sammtlich reell und ungleich, und es werden die Wurzeln

*ayonIgsIunIeyEN 18P M0y,
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T,(#) sowohl durch die Wurzeln von , () als auch durch die Wurzeln von (z—5)J, (@),
% () sowohl durch die Wurzeln von ,(2) als auch durch die Wurzeln von (z—a) ¢, (),
¥, (#) durch die Wurzeln von (z—a)(x—0b) {ip—l (@), endlich die Wurzeln von

v,zp_l (@) durch die Wurzeln von ,(z)

von einander getrennt.
Das letzte Theorem enthilt als ganz specielle Fille die folgenden zwei, von Herrn Possé in seinem
interessanten Werke , Sur quelques applications des fractions continues algébriques“ aufgestellten Sitze:
Bleibt die Function f(z) innerhalb der reellen Grenzen @...b (¢<<b) reell und positiv und sind U, (z)
" =) 1(y)dy
 (b—y) fy)dy - - " dor ‘Gleihune
—W, so werden die Wurzeln der Gleichung U,(z) = 0 durch die Wurzeln der Gleichung
(.az-—b)Vn(w) =0, und umgekehrt die Wurzeln der Gleichung V,(x) =0 durch die Wurzeln der Gleichung
(z—a) U,(x) = 0 von einander getrennt.
Bleibt die Function f(x) innerhalb des reellen Intervalles a...b (a<cb) reell und positiv und sind

Vu(z) die nten Niherungsnenner der reguliren Kettenbruchentwicklungen der Integrale

5
¢, (@), W,(x) die aten Niherungsnenner der reguliren Kettenbruchentwicklung der Integrale %—y—)—‘%,
4 . H— ' a -
==Y, yerden die Wurzeln der Gloichung ¢ () = 0 durch die Warzeln der Gleichung

a r—y
(x—a)(@—b) W,_;(«) =0 und umgekehrt die Wurzeln der Gleichung W, ;(#) =0 durch die Wurzeln der
Gleichung ¢ () = O von einander getrennt,

0L9
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§. 4. Die in den vorigen Paragraphen entwickelten Formeln gestatten auch die Aufstellung von neuen
Interpolationsformeln und Ausdriicken fiir die ndherungsweise Berechnung von bestimmten Integralen, von denen
einige in diesem Abschnitte angegeben werden mogen.

Sind die Grossen g,, ¥, ., y, S0 beschaffen, dass Niherungsnenner , (<) von allen Graden existiren und
die Wurzeln z,, «,, ..., . des rten von ihnen unter einander verschieden sind, so hat man bekanntlich fiir jede
ganze Function ¢ («) von nicht hoherem als dem Grade —1 folgende Entwicklung nach den Functionen ¥, ()

h=1t--1 p-s:—-l
Z b, = 9(x) = apxpp(w),
A=0 p_O

wo die Constanten &, mit Hilfe der Werthe, welche die Function ¢ () an den Nullstellen von @1 () annimmt,
sich in folgender Weise darstellen lassen:

p=t -
_?(“'u)‘Pp_(xﬁ) ]
¥ @) ¥, ()
Sind die Werthe der darzustellenden Function aber nicht fiir die Nullstellen von \E (@), sondern fiir die

Wurzeln ), }, ..., «, des Niherungsnenners § (z) (r+m=x) gegeben, so ergibt sich mit Hilfe der obigen
Entwicklungen, wie man sofort sieht, die folgende neue interpolatorische Darstellung von a,:

dp = (XP+1

o @ —y) " (@h—)" - (@h—y,)" ¢ (@) b, ()
;1 TN CALACA!
*‘Z:“ (@ — )" (@ —,)" ... (@—y,) " Va(@))
b, @) ¥ (=)

aP:

u=1
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welche allerdings die Kenntniss von mindestens +m Werthen von ¢ (z) erfordert, dennoch aber der fritheren
vorzuziehen sein wird, wenn fiir die auf die Niherungsnenner ¢ (x) beziigliche interpolatorische Darstellung
Hilfstabellen berechnet sind, wihrend fiir die auf die Functionen ¢, () beziigliche keine solchen existiren. Fiir
diese Darstellung der Constanten &, ldsst sich sofort folgende bemerkenswerthe Eigenschaft erweisen:

Verfdhrt man bei der Bildung der Grossen @, so, als wenn ¢ (z) eine ganze Function vom Grade r—a
wire, d. i. interpolirt man dieselben mit Hilfe der letzten Formel nicht aus den Functionswerthen an den Null-
stellen von ¢_ (), sondern aus jenen Werthen, welche sie fiir die Wurzeln von ¢ («) annimmt, so ist der
bei dieser Bestimmung des Coéfficienten @, gemachte Fehler nur von den Grossen bs._soym—p, boc—sotm—pt1,
..., b._y abhiingig, und demnach gleich Null, wenn v+m = 2¢+4-p ist.

Von den speciellen Interpolationsformeln, welche in der eben aufgestellten allgemeinen enthalten sind,
mbgen die folgenden besonders angefiihrt werden:

Ist die ganze Function (x—y,)" (x—y,)"(#—y,)"” innerhalb der Grenzen —1...+1 reell und positiv, so
bestehen fiir jede ganze Function ¢ () von nicht hoherem als dem Grade r—1 die interpolatorischen Darstellungen

r=1+m

@—D)= )( (@ —1)x )
p=t—1 Z (('0 Srxom ) \°® oo, ¥

(‘Z. — =1
7 ; "=§""<COS @—r )(cos @ —1)x

2t +2m 2r+2m

"/2
=1

(oo G ) (oo S oos S 5)
< (2 —1)x ) ( (21_1)n>

2r+2m

LA

¥ (=)

S o tom 2r+2m — 9
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wo die ganzen Functionen gten Grades ¢,(«), ¥,(#), ¥,(#) der Reihe nach die Niherungsnenner der reguldren
Kettenbruchentwicklungen der Integrale
[ e ) g f+1 (=) (e—gp)* .. (—9,)" \/T— e
E—— b ?
1 (x—2) \/1-— z* —1 r—z

/:1 \/ T2 (x—9)" —5)" .. (z—y,) " de

142 r—z

vorstellen.

Aus der obigen allgemeinen Interpolationsformel folgen ferner folgende Theoreme fiber die Vertheilung
der Wurzeln einer ganzen Function sowie der negativen Vorzeichen in der Reihe der Entwicklungscoéfficienten
von zwei in gewissem Zusammenhange stehenden, nach bestimmten ganzen Functionen entwickelten ganzen
Functionen:

Sind 9(#) und (z—y,)"(z—y,)* (z—y,)" (v, ganzzahlig, nicht negativ; v, +v,+...4+v, =m) im
reellen Intervalle —a...b (b, 2a=0) reell, positiv und so beschaffen, dass die lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung

[(@+a)(@—b) (@—y,)" (@—1)" ... (@—3,)" @)y ) = eu(@—p)" (@—90)"° (2—y,)" 3@y,
(tr=>cn=>0; n=>m)
fir jedes ganzzahlige, nicht negative » eine ganze Function nten Grades { (), in welcher der Coéfficient der

hochsten Potenz von w positiv genommen werden soll, als particuldres Integral besitzt, sind ferner in der Ent-
wicklung der ganzen Function (r —1)ten Grades ¢(x) nach den ganzen Functionen ¢, (v) genan r, Glieder mit

L9
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den Indices 2, %,..., %, wirklich vorhanden, so ist die Anzahl der ausserhalb des Intervalles —«...0 liegenden
Wurzeln dieser Function nach dem Modul 2 congruent dem Ausdrucke

Cotn1(®y) Uopn(2,)
p=t+m

Z (@u—y,)" (@ —Ys) (‘”p/_yf) "o (@) %u+1 (‘”p)) 1,
— T @) Vo @)
wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von x zu nehmen sind, fiir welche die Summe

A+X.4s gerade ist und die Grossen x, die Wurzeln des einen positiven Coéfficienten von x*+™ besitzenden
(r+m)ten Niherungsnenners W, ,(«) der Kettenbruchentwicklung des Integrales

+° .3 (2)dz
=

sind, wihrend die Anzahl der im Intervalle —a...b (mit Ausschluss der Grenzen) befindlichen Wurzeln mit
der Summe

x==ry—1 p=t+m . — \7] T — Vo . Yy
ZI sign.( Z (@ —~y)" (@—y,) (@—y,) 30(“"9)'1[’)\,‘(“'»).

x=1 p=1

T R X=i—ll sign. Ffm(‘%’u —y)" @—)"  (@—9,)" ¢ (@) h, () .
o r=1 p=1 wt_l_m_l (xF) lp‘/t-'—m (wP‘)
T @) @) @) @) b, W))
f: w'r-i—m—l (.’L‘ |.L) w‘/t—l-m (w!-l)

denselben Charakter in Bezug auf den Modul 2 besitzt.
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Ist a eine reelle, endliche, nicht negative Zahl, sind ferner 3 () und (z—y,)"(x—y,)" (z—y)" 3 (x)
(v, ganzzahiig, nicht negativ; v,+v,+...+v, =m) im Intervalle —a...c0 reell, endlich positiv und so
beschaffen, dass der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

[(@+a) T (@—g)" (@—y)" (@—y) 3@ y) =cal@+e)' (@—y)" @—y)" @—y)" 3@y,
(€rn=>tn=>>0; n>m)

fiir jedes ganzzahlige, nicht negative » eine ganze Function nten Grades { (), in welcher der Coéfficient der
hichsten Potenz von & positiv genommen werden soll, als particulidres Integral geniigt, ist weiter (—a—y,)™
- 1

(@—y,)" (@—1)" (@—3,)" 3(@)
starker unendlich als jede Potenz, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function (—1)ten Grades ¢ ()
nach den Functionen ¢ () genau r, Glieder mit den Indices A, %, ..., &, wirklich vorhanden, so ist die Anzahl
derjenigen negativen Wurzeln von ¢(«), deren absoluter Betrag nicht kleiner als a ist, nach dem Modul 2 con-

gruent dem Ausdrucke

(—a—y)*...(—a—y,)" S(—a) von Null verschieden und lim,_

i_Z 14 (1) sign Z+ @ 9)" @) . @ —9,)" (@) ¥, (@)
= o T, ms (0 Ty )

e @ ~y)" (@—5)" (@.— yr,)vr (@) “bh+1 (wp))
Ui (@) W (@) ’

p=1
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wo die Grossen x, die Wurzeln des, ebenso wie W, ., () einen positiven Coéfficienten der hochsten Potenz
von x besitzenden (r-+m)ten Niherungsnenners W, () der Kettenbruchentwicklung des Integrales

® $(z)dz
e
vorstellen, wihrend die Anzahl der dem Intervalle —a...co (mit Ausschluss der Grenzen) angehdrigen Wurzeln

mit der Differenz
x=r;—1 p=1+m vy Vo v,
1 [ R o (@e—y)" (T —) (@p—y,)" @) ¥ (z,)
—l4r—= 1+(—1) sign.| ) % .
2 ; ( Z W1 (@) Urpm ()
me @e—y)" @e—1)"  (@— Y,) ¢ () 4’)\1_‘_1 (“'u)) }

Copm-i (@) Urgn (2,)

p=1

p=1
gleichen Charakter in Bezug auf den Modul 2 besitzt.
Sind a, b, ¢, d endliche reelle nicht negative Grossen, sind ferner die Functionen S («) und (@—y)" (z—y,)". ..
(#—y,)” im Intervalle —a...b, die Functionen $,(z) und (z—z,)"(@—2z)* (z—=z,)" (v, und p, ganz-
zahlig, nicht negativ, v, +v,+ ... +v. = p, +p,+ ... 4+, = m) im Intervalle —c...d reell, endlich, positiv und
80 beschaffen, dass die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

[(+a)(@e—b)(@—y)" (@—p)" (z—y) " S@y ) =a@—y)" @—y)* (@—y)" @)y,
(tn=>n=>0; n=>m)
[(@+o)(@—d)(@—2)" (@—2)"... (@—2)* ()] = d(z—2)"(x—2)" (#—2)"9 @)z
(dn=>dp=0; n=>m)
fiir jedes ganzzahlige, nicht negative » ganze Functionen nten Grades ¢ («), x, (), in welchen der Coéfficient

der hichsten Potenz von o positiv genommen werden soll, zu particuliren Integralen haben, sind endlich in der
Entwicklung der ganzen Function (r—1)ten Grades ¢ («) nach den Functionen ¢, () genau r, Glieder mit den
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(a+b)x+ac—
c+d
mit den Indices X}, 1}, ..., A, wirklich vorhanden, so ist

Indices A, 4,, ..., A, in der Entwicklung von ¢ ( bd) nach den Functionen y, («) genau s, Glieder

e
%=1

x=§‘—,15ign Eir"‘ @—9)" (@u—9)"  (@—3,)" 9 (@) ‘Px, ()
po Wepm1 (@) Vepm (@)
p=t+m vy Vo Vo x=s$;—1 p=1+m

3 e e T ) = Y. ) B e

wﬂ—ﬂl—l (“' l-'-) 11‘.’:4_,,, ("” P-) 1~'-|-m -1 (xl r+m ('7" P-)

%=1 =1

p=1

DEA A ] ) TS / ~
0 ((n+ )@y +ac— )X)‘;(xﬁ). Z (=) (@ —%)" ... (#p—2) So((a+b).z'”+ac bd) Xx;_+1(x:‘) , (mod. 2)
=1

c+ d X1+m—1 ('z'lp) XH"”‘ (xi") o+ ¢

wo die Marken an den Summenzeichen andeuten, dass nur jene Indices A, beziehungsweise 2, zu nehmen sind,
fiir welche die Summe 2,441, beziehungsweise X, +X, 1, gerade ist und die Grossen «,, beziehungsweise },,
die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit positivem Coéfficienten der hochsten Potenz von # genommenen
(r+m)ten Niherungsnenners der Kettenbruchentwicklung des Integrales

fbM, beziehungsweise fdm,
g % . 2
vorstellen.
Sind a, b endliche reelle, nicht negative Zahlen, sind ferner die Functionen $(x) und (z—y,)" (x—y,)"...
(#—y, )" im Intervalle —a...5, die Functionen (z—z)" (#—=2,)"(x—=)" 9,(#) (v und p, ganzzahlig

nicht negativ; v, +v,+ ... 4+v, = y.1+y2+ .+u, =m) und S,() fir alle nicht negativen = endlich und

positiv und so beschaffen, dass lim,.. stirker unendlich wird als jede Potenz, und fiir jedes ganzzahlige

°°"~°f()
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*9%

[(w+a)(z—0b) (x—y)" (@—y,)"* (z—y) " 3(@)y,) = ci(z—y)" (@—y,)" ... (@—y)" 3(2)y,
(= tn=>0; n=>m)

[t18, (@) (w—2,) " (@—2,)" ... (2—2)" 5] = d,(®—2)" (@—2,)"... (®—2)" 3,(z)2,

(@d>dp=>0; n>m)

ganze Functionen vom Grade 7 ¢ _(x) und (), in denen der Coéfficient von 2" positiv genommen werden soll,
zu particuliren Integralen haben, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function (r—1)ten Grades
¢(#) nach den Functionen ¢ () genau r, Glieder mit den Indices A, A, ..., ., in der Entwicklung von

(1+;v)1—lgo<b1:_ ‘:f) nach den Functionen y _(«) genau s, Glieder mit den Indices X, 1}, ..., &, wirklich vor-

handen, so ist

2=ry~1 w=r+4m vy Vo v,

! T, — 2o—1y,) ... (®u—1y )" o(x 2.)

r—1+ ZI sign. Z (@ —9)" (@—3s) (@u—y)" ¢ (@) ¥, (@)
x=1 oym1 (@) Crpm(2y)

p=1

- Yepmaa (@) Ulym (@) 2

p=1 x=1

F=€tm (@ —9,)" (@o—95)" ... (@u—y,)" ¢(2}) "b)~x+1 (‘”H)) =3 xzirl gl +(— 1))\;+x;+1_1

!
et ()" (0 —2)" . @) (L) e (P00 )y (o)
.sign . 1+, /™ i
por Xepms () Xiym (21)
o
e (@ P ) (@ (e T (0T ()
\ By J T (mod. 2),
£ S EREAD M EA

p=1

*aqonIqsSunioyg)N 19p 9M0aYT,
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wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Indices A zu nehmen sind, fiir welche die Summe
Ac+Jyy1 gerade ist und die Grossen @, beziehungsweise aj,, die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit
positivem Co&fficienten der hochsten Potenz von # genommenen (r-m)ten Niherungsnenners der Kettenbruch-
entwicklung des Integrales
beziehungsweise —
r—2 H g ?

45 (2)dz o 2x 3 (2)dz
[a 0 r—z
vorstellen.

Sind «, b endliche, reelle, nicht negative Zahlen, sind ferner die Functionen S (#) und (z—y,)" (z—y,)™
... (@—y )" (v, ganzzahlig, nicht negativ; v, +v,+ ... +v, =m) im Intervalle —a...b, die Functionen 3, (x)

und (z—z, )" (@#—2,)"... (#—2,)"* 3,(@) (1, ganzzahlig, nicht negativ; p, + p,+ ... +p, =m) fir alle nicht

negativen « endlich positiv und so beschaffen, dass lim,_ stdrker unendlich wird als jede Potenz und

1
® 3y
fiir jedes ganzzahlige, nicht negative » die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
[(@-y)"(@-9,)"  (@-3,)" (w+0a)(@-b) @)y} = eu(@—y)" (@-1)" .. (-9, S (@)y, (Ca>n>0n>m)

[+ (22" (2—2,)" ... (2—2,)" 3 (2) Y ) = du(@—2)) " (2—2,)" ... (@—2)* 2 3, (@) 2 (dn>dp=>0; n=>m)
ganze Functionen nten Grades Y () und y, (), in denen der Coéfficient von 2" positiv genommen werden soll,
zu particuldren Integralen haben, sind endlich in der Entwicklung der ganzen Function (r—1)ten Grades ¢ (x)
nach den Functionen ¢ (z) gepau r, Glieder mit den Indices A, 4,, ..., A, in der Entwicklung von ¢ (—a+a?),

beziehungsweise ¢ (b+?), nach den Functionen y () genau s, beziehungsweise ¢,, Glieder mit den Indices
N Xy ooy X, beziehungsweise ¥, A, ..., 3/, wirklich vorhanden, so ist
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S _ <y1=1+/m (@e—g)" (@—1)" (@o—y)" ‘P(wp-)\b;\x(wu\)
n Z :

(r—1)+ sign.
; p=1 Wi (@) Prpm(2y)

x=8—1

p=t+m vy vy v

(@ —91)" (@ —1) (@ —9,)" (@)Y, + (x”“)) 1 % [AEVERT

*+1 _ 1 _1 % Ty
Z U pn1(2) Crpm(@y) Z +(—1)

=3

x=1

p=1
. =Z+ M@ )" (@) @) p (et (o)
.sign. we Xoerm1(@h) Xberm(2h)

P':ier (@—2)" (@ —5)".. (#u—m)" o (—ata)y,  (@0) § N
Xovtm-1 (@) Xiepm (@) o

p=1

1 =2_1§ L (S ”=i+’" (@ — 5" (@h—2)" . (Th—2)* p(b+2) %, (2h)
=5 +(— sign. i

7 L (—1) ign 2 Xoetm1 (@) Xoerm (@)

e (@ — ) (@ — ) (@h— )" 9 (@) Xy (@)
2 N X7 7 ! } (mod. 2),
Xoepm-1(2y) Xem(2})

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Indices A zu nehmen sind, fiir welche die Summe
h+X. 41 gerade ist, und die Grossen x,, beziehungsweise o), die Wurzeln des, wie alle vorhergehenden, mit
positivem Coéfficienten der htchsten Potenz von x genommenen (r-m)ten, beziehungsweise (27+m)ten
Niherungsnenners der Kettenbruchentwicklung des Integrales

p=1

*oToNIqsSuNIOYEN I8P OLI0aY T,
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r—2z r—z
a 0

13 O g &
/ M, beziehungsweise fww,

vorstellen.
Aus der aufgestellten Interpolationsformel folgt ferner das auch aus meinen fritheren einschlidgigen Unter-

suchungen leicht sich ergebende Theorem aus der Theorie der mechanischen Quadraturen.

Sind $(z) und (z—y,)"(®—y,)" ... (#—y,)" (v, ganzzahlig, nicht negativ; v, +v,+ ... +v, =m) im
reellen Intervalle a...b reell und positiv, bezeichnet ferner ¢ (z), beziehungsweise § (), den xten Niherungs-
nenner der reguliren Kettenbruchentwicklung des Integrales

[ b .9___£z3¢iz7 beziehungsweise [ e l(z——’%);_z(z—y’) il dz;
S0 ist
3 v . , _ A= __1v, _ v, x_rvr Jz’)@(&')
f (@—y)" (@—y)* ... (2—y )" ¢(x)3(x) Y, () der = Z @—9)"@ zz) @ )(xp’l(w:; )79 (@) ¥ (@, +A,

=1

wo die Grossen x,, #,, ..., #, die Wurzeln des Naherungsnenners ¢ () sind und der Rest A fiir alle ganzen
Functionen ¢ () von nicht hgherem als dem Grade 2x—m— p—1 verschwindet.
Von den speciellen Fillen, welche in diesem Satze enthalten sind, mogen die folgenden besonders

erwihnt werden:
Ist die ganze Function (#—y,)"(x—y,)"” ... (#—y, )" innerhalb der Grenzen —1... 41 reell und positiv

und bezeichnet ¢, () den pter Niherungsnenner der reguliren Kettenbruchentwicklung des Integrales

G89
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f*‘ (z—y) " (z—p)"* (z2—y,)" dz
—1 (z—2) \/l—z"

S0 ist

/+1 ('7"—91)”1 (‘7"'—:'/2>y2 r—Yy, )T ¢(2) ¥, (») dx
-1 \/l—x

=z v
_n 2r—1)= } { @A —1)= }z % @—D= } ( (2X 1) ) ( (21——]):1-)
—TZ§°°ST—?/1 ST b 08 o Y| P10 Folcos o)
r=1
wo A fiir alle ganzen Functionen ¢(2) von nicht hGherem als dem Grade 2x—v,—v,—...—v,—p—1 ver-
schwindet.

Sind «,, «,, ..., z, die Wurzeln der Kugelfunction xter Ordnung, a,, a,, ..., a, die Coéfficienten der der-
selben entsprechenden Gauss’schen Formel fiir die mechanische Quadratur, und bezeichnet P, () die ite
Zugeordnete der pten Kugelfunction (nach der F. Neumann’schen Terminologie), so ist

r=x

@ (1= P@ile = Y 0 (1= p(a) Pyi() +A,

A=1

+1

wo A fiir alle ganzen Functionen ¢ () von nicht hoherem als dem Grade 2x—i—p—1 verschwindet.

Es mag noch hervorgehoben werden, dass man auf Grand der fritheren Auseinandersetzungen die
Coéfficienten @, der oft erwihnten allgemeinen Interpolationsformel mit Hilfe der Coéfficienten 4, der Entwicklung
von ¢ () nach den Niherungsnennern y,(x) in folgender Weise darstellen kann:

‘ooniqsSunioyey Iop 9rI09Y],
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Sopmis Apimy  Foym Apym—1, Gpe Ay, g d,

Yotm(Yy)s Vot (Yy) bos1(Yy)s b (yy)

Yorm (Y1) 5b1,=+7n—1 @), "P(,J+1 @), b (y,)
r(Jv-jl-—fr? @), ((J\ii-—?;)—l ), g'-t—_ll) (), ‘Pg’rl) ()

Yptm(Ys)s Votm-1(Ys) bot+1(¥), bo (%)

_ —1)" H"p+m+1-c (,) l Yorm (¥2), Yotm1(Ya), Yer1 (), e (92)

Frj :
? =)

) Yoin 32),  $oEala(m), Wi W), W)

Vptm (?/T) ’ Potm-1 (3/,.) ) Pot1 (y,) ’ be (y,)

Yoam(¥,),  Yotma(y,), Yor1(y,), (3,
Wil @), @), 0w, W)
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Es soll nun eine Relation abgeleitet werden, in welcher eine gewisse Specialisirung der von mir ! abgeleiteten
Verallgemeinerung der von Herrn Christoffel in seiner wichtigen Abhandlung?: ,Uber die Gauss’sche
Quadratur und eine Verallgemeinerung derselben“ aufgestellten Formel zur moglichst vortheilhaften ndherungs-

1 ,Zur Theorie der mechanischen Quadraturen.“ Diese Sitzungsberichte, 78. Bd., II. Abth., S. 768—778.
2 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik von Crelle, 55. Bd.



weisen Berechnung eines bestimmten Integrales, falls ein Theil der Werthe des Argumentes, fiir welche die zu
integrirende Function gegeben ist, nicht willkiirlich gew#hlt werden kann, sondern im Vorhinein bestimmt ist,
als specieller Fall enthalten ist.

Kennt man die Werthe, welche eine Function ¢(z) nebst (v, —1) aufeinanderfolgenden Ableitungen an
den vollkommen willkiirlich nur im Endlichen gewiblten Stellen y, annimmt, fir A=1, 2, ..., r+=», so hat man
bekanntlich nach der verallgemeinerten Lagrange’schen Interpolationsformel die Relation

h=r+tz, PV 1

v p v, v Vptoy
?(.:L) — . P(:Z’ yl) (:L‘ yz) (m_y)\_i) At ((L‘-y)\‘) (w_yx_;_l\/ A+1(x—y)~+2) MR (‘z'—yr-l—‘/_) + 4+
=m0 HE@-9)"0-9" @90 7 0090 " @Y e (-9,

(x—yl)vz(z'—y2)vz (.Z' yr+/ 7’+x 7‘+X T+A—ﬂ1 * A7 B 2% e 1Y
R TS Y s o o f "z’“f “”’***/ orrs / S S DEE L)

Zpt .. +<yr+‘/.--1_yr+x zr+x+yg.+x} (zz"%)vr (ze.“zz)vz_l (Zppr—Zrpaca) rt (1“zr+x>vr+r1 dz,,

wo die Constanten 4, = durch die Gleichungen

=y —1
T Vk

09 (y,) = Z LD PB4, (=012 . n—11=1,2, .., r4x)

=0

bestimmt werden, wenn ¢, (#) der Co&fficient von 4, in der auf der rechten Seite der letzten Gleichung
stehenden ganzen Function von x ist. '

*auoNIgsSunteyg N Iop oL0sy],
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(x—y )" und $(z) innerhalb des reellen Intervalles

Es seien nun die Functionen (z—y,)" (z—y,)"
. die Wurzeln des xter Niherungsnenners

a...b reell und stets positiv oder negativ, fernery ., ¥, 05 s Y,y
(@) der reguliren Kettenbruchentwicklung des Integrales

b (g— 7 — 2—y )" S () dz
f Cop)" g )76 (v, sanzzahlig, nicht negativ).

r—2z

Beachtet man, dass das Integral
f‘ (@—y)" (@—g)" .- (@—y,)" 3(2) },(2)dz
a (z—a)"
t—1
die mit (=17 multiplicirte (r—1)te Ableitung der (x+1)ten Restfunction £, (z) dieser Kettenbruchentwicklung

H( —-1)
ist, sowie dass fiir jede ganze Function y (#) von nicht hoherem als dem Grade x—1

f ey @—g)  (r—y)" S @)@ (@)dz =0

ist, so leitet man aus der angefiihrten Relation sofort die Formel

14
f ¢ (@) 9 (@) de =
A=rtn, p=y. -1 —p-1)
* Ax P x.-l—l (y x)

A=1, p=0 ju (P) 1 (”)‘— P “1) (y)\— yt)v‘ (yx_ yz)v: cer (y)\_ 3/1_1) - (yl— y)\+1) Mt (yl— yH_z)V)‘-'_g eer (%,‘ yr.;_-,_

)v7'+‘4 +
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(P(v1+v2+ vty +22) (g)

* I (v,—1)II(v,—1) (v, —DII(v, 4 vy + ... +v,+2x—1) {[ﬁ_(w)]zx}"

5
[ @) (@) @ 9)" e (2-9,)" 3@)dr G =g = = v =1)

ab, welche die moglichst vortheilhafte angensdherte Ermittlung eines bestimmten Integrales aus den Werthen,
welche die zu integrirenden Functionen nebst einer Reihe von aufeinanderfolgenden Ableitungen derselben an

vorgeschriebenen und die Function an passend gewiihlten Stellen annimmt, gestattet. In derselben bedeutet &

eine zwischen « und b liegende Zahl.
Setzt man in dieser Formel
v, =V, = =v, =1,

so erhilt man meine oben erwihnte Relation in dem speciellen Falle, dass die Kettenbruchentwicklung

des Integrales
b S(2)dz
=

7;+1 (wx) - ?x (xx)

reguldr ist, wenn man beriicksichtigt, dass

ist.

Die eben abgeleitete Formel, welche, wie ich demnichst zu zeigen gedenke, zu einer bedeutenden Ver-
allgemeinerung der berihmtenT chebyechef’schen Ungleichungen fiihrt, liefert sofort folgenden Satz, aus welchem
sich durch Specialisirung einige speciellere Theoreme des Herrn Markof ergeben,

‘ogaNIqsSuntogEN Jop 911001,
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Andern die Functionen (x—y,)""(x —y,)* (#—y,)"" (v, ganzzahlig, nicht negativ) Uiyt +v,+20 ()
und S () in dem reellen Intervalle «...b ibr Zeichen nicht, so ist:

i (@) () do =

h==rix, p=y, ~1
* x+1 (y X)

—
<<
\=1,p=0 I (P) 11 (v)\_ P _1) (y)f_ yi)v‘ (y)\—yz)vz o (y)‘— y)\_1) et (y),— y)‘+1) M (:‘/)\‘" yH_g) e <y)"_ yr+x

je nachdem das Product — ™t () 3(2) (0 —y, ) (#—9,)"  (#—y,)" fiir alle im Intervalle a...b
befindlichen Werthe von « das positive oder das negative Vorzeichen besitzt.

In der Physik, Astronomie, Meteorologie, Mineralogie u. s. f. handelt es sich hdufig darum, eine iiber eine
Oberfliche sich ausdehnende unbekannte Funection wenigstens anniherungsweise auf Grund einer Reike von
Beobachtungen zu bestimmen. Solche fiir die ganze Erdoberfliche existirende Functionen sind beispielsweise
die Constanten des Erdmagnetismus, die Temperatur der Erde u. s. f., fiir die Oberfliche eines Krystalles die Atz-
figuren u. s. w. Da sich bekanntlich jede endliche eindeutige Function f(3,{) des Ortes auf der Oberfliiche einer
Kugel nach Kugelfunctionen in eine gleichmissig convergirende Reihe von folgender Gestalt entwickeln ldsst

n=0o0

&9 =Y T(89), (O=9=m0=p=2)

wo n=0
A=n

Y.(S,¢9) Z (4, cos Ao+ B, ; sin 19) P, ; (cos )

rA=0

)”r-’r—'/. ’
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ist, so ist in einem solchen Falle die Aufgabe zu losen, moglichst viele aufeinanderfolgende Constanten
4,5, B, , dieser Entwicklung, welche bekanntlich durch die Gleichungen

2n+1)e, H(n—2)

A4, :(
o+ 2z H(n+))

f“fnf(ﬁ,go)Pn,l (cos $) cos np dSdy (=16, =2;r>0)
0 Jo

2n+1 I(n—X) [~ /" .
/ —
nr = g T+ /, A. [(3,9) Py » (cos 9) sin npd 3 dyp

bestimmt sind, mit Hilfe der gegebenen, beziehungsweise beobachteten Functionswerthe zu berechnen. Die fiir
die Praxis geeignetste Methode wird demnach offenbar diejenige sein, bei welcher einerseits bei verlangter
Genanigkeit dieser Ermittlung die Anzahl der zur Bestimmung einer vorgeschriebenen Anzahl von Constanten
erforderlichen Beobachtungen mdoglichst klein, und anderseits, da es sich bei praktischen Zwecken um Zeit-
ersparniss handelt, die nothwendige Rechenarbeit ein Minimum ist. Hiebei wird oft zu beachten sein, dass es aus
in der Natur der Untersuchung liegenden Griinden sich empfehlen wird, das Verfahren so einzurichten, dass
durch dasselbe nicht alle Constanten mit derselben Genanigkeit bestimmt werden, sondern dass die Genaunigkeit
fir die das Schlussresultat am meisten beeinflussenden Constanten dadurch vergrossert wird, dass man bei den
iibrigen grossere Febler zuliisst, als eine gleichmissige Beriicksichtigung aller erfordern wiirde. Schon im Jahre
1838 bat, wie in der Einleitung erwihnt wurde, Herr F. Neumann eine allgemeine Methode zur Bestimmung der
Constanten bis zu jeder beliebig vorgeschriebenen Ordnung der Kugelfunctionen, bei der die Genauigkeit der
Bestimmung mit wachsendem Index der Co&fficienten abnimmt, angegeben, welche voraussetzt, dass die 2x(n-+1)
Beobachtungsorte an denjenigen Punkten der Erdoberfliche liegen, in welchen 2n gleich weit von einander
abstehende Meridiane von n+1 durch die Wurzeln der Kugelfunction P, ; () bestimmten Parallelkreisen

‘oyoniqsSunioyey 10p 9L0sY],
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geschnitten werden. Es hat iibrigens schon Herr C. Neumann hervorgehoben, ,dass es nicht einmal nothwendig
ist, dass die Beobachtungsorte genau nach diesem Gesetze auf der Erdoberfliche vertheilt sind, da man die an den
eigentlich verlangten Orten vorhandenen Werthe durch gewdhnliche Interpolation aus den an den benachbarten
Orten angestellten Beobachtungen ableiten kann“. Die in der vorliegenden Mittheilung enthaltenen Auseinander-
setzungen zeigen nun, dass man einerseits unter Verringerung der Genaunigkeit in der Bestimmung der anfing-
lichen Coéfficienten eine erheblich pricisere Ermittlung der spiteren erreichen kann, wenn man fiir die Breiten
der Beobachtungsorte nicht die Wurzeln der Kugelfunction P,.;(«), sondern einer Ableitung einer solchen
Function von hoherer Ordnung nimmt, anderseits, dass auch unter Beibehaltung des F. Neumann’schen
Genauigkeitsgesetzes und demnach der von dieser Methode geforderten Breiten die Rechenarbeit durch eine
passende Wahl der Lingen der Beobachtungsorte wesentlich reducirt werden kann. Nur die letztere Behauptung
soll hier kurz erhértet werden.

Die eigentlich gesuchten Constanten werden bei der F. Neumann’schen Methode aus gewissen inter-
medidren Constanten C,, S, berechnet, welche durch folgende Integrale gegeben sind:

£ T
C;\:—T:—ﬁf(ﬁ,ga)coslgodga
2 [ .
=~ f (9, 0) sin Apde.

0

Nun bestehen aber nach den in diesem und dem Paragraphe 2) enthaltenen Entwicklungen die Relationen

= e (2;1.——-1)7':) (2u—1)An
ﬁf@’“’)‘“’s“"dﬁ"—zzf@T cos =g+ A
p=1
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" . 1 < . ;m). Aum
ﬁf(S“,S")Slnd?dS"—me(&;m sin 0+ 4y,
p=1

wo A und A, fiir ganze Functionen von cos ¢, beziehungsweise sin ¢, von nicht hoherem als dem Grade 2n—21—1
verschwindet. Sind also die geographischen Lingen der gewihlten Beobachtungsorte % ) ?2)—; , -Z—Z g eeny @L;E;

2 . .

* , i R i 5 eny " und verwendet man nur die Beobachtungen an den ersten » Orten bei der
n4+1"n+1" n41 n+1

Ermittlung der intermedisiren Constanten C,, die Beobachtungen an den anderen fiir die Bestimmung der §,, so

erreicht man bei halber Rechenarbeit dieselbe Genauigkeit, wie bei der F. Neumann’schen Methode.
§. 5. Aus der von mir fiir jede regulidre Kettenbruchentwicklung abgeleiteteten Relation

1] @ w0 N, L
Tile @b | = D EERE

=0
folgt, da die Functionen C;(z) sich von den Nizherungsnennern der reguliren Kettenbruchentwicklung der

hypergeometrischen Reihe w—1F<l,%,v+1, x—2> nur durch multiplicative Constanten unterscheiden, die
Gleichung

N Y r=a—1
lfc, (@), € () l — Z a,C(2) C.(y).
Cc—-l (.’L’), Cd‘—l (y) r=0
Um die Coéfficienten @, zu ermitteln, multiplicirt man dieselbe zun#chst mit x—y, wodurch sie wegen
der Relation

1

r—y

*OYONIYSSUNIOYBN 19D SLI00T ],
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rC.) (@)—2(r +v—1)C_; (v) +(r+2v—2)C_s(v) = 0
in die folgende tibergeht:
Cs () Coa(y) — Co—1(2) G2 (y) =

_r=c (r+ DCL@)++2—1C_1(y) | ra,_1C_(y)  (+2)a01C11() )
_Z { . 2(r+v) + 2(r+v—1) + 2(r+v+]+) G- (=)

(a1 == t541,=0)

r=0

2v—1

Multiplicirt man diese Gleichung mit (1—a?) ® C,(x)dx und integrirt beziiglich z von —1 bis +1, so
entstehen die Relationen
toy = 20D
ag
2(6+v—2)(6+2v—2)
Qg9 —
a(e—1)
(r+2v)G41(y) rGa(y) _, D@+ B —)0a)
“H 1) T S Ga—T) 2(+n) r=o—2)

welche die Formel

2(e+v—) L (c—A) I (o+2v—2)
o = T (o) I (o+2v—A—1)
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liefern, so dass man also die Gleichung

1| G@), G 2H(a+2v—-2) SO ()
.’L’—y cr—l (.’L'), 3_1 (y) H(O’) | (l-l— 2v— ])

r=0

G (@) 6 ()
hat, aus welcher fiir # — y die neue Relation

0 (@) Ca(0)— @) 6 ) = T D ) e 16 @)

folgt.
Die eben abgeleitete Gleichung zeigt zunichst, dass fiir jede ganze Function ¢ () von nicht héherem als

dem Grade ¢ —1 die Formel

I 'Y P D 1D "Adnjeu- meyvw ‘p ‘qzg

2v—1

I(2—1) 2 [ *Ho@{C(H) CG-s(@)—C (@) Gi(yI(1—y>) * dy
) -

besteht, und es ergibt sich aus ihr fiir die Summe aller jener Glieder der Entwicklung einer beliebigen Function

R )
?(*) = e n—29) .

—1

~ V(2) nach den Functionen C,(x), welche auf das ote folgen, der fiir v = % schon von Herrn G. Bauer auf-
~ gestellte elegante Ausdruck

C (‘T)a 0—1(‘”)
4;(0), dsa(w)

O2v—1) 12 I (o)
2vﬂ<%):~1)J M(o+2v—2) |

‘9yonIqsSunioyqyN Jap o090y ],
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Wwo
A; (@) :f_l '#(wliz ) C: (y) (l_yz)v% dy

ist. Von anderen Relationen, welche sich aus den eben aufgestellten Gleichungen ergeben, mogen die folgenden

erwihnt werden:

A=0c—1

(A4 I(A+2v—1) o—1 I{a+2v—1)

; =Y T R A ey
a1 c a+1

22 ](_l)m(x+v_1) @+) _ (_1>s—1+[%] “([5]*“0 ()1 (2[ D) ]*2”_2>

= e 2n<[%]) H(o4+2v—2) 11 (2 [“; 1] _1>
S Q) U2 1) (2042—1) [(s+2v—1)

;o Q) = T(e—1)
I @04) T (@0 [HO4v—1)  T(26+1) M(a+v—1) T (a+)

; M@+ —DIWE D@+ —D©)P

[ f (6 (@) Ca(y) — B (4) Coos (@) [(1— ) (A—y?)) *_dardy _

oo (20 —1\74
_ 2“( 7 >J [ —1)]PTI(5+2v—2)
(x—y) (l—am)P‘(l —l).::;-)p

n2v—1) J e—)Il(e—1)li(s)
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Theorie der Naherungsbriiche.

T

Ah l;iv: (O 11 (ag+Y)

(1—g+@)u

(1+28)114[(g—1g)11]

(@11 (¢ +Yz)

0=X
K¢

o=y

1=

v L (I—ag+23)11,_,,3

h—x

~fpap

£—4g

2N\ (1+2g)1

g [GA—1) G@—1)]{(@) % (£)2) —(£) +39 (=) %)}

(1—g)u

(a+13) AI — Kv

<

I (T— e+ (I—YG)II *=x

(I—o)u(1—ag+23)I1 A

4
H|>mv e
hi—x

T,\.Hl\,
*
x
+J o+

~ Tpap

T—43

(a0 (q—rg+u ~

s (fi—T1) ﬁl.%a.a.ll@ f+T1) 30§

(1+2)11

(1—3)11

%Am

— 1
@ By — ) g ()75 } 1\ 1%

<

(@)1 (++13)  (8— @)1 (I—g+23)11 A 5 v B
o= 1,3
[—13
= Yoo \ \
~fipap 5 (fi—T1) o (@—1) (A+1) Sor{(2)+25 (F) "% — (B) % ()7} 1+
T—+3 mlé
‘ (& . 8 A , z mv T—2+01] (O (¢ 4+Y) ;8
+ — 2 oty —2—
?: T ?Lm e T+y+ K+i 4, (1) (I-ezg+0na—+)uI—+"du

—0=Y



2v—1 v
f« f 1C: (cos p) Cas(c08 9) — Cioa(c08 ¢) 3 (c0s 9}V J 2 oy (B+0i—201py 008 9)
00 sin3_2'_? sinsg(‘o
2v+1
T (\Vpi+pi—2pp,co5 ) sin 2 o smg”stigade
gin2TF gin 2%
2 2
2v—1 2v—1 ) .
2" ' M(64-2v—2) sin 2 ¢ [ 2 J O Ay, N . v
= ; ME—DF Y fa+) I (@I (6) 77 (6,) € (cos §).
IL(s) (pypy) lI@2v—1) 4

Ich habe vor Kurzem im 58. Bande der Denkschriften der k. Akademie der Wissenschaften ! Integral-
ausdriicke fiir die Functionen C, (cos ) mitgetheilt, welche eine Verallgemeinerung der Mehler’schen und
Dirichlet’schen Integrale fiir die Kugelfunctionen erster Art bilden. Dieselben lassen sich auf einem von dem
damals gewihlten verschiedenen Wege aus den daselbst aufgestellten Formeln

2v—1
" II T 00 2v—1 z 2v—1
C"" (GOS .T) = 2v—1 2v—1 f 2(n+v) )J 2 <y sin ?> Yy 2 dy
2% I(2v—1)sin 2 =°

1 ,Einige Sitze tber die Functionen C, (x)“.
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i)

v © Bt 2\ 2t
C.(cosx) = P T f Je (y)J 2 (ycos_2—> y ® dy
2% M@v—1)cos ® o °
ableiten. Fiithrt man in dieselben nidmlich den durch die Gleichung
2v—1 2"—_1
“—= 2 +1
J 2 (ay) = 2v_1(ay) f cos (ayz) (1—2z*)'" az

27 \/alp—1)Y

2v—1 2v—1
angegebecnen Werth von J 2 <y sin %) , beziehungsweise J % <y os

der Integrationsordnung die Relationen

I <2v;—1)

xr

2

), ein, so erhilt man durch Umkehrung

x

v +1 o)
C, (cos x) = _ 2yv—1 2 (n4-v) . 2y—1
( ) (2 —L L (v—1) \/= (1—2%) dzﬁ J (y) cos <yz sin 5 ) Yy dy

-1

(_1),, I <2v2—1)

C, (cos z) =

-+1 oo
v— = 1—22) " de [ O (y) cos ( % COS ﬁ) =1 g
22 lI[(2v——l>H(v_]_) \/ﬂf——l ( ) j:‘ (y Yy 2 Yy Y

*9UONIgsSUNILYEN I8P 9M09Y T,
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Nun ist aber, wie ich a. a. 0. gezeigt habe, fiir |2| <1

('_‘ 1 )T bt 2r+v

P61 (y) cos (zy) y*'dy

Cs, (@) =

und demnach kann man die letzten zwei Formeln, wenn man beachtet, dass die nach z zu integrirende Funection

gerade ist, in folgender Weise schreiben:

2v—1
C, (cos 2) = (—1)" 5?81)2\/) 1022;: (z sin %) (1—2%)" " "dz
of (2v—-1>

ne—)\/x fo,i zcos-) (1—22)" " de

.o . . 1 . .
Setzt man in dieser Gleichung fiir v: v 4- 55 80 kann man sie wegen der Relation

C, (cos z) =

63 (#) = —[02”( Y
dureh partielle Integration in die folgenden verwandeln

Cn+%(cos z) = (= D:E(V p Cont (zsm r) (1———z2)
Van(Tg) s ?f
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1 3
€, F (cos x) = ne—1) : fl Conis <z cos ﬁ) %(1—2?) 2 dp.
\/;H<2v—3> oS & Jo 2

2 2

Die eben abgeleiteten Gleichungen fiihren nun, wie a. a. O. gezeigt ist, unmittelbar zu den dort auf-
gestellten Erweiterungen der Mehler’schen und der Dirichlet’schen Kugelfunctionenintegrale.

Es mag bei dieser Gelegenheit auf eine andere Verallgemeinerung dieser Formeln, welche sich auf eine
allgemeine Functionenclasse bezieht, von der die Kugelfunctionen ein ganz specieller Fall sind, aufmerksam
gemacht werden. Dieselbe lautet:

Hat die reciproke Gleichung geraden Grades

fla) = ayo®+aa® 14+ .+ @@ g, 0B a -+ a, = 0

in den ersten zwei Quadranten nur eine Wurzel cos ¢, + ¢ sin ¢, (0<<p,<<=) mit dem absoluten Betrage 1, ist
ferner f(«) im Intervalle O...¢, positiv und besteht, wenn die Coéfficienten ay, a,, ..., a, bestimmte Functionen
einer Verdnderlichen « sind, fiir alle einem gewissen Bereiche angehdrigen # und wenigstens fiir alle «, deren

absoluter Betrag die Einheit nicht tibersteigt, die im gleichen Grade convergirende Entwicklung
p=00

- 2 B, (@) a"

\/ao e @ e L Uy &P @ A G A L gy,

=0
so bestehen fiir die Functionen B, (x) folgende Relationen

cos % cos pyp dp . sin %f cos pop dy

i ¢
——_B,_ ) — +
\/2 +(®) L \Va, cos np+a, cos(n—1)p+ ... +ay, o\ —a, cos no—a, cos (n—1)p— ... —a,

-oyonaqsSanioyg) Jep e1osy],
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. ne .
" 0= sin ;osmpgodgo N . sm7smpngodgo
—= x
N \/aocosngo+alcos(n——l)q3+...+az,1 j;l\/——aocosrzgo—aicos(n——l)go—...—a,,
cos( %)30(130 . s1n<p.+ )(pdgo
\/2 B,(z) = +
V2B, f \/a, cos np+a, cos (n—1)¢ +...+a, )4 \/—a,cosng—a, cos (n—1)p—...—a,

cos( n> d

x - 5 pay
o=

\/2 0 \/aocosngo+aicos(n—1)go+...+an

sin (p.+ >wd(p

" _B,(2)=
\/ o (@) = o \/_ao cos np—a, cos (n—1)p —... —a,
Integrirt man die von mir aufgestellte Relation!
\/1——:1:2 \/71' m2v—1) im0 O2n+2v—1) () II <n+v—?>

wZur Theorie der Functionen C“ (@), Denkschriften der k. Akademie der Wlssenschaften, Mathematisch-naturwissen-
schafthche Classe, 48, Band,
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hach 2 innerhalb der Grenzen O...2 und beriicksichtigt die Formeln
v v vl N v+1
Ca(@) = pesruey {6 (@) 2(@)}
Cri1(0) = 0

so erhilt man die Entwicklung

II<2V—2_1)T' n=00 (2n+V+1)H(2n)II(n——%)ﬂ(n+v)
(2 —1)

81 (v)

arcsin & — \/n

1 Conts (),
r—o I (2r+2v+1)1I(n) H<n+v— ?) (2n+2v+1)

wihrend sich durch Multiplication mit # auf Grund von bekannten Beziehungen die Relation

v —
z  _Mp—1) H( 2‘)}3"1‘” H(‘-’")I[(”_%)II("+V>(2n+1)(2n+v+1) o)

ergibt. Aus der angeftibrten und der letzten Gleichung folgen die Relationen

an

fﬂ sin™ody 2" (u_1)[“(2v_> gl (n— g )

0 (1—2occosgo+c:c")v V= m(2v—1) = H(n)H<n+v——;—>

*QUONIGSFUNISYEN I0p 9LI00YT,
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11(2” )J n=co n(n—-;—>n(n+v) ”

f " cos ¢ sin” odp 22”H(v —1)
oev—1)

o (1—2acos p+a?) =

nmo I(n) 1 (n+v—- %)

Mit Hilfe von Formeln, welche ich friiher aufgestellt habe, kann man endlich leicht die folgenden
Formeln beweisen:

= p sin 2z ) . ’ _
f; arctang (———1 —r sin 2 C;,(cos ) de = 0O
f ar ctang(
f ( .z') 08 # Cs,11(COS @) dr = 0

o H(v+1—1) T (v—A+2n—1) 1 1
f ( >°°S“' Cin (cos 2) do = Z Mo —D)P () I (2e—3) {(2n—2k+1)2 + (2n—2l—1)2}

h=n

p sin 22 ) . N _r H+2A-1) I —-2+22—2) {pgﬂ—m“i . pin—n—2 §

T—poos 22) 0 s (008 @) do = 5 ) MG-DPOA) I EZn—2—1) (20—20-1  2n-21—2
=0

v=[3]
I (a2) o _ \= No-+A—)T—Atn—1), , , S
j; -2 Cn(cos.z')dx_.2 - > EH(v—l)]zﬂ(X)ﬂ(n—-R) (8— n?— 404 4n2)
a’l'l(r——2—) A=e

(e=0 fir a>n; s:[n—;‘z]+1 fir ¢ <n)

G0L
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C, (cos z) dz _ x A A
T (1) (1) dytt gt - dyt™

0 . . P')\
[] @a—26, cos o482
1
i (- 0 (-3
A=y A—gp)*... A—y )" by b, b,
A= 2 ,p=r
[2] P Hy+2—1) OD(v+n—21—1) y;+n—2k—1

> :
(1) T ) T (A w—m—l(l_&) (ﬂ_ﬂ)(&_&)...(&_%—1)(&_%ﬂ)...(&z_&)
2=0, p=1 [ ( )] () ( ) p bP bp 61 bp b2 bp bg—l bp bp+1 bp b,

’

wo nach vollzogener Differentiation y, durch 4% zu ersetzen ist.

-oonIqsSunteygN I0p 8LI00Y],
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an.

H<?V—21>] n=00 H(n— %) M(n+v)
M(2v—1) amo (n)1I <n+V— %)

Mit Hilfe von Formeln, welche ich friiher aufgestellt habe, kann man endlich leicht die folgenden
Formeln beweisen:

= p sin 22 ) . v _
f; arctang (_—l—p o3 o) S0 @ Csn (cos z) de = 0

f" cos p sin” pdp _ 2VM(v—1)
o 1—2acosp+a?)  \/z

r=n

L H+2-1) M —-2+2r—2) | pr—2-1 pr—B—2 }

p sin 2z > . v .
f AT | cos 2/ S0 ¥ G (008 @) dor = LG PHA) I (2r—3_1) T Rk
rA=0

(e
f < )cosw 02n+1(00Sm) dz — 0

Q@ O+ —1) H(»—A+2r—1) 1 1
f( “’)““’02”(“”)‘{‘” Z MG—1)PI) I (2e—7) {(2n—27\+1)2+(2n—2k—1)”}
v=[3]

Ov+1—1) N(v—i+n—1) Lt A2 r—y
2 MG —DPa)HE—r & v+l

j;eri_f$) C, (cos z) dw = o T ( )

e=0 fir a>n; e = n—a +1 fir a<n
! 2
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C, (cos z) dz n et gt gt

= II(}Lrl)H(P'Z‘l) e (I.Lr—l) dy?rl dy;?'—l ces dyt’r_l .

0 r
[\] a—20, cos 202"
1
£t e (e
A—y) Q—gp)*... A—y)" by b, b,
A= 2 ,p="r
[2] P [I(v+)—1) H(V-I—ﬂ-—)k—l) y;+n—2)\—1

P ?
Z [N(s—1)]* Q) () 655 (1 %) <%-%:) (-%Z - g_:)..(%_gﬂ) (%_gti)...(%e -8
p 14 4 4 r

P (4 p—1

wo nach vollzogener Differentiation y, durch b} zu ersetzen ist.
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