Uber die Ringfunctionen

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Die Kugelfunctionen erster und zweiter Art P,(«) und Q, ()
bilden einerseits ein Fundamentalsystem von Integralen der
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

(1—a¥)y"—2zy +n(n+1)y =0

anderseits sind sie, abgesehen von constanten Factoren, die
Néherungsnenner und Restfunctionen der reguléren Kettenbruch-
entwicklung der Function log %i—j . Aus der letzten Eigenschaft
folgt fiir die Kugelfunctionen zweiter Art sofort das zuerst von
Herrn F. E. Neumann in seiner Abhandlung , Uber eine Entwick-
lung der in elliptischen Coordinaten ausgedriickten reciproken
Entfernung zweier Punkte in Reihen, welche nach den Laplace’
schen Y” fortschreiten und Anwendung dieser Reiben zur Be-
stimmung des magnetischen Zustandes eines Rotationsellipsoides,
welcher durch vertheilende Kriifte bewirkt wird“! aufgestelite

Integral
_ 1 rPydy,
G =g [ L

Dasselbe fithrt unmittelbar zu der zuerst von Herrn E. Heine?
bewiesenen Entwicklung

1 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik von Crelle,
37. Bd., 8. 21—50.

2 ,Theorie der Anziehung eines Ellipsoides.“ Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik von Crelle, 42. Bd.
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1 n=0o0
b Z (2n +1) 0, () P, (3),
n=0
welche besteht, so lange die durch den Punkt y gelegte Ellipse

mit den Brennpunkten —1 und ~+1 von der confocalen durch @
gehenden eingeschlossen wird. Ausser der eben angefiihrten

bemerkenswerthen Entwicklung der Funetion welche ein

)
interessantes Seitenstiick zu der Darstellung derselben durch
eine fiir alle dem absoluten Betrage nach unterhalb x liegenden
y giltige geometrische Reihe bildet, hat Herr E. Heine in der
zweiten Auflage seines wichtigen ,Handbuches der Kugel-
functionen“ noch folgende zwei weitere, innerhalb desselben
Bereiches wie die erwilinte Kugelfunctionenreihe geltende Dar-
stellungen fiir dieselben angegeben

n=0o0

1 1 - - .
= 1+2 \ — 2__1)*
& —cos y \/xz—lg + é'l (@—\/@*—1)"cos ny
1 "o sin (n+1)
_ . —z_ 7y+1 810 (n )
a:—cosy_'?Z(m \/a' D sin y
n=0

Eine andere derselben Kategorie angehorige Entwicklung
stellte Herr C. Neumann im Jahre 1864 in seiner interessanten
Schrift: ,Zur Theorie der Elektricitits- und Wirmevertheilung
in einem Ringe“ auf. Da die reciproke Entfernung zweier Punkte
mit den dipolaren Coordinaten p, 9, ¢ und p,, 3,, ¢,, deren man
sich bei der Behandlung der auf das Potential eines Ringes
beziiglichen Aufgaben mit Vortheil bedient, durch den Ausdruck

\/cos i3 — cos p \/ c0s .3, — cos p,
r\/2\/ cos i cos i3, + sin i3 sin i 9 cos (p—p,) — cos (p—py)

gegeben ist, sowurde er bei der erwihnten Untersuchung zunéchst
1
\/z—cosy
nach den Cosinus der Vielfachen von y zu entwickeln. Hiebei
ergab sich ein allerdings erst von Herrn E. Heine im Jahre 1830

auf die Aufgabe gefiihrt, einen Ausdruck von der Form
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ausdrticklich hervorgehobenes, Husserst bemerkenswerthes Re-
sultat. Verallgemeinert man nimlich die Definition der Kugel-
functionen zweiter Art dadurch, dass man auch gebrochene
Indices zulésst, so ldsst sich die von Herrn €. Neumann
gefundene Formel in folgender Weise schreiben:

1 §7l_
\/m—cosy \/ Z (_) 1 (:1:) cos ny,

1 . . .
so dass also der Ausdrueck einerseits bei der

\V/1—2a cos p+a?
Entwicklung nach steigenden Potenzen von « die Kugelfunctionen
erster Art mit ganzzahligen Indices liefert, wahrend anderseits
seine Entwicklung nach den Cosinus der Vielfachen von ¢ zu den
Kugelfunetionen zweiter Art mit Indices, welche ungerade Viel-

fache von % sind, fiihrt. Diese verallgemeinerten Kugelfunctionen

zweiter Art und die in gleicher Weise erweiterten Kugelfunctionen
erster Art nennt man wegen ihrer Beziehung zu dem Potential
eines Ringes Ringfunetionen zweiter, beziehungsweise erster Art.
Eigenschaften derselben wurden a. a. O. von den Herren C. Neu-
mann und E. Heine, sodann von dem englischen Mathematiker
Hicks! und von Herrn Hugo Hiibschmann? abgeleitet.

Da die Functionen C, (x) und D, («), welche bekanntlich ein
Fundamentalsystem von Integralen der linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(1—a?)y"— (Qv+1)zy +n(n+2v)y =0

bilden und deren erste einerseits der mit einer Constanten multi-
plicirte nte Niherungsnenner der reguldren Kettenbruchentwick-

lung der hypergeometrischen Reihe w'1F<1,— v+1,w—2),

2 7
anderseits der Cosfficient von «” in der Entwicklung der Funetion

1 ,0n toroidal functions,“ Philosophical Transactions of the royal
society of London. Vol. 173, Part. III, p. 609—653. 1881.:

2 , Die Ringfunctionen und ihre Anwendung auf die elektrostatischen
Probleme des Ringes.“
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1
(1—2ax +a?)
gemisse Verallgemeinerung der beiden Arten von Kugelfunctionen
bilden, so wird man durch zweckmissige Verallgemeinerung ihrer
Definition zu einer entsprechenden Erweiterung der Ringfunctionen
gelangen, und es wird durch die Untersuchung dieser allge-
meineren Functionen auf die gewthnlichen Ringfunetionen nicht
nur ein neues Licht geworfen werden, sondern auch #Zhnlich, wie
bei den Kngelfunctionen, die Ermittlung ihrer Eigenschaft meistens
in einfacherer Weise als bisher erfolgen konnen. Eine solche
geeignete Ausdehnung ergibt sich durch die Entwicklung einer

nach steigenden Potenzen von « ist, die natur-

Potenz des Bruches nach den Functionen C,(«), in der alle

bisher erwidhnten Darstellungen als specielle Fille enthalten sind,
wodurch auch der zwischen diesen bestehende innige Zusammen-
hang aufgedeckt wird. Diese Entwicklung soll im ersten Paragraph
der vorliegenden kurzen Mittheilung aufgestellt werden, wihrend
in den folgenden einige Relationen und Sitze iiber die veralige-
meinerten Ringfunctionen enthalten sind.

§. 1. Die Functionen D), (x) wurden von mir durch folgende
Gleichung definirt

Iy (.z') . e H(n+2v4-22—1)
n = )ZO gt a1 I (1+v-+2) LR v+

_ Um+2v—-1)
- 27L+1 It (n+v> ey

wo n, wie in den folgenden Entwicklungen, eine ganze nicht
negative Zahl vorstellt. Da der auf der rechten Seite dieser
Gleichung stehende Ausdruck einen Sinn behilt, so lange keine
der Zahlen n+2v—1 und n-+v negativ ganzzahlig ist, so kann
man die dem unteren Index dieser Function auferlegte Beschrin-
kung fallen lassen und unter demselben irgend eine reelle Zahl
verstehen, fiir welche die angegebene Reibhe convergirt.

Es besteht nun, wie ich frither gezeigt habe,! fiir |o|>1
die Gleichung

(Jo|=1)

F(% 4+, i;— +v,n+v+1,.’v‘2),

1 ,Zur Theorie der Functionen C, (z).“ Denkschr. der k. Akad. der
Wissenschaften, mathem.-naturw. Cl., 48. Bd.
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E
+H(1—y?) ?* Ci(y)dy M-I (+p+r-1)0(n+2v-1)
,[—1 @—y* 2P HE) @) (+p-1)

y (2v—1\2
2“(‘ 3 )

n@v—1)

1 (n+V+p n4-v4p+1

-2
am s g g rtrthe )

Verbindet man dieselbe mit der letzten Relation, so gelangt
man sofort zu der Formel

] B D) O(v4+p—1) M@2v—1) 2
Dy (@) = 2 (v—1) 1 (n+2v—1) [ o H<2v— 1>J
2
f“ A=y * Gdy (g 1)
—1 ("‘7—:‘/)v+p

Dieses Integral fithrt wegen der Relation

+1 21
[T a7 e ey =

‘ H(?v—l) 2 (Om,»=0, m=mn;
2" I (n4-2v—1)8, J
(n+v) II(n)

zu der Entwicklung
1 227 ap—1)
(@—yytr Oe+p—1)

2 671,71 - 1)
n(2v—1)

(n49) Dy (2) Ci(y),  2)

n=0

welche, wie man leicht zeigen kann, fiir alle der Bedingung

ly—Vy'—I|<(@—\a"—1)

gentigenden Werthepaare , y gilt.
Setzt man in dieser allgemeinen Formel der Reihe nach

1
p=1—v,v, 5= % , 1, 0, und berticksichtigt die Gleichungen
1 _ sin(e+ 1y
C(cosy) = Sy

1 ., _ 2
[T C, (cos y)] = cos ny,

v=0
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so erhdlt man die bemerkenswerthen speciellen Relationen

wiy =2¥H(v—1) S‘ (n-+v) DyTay—1 () Ci(y)
1 20(—
o = T — }: (n+) Dy (@) €. (y)
1 2[1(/—-1)

I Z(n—wm ROLIO
(z—y) < 2 >\/" n=0
VN e @R
-y 2 2“(9—?> "

1 1 s . sin (n+1)y

(e—y™  2'TI(p) HZ( TP Ty
1
P 2"_21'[(9——1) Z Di_,(x) cos ny. 3)

n=0

Die erste von diesen speciellen Gleichungen zeigt, dass die
Functionen D,I,I;_v_l(w), wie ich schon frither angegeben habe,
sich von den Restfunctionen der reguldren Kettenbruchentwick-

1
)5 v 1, a:‘?) nur
durch constante Factoren unterscheiden, wihrend sich aus der
ersten, dritten und vierten durch passende Specialisirung von v
und p die im Anfange erwihnten Heine’schen und C. Neumann-
Heine’schen Entwicklungen ergeben.
Beniitzt man die von mir aufgestellte Formel

lung der hypergeometrischen Reihe x~1F<1

_(=2)"(n+vy—1) I (n+2v-1) et ey
Crlo) = M(n) M (v—1)I(2n+2v-1) (1% [(l—x ) J ’

s0 kann man durch »-malige partielle Integration auf der rechten
Seite der Gleichung 1) folgende Formel herleiten:
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2" (e 4y —1) L (n+v+p—1)

4 —_—
Dipop (@) = T(@n+ 2v—1)
1
I (2v—1) ifﬂa—w”“ﬂw %)
2“H(v—1)“(2v;1>J e

wihrend man mit Hilfe der Relation

2v—1

2v41
[a—ey* et =—20E2) 0 _oyv 01(@)
die Formel
Doy s (@) = Hn—1)O(v+p—1) II(2v) 2
2‘1—P+1H (V) H(n+2u) 2v H <2V 2—1) }
2v—1
HA—y) T GHGd
vtpt1 )
—1 (z—y)
ermittelt.

Es mag iibrigens bemerkt werden, dass man das in der
Gleichung 1) auftretende Integral sofort aus der fiir die Function
Di,,_,(x) angegebenen Reihe ableiten kann, indem man die

. . 1 .
Coéfficienten der verschiedenenPotenzen von e durch bestimmte

Integrale ausdriickt. Beachtet man n#mlich, dass

1 Bt
[ ra—m T g =o

ist, falls x << oder x4 ungerade ist, wihrend in den anderen
Fillen die Beziehung

+ ot
[ ra—wm T gwa=

H(x)H(v—l)H(R+2v—1) [2 H<2v2 1)]
2_,_1 ( ;7&) <x+7&) ) n@2v—1) .

stattfindet, so kann man der erwihnten Reihe folgende Form geben
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()M (v+p—1)
2PI(v—1) M(n+2v—1)

A=00

H(v+p+r—1) [ s S
Y Rerei [ a—i) T pawa,
x=0

welche unmittelbar zu dem auf anderem Wege erhaltenen Integral-
ausdrucke fiihrt.

Aus der Gleichung 2) ersieht man, dass die Function
Di.,_,(z), welche desshalb von nun an mit Rf () bezeichnet
werden mag, die naturgemisse Verallgemeinerung der nten Ring-
function zweiter Art bildet; durch die Gleichung 3) wiirde man
auf die speciellere Function

Doy (@) =

27 (p—1) (T cosnydy
T o (z— cos y)

_ 2 ln4p—1) [T—d) Ty
- 1.3.5.-.(2”—1)“ 1 (w_y)n-‘l-P

Ry 2 () =

gefiihrt werden.

Zu den bisher aufgestelltenIntegralen fiir die verallgemeinerte
Ringfunction zweiter Art kann man auf Grund von Relationen,
welche ich frither mitgetheilt habe, sofort die drei folgenden
hinzuftigen

p—1

=)
R‘;"f; (.’L‘) - mT—[—vf ez zf"'l Jn+y (n> de
4 0

H(n+v+p—1)ﬂ(~w>
Ra(@) = F—
o
o —1 v 3
f YT (y) cos (wy) dy <P<‘2’)
0
I[(n+v+p~1)ﬂ(—n+;+‘o>
B o ()=

2n+y+1 i (72+V + p—l)
2

[Tt wesena (<)

0
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8. 2. Differentiirt man die Gleichung 1) »-mal nach x, so
erhilt man die Relation
d Ry

LR _ (o) B (). 6)

Verbindet man ferner die Gleichung 5) mit den bekannten
Relationen

2v(1—y) GIi(y) = (n+2—1) G () —y C.(y)
2v(1—y%) G (y) = (n+29)y G(y) —(n+1)C11(y)

so erhilt man sofort die neuen Gleichungen

R (2) = 2 BN () + Qi;;f))ﬂs;_; () ()
Bfi@) = " R () — o BEEY (@), 8)

Aus der Vereinigung der Gleichungen 6), 7) und 8) folgen
die weiteren fiinf Relationen

y v

(n+v+p) By 3(x) + (ntv—p+2) Rils o (2) = 2(n+v+ 1)@ Ry o (x)
(n+v+1) Ry o(@) = RS (@) — BT (@)
2(1-2%) B335 (%) = (n4-v+p) Bii (@) —(ntv—p+ D@ Bl o (@) 9)
2(1-a?) B3 (@) = (netv-+ o+ 1) Rts o (@)— (n-+-9- p-+-2) Bt o (@)
(n+v+1)(1-2®) REI1s (0) =
=(+v+p)(n+v+p+1) R (@) —(n+v—p+1)(n—v +p+2) R o(2) 10)
Differentiirt man nun die Gleichung 9) nach 2 unter Beriick-
sichtigung der Relationen 6) und 8), so erhilt man die Beziehung
(1—a?) RiZT3 (@) + 2(2p+ Do RIT1(2) +
+4{(n+v+1)2—p*} By o(2) = O
und demnach ist die verallgemeinerte Ringfunction zweiter Art

ein particulires Integral der linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung

1 (A—a?)y"— e+ 2y + {(n+v)*—p*ly =0 11}
oder



[1—an 7 y]= (e )y (1) T ,

was selbstverstindlich auch aus ihrer Definition durch eine hypergeometrische Reihe hitte erschlossen werden

konnen,

Dieselbe fiihrt einerseits sofort zu der Relation
()
)

. 2N (n+v—p—s+1 S v
@) = (ntv—p—et]) =)™ T R @)

1(p—1) M (n 4> —p) (v +p—1) (1—a?) T
anderseits liefert sie, wenn man
2z = &1
setzt, die Gleichung
2% I (p—1) H(n4-v+p—1)
I (n+v)

welche mit Hilfe des Euler’schen Integrales fiir die hypergeometrische Reihe in die zwei folgenden umgeformt

€~(n+v+P)F(P’ n+v+p, n+v+1, €“2>’

werden kann

() (=) M (ntv+p—1) f°° sin®™ " it de
M) — I (n+4v—p) o (x4 \/2*—1 cos it)"T'T?
, (__1)29i”+“+91'[(n+V+p-—-1) 105 \/;-—-'-:; N 5
B (2) = Hrtv—p) (#— \/@"—1 cos if)" ™ P sin® " it dt .
- 0

¥GL

‘renequefoyny I



Durch Vergleichung der Formeln 1) und 5) ergibt sich die bemerkenswerthe Relation
B @) = (v-+p) B (a).

Die oben aufgestellten Relationen werden aber auch von den durch die Gleichung

R () = O(n+v+p—1) f n(x + \/ @ =1 cos ¢)" " sin® "y dp 12)

2% [M(p—1)]* W(n+v—p) o

definirten Functionen B }(x) und —p B (#) erfilllt, so dass die erste von ihnen ein particuléires Integral der
Differentialgleichung 11) ist und demnach die den friiheren Erorterungen entsprechende Verallgemeinerung der
Ringfunctionen erster Art vorstellt.

Um dies zu erhéirten, braucht man nur zu beweisen, dass dieselbe eine der Gleichung 6) im Wesentlichen
analoge Relation und die Formeln 9) und 10) befriedigt.

Differentiirt man die Gleichung 12) nach z, so entsteht die Beziehung

dRy3 (@) H(ntv-4o—1) f S p— e
i = ' x4+ \/2*—1 cos o)~ 2*—1 4 2 c05 ©) sin® o d
dz 22P—1[H(p-—l)]’ﬂ(n+v—p—1) A ( V 9) (\/ ?) pop,

aus welcher wegen

f (@ +\/ 25 —1 cos ¢)""" Pcos p sin™ g dp = (n+v_P) Val—1 ~1f (z+\/@*—1 cos )" P sin¥ o do
0

die Relationen

‘uononvunySury

qalL



7,1\ & )
d:,;( ) —_ 2 RP (.z') 13)
VT R (2) = lnty—p) o+ Ve —Teos )" eosg s pdp  14)

2% I (p—1) 1 (p) W(n+v—p) Jo

folgen.
Schreibt man in der letzsten Gleichung fiir »: »+1 und multiplicirt sodann mit 2o\/2*—1, so verwandelt

sie sich in

2P(""'2—1)sz_-ii_—11'1( )= O(n+v+p+1)

* I [l(p—1) I (ntv—p)

{ f “(w+ \/#*—1 cos ¢)" " " 5in"  pdp —2
0

ﬂ(.z- +\/@*—1 cos p)" P sin™ g dgo}

0

oder nach 12):
2p(x2—1) RSLY1(2) = (n4v—p+2) By 1 (@) — (m+v+p+1) 2 Ry 1 ().

Multiplicirt man die Gleichung 13) mit (z+v—+p)(#*—1), die Gleichung 14) aber mit 2p(n+v—p) \/ zr*—1

und addirt die so entstehenden Relationen, so erhilt man

(n+v+p)
2% [ (p—1)]* N(n+v—p—1)

p(n+y) (a*—1) BLS () =

n _ 1
2+ \/2*—1 cos ¢)" T sin® " iw+ 22 —1 ¢cos o — } d
I( V2 ¢) Va*—Tcos g vy = o

9GL

‘renequefen I



und daher nach 12)
p(n+v)(@*—1) BL5"" (@) = (n+v—p)(n-tv —p+1) Bifs1(@) — (n+v-+p—1) (ntv+p) Bi11 ().

Hiemit ist die obige Behauptung vollstindig erwiesen.
Dass die Function B};(x) der Differentialgleichung 11) gentigt, erkennt man iibrigens sofort, wenn man
eachtet, dass ein mit R} :(x) ein Fundamentalsystem derselben bildendes particuldres Integral durch die

zb
Z hypergeometrische Reihe

— 1 in2p—1
w_(n+v+p)F<n+v+p,n+v+p+1 ybp b 1 l—iz): 22(2{) 1) sin™ o dp
2 2 2”7 z U (p—1)]PJs (2+ \/@*—1 cos p)" T F*

‘YIQV 'PE ‘0 ‘10 "AINJRU- UIBYIVU °P "qZIG

7 angegeben wird, und dass, so lange x einen positiven reellen Theil besitzt, das auf der rechten Seite dieser
::Gleichung stehende Integral durch die Substitution

x cos p 4+ \/a?—1

z+\/a*—1cos g

cosy =

mit der Bedingung, dass fiir ¢ =0 auch ¢ =0 ist, bekanntlich in das oben angefiihrte transformirt werden kann.
Da die Function R} i(), falls v—p eine ganze Zahl ist, eine mit den Coéfficienten der Entwicklung der
ZFunetion (1—2a@+a*) * nach steigenden Potenzen von « zusammenfallende ganze Funetion ist, so wird in

dieser Mittheilung v—p stets als nicht ganzzahlig vorausgesetzt.
Zum Schlusse dieses Paragraphes mag noch erwihnt werden, dass die beiden speciellen Ringfunctionen

1 1

R:l?(w) und Rig(w) im Wesentlichen mit den Functionen

“mononounySury

LGL
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2P2_150d50 1 sin%—;——lzpdgo
beziehungsweise 5 f —
e ), (z+\/2*—1 cos ¢)"

=l
21 r*—1 1 1
(1—a?) 3 . (2 + \/2*—1 cos p) (1—a?) 3

zusammenhingen, wo die Integration tiber eine in der ¢-Ebene gelegene geschlossene Curve ¢ auszudehnen ist.
Aus der Definition der verallgemeinerten Ringfunction erster Art folgt endlich die Beziehung

v N(n4+v+p—1)
P —_—
iD= e Dy e —p) )
8 3. Aus den im vorigen Paragraphe aufgestellten Relationen leitet man leicht die folgenden her:
2p—1 20—3
[(1—a%)* BLi@)] = (+v+p—1)(1—a) T {BLs1()—2 B (o)}

20—1 2@—3

[A—a% 7 R (@) B3 (@)= (1—2?) 7 {tv+p—1) (B2 11(2) — (n+v—p) (B1 (@)} 15)
2p(1—2) {BLY" (@) + BE3i()} = (ntv4p— 1) Biy s (@) — (n+v—p) BL 3 (7)
20 (1+a) { RS (@) — REL1 (@)} = (n4v+p—1) B4, 1 (2) + (n+v—p) BY 1 (2)
4p*(1— ) {(BEL (@) — (B (@) = (n v+ p—1)* (B0 (@) — (v —p)* (BLI (@) 16)

d{(B (=) + (Biaa (@)}, d(RY I(fvzfill 1) | (90— 1) B U (@) B (@) 17)

8GL

‘renequelden I



Integrirt man die Gleichung 15) innerhalb der Grenzen +1 und z, so entsteht die Formel

[ttt D@ @) ) BI@) et T de= (e T B@,  (r<)

welche zu folgenden neuen Relationen fiihrt:

29—1 z) R 20—3 " z
(1_:”2) =3 ( ) 11( )_(2 _1J (1 ’l'z) 2 )\_1,1( ))

1_ X+v— 7(+v—p

+ [ Rz (Rizl(x))"} 1 mz)z"—f dz

\=n k=
= Rp,l R —1,1 Bt Ri’ 1,1 )
TSRO o [T Zx (

& Avp— +v+p—1

‘ueuonouUnySuly

+f (B @) — (B1(2)Y (1—a?) T do

A=
2p-—1 2P_3
w2> N Z R )‘\’—71,1('7") - 2Pf (1—.1'2) o Z (R)‘j’ 1, 1(”))2dz’+
=1
2p—3 2P_3

+(p—v)fl (B (@) (1~ %) T de— (r—v+p) | (R,P,l(:r)) (1—=z?) ? d= 3



1S MDY i 2p—3 X 7
(1—65‘2) 2 Z(__l))\—l lg\j—v, —1, 1( ) (2 _1)f (1~$2) 3 Z‘( 1))\_1 lx:;( ))
A=1
+ .[1 z{(RE:X(w))zw M (TR @)+ (1) (B @) (—a® T do
PN L@@ (e e (@)
(1—=% L (hrv—p) (bvtp—T1) {(Ro.l(fv)) Patr—
T @@ ot
+0r—3) ), (HHP_I)OH_PH)}Q )T e

Aus 16) und 17) entstehen durch Integration die Beziehungen

) o (B () 2 B () B () — R R (@) [ M@ye—2) ]
(55 @) (B2 ) 20 B30 R ) = 20=8) [ i) B2+ [ o) ]

2p—1

i 2
f @ T {BYI(2) B (o) + B2y (2) By () do = 3—2—; R (2) By 4 ().
1

Mit Hilfe des oben aufgestellten Integralansdruckes der verallgemeinerten Ringfunction beweist man

ferner die folgenden Gleichungen
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Ringfunctionen.

0,
dpd _ uis (bs00 1—@ \/ + )i, (s —& AN+ .e.va g\

Ada0—Nul _ppz

(1—")1u

—

0
U1 (6 800 T—,2 A\ +%+\~.\/v.,_?1,€ §00 T—, 2 /\ +§4_WQV §00 T— A\ +.e+mv,;\,

0,
%&T.\_Nn_m ?w S09 WN&\/ +.e+\~.\/v.1~.¢|>@ $09 ﬁls.e\/ + ) m\@ $00 Tlﬁ.a.\/ +.s.+®=\.

g, @ (g — T (1 =28 — d+a+0)IL,5 ~

= @) g i g —ar . ) Q
[Z]=

mﬁal&alam \,,le+;+£:§=m —u

1 =®rm BNt elis:srv

A=D1, 48 _ R L L (1D =

a. = O A O—crm N

ki
E

0,
dpd s (500 [— & N\ +2+h) iy, (4800 I—% /N +§a\

da—N1ul 3 — (o) g () s
(I—"u o ( vt ) I (T —u+ 1,8 N\

o=u

(1 (I—d+a+u)

=u



L. Gegenbauer,

762

0
dpd _uts (4500 [—p@ N\ +2+B)"4L, (6500 T—@ A +.evg%.

.LQI&E D,_8  (e— )@y (—d+ea+u)p w
T T (@) g (@)t (d—au) D

0
dpd__, wis (4500 ﬂlm.s.\/ +ZA) [ __l>+imI@ 00 Hlm.a.\/ + ) A\.

A=), _ (DT @1 (=01, OW
: @i (=, S

0,
bpd s (6500 [ A+ 1) 0, (b3 T—z A+a) |

- o=t
) L—911] 1— 50 — (@) 1y (w—a) 11 ()11 (T—d+a4u) ] (1—) 7
(1—u < ) Il (1—rlg+a+u) Il (= a+u)L,g " D
0
dpd _uis (6500 T—® A\ +1+2) 9 ,_ (4500 [—@ N +.a.vH ,\.
A=A _ oy Gedm@n —dretn
G—n T =+ G—vg+a+u)n (d—et+u)1,g W



n=er

Z M(n+v—p) M(a+B+r+n—2) Ry (®) M(a+B+2p—2) )
L 2N (n+v+p—1) M(n) Ur—n) U (B+n—1) 2777 11(r) N(B+r—1)[H(p—1)

f ﬁ(x +\/2*—1 08 ¢)" " T}, 0 (2 +1 + \/2?—1 cos ) sin " v dep
0

n=r

S‘\ (—1Y" O(n+v—p) M(a+B+r+n—2)RY{(x) O(a+p+2r—2) .
2 Pl e— 1) ) He—) Batn—1) 27 0() H(at r—1) [0 (— 1

n=0

fn(w +\/@2 =1 008 9) P T o 5 (2 —1+ \/@*—1 cos ¢) sin™ " pdyp.
0

Die Functionen R} (e, v,—\/@*—1\/22—1 cos ¢) und R%}(w,2,—\/ 22 —1 \/22—1 cos ¢) sind parti-
culdre Integrale der partiellen Differentialgleichung

%y oy 1 %y dy
—_— < p L - )< —1 t LA 2__,% = 0.
(I—a) g —Cr+ D @ gb + 1= 2 %3?2 + (2p—1) cotang ¢ 3?} +{(n+v) —p*y

Setzt man
A=00

1
B (w2, — \/ 22 —1\/aZ—1 cos ¢) = Z 4,C" % (cos p),
A=0
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1
so erhilt man, da C: " % (cos ¢) der Differentialgleichung zweiter Ordnung

v+ (2p—1) cotang ¢ .o/ +A(A+2p —1)u = O

geniigt, zur Bestimmung von 4, als Function von #, die Differentialgleichung

d*4, dA, A(A+2p—1
e L e (R S T

deren vollstindiges Integral, wie man sofort mit Hllfe von 11) ableitet,
S
= (A=) Ea B (@) + 0 BE" (@)}

ist. Beachtet man, dass R.5"” (#,)fiire, =1 unendlich wird, sowie, dass das Argument z, z,— \ &1 \/z~1cosp
in Bezug auf z, und x, vollkommen symmetrisch ist, so erhilt man die Relation

[>¢] A X 1
R @, —\V/FE=TV L eosg) = Y 0 B (@) B (@) (@1 —1)7 (@ —1)7 67 (cos'p),
A=0

wo a, eine Constante ist, welche durch die Gleichung
T 1
f B (wz,—\/Z—1\/Z2—1 cos ¢) C, 2 (cos ¢) 5in™ " pdp =
0
2p—2 _ . 2 X
— 2 II (X—i— 2p 2) [H (p 1)] al (.’l‘% _1) 2 (wz 1) 5 a+) v (.’L“) Rp+)‘,v(w2)
(m(2p—2)] 1) (A+p—
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bestimmt ist. Nun ist aber

2™ [n (}+ p—%ﬂzn (A+2p—2)

@) [ (p — 3)] M@A42—2)
A )
€ _1)?('”3—1)51‘ pH (g, — \/$1—1 \/wz—l oS ¢) gin™ 1%~ 130 dy

« S _1
f B (zw,—\/ 2 —1\/aZ—1 cos9) C, 2 (cos ¢) sin™ " pdp = (—1)"
0

und daher erhilt man, wenn man @, — 1 setzt, aus der letzten Gleichung folgenden Werth von a,:

x 3
= (1) [4 H<2‘°—2)H<A+"_§)H@+P"‘1)Jz T (n-+v—A—p) (2A+2p—1) =
»TA 3 I +2p—2) M (n+v+p+Ai—1 |
H(p——l)ﬂ(p—?> ( p—2) IL( p ) E
Man hat also schliesslich die Entwicklung :;’D
B (z,@y,—\/ T —1\/2E—1 cosp) = i
2
(26— 2) *[n <1+p——g’—)] [ +p—1D)PH(r+v—2A—p)
H(p—l)ﬂ(p————)} g N(2A+2p—2) M (n+v+p+A1—1)

1
(Ot 2 1)@t 1) (a—1)T R ) REE™ () €] F(oon ).
Ein #hnliches Additionstheorem lidsst sich auch fiir die verallgemeinerten Ringfunctionen zweiter Art
ableiten.
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Aus der Verbindung der Gleichungen 10) und 144) ergibt sich weiter die folgende Verallgemeinerung

der ersten von ihnen:

(1—

M(n+v—s) d(n+v+p+s—1) () M (n— s+4+v+p+A+2p+1)

—2?) B (@) =
N(r+v) M(n+v+p—s—1) |N2p+rA—1)H(n—s+v—p— )\+2p.+2)
Rf,,’.:,&(-”), REL’—V:+2,2<-/L')’ ;’-}23,2('”)
N(n—s+v+p—1) O(n—s+v+p+1) M(n+s+v+p—1)
H(n—s+v—p)II(2p—1)’ M(n—s+v—p+2)11(2p—1)’ M(n+s+v—p)I(2p—1)
(n—s+v+p) H(n—s+v+p+2) M(n+s+v+p)

I (n—s+v-p—1)(2p+1) 1 (2p—1)" M (n—s+v—p+1)(2p+1)I1(2p—1)" " I (n+s+v--p-1)(2p+1)II(2p-1)
M(n—s+v+p+1)
H(n—s—+v—p—2)(2p+3)(2p+1)(2p—1),”
I(n—s+v+p+3) M(n+s+v+p+1)
M(n—s+v—p)(2p+3) 2p+1)11(2p—1),” ™" M(n+s+v—p—2)(2p+3)(2p+1)11(2p—1)

2 ' (s—1) M (n+v+p—2) 2 I (s—1) I (n+v+p) 2 M (s—1) T (n+v+p+25 - 2)
U(2p+s-2)U(n+v—p—2s+1) 1 (2p+s—2)1l (n+v—p—25+3) M(2p+s—2)I(n4v—p+1)
Op=012..,s—1).

Eine analoge Relation besteht selbstverstindlich auch fiir die verallgemeinerte Ringfunction erster Art.
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