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Uber Formen fiinfter Ordnung auf der cubischen
Raumcurve

yon

Emil Waelseh,

Provatdocent an der k. k. deutschen technischen Hochschule in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 11. Juni 1891.)

Die Theorie der bindiren Formen auf rationalen Curven ist
bisher in einigen Arbeiten von Lindemann, Meyer, Sturm
u. A, behandelt worden. In der Abhandlung von Sturm!?! und
in dem Buche von Meyer * findet man die Covarianten binsirer
Formen dritter und vierter Ordnung construirt, einfache Polaren-
constructionen dieser Formen abgeleitet und auch einige Cova-
rianten fiir hohere Formen in Betracht gezogen. Die Losung der
Aufgabe: ,Fiir Formen hoherer Ordnung, welche dureh eine
Anzahl von Punkten auf einer rationalen Curve reprisentirt sind,
Covarianten zu construiren¥, soll im Folgenden fiir Formen fiinfter
Ordnung versucht werden.

Fiir diese Formen gilt noch die Curve dritter Ordnung des
dreidimensionalen Raumes als typischer Triger. Denn die
niedrigen Covarianten sind hier durch Elementargebilde des
Raumes fixirt: die cubischen Covarianten durch Ebenen, die
quadratischen durch Bisecanten, und die biquadratischen Cova-
rianten dadurch, dass eine Gerade angegeben wird, welche die
vier Tangenten der Punkte der Covariante schneidet. Ausserdem
liegen hier die beiden wichtigen Covarianten H und T' auf ein-
fachen covarianten Flichen der fiinf Formenpunkte allein.?

1 Siehe R. Sturm, Darstellung binirer Formen auf der cubischen
Raumecurve. Crelle's Journal, Bd. 86, S. 116.

2 Siehe F. Meyer, Apolaritit und rationale Curven. Tiibingen 1883.

3 Siche ,Uber eine geometrische Darstellung in der Theorie der
bindren Formen“. Diese Sitzungsber., S. 574, Art. 4.
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Um aber die Aufgabe zu begrenzen, werden im Folgenden
die Covarianten eines vollstindigen Systems der Form fiinfter
Ordnung construirt. Die Invarianten anlangend, werden diejenigen
Flachen angegeben, welche die Curven dritter Ordnung enthalten,
die durch fiinf feste Punkte gehen und auf welchen diese Punkte
eine dem System angehtrende verschwindende Invariante haben.
Hierbei schien es zum Zwecke besonders einfacher Construction
nothwendig, ein System anzunehmen, welches von den tiblichen in
zwei Formen abweicht, so zwar, dass die behandelten 23 Formen
die folgenden sind:

HLH=(HDET=(HH),i= (" j=—(()?
=04 =01, L=, ),
«a=—(j, )4 B=Ga) y=(1,2), d=( ),
k=00, g=Gf), h=(5f), e = (j, H),

v = (4 H)z—%iz, w=(v,7), s = (i, H),
Ad=010% B=(,1)? C=(r,7)% B = (By) = (d=).

Die eine abweichende Form ist v, welche sonst (bei Clebsch
und Gordan) bloss (i, H)? ist; die andere Form A kommt nur
in dem bei Salmon angegebenen System vor.

§ 1. Die Polargruppen der Form fiinfter Odnung auf g,.

1. Es mogen in diesem Artikel einige bekannte Hilfsséitze
angegeben werden, welche sich in den angefithrten Arbeiten von
Sturm und Meyer finden,

Das Hyperboloid, welches die beiden Tangenten ¢, der G,
in den Punkten eines Punktepaares ¢ enthilt, soll mit §, be-
zeichnet werden. Legt man von einem Punkte o der €, aus die
Transversale iiber die Tangenten #,, so liegt diese in einer
Tangentialebene der €,, welche in o berithrt und €, in dem
vierten harmonischen Punkt von o, beziiglich ¢ schneidet.

Die Punkte ()2 der ersten Polargruppe des Poles o fiir ein
Tripel ¢ der Curve sind die Berithrungspunkte derjenigen Tan-
gentialebenen von §,, welche durch o gehen und den Nullpunkt ¢/
der Ebene des Tripels beziiglich des Complexes C, der zu @
gehort, enthalten. Der Punkt der gemischten Polare ()39 liegt
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in der Ebene, welche o, o, {/ verbindet; die lineare Polare (i);
ist daher der dritte Schnittpunkt der Ebene, welche ¢/ cnthilt
und @, in o beriihrt. Die Bisecante der §,, welche den Punkt y/
enthilt, schneidet €, in den Punkten der Hesse’schenCovariante v
von ¢; die Bisecanten () liegen auf dem Hyperboloid ,. Die
Ebene der cubischen Covariante von ¢ enthilt die conjugirte
Gerade der Bisecante  beziiglich des Complexes € und trennt
die Ebene ¢ von den Punkten von » harmonisch.

Es gibt zwei Transversalen tiber die vier Tangenten, welche
in den Punkten eines Quadrupels (¢) die €, beriihren; man kann
sie ,die Begleitgeraden“ des Quadrupels nennen. Dieselben
sind conjugirt beztiglich des Complexes C, da die vier Tangenten
Complexstrahlen sind. Das Quadrupel ist #quianharmonisch, wenn
dessen Begleitgeraden zusammenfallen; sie fallen dann in einen
Complexstrahl.

Die Begleitgeraden der Quadrupel einer Involution liegen
auf einem Hyperboloid, welches ,das Begleithyperboloid“
der Involution genannt werden soll. Hat ein Quadrupel einen
Doppelpunkt, so geht eine der Begleitgeraden durch diesen, daher
schneidet das Begleithyperboloid aus €, die Jacobi’sche Cova-
riante der Involution aus.

Die ersten Polargruppen (g); des Quadrupels werden von
den Polarebenen des Punktes o beziiglich des Tetragders (q)
ausgeschnitten;! die simmtlichen Polartripel bilden eine Invo-
lution, daher werden sie aus €, von den Ebenen eines Biischels
ausgeschnitten. In diesem Biischel gibt es vier Ebenen, welche
die @, in den Punkten der Hesse’schen Covariante von (g)
beriihren. Daher ist die Axe des Biischels eine der Begleitgeraden
dieses Hesse'schen Quadrupels und soll ,die Hesse’sche
Gerade“ des Quadrupels (¢) genannt werden.

2. Auf der cubischen Raumecurve sei ein Quintupel (z) ge-
geben, zu einer Form f— &} gehdrend; das Polarquadrupel des
Poles o beziiglich («) sei mit («); bezeichnet. Die Polarquadrupel
sdmmtlicher Punkte von €, bilden eine biquadratische Involution J,.
Zu J, gehort ein Begleithyperboloid, welches ,das Begleit-

1 Siehe: ,Zur Construction der Polargruppen“. Diese Berichte,
S. 815.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. C. Bd. Abth.IL. a. 54
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bhyperboloid B der Form fiinfter Ordnung* heissen moge;
cs schneidet €, in der Hesse’schen Covariante H des Quintupels.

Die ersten Polartripel der Quadrupel einer Involution bilden
eine zweifach unendliche quadratische Mannigfaltigkeit; daher
umhiillen die Ebenen, welche diese Tripel ausschneiden, eine
Fliche zweiter Classe. Die Hesse’schen Geraden der Quadrupel,
durch welche die Ebenen ihrer Polartripel gehen, liegen aunf
dieser Fliche, welche die Jacobi'sche Covariante der Involution
ausschneiden muss, da die Hesse’sche Gerade eines Quadrupels
mit Doppelpunkt diesen enthélt.

Liegt aber die Polarinvolution J, vor, so haben zwei ihrer
Quadrupel ein gemeinsames Polartripel, ndmlich die gemischte
cubische Polare (a)?9. Daher schneiden sich die Hesse’schen
Geraden g¢°, g°' dieser Quadrupel, wesshalb die Hesse’schen
Geraden aller Quadrupel durch einen Punkt gehen miissen; denn
in einer Ebene konnen sie nicht liegen, weil die Fliche, welche
sie bilden, die Covariante H ausschneiden muss. Es ergibt sich
demnach: Die Hesse’schen Geraden der Polarquadrupel
von («) erfiillen einen Kegel zweiter Ordnung, welcher
auf @, die Hesse’sche Covariante H ausschneidet.
Dieser Kegel soll ,der Hauptkegel® und sein Scheitel ,der
Hauptpunkt der Form f/“ genannt werden.

Durch diesen Hauptpunkt gehen also die Ebenen der ge-
mischten Polartripel («);9’ und diese Ebenen schneiden aus dem
Hauptkegel dic Hesse’schen Geraden ¢°, ¢°' aus. Riicken die
Punkte o, o’ zusammen, so folgt: Die Ebene, welche die
zweite Polargruppe (a); auf G, ausschneidet, bertihrt
in g° den Hauptkegel.

Die Ebene (a)? wird, wie sich zeigen lisst,! gefunden als
Polarebene des Poles o beziiglich des Seitenflachs des Fiinf-
eckes (a).

3. Die Polartripel ¢, #, eines Quadrupels (¢) haben ein
Polarpaar ¢ gemeinsam, das Hyperboloid $, enthélt die Bisecanten
der Nullpunkte ¢{, f; der Ebenen ¢, ¢,; legt man daher von £

1 Allgemein gilt: Die Polargruppe rter Ordnung eines Punktes o der
@, des B, beziiglich einer Gruppe von m-Punkten dieser Curve wird von
der Polarebene von o beziiglich des Seitenflachs des m-Eckes dieser Punkt
2usgeschnitten,
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itber die Tangenten von ¢ die Transversale, so schneidet diese
@, in dem Pole o. Folglich: Man bestimme die conjugirte Gerade
beziiglich des Complexes C der Schnittlinie der Ebenen ¢, und #,;
diese Gerade liegt mit der Bisecante, die man von dem Null-
punkte ¢; iiber €, legen kann, in einer Ebene, welche €, noch in
dem Pole o des Tripels ¢, schneidet.

Wenn daher von einem Quadrupel die Hesse’sche Gerade
gegeben ist, so findet man den Pol des Polartripels, welches eine
Ebene dieser Geraden ausschneidet, auch in folgender Weise:
Man suche die Axe der €,, welche in diese Ebene fillt; diese
schneidet die Hesse’sche Gerade in einem Punkt, durch welchen
ausser den Schmiegungsebenen, die sich in der Axe schneiden,
noch die Schmiegungsebene des gesuchten Poles geht.

Ist nun & die Hesse’sche Gerade eines Polarquadrupels (a);,
so liegt sie auf dem Haunptkegel nnd die Tangentialebene T
dieses Kegels fiir & enthdlt die Polare ((«)3)7; daher geht die
Schmiegungsebene des Poles o durch den Punkt, in welchem %
die Axe der €, schneidet, die in die Ebene 7' fillt. Fiir diese
Constructionen ist es einfacher, von dem Hauptkegel den Polar-
kegelschnitt k] beziiglich des Complexes € zu suchen; die Ebene
desselben ist die Nullebene s’ des Hauptpunktes s. Dann schneidet
die Nullebene eines Punktes p von k] drei Punkte einer zweiten
Polargruppe aus; der zugehorige Pol dieser Gruppe ist der dritte
Schnittpunkt der Ebene, welche die Tangente von £, in p ver-
bindet mit der Bisecante der €,, welche p enthilt.

Jede Ebene durch den Hauptpunkt s schneidet eine gemischte
Polare von (&) aus; die zugehorigen Pole sind diejenigen Punkfe,
welche den Hesse’schen Geraden entsprechen, die in diese
Ebene fallen. Sie werden nach den letzten Constructionen ge-
funden, oder auch so: Man ziehe von dem Nullpunkte der Ebene
die Tangenten an k; die Ebene, welche diese Tangenten mit
den Bisecanten ihrer Beriihrungspunkte verbinden, schneiden die
Pole aus,

8. 2. Die Uberschiebungsfliche dritter Ordnung der
Uberschiebungen (f; ¢2)2
4. Die gemischte cubische Polare eines Punktepaares auf €,

welches einer quadratischen Form ¢ entspricht, wird durch eine
h4*
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Ebene ® ausgeschnitten, die durch den Hauptpunkt s geht. Die
Beziehung von ¢ und @ ist ein-eindeutig. Bleibt ein Punkt von ¢
fest, wihrend der andere variirt, so beschreibt die gemischte
Polare eine Involution; daher dreht sich die Ebene ® um eine
Gerade. Die Beziehung zwischen ¢ und @ ist daher der Art, dass
@ ein Biischel beschreibt, wenn ¢ einen Kegel erzeugt. Hieraus
folgt, dass das Biindel der Ebenen & collinear ist zu den Ebenen-
biindeln, welche die Bisecanten ¢ aus zwei Punkten der &, proji-
ciren. Ferner ergibt sich: Der Ort des Schnittpunktes der
Bisecanten mit ihren entsprechenden Ebenen & ist
eine Fliche dritter Ordnung F,, welche €, und den
Hauptpunkt enthilt.
Wird ¢% = p.. ga gesetat, so ist

(s 9)? = (ap)(ag) a3:

die gemischte Polare ist identisch mit der zweiten Uberschiebung,
wesshalb die Fliche F; auch als ,Uberschiebungsfliche¥
bezeichnet werden kann.

Wird ad = p..q..13 gesetzt, so ergibt sich als zweite Uber-
schiebung von p, g, liber a3:

3paga-(rp) (rq)re—=a(pg)®.73;

daher wird die Ebene ®, welche der Verbindungslinie zweier
Punkte () entspricht, durch den Durchstosspunkt dieser Linie
mit der Ebene gehen, welche die tibrigen Punkte («) verbindet.
Dieser Punkt gehtrt demnach der Fliche F, an: Die Uber-
schiebungsfliche enthéilt die zehn Diagonalpunkte des
Fiinfeckes (a).!

1 Herr G. Kohn hat in seiner Arbeit: ,Uber eine neue Erzeugungs-
weise der Flichen dritter Ordnung“, diese Sitzungsber., Bd. 99, be-
wiesen, dass der Ort des Punktes, in welchem eine die Punkte (z) ent-
haltende Curve dritter Ordnung von Complexstrahlen eines linearen Com-
plexes beriihrt wird, eine Fliche dritter Ordnung ist, welche die zehn
Diagonalpunkte des Fiinfeckes enthiilt; daher: Die Uberschiebungs-
fliche ist der Ort des Punktes, in welchem eine Curve dritter
Ordnung, welche die Punkte (¢) enthilt, von Strahlen des
Complexes Cberiithrt wird. Die Schmiegungsebenen der €, in (2) sind
Tangentialebenen der Fj.
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5. Es sei nun (¢) die Regelschaar des Hyperboloids §,, zu
welcher die Tangenten der Punkte ¢ gehoren; die Erzeugenden
dieser Schaar schneiden auf @; Punktepaare aus, welche ¢
harmonisch trennen. Das Hyperboloid $, schneidet F, in einer
Curve Cg, welche erzeugt wird durch die Regelschaar (¢) und das
ihr projective Ebenenbiischel (E), welches die gemischten Polaren
der Punktepaare ¢ ausschneidet.

Es sei ferner o einer der fiinf Schnittpunkte von €, und Cy,
und o’ der Punkt, welcher mit o auf der Erzeugenden der Schaar
(¢) liegt; dann muss die Ebene, welche die gemischte Polare
()39 enthiilt, durch o gehen. Folglich geben die fiinf Punkte o,
mit ihren linearen Polaren o’ verbunden, fiinf Gerade von (¢). Da
dann die fiinf Punktepaare oo’ das Paar ¢ harmonisch trennen,
so ist o/ gleichzeitig die lineare Polare von o beziiglich £ und
beziiglich o: o gehort der Uberschiebung (f; ¢) an.

Die Axe des Biischels (E) ist die Bisecante, welche sich
von s tiber Cy legen ldsst, in Folge dessen gehoren die Ebenen
der reinen zweiten Polaren der Punkte von ¢ diesem Biischel
an; die Polarebene beziiglich des Hauptkegels dieser Bisecante
enthilt daher die gemischte Polare von ¢. Es ergibt sich
demnach:

Die Punkte der Uberschiebung (f, ¢3! sind die
Schnittpunkte von €, mit der Curve dritter Ordnung Cy,
welche dem Hyperboloid $, und der Uberschiebungs-
fliche gemein ist. Die Punkte der Uberschiebung (f,9%)*
liegen in der Polarebene beziiglich des Hauptkegels
derjenigen Bisecante von Cf, welche durch den Haupt-
punkt geht,

Ist speciell ¢ ein doppeltgezihlter Punkt ¢, so wird $, der
Kegel, welcher aus ¢ die Curve §; projicirt, und die Curve Cy
enthdlt den Punkt . Die Punkte (f, ¢)! sind daher die Punkte
der ersten Polare des Poles ¢, daher: Der Kegel, welcher @,
aus dem Punkte o projicirt, schneidet die Uberschie-
bungsfliche in einer Curve dritter Ordnung C3, welche
€, in dem Punkte der ersten Polare (a); trifft.

Nach dem vorigen Satze folgt aunch, dass die Bisecante der
Curve C2, welche durch den Hauptpunkt geht, die Hesse’sche
Gerade des Quadrupels («); ist; daher: Der Hauptkegel ist
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der Ort der Bisecanten vom Hauptpunkt s tiber die
Curven C3.

Durch einen Punkt von («)? gehen demnach die beiden dem-
Kegel und F; gemeinsamen Curven; daher beriihren sich diese
Flichen in den Punkten («)?. Hieraus ergibt sich: Die erste
Polarfliche eines Punktes von §; beziiglich der Uber-
schiebungsfliche schneidet @ in den Punkten («).
Ferner: Die Gerade, welche o mit seiner linearen Polare (a);
verbindet, ist Tangente der Uberschiebungsfliche.

6. Es gibt sechs Bisecanten der §,;, welche auf F, liegen;
fiir jede dieser Bisecanten ¢, enthilt die Ebene @, der gemischten
Polare wieder die Punkte ¢,, wie dies aus der Erzeugung der
Uberschiebungsfliche durch drei collineare Biindel (siehe Art. 4)
folgt. Daher sind die Punktepaare ¢, die zweigliedrigen Polar-
cyelen von £, d. h. Paare von Punkten, von denen jeder zur ersten
Polare des anderen gehort. Die sechs Geraden der F,, welche
Bisecanten von @, sind, schneiden €, in den zweigliedrigen
Polareyclen von f.

Nimmt man zwei der Geraden ¢,, z. B. ¢,, ¢,, so bestimmen
dieselben mit ¢, ein Hyperboloid, welches F, noch in einer
Geraden ¢, schneidet, die einpunktige Secante von €, ist. Be-
stimmt man nun das Punktepaar ¢,,, welches die Paare ¢, und
¢, harmonisch trennt, so wird das Hyperboloid H¢,, die Geraden
91, ¢, enthalten und daher auch die Grerade ¢,,. Es folgt demnach
\siehe Art. b), dass sich als die fiinf Punkte (f, (¢,, ¢,))! wieder
die Punkte ¢,, ¢, und der Punkt ¢, ergeben: Daher: Die Func-
tionaldeterminante von / mit der Functionaldeterminante zweier
zweigliedrigen Polarcyclen ¢,, ¢, enthilt diese Cyclen und den
Punkt ¢,.

F, hat ausserdem noch sechs Gerade ¢,, welche §; nicht
schneiden; ¢, schneidet aber fiinf Gerade ¢, nur g, nicht. Jede v,
ist Axe einer cubischen Involution auf €, so dass sich ergibt.
Fiinf der Polarcyclen sind Theile von Tripeln einer cubischen
Involution; ist ¢, einer dieser Cyclen und ¢, deren sechstes, so
gehort der Punkt ¢,, zu demselben Tripel wie ¢,.

7. Die Gleichung der Uberschiebungsfliche ist,
wenn die Bezeichnungen von Seite 575 verwendet werden und
T = f(a;) gesetzt wird:
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5
z‘ ga-i;fzk)a ¥z, = 0.

7 k=1

Die linke Seite dieser Gleichung wird auch erhalten, indem
man in der Determinante fiinften Grades

(1, &, af, @, @)
das Glied, welches den Factor x}#; hat, mit (a;—e;)* multiplicirt.

Die Gleichung der Ebene, welche die Gruppe dritter Ord-
nung ¢ aus @, schneidet ist, wenn ¢, = () gesetzt wird:

Z %m,:o;

daher hat die Schmiegungsebene eines Punktes « der Curve die
Gleichung:

Z (ﬁ%i)amizo.

Die Schmiegungsebene des Punktes a,, dessen Parameter
« = o ist, hat demnach die Gleichung

— )3
=Yy %x

so dass die Gleichung der Uberschiebungsfliche ist:

A®

—af =0,
2
welche wieder in der Form:
(1, o, at, af, AD.2%) =0

geschrieben werden kann,
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§. 3. Die Covarianten H, 7 und die Covarianten zweiter
und dritter Ordnung.

8. Die Punkte ¢* der quadratischen Covariante ¢ haben
dquianharmonische erste Polaren (a);. Die Covariante j ist die
zweite Uberschiebung von ¢ iiber f oder die gemischte Polare der
Punkte 7v.

Ist dasPolarquadrupel dquianharmonisch, so ist seine einzige
Begleitgerade ein Complexstrahl; da dann auch die Hesse’sche
Covariante des Quadrupels dquianharmonisch ist, so ist auch die
Hesse’sche Gerade des Quadrupels ein Complexstrahl. Die
Hesse’schen Geraden der #quianharmonischen Quadrupel (e);
liegen demnach im Complexe C, da sie aber auch nach Art. 2
auf dem Hauptkegel liegen miissen, so sind sie die Schnittlinien v,
des Hauptkegels mit der Nullebene des Hauptpunktes s. Diese
Ebenen schneidet ferner nach Art. 2 die gemischte Polare der
Pole i” aus, so dass sich ergibt:

Die Covariante j liegt in der Nullebene j des
Hauptpunktes s.

Die Pole i, von j werden nach Art. 3 gefunden, indem man
fir die Gerade », die Tangentialebene des Hauptkegels bestimmt
und von diesen die Nullpunkte; von diesen Punkten lassen sich
Bisecanten iiber €, legen, die mit ihren Geraden », und den
Punkten ¢” in einer Ebene liegen. Ist » die Polargerade der
Ebene j beztiglich des Hauptkegels und + ihre Conjugirte be-
ziiglich des Complexes C, so werden demnach die Punkte
gefunden als Schnittpunkte der Ebenen, welche die
Geradeny, verbinden mit den Bisecanten, die durch die
gemeinsamen Punkte von ¢ und der Geraden %
gehen.

Nach Art. 1 ist es leicht, die Covarianten von j zu con-
struiren. Die Bisecante, welche sich vom Hauptpunkte tiber €,
legen lidsst, schneidet €, in den Punkten der Covariante 7. Ist
¢/ die conjugirte Gerade von r beziiglich des Complexes C, so
schneidet die Ebene, welche durch / geht und die beiden Punkte
der Covariante = von der Ebene j harmonisch trennt, die Curve €,
in der Covariante L
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Nach einem Satze iiber die Functionaldeterminante einer
quadratischen und einer cubischen Form! muss < die lineare
Polare des Hauptpunktes beziiglich des Dreieckes j sein.
Nach demselben Satze verbindet die Ebene der Covariante
k die Polargerade beziiglich des Dreieckes des Durchstoss-
punktes der Bisecante ¢ mit der Ebene j und den vierten
harmonischen Punkt dieses Durchstosspunktes beziiglich der
Punkte ..

Die Covariante S trennt ¢+ und = harmonisch, daher liegen
die Tangenten der Punkte von S auf dem Hyperboloid §s,
welches durch €, und die Geraden 7 und = bestimmt ist.

9. Die Hesse’sche Covariante H wird (siehe 1. ¢. S. 582.)
von der Hauptfliche des Fiinfeckes (a) ausgeschnitten, die
Covariante 7 von der Diagonalfliche dritter Ordnung seines
Gegenflaches (4). Die Hesse’sche Covariante liegt ferner nach
Art. 2 auf dem Hauptkegel und auf dem Begleithyperboloid B
der Form /. Wir beweisen zun#chst:

Die Covariante &k liegt in der Polarebene des
Hauptpunktes beziiglich der Hauptfldche,

Hierzu bemerken wir, dass eine Covariante gten Grades
von f ein Punktsystem gten Grades beschreibt, wenn f in einer
Involution variirt; d. h, durch einen Punkt sind ¢ der Covarianten
bestimmt. Die Polarebene des Hauptpunktes s beztiglich der
Hauptfliche miisste demnach auf @, ein Punktsystem finften
Grades ausschneiden, wenn die Punktgruppe (@) in einer Invo-
lution auf €, variirt. Ist dies der Fall, so muss die ausgeschnittene
Covariante mit k& identisch sein, da es keine andere Covariante
dritter Ordnung flinften Grades gibt.

Wenn £ in einer Involution variirt, so beschreibt die zweite
Polare des Punktes o auch eine Involution, ihre Ebene ein
Ebenenbiischel. Diese Ebenenbtischel fiir drei Pole sind projectiv
aufeinander bezogen, entsprechende Ebenen schneiden sich in

1 Es gilt allgemein: Die Gruppe der Functionaldeterminante der
Punktgruppen e, ...av und ay4i1...an. auf €2 des R,—_o wird von der
Ebene ausgeschnitten, welche den gemeinsamen Raum der Gegenebenen
d1. .4y des n-Eckes a,...a, mit dem gemeinsamen Raum der Ebenen
Ay41...4y, verbindet.
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dem zu f gehorigen Hauptpunkt. Daher ist der Ort des Haupt-
punktes eine Curve dritter Ordoung (-Sgﬂ

Die Hauptflichen (H) der Gruppen f bilden ein Fldchen-
system vom zweiten Grade, da durch jeden Punkt der €, zwei
Flichen gehen, denn die Hesse’schen Covarianten, welche diese
Flichen aus €, ausschneiden, bilden ein Punkisystem zweiten
Grades. Dieses Flichensystem ist den Hauptpunkten s der Curve
@} projectiv zugeordnet.

Es ist also zu zeigen, dass die Polarebenen der Punkte s
einer Curve dritter Ordnung beziiglich der ihnen projectiv zu-
geordneten Flichen zweiter Ordnung eines Systems zweiten
Grades eine Curve fiinfter Classe umhiillen, dass also dureh
jeden Punkt des Raumes fiinf dieser Ebenen gehen. Es ist zu
zeigen, dass finfmal eine Polarebene von p beziiglich einer
Fliche H den entsprechenden Punkt s enthilt,

Einem Punkte s entsprechen nun die drei Schnittpunkte o
der Polarebene P des Punktes p beztiglich der Fliche H, welche
dem Punkte s entspricht. Wird ein Punkt ¢ angenommen, so gibt
es zwei Flichen (H), fiir welche ¢ zu p conjugirt ist; daher ent-
sprechen einem Punkte ¢ zwei Punkte s. Folglich geschieht es
fiinfmal, dass ein Punkt s mit einem seiner entsprechenden o
zusammenfillt, wodurch unsere Behauptung erwiesen ist.

Es ist nun leicht, die Coordinaten des Hauptpunktes s zu
bestimmen. Denn die Gleichung der Ebene £ ist

Z %@:0;

die Coordinaten ihres Poles s beziiglich der Hauptfliche sind daher:

k()
= i
10. Auch das Begleithyperboloid B der Form /' schneidet
die Hesse’sche Covariante H aus; daher variirt B in einem
Flichensystem zweiten Grades, wenn / eine Involution beschreibt.

1 Die Nullebenen der 'unkte dieser Curve beziiglich des Complexes C
bilden eine Curve dritter Classe, schneiden daher auf €; ein Punktsystem
dritten Grades aus; daher schneidet, wie hier von Neuem folgt, die Null-
ebene des Hauptpunktes s von f, die Covariante j aus.
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Hieraus folgt wie oben, dass auch die Polarebene des
Hauptpunktes beziiglich des Begleithyperboloids die
Covariante & enthilt,

Da nun die Hauptfliche und das Begleithyperboloid dieselbe
Polarebene des Hauptpunktes haben, so wird die Schnittcurve
dieser Flidchen aus s durch einen Kegel zweiter Ordnung projicirt,
welcher die sechs Punkte der Hesse’schen Covariante H enthilt,
da beide Flichen diese Covarianten ausschneiden. Dieser Kegel
ist daher mit dem Hauptkegel, welcher auch H enthilt, identisch;
es ergibt sich:

Der Hauptkegel, die Hauptfliche und das Begleit-
hyperboloid von f gehtren einem Biischel an.

Die Covariante i beschreibt, wenn f in einer Involution
variirt, ein Punktsystem () zweiten Grades. Die Hyperboloide,
welche durch €, und einen Punkt im Raume gehen, enthalten
die Bisecante der €,, auf welcher dieser Punkt liegt; unter den
Paaren des Systems (¢) gibt es zwei, welche die Schnittpunkte
dieser Bisecante mit @, harmonisch trennen. Daher gehen von
den Hyperboloiden $; zwei durch jeden Raumpunkt; die Hyper-
boloide $¢), gehdren demnach einem [Fldchensystem zweiten
Grades an, Hieraus folgt wieder: Die Polarebene des Haupt-
punktes beziiglich des Hyperboloids $;ist die Ebene £.

Unter den Flichen des obigen Biischels gibt es eine, welche
die Raumcurve €, enthilt. Unter den Flichen zweiter Ordnung,
welche @, enthalten, gibt es anderseits im Allgemeinen keine,
welche eine gegebene Ebene zur Polare eines Punktes hat,
wenn es aber eine gibt, so nur diese; denn wire eine zweite
Fliche vorhanden, so miisste s ein Eckpunkt des gemeinsamen
Polartetragders sein, also auf €, liegen. Es ergibt sich demnach:

Die Fliche $;, welche €, und deren Tangenten in
den Punkten der Covariante i enthélt, gehdort auch
dem obigen Biischel an.

Da die Covariante k die Functionaldeterminante (z,7) ist,
80 kann nun 7 auch in folgender Weise construirt werden: Man
suche den Schnitt der Ebene j mit einer der Flichen des obigen
Biischels, ferner die Polargerade des Hauptpunktes beziiglich
dieses Kegelschnittes; dann ist der Pol dieser Geraden beziiglich
des Dreieckes j ein Punkt der Bisecante i.
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§. 4. Die weiteren Covarianten,

11. Da die lineare Covariante « die gemischte Polare der
Punkte ¢ beziiglich j ist, so ist « nach Art. 1 der dritte
Schnittpunkt der Ebene, welche durch den Haupt-
punkt geht und die Punkte ¢ enth#lt.

Die linearen Covarianten B, 9, ¢ sind die vierten harmo-
nischen Punkte von « beziiglich der Covarianten ¢, r, 3. Daher
liegen diese linearen Covarianten auch anf der Erzeugenden der
Hyperboloide ©;, $., Hs, welche den Punkt « enthalten. Oder
aber: Die Verbindungslinien des Punktes « und der
Schnittpunkte seiner Schmiegungsebene mit den Ge-
raden ¢, 7, 3 werden von den Tangenten der Punkte
B, v, ¢ geschnitten.

Die Tangenten der Covariante S schneiden die Gerade «f3;
in der That ist (j, &) = —3.

Die Ebene j und die Ebene, welche ; und « ausschneidet,
gehen durch den Hauptpunkt, durch welchen auch die Gerade v
geht. Daher muss es eine Ebene geben, welche dem Biischel j, «i
angehort und welche die Punkte der Covariante r gleichzeitig
mit einer linearen Covariante &, ausschneidet.

Zwischen diesen Covarianten muss demnach eine Beziehung

¢, jH+caidcér =0

bestehen. Uberschiebt man diese Gleichung zweimal hinter-
einander iiber a, so erhilt man,! wenn

M=24B—3C, N= % (AC—B?)
gesetzt wird:
¢, 0+ cyMa+2 ¢y () y+c,ME = 0;
diese Gleichung iiber « und ¢ geschoben gibt die Gleichungen:
—¢,R+3¢,N((x) =0, —c,+cy{(MC—BN)(éa)+N(£0)}=0.

1 Wegen der zu verwendenden Hilfsformeln siehe Clebsch, Bindre
Formen, 8. 279 ff.
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Diese Gleichungen werden erfiillt, wenn {—=¢ und ¢, =3 MN,
¢, = 8(MC—BN), c; = M gesetzt wird; daher:

Dem Ebenenbiischel, welches die Ebenen j und «¢
enthidlt, gehdrt auch die Ebene &t an; zwischen diesen
Covarianten besteht die Syzygie:

3 MNj+3(MC—BN)ai+ Mot = 0.
Vermdge der Relation

(5, 1= — = dj—ai

gehort auch die Ebene der gemischten Polare von  diesem
Biischel an.

12. Die Covarianten fiinfter Ordnung ¢ und A werden
nach Art. 6 aus @, von den Curven dritter Ordnung ausge-
schnitten, welche auf den Hyperboloiden §,, respective §. und
der Uberschiebungsfliche F; liegen.

Die Covariante siebenter Ordnung wird gleichzeitig
mit = von der Fliche dritter Ordnung ausgeschnitten, welche die
Jacobi'sche Fliche der Ebene j des Hauptkegels und zweier
Hyperboloide  ist, welche €, und s enthalten. Denn diese Cova-
riante ist mit j zusammen die Functionaldeterminante (H, (§)%),
daher besteht sie aus den Bertihrungspunkten der Flichen zweiter
Ordnung eines Biischels, von welchem eine Fliche zweimal die
Punkte j und eine andere Fliche die Punkte H ausschneidet;
als letztere Fliche kann man den Hauptkegel wihlen. Diese Be-
rithrungspunkte werden aber ausgeschnitten von der Jacobi’-
schen Fliche des Gebiisches, welches durch die Fliche (j%), den
Hauptkegel und zwei Flichen, welche €, enthalten, bestimmt ist,
oder aber durch eine dieser Flidchen, (j?) und das Biischel des
Art. 10.

Wihlt man als Hyperboloide, welche €, enthalten, die-
jenigen, auf welchen die Gerade t liegt, z. B. die beiden Kegel,
welche aus den Punkten von = die Curve projiciren, so wird die
Flache dritter Ordnung die Gerade ¢ enthalten und die Polar-
gerade v der Ebene j beziiglich des Hauptkegels. Ferner enthilt
diese Fliache eine Curve dritter Ordnung, welche nur von €, und 5
abhiingt. Diese Curve enthilt die Eckpunkie des Diagonaldrei-
eckes des Viereckes, welches aus den Punkten j und dem Haupt-
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punkte besteht, ferner die Punkte r, und hat in jedem dieser
Punkte als Tangente die Schnittlinie seiner Schmiegungsebene
mit der Ebene, welche ihn mit der Tangente des anderen Punktes ¢
verbindet.

13. Die Covariante vierten Grades v ist durch das-
jenige Quadrupel gegeben, dessen Begleitgerade die
Polargerade der Ebene j beziiglich des Hauptkegels
ist. Nach Art. 8 schneidet die Ebene j den Hauptkegel in zwei
Geraden v,, in welchen der Hauptkegel von den Ebeneun beriihrt
wird, welche die zweiten Polaren der Punkte von ¢ ausschneiden.
Diese beiden Ebenen schneiden sich in v; sie bestimmen auf @,
eine cubische Involution, deren Doppelpunkte eben die gesuchte
Covariante v bilden. Um ihren Ausdruck zu finden, muss demnach
die Jacobi'sche Determinante der zweiten Polaren der Punkte ¢
bestimmt werden.

Wird ¢ = p.g. gesetzt, 5o ist

v = ((ap)*ad, (bg)*62) = (ap)®(69)* ((«b)? aZb?
1
= 5 (ab)az0% {(ap)* (bq)*—(aq)*(bp)*} = (pg) azbi(ap)(b9);
die zu bestimmende Covariante ist demnach

(ab)* uz b%(ap) (bg)-
Nun ist die quadratische Polare der Hesse’schen Covari-
ante H bekanntlich gegeben durch

%i(aﬁ)2+(ab)2a§ bZagbg,
welche zweimal iiber pyqs geschoben gibt:
(i, H) = o i+ (ab) a2 ap) (bg);

demnach ist die gesuchte Covariante mit der Covariante

G Hy— it
identisch.
Die Covariante vierter Ordnung sechsten Grades w = (v, %)
ist mit ; zusammen die Functionaldeterminante von v und des
Quadrates von # Daher ist sie gegeben durch die Doppelpunkte
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der biquadratischen Involution, welche die Gruppe v und die
Gruppe (¢)? enthilt, und wird demnach von dem Begleithyper-
boloide dieser Involution ausgeschnitten. Dieses Hyperboloid
enthiilt aber die Geraden v und ¢ und ferner alle Strahlen des
Complexes C, welche v und 7 schneiden; daher: Die Punkte
der Covariante w liegen auf den vier Strahlen des
Complexes C, welche die Geraden ¢ und » schneiden.

14. Es ertibrigt nun noch, die Covariante sechster Ordnung
vierten Grades s = (i, H) zu construiren. Dieselbe ist mit (¢)?
zusammen die Functionaldeterminante ((2)%, H), besteht demnach
aus den Beriihrungspunkten von ¢, mit den Flichen zweiter
Ordnung eines Biischels. Eine Fliche dieses Biischels schneidet
H aus, eine andere ist das Product der Schmiegungsebenen der €,
fiir die Punkte von 7. Die Covariante s wird mit (/) zusammen
von der Jacobi'schen Fliche vierter Ordnung eines Flidchen-
gebiisches ausgeschnitten, welches sonst aus denselben Flidchen
besteht wie das oben verwendete, nur dass an Stelle derFliche (5)?
das Product der beiden Schmiegungsebenen der Punkte ¢ tritt.

Die Punkte der Covariante s ergeben sich ferner als Schnitt-
punkte von @, mit einer der Kernflichen einer Reciprocitiit.
Nimmt man von einem Punkte die Polarebene an ,, von dieser
den Nullpunkt fiir €, von diesem die Polarebene fiir den Haupt-
kegel, so ist dies die entsprechende Ebene fiir den angenommenen
Punkt; die Kernfliche ist der Ort des Punktes, der auf seiner
entsprechenden Ebene liegt. Oder anders ausgedriickt: Diese
Punkte sind diejenigen auf §,, deren Tangentialebenen fir $;
sich mit der Polarebene beziiglich des Hauptkegels in einem
Complexstrahl schneiden, oder da der Hauptkegel und §, dem
Biischel des Art. 10 angehdren: Die Schnittpunkte von €, mit
der Fliche zweiter Ordnung, deren Punkte Polargerade beziiglich
dieses Biischels haben, welche Complexstrahlen sind. Die
Punkte der Covariante s haben beziiglich des Haupt-
kegels und der Hauptfliche Polarebenen, die sich in
einem Strahl des Complexes C schneiden.

8§ 5. Die Invariantenflichen.

15. Nach L. e. 8. 578 gehort zu jeder Invariante der Form f
eine ,Invariantenfliche®, welche von denjenigen, die Punkte
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(«) enthaltenden Curven dritter Ordnung €, erfiillt wird, fiir welche
die Invariante der Punkte («) verschwindet. Die Ordnungen der
Invariantenflichen der Invarianten A4, B, C, R sind nach 1. c.
S. 583 gleich 10, 20, 30, 45, und diese Fldchen haben in den
Punkten (@) 6-, 12-, 18-, 27-fache Punkte.

Fiir die Hermite’sche Invariante B wurde L c. S. 584
bewiesen, dass ihre Invariantenfliche in 15 Flichen dritter
Ordnung zerfillt. Man bestimme das Diagonaldreieck des Vier-
seits der Schnittlinien der Gegenebene A4, mit den iibrigen
Ebenen (4); die @,, welche eine der Dreieckssciten schneiden,
erfiillen eine dieser Flidchen. Es wurden dort auch einige
Eigenschaften dieser Flichen angegeben und die Zerlegung
von R in die 15 Hermite’'schen Factoren gefolgert.

Wenn die Invariante € verschwindet, liegt der Haupt-
punkt auf einer Tangente von @,. Fiir € = 0 ldsst sich die Form
in die Gestalt

5 4 5
ao) +l)c/.1a2+coc2

setzen. Nun ist, wenn @, = 1, «, = 0 ist, a, das Leitglied der
Covariante H und «, das Leitglied von 7. Wenn «, und a, gleich-
zeitig verschwinden sollen, muss es daher auf €, einen Punkt
geben, welcher den H und T entsprechenden Covariantenfiichen
Ya? = 0 und T2} = 0 gemeinsam ist. Es folgt demnach:

Die Invariantenfliche € wird gebildet von den
Curven @, welche die Schnitteurve sechster Ordnung
der Hauptfliche und der Diagonalfliche des Penta-
eders (4) schneiden. Es ergibt sich ferner, dass diese €, die
Hauptfldche in den Punkten dieser Schnittcurve beriihren, dass
also die Fliche € von den @, erfilllt wird, welche die
Hauptfliche berithren.

16. Die Invariante B verschwindet dann und nur dann,!
wenn f eine erste Polare hat, die ein volles Quadrat ist.

Wenn ein Quadrupel auf @, aus zwei doppeltgezihlten
Punkten ¢ besteht, so ist eine seiner Begleitgeraden die Bi-
secante ¢; da hier ferner alle ersten Polaren die Punkte ¢ ent-

1 Siehe Gordan's Vorlesungen iiber Invariantentheorie, heraus-
gegeben von Kerschensteiner, S. 263.
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halten, so ist ¢ auch die Hesse’sche Gerade des Quadrupels.
Nun liegt nach Art. 2 die Begleitgerade des Quadrupels auf dem
Begleithyperboloid B, seine Hesse’sche Gerade auf dem Haupt-
kegel; diese beiden Flichen haben demnach die Bisecante ¢
gemein. Diese Flichen bilden aber nach Art. 10 ein Biischel,
welchemn auch die Hauptfliche angehort; daher liegt die Bi-
secante ¢ auf der Hauptfliche und es ergibt sich:

Die Invariantenfliche B wird erfiillt von den-
jenigen @, welche die Erzeugenden der Hauptfliche
zu Bisecanten haben. Sie zerfillt demnach in zwei Flichen
zehnter Ordnung, welche in den Punkten () sechsfache Punkte
haben.

Da die Invariante 4 verschwindet, wenn 7 ein volles
Quadrat ist, so besteht die Invariantenfliche 4 aus den €,, welche
die Covariantenfliche fiir ¢ berithren. Diese Fliche ist nach 1. c.
S. b83 eine Fliche vierter Ordnung, welche in den fiinf
Punkten («) Doppelpunkte hat, daher wird ihre Gleichung sein:
13(Zaf)*—202af = 0.

Eine anschaulichere Bestimmung der Invariantenfliche A
kann leicht in folgender Weise gegeben werden: Die Fliche der
Discriminante D — 64 B—A4? besteht nach (B), Art. 3 aus den
doppeltgezihlten Ebenen des Seitenflachs § des Fiinfeckes (a):
D — 8% Es ist daher

64 B — A*4-S?;

die beiden Theile, in welche B zerfillt, gehoren demnach dem
Biischel 24+ .8 = 0 an. Es folgt hieraus:

Die Invariantenfliche 4 und die von dem Seiten-
flach S gebildete Fliche gehtren dem Biischel an,
welches durch die beiden Theile der Invarianten-
fliche B bestimmt ist, und zwar trennen sie in dem
Biischel diese Theile harmonisch,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. C. Bd. Abth.IL a. 55
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