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Uber réumliche Configurationen, welche sich aus den
regelmassigen Polyedern herleiten lassen

von

Dr. Jan de Vries in Kampen.

(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Juli 1891.)

Herr Reye hat in seiner Abhandlung ,Die Hexa&der- und
die Okta&derconfigurationen (12;, 16;), Acta Mathematica, Bd. I,
S. 97, gezeigt, wie die von Poncelet bei den Ahnlichkeits-
punkten von vier Kugeln bemerkte Cf. collinear bezogen werden
kann auf die Cf., welche durch die Ecken, den Mittelpunkt und
die unendlich fernen Kantenpunkte eines Wiirfels bestimmt ist,
oder auch auf jene Cf, welche sich aus den Ecken und unendlich
fernen Kantenpunkten eines regeimissigen Okta&ders ergibt.

In der vorliegenden Arbeit sollen nun diejenigen Cf. betrachtet
werden, fiir welche die regelmissigen Polyeder iiberhaupt die
Quelle sind.

Nachdem das von Herrn Reye fiir riumliche Cf. eingefiihrte
Symbol nicht ausreicht, wenn die Anzahl der Punkte von der
Anzahl der Ebenen verschieden ist, mochte ich nachstehende
Bezeichnung vorschlagen, welche sich derjenigen anschliesst,
deren ich mich in meinen Arbeiten tiber ebene Cf.! bedient habe.

Es moge

(s, B, O9)

eine Cf. bezeichnen, welche aus A4 Punkten, B Geraden und
C Ebenen derart zusammengesetzt ist, dass jeder Punkt mit
b Geraden und ¢ Ebenen, jede Gerade mit « Punkten und

1 Acta Math., XII, S. 63. Diese Berichte, XCVII, 8. 1307, XCVILI,
S. 446 und 1290. Math. Ann., XXXIV, 8. 227 und XXXV, S. 401.
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+ Ebenen, jede Ebene mit o Punkten und 8 Geraden incident ist.
Selbstverstindlich gentigen jene neun Zahlen den Gleichungen

Ab = Ba, By = CB, Ca = Ac.

Diese Cf. lidsst sich offenbar zerlegen in drei einfachere Cf.,
welche je nur zwei Arten von Elementen enthalten. Sie um-
schliesst ndmlich:

I. Die aus Punkten und Geraden gebildete Cf.

(45, B,).

II. Die aus Geraden und Ebenen gebildete Cf.
(BY, C¥).

I11. Die aus Punkten und Ebenen gebildete Cf.
45 G).

Beispielsweise gilt fiir die durch die 27 Geraden der
kubischen Fliche bestimmte Cf. die Bezeichnung (1353, 275, 453.)
und die Zerlegung in

(185, 27,,)+ (275, 45%)+ (135, 45,.).

Bei der Aufzihlung der aus Punkten und Ebenen gebildeten
Cf, welche sich aus den regelmiissigen Polyedern ergeben, iiber-
gehe ich alle jene ,elementaren“ Cf., wo jeder Punkt nur drei
Ebenen, beziehungsweise jede Ebene nur drei Punkte trigt.

1. Die Ecken, Flichen und vierpunktigen Diagonalebenen
eines Wiirfels bilden offenbar eine (8%, 12,), welche collinear
bezogen werden kann auf die Cf, zu der man gelangt, wenn
man aus der Reye’schen Hexadderconfiguration vier getrennte
Punkte fortlisst.

Die Ebenen der (8% 12,) bestimmen demnach vier gleich-
berechtigte Sextupel, indem die sechs Ebenen einer solchen
Gruppe einen der Cf. nicht angehorenden Punkt gemein haben.
Jeder der unendlich fernen Kantenpunkte trigt nimlich vier
Wiirfelfliichen und zwei Diagonalebenen, wihrend der Mittelpunkt
mit allen Diagonalebenen incident ist.

B5*
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Es mogen 1, 2, 3, 4 vier Wiirfelecken bezeichnen, welche
ein Tetragder bestimmen, und 5, 6, 7, 8 beziehungsweise die
Gegenecken andeuten. Ferner sollen ¢; und f; die beiden Ebenen
sein, welche zwei durch ¢ und % gekennzeichneten Sextupeln
gemein sind. Die obige Cf. wird alsdann dargestellt durch:

€ro| €13 | €14 | ean | Coa| €as| fra| fs| fra | faa | Fou fas

1| 1) 1| 1| 1| 1| 38| 2] 2| 38| 2| 2 (1)
2 3| 4| 2 8| 4| 4| 4| 3| 4| 4| 3
5| 5| 5| 7| 6| 6| 7| 6| 6| 5| 5| b5
6 7| 8| 8| 8( 7, 8| 8] 7| 6| 7| 8

Ein Ebenenpaar, welches durch simmtliche Punkte der Cf.
hindurehgeht, soll als ein ,Hauptzweiflach“ angedeutet werden.

Durch Ausscheidung eines solchen Paares entsteht eine
(85, 10,).

2. Die Entfernung von zwei Hauptzweiflachen fiihrt auf zwei
verschiedene (8% 8,), je nachdem die betreffenden Ebenenpaare
demselben Sextupel oder verschiedenen Sextupeln angehdren.

Lisst man beispielsweise die Ebenen e,,f,, e,5/,; aus, so
ergibt sich die Cf.:

e | eaq | ex3 | S | fro | fou | iz | o

T{l 1 1 2 3 3 4 3 (4)
2 2 5 5 4 4 6 6
5 1 7 7 8 6 8 8
6 8 3 4 7 5 2 1

Sie ist gleichartig mit der von Moebius bemerkten Figur
zweier einander um- und einbeschriebener Tetraéder, hier 1257
und 3468.

Aus der Tabelle erhellt, dass die Schnittlinie der Ebenen e¢,,
und f;, die sechs Punkte
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(12, 18) (15, 37) (16, 38)
(66, 34) (26, 48) (20, 47)
enthilt.

Die Gegenseitenpaare des vollstindigen Vierecks 1256
werden daher durch die Gegenseitenpaare des Vierecks 3478 in
drei Punktepaaren einer Involution geschnitten. Dabei ist zu
bemerken, dass drei zusammenlaufende Seiten des einen Vier-
ecks allemal von drei ein Dreieck bildenden Seiten des zweiten
Vierecks getroffen werden.

Hieraus ergibt sich nachstehende Construction der (848,) 4.

,Die Seiten eines beliebigen ebenen Vierecks 1256 werden
mit einer beliebigen Geraden in den sechs Punkten 12, 56; 15, 26;
16, 25 geschnitten. Auf einer durch den Punkt 12 gelegten
Geraden werden die weiteren Punkte 7 und 8 gewihlt, wonach 7
mit 15 und 25, 8 mit 16 und 26 verbunden wird. Der Schnitt-
punkt 3 der Geraden 7(15) und 8(16) ist dann der siebente, der
Schnitt 4 von 7(25) und 8(26) der achte Punkt der Cf.«

Wenn die Transversale des Vierecks 1256 den Schnittpunkt
(16, 25) mit dem Schnitte (15, 26) verbindet, wobei der Punkt
(16, 38) mit (25, 47) und (15, 37) mit (26, 48) zusammenfillt, so
enthilt die Figur noch die Ebenen 1467, 2358, 1458, 2367,
welche die (8% 8,) zu einer mit der obigen gleichartigen (8¢, 12,)
erginzen.

3. Entzieht man der (85, 12,) die Ebenen e,f,, ¢,,f;,, 80
entsteht die Cf.:

€34 f34 €y fos Cag fas e3 | [13
’ !
1 3 1 2 1 2 1 2 ( B)
2 4 3 4 4 3 3 4
7 B) 6 b 6 5 ) [
8 6 8 7 7 8 1 8

Hier werden die Seiten 13, 68; 16, 38; 18, 36 des Vierecks
1368, beziehungsweise durch die Seiten 57, 24; 47, 25; 27, 45
des Vierecks 2457 geschnitten. Die beiden Vierecke liegen
demnach perspectivisch; allerdings treffen sich die Geraden 17,
3b, 64, 82 in ihrem unendlich fernen Punkte.
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Die (8%, 8,) B lisst sich daher auf diese Weise herstellen:

»Man schneidet vier nach einem Punkte zusammenlaufende
Gerade durch zwei Ebenen; die acht Schnittpunkte bilden mit
jenen beiden Ebenen und den sechs durch je zwei der Geraden
gelegten Ebenen die fragliche Cf.¢

Wird die zweite Ebene durch zwei Nebenecken des von der
ersten erzeugten Vierecks gefiihrt, so gibt es in der Figur weitere
vier Ebenen durch je vier Configurationspunkte, welche die Cf.
zu einer (8%, 12,) ergiinzen.

Die Cf. 4 und B konnen einfach hierdurch unterschieden
werden, dass in 4 jeder Punkt mit sechs Punkten zweifach ver-
bunden ist, in B jeder Punkt mit einem Punkte dreimal, mit drei
Punkten zweimal, mit drei Punkten einmal verbunden erscheint.

Beide Cf. besitzen, wie aus obigen Constructionen erhellt,
im Allgemeinen 17 Freiheitsgrade.

Das duale Gegenbild der (8% 8,)B ist eine Cf., deren acht
Ebenen die Seiten eines vollstindigen Vierseits aus zweibeliebigen
Punkten projiciren. Sie wird dargestellt durch:

()

-~ W N =
W W DO =
N o ov R
® o o=
- O B N
R S B~ N
-~ O B W
o Ot o W

Von den 15 Paaren, welche aus den Hauptzweiflachen der
(88, 12,) gebildet werden konnen, liefern deren drei eine Cf. 4,
die tibrigen 12 eine Cf. B. Nachdem die Reye’sche (125, 12;)
drei (88, 12,) und drei (12% 8;) umschliesst, lassen sich aus ihr
im Ganzen 81 Cf. (8% 8,) hervorheben, néimlich 9 Cf. 4, 36 Cf. B
und 36 Cf. C.

4. Die Mitte der Wiirfelkante, welche die Ecken ¢ und %
verbindet, soll durch ¢4 dargestellt werden. Aus den 12 Punkten
ik konnen drei mit der obigen (8% 12,) gleichartige Cf. gebildet
werden, welche beziehungsweise die Punkte enthalten:

16, 17, 25, 28, 35, 38, 46, 4T; 2
17, 18, 27, 28, 35, 36, 45, 46;
16, 18, 25, 27, 36, 38, 45, 417.
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Diese Cf. haben paarweise eine der drei Symmetrieebenen

16 | 17 | 18
25 | 28 | 27 (2)
38 | 35 | 36
47 | 46 | 45

gemein.

Die Kantenmitten sind bekanntlich die Ecken von vier regel-
missigen Sechsecken, deren Ebenen zu den Wiirfeldiagonalen
senkrecht stehen; jede dieser Ebenen

16 | 16 | 17 | 27
17 118 | 18 | 28
25|25 | 35 | 36
27 1 28 | 38 | 38
35 | 45 | 45 | 46
36 | 46 [ 47 | 47

C))

gehort zu jeder der drei Cf.
Die 12 Punkte liegen ferner zu vieren in den Wiirfelfliichen:

16 | 17|16 | 25| 25 | 35
17 | 18 | 18 [ 27 | 28 | 36 (4)
46 | 27 | 36 | 45 | 35 | 4D
47 | 28 | 88 | 47 | 38 | 46

Hiernach bilden die Kantenmitten eine Cf. (127, 21,), von
deren Ebenen sechs mit den Wiirfelflichen zusammenfallen, drei
zu je zwei Wiirfelflichen und die iibrigen 12 paarweise einer
vierpunktigen Diagonalebene des Wiirfels parallel laufen.

5. Es lassen sich aus dieser (127, 21,) mehrere einfache Cf.
herstellen; zuniichst liefert die Entfernung der drei Ebenen (2)
eine (129, 18,), die Ausscheidung der sechs Ebenen (4) eine
(125, 15,) und die Abtrennung beider Gruppen eine (12%, 12,)
mit nachstehender Tabelle:

%y | K9 | g | Gy

5y | Bo | Bs | Ba |t | T2 | U5 | a

17 |17 (18 1 27| 16 | 16 | 17 | 25 !16 16 | 18 | 25 5
18 |27 28| 28|17 |35 |25 |3 18|36 |25 | 36 ( )
36 | 45 | 35 | 35 | 28 | 38 | 28 ) 46 | 27 | 46 | 27 | 38
46 | 46 | 36 | 45 | 38 | 46 | 47 | 47 47 | 47 | 38 | 45
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Diese Cf. besitzt sechs Paare getrennter Ebenen und sechs
Paare getrennter Punkte. Jeder Punkt (jede Ebene) ist mit je
zwei Punkten (Ebenen) doppelt verbunden, mit je acht einmal,

Jede Wiirfeldiagonale ist sechs Ebenen dieser Cf. parallel.
Werden die vier unendlich fermen Punkte 15, 26, 37, 48 der
Diagonalen und die sechs Ebenen der Tabelle (3) in die Figur
der Cf. (b) aufgenommen, so entsteht eine (16¢, 16;), wo

15 mit ayo B, By, 73

26 mit oy By By, Yo

ST mit & a, By B,7,7s

48 mit &, B, Byy,7,
incident ist.

Diese Cf. ist mit der bekannten Kummer’schen Cf. gleich-
artig (vergl. z. B. H. Schroeter, Uber das Finfflach und Sechs-
flach und die damit zusammenhingende Kummer'sche Con-
figuration. Journal von Crelle, Bd. C,, S. 231). Demnach:

,Bestimmt man fiir jeden von vier getrennten Punkten der
Reye’schen (126 12;) die vier Punkte, welche ihn harmonisch
trennen von den vier mit ihm allineirten Punktepaaren der Cf.,
go ergibt sich eine durch die neuen 16 Punkte bestimmte
Kummer'sche (168, 16;).4

6. Ersetzt man zwei getrennte Ebenen der obigen (12%,12,)
dureh zwei die nimlichen acht Punkte enthaltenden Ebenen der
Tabelle (2), so entsteht eine nene (12% 12,), wo, wie oben, vier
Punkte je zwei Doppelbindungen und acht einfache Bindungen
besitzen, die tibrigen acht aber mit je sieben Punkten einfach,
mit je einem Punkte zweifach und mit je einem dreifach ver-
bunden sind.

Die Ersetzung von zwei getrennten Ebenen der Cf. (5) durch
zwei Ebenen der (4) liefert gleichfalls eine (12% 12,) der
zweiten Art.

Es mdgen nun die Ebenen B, f,v,7, durch die 1, 3., 4.
und 5. Ebene der (4) ersetzt werden; die dadurch entstandene
(12% 12,) besitzt vier Punkte 16, 25, 38, 47, welche je vier
einfache und vier doppelte Bindungen aufweisen, indess die
itbrigen acht je mit sieben Punkten einfach, mit einem zweifach
und mit einem dreifach verbunden sind.
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Die Ebenen «,«, 3,8,7,7, bilden mit den sechs Ebenen der
(4) eine (124, 12,),

16 | 16 | 16 | 16 | 17 | 17 | 26| 26 | 27 | 25 | 25 | 85
17 (17|18 118 |18 |18 | 27 | 28 | 28 | 8D | 45 | 36
28 [ 46 | 27 | 86 | 27 | 36 | 45 | 35 | 35 | 46 | 86 | 45
88 | 47 | 47 | 88 | 28 | 46 | 47 | 88 | 45 | 47 | 38 | 46

(6)

wo jeder Punkt (jede Ebene) mit vier anderen einfach, mit vier
weiteren zweifach verbunden erscheint.

Die Cf. (125, 15,), welche aus (6) durch Hinzufiigung der
Ebenen (2) entsteht, ist von der oben erwidhnten verschieden;
jeder Punkt besitzt ndmlich zwei dreifache, zwei doppelte und
finf einfache Bindungen, indess die obige (125, 15,) fiir jeden
Punkt zwei dreifache und neun einfache Bindungen aufweist.

1. Die Mitten der Kanten des Tetra€ders 1234 (zugleich
Mittelpunkte der Wiirfelflichen) bezeichne ich durch 12, 13, 14,
34, 24, 23. Nachdem nun jede durch drei Wiirfelecken gelegte
Ebene drei dieser Punkte und jede vierpunktige Diagonalebene
deren zwei enthilt, ergibt sich eine Cf. (145, 14,), ndmlich:

1| 1} 2; 5 5] 5| 6 1| 1| 1] 2| 2{ 3
21 2| 3| 3] 6] 6| Ty 7| 2| 3] 4| 38| 4| 4
3| 4| 4| 4| 7| 8| 8] 8 5| b 5| 6| 6| 7T (7>
121121323 |14|13|12|12| 6| 7| 8| 7| 8| 8

1314|1424 |24|23(23(13|12|18|14|14|13 12
23(24134|34|34|34(2414|34(24123|23 (24|34

Diese aus den Ecken, Flichenmittelpunkten und Diagonal-
ebenen des Wiirfels zusammengesetzte Cf. besitzt keine getrennten
Punkte; acht Punkte haben je drei einfache, drei zweifache und
sieben dreifache Bindungen, die iibrigen sechs aber je neun zwei-
fache und vier dreifache Bindungen. Dagegen gibt es vier Paare
getrennter Ebenen.

Durch Combination des Wiirfels mit dem ihm umbeschrie-
benen Oktagder wird man auf eine (144 14,) gefiihrt, welche aus
den Ecken und Flichen der beiden Polyeder besteht.

Aus ihr ergibt sich noch eine (145 21,) durch Hinzuftigung
der Diagonalebenen des Oktagders und von vier rechteckigen
Diagonalebenen des Wiirfels.
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8. Wenn 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6 die Gegeneckenpaare
cines Okta&ders und 12, 13 w:s. w. dessen Kantenmitten be-
zeichnen, so stellt nachstehende Tabelle die Cf. (18% 12,) dar,
welche die Ecken, Kantenmitten, Flichen und sechspunktlgen
Symmetrieebenen des Oktaéders enthalt‘

1 1| 2| 1) 215|183 |12 | 12
16 15 | 16 | 13
5| 6| 6| 4|24 |23|23]26
12 (45 |12 | 34 | 13 | 24 | 15 | 23 | 384 | 24 | 34 | 3D
13 |46 [ 16 | 30 | 15 | 26 | 16 | 24 | 26 | 46 | 45 | 45

23 | 56 | 26 | 45 | 35 | 46 | 56 | 34 | 35 | 66 | b6 | 46

[ Y]

(®)

Jede Oktadderecke bildet mit den Mitten zweier Kanten,
welche durch die Gegenecke laufen und in einer Diagonalebene
liegen, ein ,Hauptdreieck“, also ein Punktetripel, dessen Punkte
zusammen die 12 Ebenen der Cf. tragen.

Die Ausscheidung eines dieser 12 Hauptdreiecke liefert eine
(154 12,).

Sollen zwei Hauptdreiecke entfernt werden, so sind die
beiden in ihnen enthaltenen Okta&derecken entweder auf einer
Kante oder auf einer Diagonale belegen, Im ersten Falle liegen
die vier ausfallenden Kantenmitten in einer Ebene, welche ent-
weder der Gegenkante oder einer sie treffenden Diagonale parallel
ist. Im zweiten Falle sind die vier Mitten mit den beiden Ecken
in einer Ebene oder aber als die Ecken eines Tetragders zu
denken.

Diese Betrachtung fihrt daher auf vier Arten von (12% 12,).
Bei Ausscheidung von

a) 1, 34, 46; 2, 15, 45 entsteht eine Cf., wo fiinf Punkte je
finf Doppelbindungen,sechs Punkte je vier Doppelbindungen
und ein Punkt deren drei aufweist.

b) Die Gruppe 1, 34, 46; 2, 35, 56 liefert eine Cf, wo drei
Punkte je fiinf, acht Punkte je vier Doppelbindungen besitzen,
der zwolfte Punkt deren drei.

¢) Die Gruppe 1, 34, 46; 4, 12, 15 fiihrt auf eine Cf., wo acht
Punkte je fiinf, die tibrigen vier je drei zweifache Bindungen
besitzen.
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d) Die Gruppe 1, 34, 46; 4, 13, 16 gibt schliesslich eine
(12% 12,), wo zwei Punkte je sechsmal, vier Punkte je ftinf-
mal und sechs Punkte je viermal doppelt verbunden sind.
9. Die Cf. (18% 12;) liefert ausserdem Gruppen von sechs
Punkten, welehe nicht in zwei Hauptdreiccke zerlegt werden
konnen, trotzdem aber zur Bildung einer (12*% 12,) Anlass bieten.
Eine solche Gruppe besteht aus vier in einer Diagonalebene
belegenen Kantenmitten und den beiden ausserhalb dieser ge-
legenen Okta&derecken,

Werden z. B. die Punkte 3, 6; 12, 15, 24, 45 ausgelassen,
so entsteht die durchaus regelmissige (124 12,):
li

2 526;‘2 523”5 4:23“5 412

13 | 46 | 34 ‘,i 16 | 34 | 46 i 13 | 26 | 34 i{ 16 | 23 | 35
28 | 56 | 85 1 26 | 35 | b6 35 | 46 | 56 1 56 | 34 | 46

1] 4f16] 1 413}i1 2016 1| 213

)

Diese Cf. hat mit der Cf, (6) die Eigenschaft gemein, dass
simmtliche Punkte von je drei getrennt, mit je vier doppelt ver-
bunden sind, unterscheidet sich von ihr aber durch das Vor-
handensein von vier Hanptdreiflachen und von vier Hauptdrei-
ecken, némlich (1, 34, 46), (2, 35, b6), (4, 13, 16), (5, 23, 26).

Werden eine Diagonalebene des Oktagders und zwei ihr
pavallele Ebenen in die Cf. (9) aufgenommen, so entsteht eine
(125, 15,), wo jeder Punkt mit je zwei dreifach, mit je zwei
weiteren zweifach verbunden ist. Sie besitzt 11 Hauptdreiflache.
Werden némlich beispielsweise die Ebenen

1]13]16
2 | 23 | 26
(10)
4 |3446
5 | 35 | 56

hinzugeftigt, so ldsst sich jede dieser Ebenen mit je zweien der
Ebenen aus (9) zu einem neuen Hauptdreiflach zusammenstellen.
Hierin ist die sprachliche (12%, 15,) verschieden von der
in §. 6 aus Tabelle (6) hergeleiteten Cf.,, wo nur sieben Haupt-
dreiflache gebildet werden konnen.
10. Durch Vertauschung der Gruppe (10) mit einem Haupt-
dreiflache der (9) entsteht eine (12% 12,), deren simmtliche
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Punkte mit je einem Punkte dreifach, mit je zweien zweifach
verbunden sind. Die Ebenen der (10) sind hier mit je sechs
Ebenen doppelt verbunden, die tibrigen neun Ebenen mit je fiinf,
Sie besitzt sieben Hauptdreiflache.

Werden schliesslich die Ebenen

1] 4 16}i 1] 413!
21 5 26i% 2| 5128
34 | 18 46}146 16 | 84

35|23 | 56| 56|26 |35

an

der Figur (9) zugesellt, so ergibt sich eine (12f, 18,), wo vier
Puukte je eine vierfache und fiinf zweifache, die iibrigen acht
Punkte je eine vierfache, eine dreifache und drei doppelte Ver-
bindungen besitzen.

11. Die Ecken des regelmissigen Dodekaéders bestimmen
bekanntlich zehn regelmissige Tetradder. Werden diese durch
0,1,2,...9 angedeutet, so kann jede Dodeka#derecke dargestellt
werden durch die Zusammenstellung der Zahlen der beiden
Tetraéder, welchen sie angehdrt. Die Bezeichnung lisst sich so
treffen, dass allemal die Gegenecke der Ecke ¢k das Zeichen
(9—1¢)(9—*F) erhdlt. Werden zwei Gegenecken 01 und 89 genannt
und die sechs durch Flidchendiagonalen mit 89 verbundenen
Ecken der Reihe nach mit 02, 15, 04, 16, 03, 17 bezeichnet, so
ergibt sich die Darstellung der tibrigen Ecken ohne Zwei-
deutigkeit.

Die 20 Ecken liegen sechsmal zu fiinf in vier parallelen
Ebenen, nimlich zwei Flichen und zwei Diagonalebenen. Sie
bilden demnach mit den 12 Seitenflichen und 12 fiinfpunktigen
Diagonalebenen eine aus sechs Hauptvierflachen zusammen-
gesetzte Cf. (205, 24;) mit der nachstehenden Tabelle.
011020304 0102|0304 01]02]03]04
25116 | 17 | 15625 |17 | 15|16 | 26 | 15 | 16 | 17
33 85| 26 (2837|3826 |2835|37|28|2
46 | 47 | 48 | 37 | 4B | 46 | 47 | 35 | 48 | 46 | 47 | 38
79189159 (6969|598 7917 89|59 69
01]02]03}041 01| 02|03/ 04 |01 02| 03 | 04 (12)
26 |17 |15 |16 [/ 28| 16 [ 17 |15 | 28 | 15| 16 | 17
38 (35|28 |25|35|37|25]|26137)38]|25|26

AT | 48 | 46 | BT | 47 | 48 | 46 | 38 | 46 | 47 | 48 | 35
59 | 69 | 79 | 89 | 69 | 59 | 89 | 79 | 59 | 69 | 79 | 89
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Jeder Punkt dieser COf. ist von sieben anderen getrennt,
nimlich von seinem Gegenpunkte und den Ecken der beiden
Tetragder, welchen er angehrt; mit den tibrigen 12 Punkten ist
er zweifach verbunden.

Entfernt man eine Tetra&dergruppe, z. B. (01, 02, 03, 04),
so entsteht allemal eine (165, 24,), wo jeder Punkt neun doppelte
Bindungen besitzt.

Wird ein Hauptvierflach der (20%, 24;) ausgelassen, so ergibt
sich eine (205, 20,), deren Punkie mit je acht Punkten zweifach
verbunden sind.

Zwei Hauptvierflache der Tabelle (12) enthalten acht doppelt
gebundene Punktepaare; durch Ausscheidung dieser beiden
Ebenenquadrupel entstehen daher achf nete getrennte Punkte-
paare. Die dadurch entstandene (20% 16,) enthdlt demnach
16 Punkte, welche je fiinf Doppelbindungen besitzen, indess die
iibrigen vier Punkte je vier zweifache Bindungen aufweisen,
Werden z. B. die fiinfte und sechste Gruppe der (12) ausgelassen,
so sind 02, 35, 46, 79 die Punkte der zweiten Art; sie begrenzen
offenbar zwei Gegenkanten. Den 15 Gegenkantenpaaren ent-
sprechen die 15 Paare von Hauptvierflachen.

Durch gleichzeitige Entfernung eines Hauptviereeks und
eines Hauptvierflachs (dies kann auf 10X 6 verschiedene Weisen
geschehen) erhilt man aus (12) eine (165, 20,), deren simmtliche
Punkte je sechs Doppelbindungen besitzen.

12. Die oben erhaltene Cf. (20%, 16,) erlaubt die Aufstellung
tweier verschiedener (164 16,), je nachdem n#mlich die aus-
geschiedene Punktgruppe einen oder keinen Punkt der zweiten
Art enthilt.

Sind, wie oben, 02, 35, 46, 79 die Punkte zweiter Art, so
gibt es nur zwei Hauptvierecke (01,15,16,17) und (28,38,48,89),
welche keinen der vier Punkte enthalten; die tibrigen acht haben
je einen Punkt mit jenem Quadrupel gemein.

Durch Abtrennung eines dieser acht Hauptvierecke entsteht
eine (16% 16,), wo sechs Punkte je drei Doppelbindungen, die
tibrigen zehn deren je vier besitzen.

Dagegen liefert jede der beiden erstgenannten Tetragder-
gruppen eine (164, 16,), wo acht Punkte je drei und acht Punkte
je vier Doppelbindungen zeigen.
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13. Die 20 Dodekaéderecken liegen zu sechs in 20 Ebenen,
deren jede zwei Tetragder begrenzt.

010101020101 )|01]02]|02]02
02 /02|03|03 15|15 |16 |25 | 25 | 26
03104 |04 (04 (16|17 |17 |26 | 28 | 28
46 | 35 | 25 | 15 |87 |26 | 25|38 |16 | 15
47 | 37|26 | 16 | 47 | 46 | 35 | 48 | 46 | 35
48 |38 | 28 |17 79|69 |59 |89 (69|59

(13)
03 |03|038]|04|04]0415]16]17] 28
35 (35|37 |46 |46 |47 | 25| 26 | 37 | 88
37 |88 |88 |47 (48 | 48 | 85 | 46 | 47 | 48
28 |17 [ 15|28 [ 17| 16 | 69 | B9 | B9 | B9
48 | 47 [ 25 |88 (37|26 | 79| 79|69 |69
89 |79 (5989179698989 |89|79

In dieser (20%, 20,) ist jeder Punkt (jede Ebene) nur von
einem Punkte (einer Ebene) getrennt, mit je 12 Punkten (Ebenen)
zweifach verbunden.

Durch Ausscheidung einer Tetragdergruppe (01, 02, 03, 04)
und der Gruppe (59, 69, 79, 89) der Gegenecken zerfillt die Cf.
in zwei einfachere Cf.; die iibrigen 12 Punkte liegen niwmlich zu
dreien in den acht Ebenen der beiden Tetra&der, zu vieren in
den iibrigen 12 Ebenen; sie bilden demnach eine (122, 8;) und
eine (12% 12)). Letztere ist gleichartig mit der Cf. (5); ihre
Tabelle iibergeht geradezu in diese, wenn man die Zahlen 2
und 3, 5 und 8 vertauscht.

Nachdem die sprachliche Spaltung der (209, 20;) auf fiinf
Arten geschehen kann, lisst sich diese Cf. betrachten als eine
Combination von fiinf Cf. (12% 12,), welche paarweise sechs
Punkte und sechs Ebenen gemein haben.

Jede dieser fiinf Cf. kann, wie die Cf. des §. b, zu einer
(125, 15,) ergiinzt werden; die drei neuen Ebenen sind allemal
Diagonalebenen durch je zwei Gegenkanten des Dodeka&ders.
Die 15 Ebenen dieser Art ordnen sich demgemiss in fiinf
Tripel an.

14. Die Ecken des Dodeka&ders bestimmen bekanntlich
fiunf Wiirfel, welche paarweise zwei Gegenecken gemein haben;
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ihre Seitenflichen sind die 30 quadratischen Diagonalebenen des
Dodekagders.

Sie bilden mit den 20 Ecken eine (208, 30,) und lassen sich
in Quintupel anordnen, deren Ebenen zusammen simmtliche
Punkte der Cf tragen. Man findet diese Ebenengruppen durch
folgende Uberlegung.

Jeder Wiirfelfliche ist eine Dodeka&derkante parallel, welche
mit ihr durch weitere vier Kanten verbunden erscheint. Fiir fiinf
vollig getrennte quadratische Diagonalebenen miissen die fiinf
ibnen auf diese Weise zugeordneten Kanten ebenfalls getrennt
liegen. Wihlt man zwei Gegenflichen des Dodekaéders aus, so
bilden die 10 nicht in ihnen belegenen Ecken ein windschiefes
Zehneck, welches offenbar in zwei Kantenquintupel mit der ver-
langten Eigenschaft zerlegt werden kann. Die 12 moglichen
Quintupel ordnen sich daher in sechs Paare. Sie lassen sich
ferner in zwei Gruppen von je sechs Quintupeln anordnen, deren
jede simmtliche 30 Kanten enthilt. Die sechs Quintupel der einen
Gruppe erginzen diejenigen der anderen zu den sechs wind-
schiefen Zehnecken.

In der nachstehenden Tabelle sind die Ebenen der sprach-
lichen (208, 30,) auf eine der beiden Weisen in sechs Haupt-
fiinfflache geordnet.

01|03 |04]|16125)01]02]|04)15] 37
02 26|15 |17 | 28 |1 03 | 17 | 25| 16 | 38
59 | 38 | 85 | 48 | 87| 59 | 26 | 35 | 28 | 46
69 | 46 | 47 | 89 | 79 (| 79 | 47 | 48 | 89 | 69

010210316 |25(01|02]|03]17 | 35
o4 |28 | 16|17 | 46| 15 | 04 | 16 | 25 | 47
69 |37 | 26|38 | 48] 28 | 69 | 37 | 26 | 48 (14)
79 147 | 35 | 89 | 59 | 38 | 89 | 46 | 79 | 89

0102|033 15|26 01]|02]|04] 16| 26]
16 [ 17 (04 | 46 | 35|17 | 03 | 15 | 8D | 28
28 | 25 | 79 | 47 | 38 (1 38 | 59 | 25 | 87 | 47
48 | 37 |89 | 59| 69|48 |89 |46 | 69| 19

Jeder Punkt dieser Cf. ist mit sechs Punkten doppelt ver-
bunden, also nur von einem Punkte getrennt.
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In der (205 25,), welche durch Ausscheidung eines Ebenen-
quintupels erhalten wird, ist jeder Punkt noch mit vier Punkten
zweifach verbunden.

15. Durch Entfernung von zwei Hauptfiinfflachen ergeben
sich zwei verschiedenartige (20% 20,), je nachdem man zwei
Quintupel der Tabelle (14) nimmt oder zwei Quintupel, deren
zugeordnete Kanten ein windschiefes Zehneck bilden. Letzteres
trifft z. B. zu fiir die Combination des fiinften Quintupels von (14)
mit der Gruppe

0103 )04 (15| 26
5 7
02 {16 | 256 | 17 | 28 a 5)
59 | 87 | 35 | 38 | 47
69 | 46 | 48 | 69 | 79

welche aus jedem der iibrigen Quintupel eine Ebene enthilt,

Im ersten Falle werden im Ganzen vier Doppelbindungen
aufgehoben; die (20% 20,) besitzt demnach acht Punkte mit je
drei und 12 Punkte mit je zwei doppelten Bindungen.

Im zweiten Falle verschwinden tiberhaupt keine Doppel-
bindungen. Simmtliche Punkte der betreffenden (20% 20,) sind
mit je drei Punkten zweifach verbunden.

16. Die Diagonalebenen der fiinf in das Dodeka&der ge-
stellten Wiirfel lassen sich zu einer (20€, 30,) zusammenfassen,
welche wie die obige Cf. 12 Hauptfiinfflache besitzt.

Jede Seitenfliche des Dodeka&ders wird in ihren Endpunkten
durch 10 Seitendiagonalen geschnitten, welche den Kanten des
jener Flidche zugeordneten windschiefen Zehnecks parallel laufen
(§. 14). Diese Diagonalen bilden zwei zusammengehdrige Quin-
tupel getrennter Geraden, und die fiinf durch ein solches Quintupel
bestimmten Wiirfeldiagonalebenen bilden ein Hauptfiinfflach der
sprachlichen Cf.

Die 12 Ebenenquintupel dieser (20% 30,) lassen sich aber
nicht in Sextupel anordnen, deren jedes simmtliche Ebenen
erschopft; vielmehr gibt es nur Gruppen zu je drei gegenseitig
unabhingigen Quintupeln.

Der Punkt 01 trigt die nachstehenden Ebenen.
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01]01]01]01]|01]o01
0203|0415 |16 | 17
79169 |59 )48 | 38| 28
89|89 (8989|8989

(16)

Jeder Punkt ist demnach mit seinem Gegenpunkte sechsfach
verbunden.

Die durch Auslassung eines Ebenenquintupels erhaltene
(20%, 25,) ist natiirlich von der in §. 14 erwihnten verschieden;
jeder Punkt besitzt eine fiinffache Bindung.

Werden zwei zusammengehorige Quintupel entfernt, so ver-
liert jeder Punkt eine Doppelbindung und vier einfache, besitzt
demnach in der entstandenen (20% 20,) eine vierfache Bindung.

Es moge nun ein Ebenenquintupel der (205, 30,) des §. 14
durch ein Quintupel der Cf. des §. 16 ersetzt werden. Dabei tritt
z. B. an die Stelle der Ebene (01, 02, 59, 69) eine der sechs
Ebenen der (16).

Man wird hierdurch auf drei verschiedene (208, 30,) gefiihrt,
wo der Punkt O1 entweder drei zweifache Bindungen und eine
dreifache besitzt — oder vier zweifache und eine dreifache —
oder aber wiederum sechs zweifache.

17. Den fiinf Wiirfeln entsprechend gibt es fiinf aus den
Ecken des Dodeka&ders gebildete (8% 12,), welche derart zu-
sammenhingen, dass ihre Elemente zu einer (20'?, 60,) vereinigt
sind, wo jeder Punkt sechs dreifache und sechs zweifache Bin-
dungen besitzt.

Diese Cf. kann offenbar in die beiden (209, 30,) der §§. 14
und 16 zerlegt werden.

Durch Hinzufiigung der 15 je ein Paar Gegenkanten ent-
haltenden Ebenen kommt man auf eine (205, 75,), wo jeder
Punkt eine neunfache, sechs dreifache und sechs zweifache
Bindungen aufweist.

Aus der obigen (20'%, 60,) konnen einfachere Cf. dadurch
erhalten werden, dass man jeder der 5 Cf. (85 12,) ein Haupt-
zweiflach oder deren mehrere entzieht; es ergeben sich dann
Cf. (20, 50,), (208, 40,), (20¢, 30,) und (20%, 20,).

18. Ausserhalb zweier Gegenfliichen des Dodeka&ders liegen
20 Kantenmitten auf drei den Fldchen parallelen Ebenen und

Sitzb. d. mathem.naturw. CL C. Bd. Abth. IL a. 56
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bilden die Ecken zweier regelmissiger Fiinfecke und eines regel-
missigen Zehnecks. Nachdem es daher ausser den 12 in den
Flichen des Polyeders belegenen Mittenquintupel deren noch 12
gibt, bilden die 30 Kantenmitten mit besagten 24 Ebenen eine
Cf. (304, 24,).

Es moge nun ein Paar Gegenflichen des Dodeka&ders durch
o« und « dargestellt werden, indess die fiinf mit « verbundenen
Flichen der Reihe nach dureh b, ¢, d, ¢, f, ibre Gegenebenen
durch B, v, 6, 5, ¢ angedeutet werden. Bezeichnet man nun die
Mitte der Kante, welche den Flichen a und & gemein ist, durch
ab, so ergibt sich fiir die obige (30% 24,) die nachstehende
Tabelle:

ab | bc | By | «f| ab | ac | ay | af||ac | ab | afB| oy
ac | ed | 90 | ay| be | ce | ye | Byl be | be | Be | By
ad| de | 0c | a0 | b0 | 0c | de | Bd|cd | do| of | v
ae | ef |ep | ac | be | Of | do | Belce | cp |ef | ye
af | Of | Pe| ap| bf | af | ap|Bocy|ad|ad|qf

ad | ac | ay | «d | ae i ad| ad | ac | af | ab| af| ap
cdcop | yf |99 |de|af |ap|de || bf | b0 | Bd| By
do | Bo| bf | Of | Pe | yf | cp | be | Of | 48 | ed | dy
Bd| Be | be | b0 | ye | By|be |ce | yf | ve | ce | cp
de | ae | ac|de |ef | Bd|bd |cp | ef | ae| ac|ep

(17)

Die dreissig Kantenmitten bestimmen bekanntlich fiinf regel-
missige Oktagder, deren Ecken sie sind. Sie bilden demnach die
nachstehenden Eckensextupel:

L ab, aB, de, 0 cp, of
IL ac, «y, ef, sp, b0, Pd )
IIl. ad, «o, bf, Py, ce e » (18)
IV, ae, «s, be, By, do, of g
V. «of, ap, cd, v, be Pe |

Werden die Ecken eines dieser Octaéder aus der (30% 24;)
entfernt, so verliert, wie aus (17) erhellt, jede Ebene einen Punkt;
diese Cf. enthilt daher fiinf Cf. (244, 24,).

19. Senkrecht zu jeder Hauptdiagonale des Dodeka&ders
(Diagonale durch zwei Gegenecken) gibt es drei Ebenen, welche
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je sechs Kantenmitten tragen. Zwei von diesen bilden ein gemein-
schaftliches Gegenflichenpaar fir zwei der Oktaéder, die dritte
halbirt die betreffende Hauptdiagonale des Dodekagders.

Werden allemal nur die ersten beiden Ebenen beriicksichtigt,
so ergibt sich fiir die 30 Kantenmitten eine (30% 20,), welche
durch Hinzunahme der iibrigen zehn Ebenen in eine (308, 30;)
iibergeht. '

Die Ebenen des ersten Okta&ders tragen ausser dessen
Ecken noch je drei der iibrigen 24 Kantenmitten, also zusammen-
genommen jeden dieser Punkte einmal. Durch Entfernung jener
Oktaéderebenen entsteht demnach aus der oben erwihnten
(30% 20,) eine (243, 12;). Unter den zehn Halbirungsebenen der
Hauptdiagonalen gibt es vier, welche keine Ecke des ersten
Oktagders tragen; werden sie jener (243 12;) zugesellt, so ent-
steht eine (24% 16,).

20. Die Diagonalen (be, By), (ae, «c), (dy, of) eines Okta-
gders sind senkrecht zu den Seitenflichen von drei recht-
winkeligen Parallelepipeden, deren Ecken die Mitten der iibrigen
24 Dodekaéderkanten bilden. Jedes Parallelepipedon besitzt drei
Arten von Flichen; diejenigen, welche den griossten Abstand vom
Mittelpunkte des Dodeka&ders haben, sollen Ebenen erster Art
heissen; fiir die Ebenen der dritten Art habe dieser Abstand den
kleinsten Werth. Fiir das Parallelepipedon mit den Fldchen

ab | af | ab | «B| ac | ay
ac | &y | ac | «y | ce Yé (19)
be | Be | Be | be | Be | be
ce | ye lye |ce | af| ab |
sind die erste und zweite Fliche Ebenen erster Art, die dritte und
vierte solche zweiter Art, die fiinfte und sechste solche dritter Art.
Werden nur Ebenen einer Art beriicksichtigt, so wird man
auf Cf. (30% 30,) gefiihrt; durch Hinzunahme der Ebenen einer
zweiten Art entstehen offenbar Cf. (308, 60,); schliesslich gehdren
simmtliche Ebenen der 15 Parallelepipede einer (30'2, 90,) an.
Letztere wird durch die 15 Diagonalebenen der fiinf Okta-
der zu einer (30", 105,) ergénzt.
Es liegt nahe, auch die Diagonalebenen der Parallelepipede
in die Figur aufzunehmen. Allein die Ebene durch die Punkte ab,
H6*
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ac, af, ay lauft den Flichen e, ¢ des Dodekagders parallel, ent-
Lilt demnach noch sechs Punkte bf, cd, of, do, ¥0, By; sie ist
daher auch als Diagonalebene des durch die Zehnecksdiagonalen
(bf, cd) und (By, y9) bestimmten Parallelepipeds zu betrachten.
Offenbar gehort sie zehn Parallelepipeden als Diagonalebene an.

Ebenso erhellt, dass die Diagonalebene (ac, fe, ay, b¢) noch
sechs weitere Punkte trigt. Die Ebene (ac, ¢z, ay, ye) dagegen
enthélt nur noch die beiden Punkte ae und «z. Jede sechspunktige
Ebene ist drei Parallelepipeden gemeinsam.

Es moge jetzt die Anzahl der Ebenen bestimmt werden,
welche je zwei Kanten von verschiedenen Parallelepipeden ent-
lLialten.

Jeder Oktaéderdiagonale laufen die Kanten von drei Parallel-
epipeden parallel; man wiirde demnach schliessen, dass die frag-
liche Anzahl der Ebenen durch je zwei Kanten von ungleicher
Linge 16 X 3 X 15 =120 wiire. Allein jede Ebene durch 10 Kanten-
mitten ersetzt 20 jener Ebenen, weil jedes Paar Gegenseiten und
ebenso jedes Paar paralleler Diagonalen des beziiglichen Zehn-
ecks als Kantenpaar eines Parallelepipedons aufzufassen ist.
Ferner ist z. B. die sechspunktige Ebene (ab, ac, cp, <y, 0z, b3),
wo die Geraden (ab, ac), (cp, b9), (¢, o) parallel sind, als Ersatz
zu betrachten fiir neun Ebenen. Schliesslich vertreten die 24 Ebenen
der Tabelle (17) je fiinf der fraglichen Ebenen. Es bleiben daher
noch 720—(6 X 20420 X 9+ 24 X 5) = 300 vierpunktige Ebenen,
welche je zwei Kanten von ungleicher Linge enthalten.

Diese Ebenen erginzen die obige (30, 105,) zu einer
(30%%, 405,). Es ist einleuchtend, dass diese stark concentrirte
Cf. eine Fiille von einfacheren Cf. umfasst.

21. Sechs Ecken eines Tkosa&ders sollen derart mit 1, 2, 3,
4, 5, 6 bezeichnet werden, dass die Ecke 1 mit den tibrigen fiinf
durch Kanten verbunden ist; die sechs Gegenecken sollen durch
1’ bis 6’ dargestellt werden.

Die 12 Ecken bilden nun mit den 12 fiinfpunktigen Dia-
gonalebenen eine (125, 12;).

SESEEEEERRURURUBERUEIE Y
glelolo|sle|olela]s| 3]s .
a3 || s |ala|s|4]s]|a (20)
vlols|a|lslals|s|als]s]|s
5lelolel6l|s|6|6|e|6]|6]6
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Jeder Punkt ist nur von einem Punkte getrennt, mit den
iibrigen zehn je zweimal verbunden. Die zehn durch zwei Gegen-
ecken laufenden Ebenen gehen demnach zu vieren durch die
tibrigen zebn Punkte, bilden also mit diesen eine (10% 10,). Ihre
Tabelle entsteht z. B. aus (20), wenn man die letzten zwei
Ebenen und die Zeichen 1 und 1’ unterdriickt.

22. Dic Ebenen, welche je zwei Gegenkanten des Ikosa-
éders tragen, bestimmen mit den Ecken eine (125 15,) mit der
Tabelle (21), wo die Ebenen in fiinf Hauptdreiflache geordnet
sind; diese Gruppirung ist auf sechs Weisen moglich.

1]8lal1ry2|4al1|2lsl1l2]s]1]2]4
2(4/6|38[5|6l4|6]5[65|4|6|6]3]5
|1 85| 1| 24| 1|28 1|28 1] 4

v w eyl o ale|s | |e| 66|85

(21)

Durch Entfernung eines Hauptdreiflachs ergibt sich eine
(12% 12,), deren Punkte mit je einem Punkte vierfach ver-
bunden sind.

Werden die fiinf durech 1 und 1’ gelegten Ebenen aus-
geschieden, so eriibrigt eine (10% 10,), wo jeder Punkt eine
vierfache Bindung besitzt; diese Cf. ist somit verschieden von
der oben erwihnten (10% 10,), deren Punkte je vier Doppel-
bindungen zeigen.

Die beiden Cf. lassen sich zu einer (108, 20,) vereinigen,
wo jeder Punkt eine vierfache, vier dreifache und vier zwei-
fache Bindungen besitzt.

Durch Ausscheidung eines vierfach verbundenen Punkte-
paares 6, 6/ und der 12 mit ihnen incidenten Ebenen entsteht
eine (8% 8,) B, welche durch die Ebenen 2345 und 2'3/'4’d/ zu
einer (8% 10,) ergénzt wird.

Die obige (108 20,) ist gleichartig mit der Cf, welche
durch die Ecken, Flidchen und Diagonalebenen eines regel-
miissigen fiinfseitigen Prismas bestimmt wird,

[Iberhaupt bilden die Eckpunkte, Seitenflichen und vier-
punktigen Diagonalebenen eines regelméssigen n-seitigen Pris-
mas, wenn # = 2k+1, eine

(4k+2)%, £*(2k+1),),
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wenn » = 2k, eine
(4 k2k2_2k+1’ k (2k2__2k+ 1)4) .

Die Betrachtung der Kantenmitten des Ikosa&ders fiihrt
offenbar auf die Cf. der §§. 18, 19 und 20.

Es moge nebenbei bemerkt werden, dass unter den in
dieser Arbeit erwihnten Cf. manche in der Anzahl der Elemente
fibereinstimmen; beispielsweise wurden nicht weniger als neun
verschiedene (12%, 12,) hervorgehoben,
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