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Zur Theorie der associirten Formen
von

Dr. G u sta v  K ohn,
P riva tdocen t a n  der k. k. U n iversitä t in W ien.

(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Juli 1891.)

Während für die Darstellung aller Co- und Invarianten 
einer binären Form f  (oder eines Systems solcher Formen) in 
g a n z e r  und rationaler Weise durch eine endliche Anzahl unter 
ihnen einfache allgemeine Gesetze nicht zu bestehen scheinen, 
kann man, wie H e r m i t e  gezeigt hat, 1 nach einer überaus ein­
fachen Regel und noch auf unendlich viele Arten alle Co- und 
Invarianten einer Form f  durch eine geschlossene Anzahl unter 
ihnen in r a t i o n a l e r  Weise so ausdrücken, dass nur eine Potenz 
von /'im  Nenner erscheint. Unter all diesen Arten ist aber eine 
bestimmte dadurch ausgezeichnet, dass diejenigen Covarianten, 
durchweiche alle anderen ausgedrückt werden, völlig von einander 
unabhängig sind. Es ist dies die Darstellung durch die zu / ' asso­
ciirten Formen.

Diese Formen ergeben sich als Coefficienten einer gewissen 
typischen Darstellung von /', und es ist desshalb ein sehr nahe­
liegender Gedanke, statt der Coefficienten dieser typischen 
Darstellung, der zu / ’ associirten Formen, die Lösungen dieser 
typischen Darstellung — ich nenne sie die associirten Wurzeln — 
einzuführen. Dies ist der Grundgedanke der vorliegenden Arbeit.

Die associirten Wurzeln lassen sich in einfacher Weise als 
g a n z e  Functionen der Veränderlichen und der Lösungen der 
Form / ' (beziehungsweise der Formen des zugrunde liegenden 
Systems) ausdrücken, und die Eigenschaften dieser Ausdrücke

1 Cambridge and Dublin Math. Journal, IX-, Crelle’s Journal, LII.
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führen direct zu einigen allgemeinen Sätzen über Covarianten. 
Es ergibt sich, dass eine vielfache Lösung einer Form einer 
grossen Classe ihrer Covarianten als Lösung in gewisser Viel­
fachheit zugehört, man gelangt zu allgemeinen Sätzen über 
Resultanten von Covarianten, aus denen einige diesbezügliche 
Resultate von G o r d a n 1 durch Specialisirung hervorgehen, und 
findet einen Zusammenhang zwischen den Realitätsverhältnissen 
der Lösungen einer Form und gewisser Covarianten derselben.

Deutet man die associirten Wurzeln als homogene Punkt- 
coordinaten, so kommt man zu einer ungemein sachgemässen 
geometrischen Repräsentation für die Co- und Invarianten des 
binären Gebiets, in der auch die Relationen zwischen diesen 
algebraischen Gebilden einen naturgemässen geometrischen Aus­
druck finden.

§. 1. Associirte Formen und associirte Wurzeln.

1. Wir bringen zunächst jenen Theil der Theorie der 
associirten Formen in Erinnerung, welcher für das Folgende in 
Betracht kommt.

Es sei

die Form rater Ordnung, welche wir zugrunde legen. An Stelle 
der Variabeln y v  yz führen wir in diese Form neue Veränderliche 
£, yj ein durch die lineare Substitution

f ( y ) =  a0ynl + ch 2/ r 1 2/2+

(i)
■o — — x zy x +  ocxyz

welche ausgerechnet lautet:

1 V ergl. R esultanten von Covarianten, Math. A nn., Bd. IV , S. 169.
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Setzt man die W erthe (1 a) von yx und y% in f(y)em,  so 
kommt

f (y )= [f{pe)Y u0 4?l +  (  ”  ) Mi ̂ *- 1  ̂  (  2 J u% ̂ _2 r‘ 2 • ’ • +Unr>1

Dies ist eine „typische D arstellung“ der Form f } d. h. eine
Darstellung, in der sowohl die Coefficienten als auch die Ver­
änderlichen Covarianten sind. Die Coefficienten nQ, uv  uZ). . . u n 
bezeichnetH e r m i t e als System der zu f  associirten Formen. Indessen 
hat dieser selbst schon erkannt, dass die sämmtlichen Formen 
u0, u v uv . . . u n durch f ( x )  theilbar sind, und dass insbesondere

nQ — f \ x )  und nx — 0 .

Desshalb wollen wir die G o r d a n ’sehe Terminologie1 accep- 
tiren und erst die Quotienten v0, vv  vv  . . . ,  vn, welche man erhält, 
wenn man die Formen n0, u t , t i v  . . . , u n durch f ( x )  dividirt, als 
das System der associirten Formen (Sehwesterformen) von f  
bezeichnen.

Die obige typische Darstellung von f \ y )  durch assoeiirte 
Formen schreibt sich jetzt

f \ y )  - [ f W Y , (2)

wobei v0 =  1  und =  0 ist.
Um eine beliebig vorgelegte Covariante (oder Invariante) 

durch die Formen f , u v u3, . . . , u n auszudrücken, hat man nach 
H e r  m i t e  bloss im leitenden Coefficienten der Covariante die 
Coeefficienten a0, av  a%, . . . , a n von /beziehungsw eise durch die 
Formen uQ, ut , u2, . . . ,  un zu ersetzen und das Resultat durch 
[/'(#)]* zu dividiren, wo i den Index 2 der betreffenden Covariante 
bedeutet. Daraus entspringt die Regel: Soll eine beliebige Cova­
riante (oder Invariante) durch die associirten Formen von f  in

1 Vergl. Vorlesungen über Invariantentheorie, Bd. II, S. 357.
2 Unter dem Index einer Covariante versteht man nach H er mi t e  

den Exponenten der Potenz der Substitutionsdeterminante, mit welcher 
sich die Covariante multiplicirt, wenn man in ihr die Coefficienten und 
Variabein der ursprünglichen Form durch die Coefficienten und Variabein 
der linear transformirten Form ersetzt.
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Verbindung mit dieser Form selbst ausgedrückt werden, so hat 
man im leitenden Coefficienten der Covariante die Coefficienten 
a0, av  av  . . . ,  an von / ' beziehungsweise zu ersetzen durch die 
Formen v0, vi} vv  . . . ,  vn und das erhaltene Resultat durch eine 
Potenz von f  zu dividiren, d e r e n  E x p o n e n t  g le ic h  i s t  d e r  
D i f f e r e n z  z w is c h e n  I n d e x  u n d  G r a d  d e r  C o v a r ia n te .

Hervorzuheben ist noch, dass zwischen den associirten 
Formen vv  v3, . . . ,  vn keinerlei Relation bestehen kann. Denn die 
Covarianten einer Form wter Ordnung f  hängen von (:n— 1) wesent­
lichen Parametern ab und sind durch die (n— 1) Formen f,  vv  v3, 
. . . , v n ausdrückbar.

2. Der einfache Grundgedanke, auf dem unsere Unter­
suchungen ruhen, besteht darin, die associirten Formen, welche 
als Coefficienten der verschiedenen Potenzen von £ und v? in der 
typischen Darstellung

definirt waren, in unseren Betrachtungen zu ersetzen durch die

gleich Null wird und deren elementarsymmetrische Functionen 
(von numerischen Factoren abgesehen) die associirten Formen

Das System der Grössen zv  zz, z3, . . . ,  zn soll in der Folge 
als S y s t e m  d e r  (zu den Lösungen f )  a s s o c i i r t e n  W u r z e ln  
bezeichnet werden.

Die associirten Wurzeln sind die Lösungen der Gleichung 
wten Grades

und da in dieser Gleichung der Coefficient von z71- 1 gleich Null,

£
Werthe zv  zv  z3) . . . ,  zn von — , für welche der Ausdruck (2)

vn sind.

die übrigen Coefficienten ” j  v3, . . . ,  vn völlig von ein-
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ander unabhängig sind, so folgt, dass zwischen den associirten 
Wurzeln die Relation besteht

Z f - f -  Zg +  . . . -+- Zn =  0

und dies die einzige Relation zwischen den associirten Wurzeln ist.
Wenn TI irgend eine Covariante (oder Invariante) der Form f  

ist und i ihren Index, g ihren Grad bedeutet, dann ist nach Art. 1 
das Product /'*—̂ II eine ganze Function der associirten Formen, 
die erhalten wird, indem man in dem leitenden Coefficienten von 
H die Coefficienten a0, at , az, . . . ,  an von / ‘der Reihe nach durch 
die associirten Formen v0, vif vz, . . . ,  vn ersetzt. Da alle Glieder 
des leitenden Coefficienten dasselbe Gewicht haben, welches 
gleich ist dem Index der Covariante, und da jede der associirten 
Formen eine homogene symmetrische Function der Grössen 
zv  zz, zn ist von dem Grade, welchen ihr Index angibt, so 
erhält man

f l — Si(zl} zZ} z3) ..., z,j), (3 )

wo Si eine homogene symmetrische Function ?ten Grades ihrer 
Argumente bedeutet. Umgekehrt ist jede ganze homogene 
symmetrische Function «ten Grades der associirten Wurzeln 
z v zz, z3, ..., zn als isobare Function der associirten Formen 
v0, vv  vZ7 . . . ,  vn vom Gewichte i eine Covariante vom Index i.

3. Um die associirten Wurzeln explicite darzustellen, denken 
wir uns f \ y )  in seine Wurzelfactoren aufgelöst. Es sei

f(y) —  (ya(1)) (ya{2)) Q/a(3)) ■ • • (y“(n)),

dann wird

7  =  ( f t * '+  f t :* ) =  = Ä ) toa<1)) (* a<2)) (“ <a>)' -  (a,a<";)+
+  (yoc^') (a c a ^ ) (&cc(s)) . . .  (a?a^) +  . . .  H- («/«W) ( x a W )  (x e ff l )  . •. (ocoS-n~ 1)j ].

Da die associirten Wurzeln als die Werthe von —  definirt
■o

waren, welche die rechte Seite von (2) zu Null machen, so 
werden wir mit Rücksicht auf die linke Seite der Gleichung (2)

S itz b . d. m a th e m .-n a tu n v . C l. C. D d. A b tli. I I .  a. 58
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die Grössen zv zZ) . . . ,  zn erhalten, wenn wir in dem (eben ent­

wickelten) Ausdruck von ~  für y der Reihe nach die Lösungen

«C1), . . . ,  aW von f  einsetzen.
Es kommt:

—-  [ ( a ^  a^2)) (.ra(3)) . . .  (#aM) - f -  (aW a(3)) (#a(2)) (jva.^) . . .  (a?aW) -+-

... +  (aW «W) (xofö) (xcff l) . . .  (xa(n~ *))] I

—  [(a(2) aM) (.ra-3̂ ). . .  (#aM) (a(2) a(3)) (#«(*)) (a?a(4)) ... (a?a(M)) +

+  (a^2̂ a(n))(a?aW) (a;a(3)) ...  (xaJn~ 1))] /  ^

— [(aW ĉ 1)) (a?a(2))...  (jra(n~ 1)) -f- (aW«(2))(a7a(1))(a7a(3)).. .(a7a(,,—*■)) -+- \

...  +  (aW«^-1))(a;a^1̂ )(.ra(2)).. ,(a?a(n—2))]. j

Dieses Gleichungssystem bildet das Fundament unserer 
weiteren Überlegungen. Wir hätten direct von diesem Gleichungs­
system ausgehen können, und wir haben die Theorie der asso­
ciirten Formen nur desshalb zum Ausgangspunkte gewählt, um 
an Bekanntes anzuknüpfen. Denn alles, was wir brauchen, lässt 
sich leicht direct aus den Gleichungen (4) folgern.

Dass zi -f-zz -h -\-zn — 0 entnimmt man aus diesen Glei­
chungen sofort. Ebenso ist ersichtlich, dass jede ganze homogene 
symmetrische Function i’ten Grades S { der Grössen zv  zZ) . . . ,  zn 
eine Covariante vom Index i ist. Denn S£ ist ein Aggregat von 
Gliedern, deren jedes ein Product von i Factoren vom Typus 
(aWctW) und (n — 2)i  vom Typus (#aW) ist und bleibt bei einer 
Vertauschung der <x unter einander ungeändert. Um zu zeigen, 
dass umgekehrt jede Covariante vom Index i mit einer Potenz 
von f  multiplicirt eine ganze homogene symmetrische Function 
/ten Grades der Grössen zv  zz, . . . , z n ist, braucht man die 
Covariante bloss in den Lösungen von / ' ausgedrückt zu denken 
als Aggregat von Producten von Factoren von den Typen (aWaW) 
und (#aW) und zu benützen, dass die Gleichungen (4) geben

ir,.— zs —  (aW«W) ( .ra^ ) (xoffl) .. .  (jvoft—1)) (xa(r+1')') . . .
. . .  (^a(8-1)) (.ra(*+1)) . . .  (xaW) .
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Denn mit Rücksicht auf diese Gleichung folgt, dass man im 
leitenden Coefficienten dev Covariante für jeden Factor vom Typus 
(«(r)«W) bloss zr—zs einzusetzen hat, um das Product der Co- 
Variante in einer Potenz der Form f  zu erhalten.

§. 2. A nw endungen d e r  D a rs te l lu n g  d u rc h  assoc iir te
W urzeln .

4. Nicht nur all das, was die Theorie der associirten Formen 
liefert, lässt sich bei Zugrundelegung der Darstellung (4) flir die 
associirten Wurzeln leicht ableiten, sondern man gelangt von 
hier aus mit Leichtigkeit auch zu neuen allgemeinen Resultaten.

Wir machen die Annahme, dass k von den Verschwindungs- 
elementen von f  zusammenfallen. Man habe aW =  ... r-oft'h
Dann gehen die Gleichungen (4) Uber in

z 2 . —  Zu —  —  1 (a^1) (o?a^+3̂ ) . . .  {xa.^') +

4- a(A+2)) (#a(/,+3)) . . .  (xa.^)  +  ...} 1

zk+1 ~  X- ( x a W f - 1 {k ( a ^ 1) «(!)) (a7«(*+a>) . . .  (#«M) +

_j_ (a (*+i) a(*+2)̂  (a7a^+4̂ ) ... (x o 6 n)) +  ...} !

z n — —  ( x a W y - 1 ( a W « W )  ( x a .(*+^)(a?a^'+2)) . . . { x a S n~

-+- (oft1) a(Ä+i)) (xoc^ ) (xo^k+2>) (#a(*+3))...  (xcxSn~ -+- ... ]

Ist IT eine beliebige Covariante vom Index i und dem 
Grad g, so ist

f*-9n =  Si(zv z„ (3)

wo Si eine ganze homogene symmetrische Function ihrer Argu­
mente bedeutet. In dem uns vorliegenden Falle, wo jede der 
Grössen zi , zv  . . . ,  zn den Factor ( x a ^ y - 1 besitzt, wird auf der 
rechten Seite der eben hingeschriebenen Gleichung (3) der 
Factor ( x c t W y ^ - 1 ) heraustreten, und da f"’ - ?  nur durch ( x o c W y v - ^ -  

theilbar ist, so muss n  durch (#aW) zur Potenz i ( k — 1)— (i—g )k — 
~  g k— i theilbar sein, vorausgesetzt dass gk— ist.

58*
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Wir haben den Satz:
J e d e  Ä -fache L ö s u n g  d e r  G r u n d f o rm  i s t  fü r  e ine  

C o v a r i a n t e  vom G r a d e  g u n d  I n d e x  i, g k > i  v o r a u s ­
g e s e t z t ,  e in e  m i n d e s t e n s  (gk— i) - f a c h e  L ö s u n g .

Von diesem sehr allgemeinen Satze sind bisher, wie ich 
glaube, nur vereinzelte Specialfälle bekannt geworden; so ist 
z. B. bekannt, dass ein Doppelfactor der Grundform auch ein 
Doppelfactor für ihre H e s s e ’sche Form (bei der Grad und Index 
r=: 2 sind) ist.

5. Um die Tragweite des gefundenen Theorems zu zeigen, 
wollen wir jetzt einige Folgerungen aus demselben ziehen.

Ist v die Ordnung der Covariante n, so kann diese durch 
keine höhere Potenz eines Linearfactors als die vte theilbar sein, 
ohne identisch zu verschwinden. Hat also f  eine Ä;-fache Wurzel 
und ist

so verschwindet die Covariante II identisch.
Wir haben den Satz:
I s t  d ie  V i e l f a c h h e i t  e i n e r  L ö s u n g  e in e r  F o rm  wter

C o v a r i a n t e  d i e s e r  F o rm  i d e n t i s c h ,  d e r e n  O r d n u n g  v 
u n d  d e r e n  G r a d  g ist.

Als Specialfall dieses Satzes für v =  0 folgt:
L i e g t  m e h r  a l s  d ie  H ä l f t e  d e r  V e r s c h w in d u n g s -  

e l e m e n te  e in e r  F o rm  v e r e i n i g t ,  so v e r s c h w i n d e n  a l le  
ih r e  I n v a r i a n t e n  id e n t i s c h .

Aus dem allgemeinen Theorem des Art. 4 lassen sich noch 
die beiden folgenden Sätze schliessen:

D ie  R e s u l t a n t e  e in e r  F o r m  u n d  j e d e r  i h r e r  C ova­
r i a n t e n ,  b e i  w e lc h e r  d e r  d o p p e l t e  G ra d  den  I n d e x

v <zgk— i
oder, was mit Rücksicht auf

dasselbe ist,
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t i b e r t r i f f t ,  h a t  d ie  D i s c r im i n a n t e  d e r  G ru n d fo rm  zum 
F a c to r .

D ie  D i s c r im i n a n t e  j e d e r  C o v a r i a n t e ,  b e i  w e lc h e r  
d e r  d o p p e l t e  G ra d  d en  I n d e x  um m i n d e s t e n s  zw ei 
E i n h e i t e n  ü b e r s t e i g t ,  h a t  d ie  D i s c r im i n a n t e  d e r  G ru n d ­
form  zum  F a c to r .

Denn jenes Theorem besagt, dass, wenn die Discriminante 
von f  verschwindet, d. h. f  eine Doppelwurzel hat, diese eine 
(2 g— i )-fache Lösung der Covariante ist.

6. Genauen Aufschluss gibt die folgende Betrachtung über 
die Resultante einer Form und einer ihrer Covarianten für den 
Fall, dass Index und Grad der Covariante Ubereinstimmen.

Setzt man in dem Gleichungssystem (4) x  — a (1), so wird

%x ~  —-----( a ^  (a(1) a^3)) . . .  (aW aM)

*, =  *3 . . . =  zn ~  -  ^  ( a «  aW) (a*1) aP»)... (aUaM) =  *i-

FUr eine Covariante II ( x ) } deren Index und Grad einander 
gleich sind, lautet die Gleichung (3):

II (X) — Si(%j, , Z3) . . . , ZM),

wo Si eine ganze homogene symmetrische Function ihrer Argu­
mente bedeutet, deren Grad i dem Index der Covariante gleich 
ist. Setzt man in dieser Gleichung x  — aW, so kommt mit Rückr 
sicht auf die Gleichungen (6)

II (a ^ )  =  c[(a^) a(2)) (a(1) a(3)) ...  (a^1)

wo c eine numerische Constante bedeutet. Ähnliche Gleichungen 
erhält man, wenn man für x  die übrigen Lösungen von f  einsetzt. 
Multiplicirt man alle diese Gleichungen mit einander, so kommt:

a '1)) . II (a('2)). II (a(3)) ...  II (a<n)) =  cn [(a^  a (2)) («(1) • • ■ («(1) X

X  (« (2) a (1̂ ) («^2) ä (3̂ ) • • • ( « ^  X  • • • X (« '” * « (1)) ( « ^  °^n

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist die 
Resultante von / ‘und 11, während auf der rechten Seite, von dem
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numerischen Factor cn abgesehen, die i te Potenz der Discrimi- 
nante von f  steht.

Wir haben den Satz:
D ie  R e s u l t a n t e  e i n e r  F o rm  u n d  j e d e r  i h r e r  C o v a­

r i a n t e n ,  d e r e n  I n d e x  u n d  G ra d  d en  selb  en  W e r t  i h ab en ,  
i s t  b is  a u f  e in e n  Z a h l e n f a c t o r  d ie  «te P o te n z  d e r  Dis- 
c r i m i n a n t e  d e r  G ru n d f o rm .

7. Von der Darstellung durch associirte Wurzeln wollen wir 
noch eine Anwendung anderer Natur machen.

Es sei S (z v  z2, zv  . . . ,  zn) eine ganze homogene symmetrische 
Function ihrer Argumente so beschaffen, dass sie für jedes reelle 
Werthsystem derselben einen von Null verschiedenen Wert hat. 
Dann wird durch S  eine Covariante dargestellt, deren Lösungen 
sämmtlich imaginär sind, im Falle die Grundform f  lauter reelle 
Lösungen hat. Denn nach den Gleichungen (4) haben z1}z2,z3, .. . , zn 
sämmtlich reelle Werthe, wenn «W, a ^ \  . . . ,  aM und x
reell sind.

Functionen S  von der angegebenen Beschaffenheit kann man 
leicht herstellen. Jeder in den Quadraten der associirten Wurzeln 
symmetrische Ausdruck, der aus lauter positiven Gliedern besteht, 
ist eine solche Function. Als einfachstes Beispiel haben wir:

S  — z\ +  z\ +  z \ +  . . . z l .

Da dieser Ausdruck vom zweiten Grade in den associirten 
Wurzeln ist, so stellt er eine Covariante vom Index 2 dar. Es 
gibt aber nur diese eine Covariante von diesem Index, weil die 
andere symmetrische Function zweiten Grades 1 z rzs (von einem 
Zahlenfactor abgesehen) dieselbe Covariante darstellt, wie aus 
der Identität (zi + z z +  z3-\- . . . z n) z =  0 hervorgeht.

Nun besitzt aber die H e s s e ’sche Covariante den Index 2, 
folglich ist sie bis auf einen Zahlenfactor gleich der Summe der 
Quadrate der associirten Wurzeln und wir haben den Satz:

S in d  d ie  L ö s u n g e n  e i n e r  F o rm  s ä m m t l i c h  ree l l ,  
d a n n  s in d  d ie  L ö s u n g e n  ih r e r  H e s s e ’s c h e n  C o v a r i a n t e  
s ä m m t l i c h  i m a g i n ä r . 1

1 Vergl. S c h r a mm ,  Annali di Mat., Ser. II, p. 1, t. 262/3.
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§. 3. Ausdehnung der Betrachtungen auf simultane Systeme 
binärer Formen.

8. Es macht keine Schwierigkeit, an unseren Betrachtungen 
die Modificationen anzubringen, welche sie erfahren müssen, 
wenn statt einer einzelnen Form f  ein simultanes System von 
Formen f v f v f v  •••,/'* zugrunde gelegt wird.

Die Stelle von f  in den Transformationsformeln

vermöge welcher die einzuführenden typischen Veränderlichen 
£, v? durch die ursprünglichen Variabein yv  y% ausgedrückt sind, 
vertritt das Product der Formen unseres simultanen Systems

Durch Einführung dieser neuen Veränderlichen vj erhält 
man die typischen Darstellungen für die Formen unseres Systems

wobei nr die Ordnung der Form f r bedeutet. Indem man beider­
seits oo — y  setzt, wodurch £ =  f(cc), >? =  0 wird, erkennt m an; 
dass — f r (x).

Zu jeder Lösung von gehört eine „der Lösung associirte 
Wurzel“. Als solche bezeichnen wir den Werth, den der Quotient

— annimmt, wenn in demselben y der betreffenden Lösung von
v

f'r gleichgesetzt wird. Die den Lösungen von f r associirten 
Wurzeln sind also, wie aus der obigen typischen Darstellung von 
fr(y) ersichtlich ist, die Lösungen der Gleichung

u ( r )  l y j  _f_

(.•= 1 ,2 ,3 .. .*), (7)
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f ‘( jv )  z=z (a?a(1)) (a;a(2)) (# a (3)) . . .  (c c a M )

und das Product der v A ersten unter denLinearfaclorenvon /'(a?) sei 
gleich / i(a ? ); das Product der n% folgenden gleich f %{pe) u. s. f. 
Danu sind die den Lösungen der Formen f v f z, f 3, asso-
ciirten Wurzeln zn zz, z3) . zn wieder gegeben durch die 
Gleichungen (4) des §. 1, und zwar sind die nx ersten unter ihnen 
den Lösungen von /j, die n% folgenden den Lösungen von f z u. s. f. 
associirt.

Die Gestalt der Gleichungen (4) lässt erkennen, dass das 
System der zu den Lösungen von f r associirten Wurzeln das 
Lösungssystem einer Gleichung w,.ten Grades darstellt, in welcher 
der Coefficient der höchsten Potenz der Unbekannten die Einheit 
und die übrigen Coefficienten Covarianten des Formensystems 
f \ , f z, . . . ,  fy. sind. Denn die elementar-symmetrischen Functionen 
der zu den Lösungen von f r associirten Wurzeln ergeben sich als 
Aggregate von Producten von Factoren der Typen («W«W) und 
(araW), enthalten jede Lösung einer der Formen / j , / 2, . . . ,  in 
demselben Grade wie jede andere Lösung der betreffenden Form 
und bleiben unverändert, wenn man die Lösungen irgend einer 
der Formen f v f z, • • • , / ’ unter einander vertauscht.

Wir schliessen, dass in der Gleichung (8), deren Lösungen 
die zu f r associirten Wurzeln sind, alle Coefficienten durch den

Coefficienten /". von znr theilbar sind, so dass, wenn mit vM
I r

bezeichnet wird, die obige typische Darstellung der Formen 
unseres simultanen Systems übergeht in:

 ̂n̂ v ( { H n~ 2rlz+ . . . v n-nn7 

(r =  1 ,2, . . . , * )  (9)

wo v^) — 1 ist.
Zufolge der Theorie der associirten Formen hat man, um eine 

beliebige Covariante (oder Invariante) des Formensystems 
f v f v  •••> f* auszudrücken, in dem leitenden Coefficienten 
der Covariante an Stelle eines jeden Coefficienten von

Es sei wieder
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/ ;  (r =  1, 2, x) den entsprechenden Coefficienten u der 
typischen Darstellung' (7) zu substituiren und das Resultat durch 
eine Potenz von f  zu dividiren, deren Exponent gleich ist dem 
Index der Covariante. Ersetzt man also in dem leitenden Coeffi­
cienten einer Covariante n  vom Index i, welche die Coefficienten 
der Form f i } f 2) •■•,/-/., beziehungsweise zum Grade g v gz, . . . , g 
enthält, jeden Coefficienten einer dieser Formen durch den ent­
sprechenden Coefficienten v der typischen Darstellung (9), so hat 
man noch durch f [~ai ■fz~92'fz~9i' ' ' f - , r 9y- zu dividiren, um den 
Ausdruck für die Covariante zu erhalten. Mit Rücksicht darauf, 
dass die associirten Formen vp,  .. . , v ^  sich von den elementar­
symmetrischen Functionen der zu f .  associirten Wurzeln nur 
durch Zahlenfactoren unterscheiden, schliessen wir, dass

• f t 9i • f t 9s • • • f i ~9*n  =

— *21 ’'' > *w1+2> • • •••)) (IQ)

wo Si eine ganze homogene Function i’ten Grades ihrer Argumente 
bedeutet, welche ungeändert bleibt, wenn man die nx ersten 
ihrer Argumente unter einander, oder die n% folgenden unter 
einander u. s. f. vertauscht und erkennen auch, dass jede derartige 
Function Si eine Covariante unseres Formensystems vom Index i 
darstellt.

9. In Art. 4 haben wir gesehen, dass wenn f ( x )  — 
{ccoCW ) ... (.raW) einen Ä-fachen Linearfactor besitzt, jede 
der associirten Wurzeln zv  zv  . . . ,  zn durch die (k— l)te Potenz 
dieses Factors theilbar ist. Wenn wir annehmen, dass /r1 Lösungen 
von f v  k% Lösungen von f v .. . , k v_ Lösungen von f.,_ sämmtlich unter 
einander zusammenfallen, so werden die associirten Wurzeln 
sämmtlich durch die (kt -+- k% -+- ...  kx— l)te Potenz des zu dieser 
Lösung gehörigen Linearfactors theilbar sein. Aus der Gleichung

n =
~  ZZ) . . . ,  Znij * 71, + 2 f • • • zn,+nt) • • • )> ( 1 ^ )

welche für jede Covariante n  vom Index * und den Gradzahlen 
g v  gz, . . . ,  gx in den Coefficienten der Formen f v f v  besteht, 
und in der S£ eine homogene Function *ten Grades ihrer Argu-
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mente bedeutet, folgt jetzt, da die rechte Seite derselben durch 
die i{k{ ■+■ kz-+-...+ ky_— l)tePotenz des zur betrachteten Lösung ge­
hörigen Linearfactors theilbar ist, das Product f [~9l-fz~9i’" f i ~ H 
aber nur die [{i—gA)ky -f (i—g2)kz +  ... 4-(<—gv) P o t e n z  dieses 
Factors enthält,, dass dieser Factor der Covariante II angehören 
muss in der Vielfachheit

i(kx -+-kz +  ... -hkA— 1)—[(«—gx)kx +(*'— </2)^2+  • • • (*’—g*)K] —

~~~ fJl 2̂ 2 +  • • • ~̂~g-/.ky. — i •
Wir haben den Satz:
I s t  e in e  u n d  d i e s e l b e  L ö s u n g  fü r  d ie  G ru n d fo rm e n  

f v  fz> •••> /*> b e z i e h u n g s w e i s e  von d e r  V ie l f a c h h e i t  
kv kz, . . . , k y_, so e n t h ä l t  j e d e  s im u l t a n e  C o v a r i a n t e  d ie s e r  
G ru n d f o rm e n  vom I n d e x  i und  d en  G r a d z a h l e n gv gz, ...,<7* 
in den  C o e f f ic ie n te n  d ie s e r  F o r m e n  j e n e  L ö s u n g  m in ­
d e s t e n s  in  d e r  V ie l f a c h h e i t

g A  + < /A  +  . • + g * h — i .

Aus diesem allgemeinen Theorem fliessen direct die folgenden 
Sätze:

D ie  R e s u l t a n t e  d e r  C o v a r i a n t e  II u n d  d e r  G ru n d ­
fo rm  f r i s t  t h e i l b a r  d u rc h  d ie  D i s c r i m i n a n t e  von f r, 
s o b a ld  2gr >  i, und t h e i l b a r  d u r c h  d ie  R e s u l t a n t e  d e r  
G r u n d f o r m e n  f r un d  f s, s o b a ld  g,.+gs>~i.

D ie  D i s c r im in a n te  d e r  C o v a r i a n t e  II e n t h ä l t  d ie  
R e s u l t a n t e  d e r  G r u n d f o rm e n  u n d  f s a l s  F a c to r ,  
s o b a l d  gr+ g s >  ?'+1, u n d  d ie  D i s c r i m i n a n t e  von f r, 
s o b a ld

Denn nach unserem Theorem ist im ersten Falle jede 
Doppellösung von f r und jede gemeinsame Lösung von f r und f s 
für II eine mindestens einfache, im zweiten Falle eine mindestens 
doppelte Lösung.

Unser Theorem wird uns erlauben, für gewisse Covarianten 
zu schliessen, dass sie verschwinden, wenn von den Lösungen 
der Grundformen an einer oder mehreren Stellen eine gewisse 
Anzahl vereinigt liegt. Denn nach unserem Satze werden wir 
unter Umständen schliessen können, dass diese Stellen Lösungen 
der Covariante von angebbarer Vielfachheit sind, und wenn die

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Assoeiirte Formen. 879

Summe der Zahlen, welche die Vielfachheit dieser Stellen 
angeben, grösser ist als die Ordnung der Covariante, so muss 
diese identisch verschwinden.

10. Wenn wir voraussetzen, dass der Index der Covariante 
n(a?) gleich ist ihrem Grad gt in den Coefficienten von /j, so 
können wir den vollständigen Ausdruck der Resultante von f x(pe) 
und II(a?) angeben.

In diesem Falle lautet die Gleichung (10):

f t 92 (?) • f t 9i (?) • • • f t 9'- ( ? ) 11M  =
—  g ,  j , , 2 n j _ | _ i ,  Z}ll̂ _ 2, . . . ,  * n , + n j  , ) •

Setzt man x  gleich der Lösung ad) von f v  so wird nach 
Art. 6

z{ — — (w— 1)ä2 =  — (ii— 1 )*3 =  . . . =  — (n— l ) z n =

=  (ad) «(8)) (ad) a(3)) (ad) ad)) . . .  (ad) aW). (6)

Durch Substitution von ad) für #  in die obere Gleichung 
kommt also mit Rücksicht darauf, dass jS,- eine homogene Function 
i’ten Grades ihrer Argumente ist,

f i~9z (a(10 •fi~9i(0:̂ )  • • 'f-i~9% («(1)) n 0 (1)) —
=  c[(aW a(2)) (ad) a(3)) («d) ad)). . .  (at1) aH)]*,

wo c einen Zahlenfactor bedeutet. Ähnliche Gleichungen erhält 
man, wenn man für x  statt ad) eine der übrigen Lösungen 
a (2), a(3), . . . ,  a(wi) von f\ substituirt. Multiplicirt man alle so 
erhaltenen Gleichungen mit einander, so kommt:

-« /„n  =  «-[Ay,.Rm ,

wo allgemein jH<fi + die Resultante der Formen y und und A/( die 
Discriminante von f t bedeutet.

Wir haben den Satz:
I s t  II e in e  Co V a r ia n te  d e s F o r m e n s y s t e m s  / ’1, />2,/’3,. /*,

w e l c h e  d ie  C o e f f i c i e n t e n  d i e s e r  F o rm e n  b e z i e h u n g s ­
w e i s e  zum  G r a d e  gv  gz, gv  ■ e n t h ä l t ,  u n d  i s t  d e r
I n d e x  d i e s e r  C o v a r i a n t e  g l e i c h  gv  so h a b e n  w ir  fü r
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d ie  R e s u l t a n t e  d e r  C o v a r i a n t e  u n d  d e r  F o r m  / ' ,  von 
e in e m  n u m e r i s c h e n  F a c t o r  a b g e s e h e n ,  d en  A u s d r u c k

Die Sätze, welche G o rd a n  in seiner Abhandlung „Resul­
tanten von Covarianten“ (Math. Ann., Bd. IV, S. 169) für Formen 
beliebiger Ordnung gegeben hat, sind vereinzelte Specialfälle 
des eben aufgestellten Theorems.

§. 4. Die associirten Wurzeln als homogene Coordinaten in 
einem Baume von n— 2 Dimensionen.

11. Die wichtigste Anwendung welche wir von den asso­
ciirten Wurzeln machen, besteht in ihrer Verwerthung für eine 
geometrische Repräsentation der Covarianten und Invarianten des 
binären Gebiets, welche wohl als äusserst sachgemäss bezeichnet 
zu werden verdient.

Die durch die Gleichungen (4) definirten associirten Wurzeln 
z ,, zv  z3, . . . ,  zn stellen sich als Functionen der Reihe der binären 
Werthe aW, a^2), a(3), . . . ,  «W und x  dar, welche sich, von der als 
Factor hinzutretenden Transformationsdeterminante abgesehen, 
reproduciren, wenn für die Reihe dieser Werthe die Reihe der 
aus ihnen durch eine lineare Transformation entstehenden Werthe 
substituirt wird. Es bleiben also bei einer solchen Substitution 
die Quotienten der Grössen zv zz, z 3, . . . , z n vollständig unge- 
ändert.

Unter diesen Verhältnissen liegt es nahe, die associirten 
Wurzeln, zwischen denen die Relation besteht

-+- zz -\-z3 -+- . ..  -\-zn =  0, (11)

die aber sonst völlig von einander unabhängig sind, als h o m o ­
g e n e  Coordinaten der Punkte eines (linearen) Raumes von n— 2 
Dimensionen zu interpretiren. Man gelangt dadurch zu einer 
geometrischen Deutung für die Invarianten und Covarianten des 
zugrunde liegenden Formensystems /j, f v  / j ,  . . . ,  f \ .

Wir hatten nämlich, wenn II irgend eine Covariante dieses 
Formensystems bedeutet, die identische Gleichung:
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f ‘r HU =

—  Si(%  i ;  •••;  ̂ « ,+ 1 )  ̂ J ij+2  j •••*  ̂ « , + « 25 1; •••;

in der S£ eine ganze homogene Function iten Grades ihrer 
Argumente bedeutet, welche bei Vertauschung von Argumenten 
derselben Gruppe ungeändert bleibt. Als „ B i ld “ d e r  C o v a ­
r i a n t e  ( I n v a r i  a n te )  II so l l  n u n  d ie  F l ä c h e  *ter O r d n u n g  
(von n —3 D im e n s io n e n )  a n g e s e h e n  w e rd e n ,  w e lc h e  
d u rc h  d ie  G le ic h u n g

%%} • • • j +  +  ■ • • ; • • • 1 %n — n'y-i-lj • • • j ^») —  0

g e g e b e n  ist.
Die Untersuchung des Zusammenhanges, der zwischen einer 

Covariante (Invariante) und ihrem Bilde besteht und sich als ein 
äusserst inniger heraussteilen wird, soll dem folgenden Para­
graphen Vorbehalten bleiben; hier soll nur die Natur des ver­
wendeten Coordinatensystems und der Flächen, welche Bilder 
von Covarianten oder Invarianten unseres Formensystems sind, 
eine Untersuchung erfahren.

12. Die verwendete Coordinatenbestimmung ist von den 
gewöhnlichen homogenen Coordinaten nicht wesentlich ver­
schieden. Wir haben eben nur für den (n— 2 )-dimensionalen 
Raum statt (n— 1) unabhängiger homogener Coordinaten, deren n 
eingeführt, welche durch die lineare homogene Relation (11) mit 
einander Zusammenhängen, vermöge welcher irgend eine der 
Coordinaten jederzeit durch die anderen ausgedrückt und damit 
weggeschafft werden könnte.

Die n durch unser Coordinatensystem ausgezeichneten 
Ebenen (von (n— 3) Dimensionen), welche durch die Gleichungen 
gegeben sind

— O; 2̂ — 0, 2g — 0, . . ., Zn — 0,

bezeichnen wir der Reihe nach als erste, zweite, dritte, . . . ,  rate 
F u n d a m e n t a l e b e n e  und sagen, die Ebene %r — 0 sei „zu­
gehörig“ sowohl zur Coordinate zr, als zur Lösung aW der 
agsociirt ist.
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In äusserst einfacher Weise stellen sich in den Coordinaten 
zv z%, wie zuerst Herr F. K l e i n 1 bemerkt hat, die Colli­
neationen dar, welche das n -Flach der Fundamentalebenen in 
sich transformiren. Die Collineation unseres (n—2)-dimensionalen 
Raumes, welche dadurch bestimmt ist, dass man allgemein der 
Ebene z r =  0 die Ebene z s — 0 als entsprechend zuweist, 
erscheint offenbar gegeben durch das System der Gleichungen 
z's — z r . Wir finden also die Coordinaten des dem Punkte mit den 
Coordinaten z yi z %, . . . , z n entsprechenden Punktes, wenn wir auf 
diese Coordinaten dieselbe Permutation ausüben, welche die zu­
gehörigen Fundamentalebenen erleiden. Es wird infolge dessen 
nur einen Punkt geben —  wir nennen ihn den rten  F u n d a ­
m e n t a l p u n k t  — welcher bei allen Collineationen des n -Flachs 
in sich, welche die r te  Fundamentalebene sich selbst zuweisen, 
sich selbst entspricht. Alle Coordinaten dieses Punktes ausser 
der 2,.-Cooi’dinate, müssen nämlich unter einander gleich sein, 
da deren Vertauschung keine Veränderung hervorbringen soll. 
Setzen wir alle diese Coordinaten =: 1, so haben wir in Rücksicht 
auf die Relation (11) für die Coordinaten des r ten  Fundamental­
punktes die Werthe:

%i ~  * 2  =  • • • * , - 1  =  * r + l  =  . . . =  « „ =  1 ,  * r  =  —  ( n — 1 ) .

Es ist jetzt ersichtlich, dass bei allen Collineationen des 
w-Flachs der Fundamentalebenen in sich auch das w-Eck der 
Fundamentalpunkte in sich übergeht, und dass die Fundamental­
punkte genau dieselbe Permutation erfahren wie die zugehörigen 
Fundamen tai ebenen. Die Collineationen des «-Ecks in sich sind 
also identisch mit den Collineationen des w-Flachs in sich, die 
Ebene z r =  0 ist die einzige, welche bei allen denjenigen unter 
diesen Collineationen sich selbst entspricht, bei denen der rte  
Fundamentalpunkt sich selbst zugeovdnet ist. Die Beziehung 
zwischen dem w-Eck und n -Flach erweist sich damit als eine 
reciprok vertauschungsfähige, und ich habe desshalb schon bei 
einer früheren Gelegenheit2 diese beiden Figuren e in a n d e r  
a s s o c i i r t  genannt.

1 Über eine geometrische Repräsentation der Resolventen algebrai­
scher Gleichungen (Math. Ann., Bd. IV, S. 346).

2 Über das Vierseit und sein associirtes Viereck, das Fünfflach und 
sein associirtes Fünfeck. Diese Berichte, Bd. 93.
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Jetzt können wir den geometrischen Charakter der Flächen, 
welche Bilder von Covarianten unseres Formensystems 

sind, in dem folgenden Satze festlegen:
D a s  B ild  e in e r  C o v a r i a n t e ,  b e z i e h u n g s w e i s e  I n ­

v a r i a n t e  d e s  F o r m e n s y s t e m s  f \ ,  f 2, f x vom  I n d e x  i 
i s t  e ine  F lä c h e  «ter O r d n u n g ,  w e lc h e  b e i  a l l e n  j e n e n  
C o l l i n e a t i o n e n  u n s e r e s  (n— 2 ) - d im e n s i o n a l e n  R a u m e s ,  
b e i  w e lc h e n  d ie  e in z e ln e n  G r u p p e n  von  F u n d a m e n t a l ­
p u n k t e n  (und  -E b e n en ) ,  w e lc h e  d en  L ö s u n g e n  d e r  e in ­
z e ln e n  F o rm e n  f v  f z, . . . ,  z u g e h ö r i g  s i n d ,  in  s ic h  t.rans- 
f o r m i r t  w e r d e n ,  e b e n f a l l s  in  s ic h  U b e rg e h t ,  un d  j e d e  
d e r a r t i g e  F l ä c h e  *ter O r d n u n g  i s t  d a s  B ild  e in e r  Co­
v a r i a n t e  o d e r  I n v a r i a n t e  vom  I n d e x *  d es  F o r m e n ­
sy s te m s .

Wir haben damit nur die Eigenschaft der Function 
Si(zv  zz, ; ...)» welche, gleich Null
gesetzt, die Gleichung des Bildes liefert, ausgedrückt, ungeändert 
zu bleiben bei Vertauschungen von Argumenten derselben Gruppe.

13. Es mögen hier noch die Definitionen der Seiten- oder 
Kantenräume und der Diagonalräume des w-Ecks der Funda­
mentalpunkte ihre Stelle finden und die Gleichungen dieser 
Räume aufgestellt werden.

Unter einem S e i te n -  o d e r  K a n t e n r a u m e  des w-Ecks 
der Fundamentalpunkte verstehen wir den linearen Raum von 
r Dimensionen, welcher durch r +  \  von den Fundamentalpunkten 
bestimmt ist, wo r =  1, 2, . . . ,  n — 3. Der Kantenraum von 
n—r —2 Dimensionen, der durch die übrigen n—r— 1 Funda­
mentalpunkte bestimmt ist, soll sein G e g e n  raum  heissen. Ein 
Kantenraum und sein Gegenraum haben einen Punkt mit ein­
ander gemein, der als D i a g o n a l p u n k t  dieser beiden Räume 
bezeichnet werden soll.

Der Kantenraum, welcher durch die r + 1 ersten Funda­
mentalpunkte hindurchgeht, ist gegeben durch die Gleichungen

V̂-h2 --  (-3 --  > • • ■--  %'ti y

sein Gegenranm durch die Gleichungen

* r + l  •
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Dies ergibt sich sofort mit Rücksicht darauf, dass für den 
sten Fundamentalpunkt alle Coordinaten mit Ausnahme der sten 
einander gleich sind.

Den Raum, welcher als Schnitt von zwei oder mehreren 
Kantenräumen entsteht, nennen wir einen D i a g o n a l r a u m .  Ein 
solcher Raum umfasst also die Punkte, welche mindestens zwei 
Gruppen von unter einander gleichen Coordinaten besitzen. Er 
enthält die Fundamentalpunkte, welche den unter einander ver­
schiedenen Coordinaten seiner Punkte zugehörig sind und die 
Diagonalpunkte der Kantenräume, welche durch je eine unter 
den Gruppen gleicher Coordinaten geliefert werden. Eine Ab­
zählung ergibt sofort, dass für einen t -dimensionalen Diagonal­
raum die Zahl der e r w ä h n t e n  in ihm enthaltenen Ecken und 
Diagonalpunkte zusammen gleich f + 2  ist.

§.5. Die Beziehungen zwischen einer Covariante, beziehungs­
weise Invariante und ihrem Bilde.1

14. Für die Entwicklung der Beziehungen zwischen einer 
Covariante oder Invariante und ihrem Bilde wird wieder das 
Gleichungssystem die Grundlage bilden:

=  —  [(a ^  (&a’̂ )  • • • (xaSy>') -(- (xa.^) (x a W) . . .  (xaSn'>)

+  . . .  -+- ( a (1) aW ) (xoc^) (xa. 

z 2 —  —  [ ( « ^  aW ) ( # a ( 3)) . . .  (xcft*)) -+- (of® a(3)) (xaW) . . .  (a ? a ^ )

-4- . . .  4 -  ( a (2  ̂offi) (x a . ( ( x a ^ )  . . .  (xaSn~^y\ (4 )

=  —  [(a^ a^)(xa^)...(xa^n~1̂ ) -h (a^a^ixa^Q vaW ')...(xaftl~x)')

-+- . . . -+- (ocW oftn~ 1)) (Xa^ ) (xoc(3) ) . . .  {xa^l~^')\.

1 Es ist ein merkwürdiges Zusammentreffen, dass die hier behandelte 
geom. Repräsentation für die Co- und Invarianten (für den Fall einer Grund 
form) den Gegenstand einer Arbeit des Herrn W a e ls c h  bildet (Uber ein 
geom. Darstellung in der Theorie der binären Formen, in diesem Bande 
S. 574—585), bei deren Druck die vorliegende Abhandlung bereits der kais. 
Akademie überreicht war. Herr W a e ls c h  hat insbesondere die Resultate 
der Art. 14 und 15 dieser Abhandlung entwickelt und den Zusammenhang 
der geom. Repräsentation mit den H e r m ite ’schen associirten Formen 
erkannt. October 1891.
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Denkt man sich in diesem Gleichungssystem die Lösungen 
aW, a (2), . . . ,  a (w) fest gewählt, x  aber als variabeln Parameter, so 
haben wir die ParameterdarStellung; für eine rationale Curve 
(w—2)ter Ordnung in dem Raume von n —2 Dimensionen vor 
uns, in dem wir zn z2, . . . ,  zn als homogene Punktecoordinaten 
interpretiren. Durch einen jeden beliebig gewählten Werth des 
Parameters x  ist ein bestimmter Punkt der Curve CM_ 2 gegeben.

Setzen wir in die Gleichungen (4) specieli x  — aSr\  so 
erhalten wir die Coordinaten desjenigen Punktes von C'„_2, 
welcher dem Parameterwerthe aM entspricht; es kommt:

— #2 — — Zr—x — '̂ '7*4-3, — * • ■ —

=  —  (aM «W) (aW â 2)) . ..  (aM ')) (a(r) a ^ 1)) (v.ir aM)

—  —  ( « W  « d ) )  ( a M  a ( 2 ) )  . . .  ( « W  « ( — D )  ( « ( > 0  a ( " + 1 ) )  . . .  ( a «  « ( » ) ) .

Dies sind aber (vorausgesetzt, dass mit keiner der 
übrigen Lösungen identisch ist) die Coordinaten des rten Funda­
mentalpunktes. Die Curve Cw_ 2 geht also durch die n Fundamental­
punkte unseres Coordinatensystems und der Parameter x  besitzt 
beziehungsweise in diesen Punkten die Werthe aM, cfi\ . . . ,  aW.

Eine durch die Gleichungen (4) gegebene Curve Cn^_ ist 
eindeutig bestimmt, wenn n Elemente eines rationalen Trägers 
gegeben werden, denen die n Fundamentalpunkte, als Punkte der 
rationalen Curve Cre_ 2 angesehen, in bestimmter Reihenfolge pro- 
jectiv sein sollen.

Wie schon erwähnt, ändern sich nämlich die linken Seiten 
der Gleichungen (4) nur um denselben Factor, wenn das System 
der binären Werthe «W; . . . ;  durch ein
beliebiges ihm projectives Werthsystem ersetzt wird, d. h. durch 
ein binäres Werthsystem, welches aus dem genannten durch eine 
lineare Transformation hervorgeht.

Wir erkennen jetzt, dass durch einen beliebigen Punkt 
unseres (w—2 ) - dimensionalen Raumes nicht mehr als eine unter 
den Curven C„_2 hindurchgehen kann. In den Coordinaten z v z2,

zn irgend eines Punktes einer solchen Curve haben wir 
nämlich n Werthe, welche, als Parameter von n Elementen eines 
rationalen Trägers aufgefasst, n Elemente definiren, die der

S itz b e r .  d. m a th e m .-n a tu rw . Cl. C . B d . A b th .  I I .  a. 59
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Reihe nach projectiv sind den n Fundamentalpunkten auf der 
Curve. Denn diese Punkte entsprechen auf der Curve den 
Parameterwerthen aW, aP\ «W, welche mit den associirten 
Wurzeln (nach Art. 3) durch die Gleichungen

n \2a?i 1 d&2 2
■̂ 2 x p  +  a ? ^ )

Zusammenhängen.
Wir haben den folgenden Satz:
D u rc h  d a s  S y s te m  d e r  G le i c h u n g e n  (4) i s t  d i e j e n ig e  

R a t i o n a l c u r v e  (n — 2)ter O rd n u n g  d a r g e s t e l l t ,  w e lc h e  
d u r c h  d ie  n F u n d a m e n t a l p u n k t e  d es  C o o rd in a te n -  
s y s t e m s  h i n d u r c h g e h t  u n d  in  d i e s e n  P u n k te n  b e z ie ­
h u n g s w e i s e  d ie  P a r a m e t e r  w e r th e  oft),
b e s i tz t .

Wir sind berechtigt, unser Resultat in dieser Form auszu­
sprechen, weil die Zählung der Constanten einer rationalen Curve 
(ii— 2)ter Ordnung in einem Raume von n —2 Dimensionen ergibt 
dass für eine solche Curve nicht mehr als n + 1 Punkte beliebig 
angenommen werden können. Die Eindeutigkeit der Bestimmung 
durch n + 1 unabhängige Punkte ist aber oben implicite bewiesen.

15. Jetzt fällt volles Licht auf die Beziehung zwischen einer 
Covariante oder Invariante II und ihrem Bilde.

Dieses Bild war gegeben durch die Gleichung

S i ( z  i ; ^ 2 ?  ‘ ' • J Z n, j 2,,, . f - i, Z ü 2+ 1  ; • • • , £ „  )  —  0 ,

wenn die Gleichung

f t - O ' f t 9* f t 9' n =
—  S i ( % i f Z  g ,  . .  . ,  Z „ t j Z Ul± i ,  Z „ t j _ 2 } . . . ,  Z „ t-f-ns , . . . )  ( 1 0 )

eine Identität wird, sobald in derselben für z v z 2 , . . . , z n ihre 
Werthe aus den Gleichungen (4) eingesetzt werden.

1 Eine Curve (n—2)t er Ordnung im (n—2 )-dimensionalen Raume kann 
erzeugt werden durch zwei collineare Strahlenbündel (Systeme aller Strahlen, 
welche im (n—2 )-dimensionalen Raume durch einen Punkt gehen). Von 
dieser Erzeugung ausgehend beweist man dann sofort die eindeutige 
Bestimmung der Curve durch n-h  1 unabhängige Punkte.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Assoeiirte Formen. 887

Dem letzten Artikel zufolge heisst, für %v z2) %n die 
Werthe aus (4) in die Gleichung; (12) des Bildes Si substituiren, 
nichts anderes als die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
rationalen Raumcurve (n—2)ter Ordnung C„_2 einsetzen, welche 
durch die n Fundamentalpunkte hindurchgeht und auf welcher 
dieselben der Reihe nach den Parameterwerthen a(2), . . . ,  aW 
entsprechen. Diejenigen Werthe des Parameters a?, welche jetzt 
der Gleichung (12) genügen, sind also die Parameterwerthe jener 
Punkte der Curve C'„_2, welche auf der Bildfläche S t liegen. Allein 
die linke Seite der Identität (10) lässt erkennen, dass die (n—2) i 
Werthe des Parameters a?, welche man so erhält, bestehen: aus 
den je ( /— ^ - f a c h  zählenden Lösungen aW, aP\ . . . ^ W  yon f v  
den je  ( i - g z)-fach zählenden Lösungen aK +2); . . . ? «(»!+«*)
v o n / ‘2J . . . ,  den je (i— </x)-fach zählenden Lösungen von f  und 
aus den Lösungen der Covariante II. Mit Rücksicht darauf, dass 
für jede Curve C'„_2 die Parameterwerthe aW, . . . ,  «W die 
Fundamentalpunkte liefern, schliessen wir:

W ä h l t  m an  n b e l i e b i g e  P u n k t e  e in e s  (?i—2)-d im en -  
s i o n a l e n  R a u m e s  a ls  F u n d a m e n t  a lp  u n k te  u n d  w e i s t  
s ie  e in z e ln  d en  L ö s u n g e n  d e r  F o r m e n  d e s  F o r m e n ­
s y s t e m s  zu, d a n n  e r h ä l t  m an  d a s  B i ld  S (
e in e r  b e l i e b i g e n  C o v a r i a n t e  II vom I n d e x  i und d en  
G r ad  z a h le n  gx, g.A in  d en  C o e f f ic i e n te n  d e r  F o rm e n ,  
w e n n  m an  a u f  j e d e r  d u rc h  d ie  F u n d a m e n t a l p u n k t e  
h i n d u r c h g e h e n d e n  U n i c u r s a l c u r v e  (n— 2)*er O r d n u n g  
fü r  d ie s e  P u n k te ,  w e lc h e  g r u p p e n w e i s e  d en  F o rm e n  
f \ ,  f z , e n t s p r e c h e n ,  d ie  c o v a r i a n t e  P u n k t g r u p p e n
v e r z e ic h n e t .  D ie  s ich  e r g e b e n d e  F lä c h e  S£ i s t  von d e r  
■iten O rd n u n g  u n d  b e s i t z t  in j e d e m  e in e r  L ö s u n g  d e r  
F o rm  f r z u g e h ö r ig e n  F u n d a m e n t a l p u n k t e  e in e n  (i —g,.)- 
f a c h e n  P u n k t .

Ist jedoch II eine Invariante, so schliessen wir vermöge der 
obigen, auf die Identität (10) gegründeten Überlegung, dass ihre 
Bildfläche S ( von einer beliebig durch die Fundamentalpunkte 
gelegten Unicursalcurve Cn- 2 n u r in den Fundamentalpunkteu 
getroffen wird, und zwar fallen in jeden, einer Lösung der Form 

zugeordneten Fundamentalpunkt i—gr von den (n—2) i  Schnitt­
punkten hinein. Eine Ausnahme bilden nur jene Curven C„_2, auf

5 9*
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welchen das System der Parameter öS1), oft1) der Funda­
mentalpunkte so beschaffen ist, dass II r= 0 wird; dann ist aus 
(10) zu ersehen, dass die Gleichung (12) für jeden Werth von x  
erfüllt ist. Unser Resultat lautet daher:

L e g t  m an  d u rc h  n b e l i e b i g e  P u n k t e  e in e s  (n— 2)- 
d i m e n s io n a l e n  e b e n e n  R a u m e s ,  w e lc h e  e in z e ln  den  
L ö s u n g e n  d e r  F o rm e n  f v f z , z u g e h ö r ig  s in d ,  d ie ­
j e n i g e n  Uni cu r  s a l c u r v e n  (n— 2)ter  O rd n u n g ,  a u f  w e lc h e n  
d i e s e  P u n k te  e in  S y s te m  b i ld e n ,  fü r  w e lc h e s  d ie  In ­
v a r i a n t e  II d es  F o r m e n s y s t e m s  v e r s c h w in d e t ,  so e r fü l le n  
d i e s e l b e n  d a s  B i ld  S£ d e r  I n v a r i a n t e  II. I s t  d ie s e  vom 
I n d e x  i u n d  dem  G ra d e  gr in den  C o e f f ic i e n te n  von f r, 
so i s t  d ie  B i ld f l ä c h e  S£ von d e r  «ten O rd n u n g  u n d  h a t  
in  j e d e m  e in e r  L ö s u n g  von /'. z u g e h ö r ig e n  F u n d a m e n t a l ­
p u n k t e  e in e n  (i—g, .)-fachen P u n k t .

Die Vielfachheit der Fundamentalpunkte für das Bild S£ der 
Covariante (Invariante) II war aus der Anzahl der Schnittpunkte 
von Si mit einer beliebigen, die Fundamentalpunkte enthaltenden 
Unicursalcurve Cn_ 2 geschlossen worden, die in die einzelnen 
Fundamentalpunkte hineinfallen. Man kann dieselbe Erkenntniss 
auch auf directerem Wege erlangen.

Hält man in den Gleichungen (4) die binären Werthe oft1), 
oft*), oft1) und x  fest und sieht a^1) als Parameter an, so wird 
durch diese Gleichungen der Ort des Punktes mit dem Parameter- 
werthe x  auf allen jenen Curven C'n_ 2 gegeben sein, auf welchen 
der 2te; ßte? 7lte Fundamentalpunkt beziehungsweise die 
Parameterwerthe oft1), a(3), . . . ,  oft1) besitzt. Da der binäre Para­
meter ctW in den Gleichungen (4) linear vorkommt, so erweist 
sich der genannte Ort als Gerade, und zwar als Gerade durch 
den ersten Fundamentalpunkt, der dem Parameterwerthe aWrz x  
correspondirt.

Man wird desshalb die Schnittpunkte von S£ mit einer be­
liebigen Geraden durch den ersten Fundamentalpunkt bestimmen, 
wenn man in den Gleichungen (4) ct )̂, oft"), oft1) und x  beliebig 
wählt, die Werthe von zv  zz , . . . , z n in die Flächengleichung (12) 
einsetzt und diese nach oft1) löst. Allein die Identität (10) sagt, 
dass von diesen Lösungen i—gl lauten x \  die übrigen sind
dann Lösungen der Gleichung II =  0, welche, da sie die Coeffi-
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cienten von f t im ^ tten Grade enthält, jede der Lösungen von f\  
im Grade enthalten wird, wenn man diese an Stelle der 
Coefficienten einfuhrt.

16. Unsere geometrische Repräsentation für die Co- und 
Invarianten des Formensystems f v  f i7 ist so geartet, dass
innerhalb derselben geometrische Bilder für alle Specialfälle vor­
handen sind, welche entstehen, wenn man dem Systeme der Ver- 
schwindungselemente der Formen irgend einen speciellen projec- 
tiven Charakter zuschreibt. Ein besonderes Interesse dürfen die 
Specialfälle beanspruchen, welche dadurch entstehen, dass man 
Verschwindungselemente der Formen gruppenweise
zusammenfallen lässt.

Wir machen zunächst die Voraussetzung, dass von den 
n Werthen . . . ,  irgend welche k untereinander zu­
sammenfallen, und es sei die Bezeichnung so gewählt, dass die 
zusammenfallenden Lösungen sind aW a(2) := a(*). Wir
haben damit unsere frühere Bezeichnungsweise verlassen, nach 
welcher die nx ersten unter den Werthen aW, «<2), . . . ,aW  die 
Lösungen von f\,  die n% folgenden die von u. s. f. bedeuteten 
Jetzt soll ganz unbestimmt bleiben, in welcher Reihenfolge diese 
Werthe den Formen f v  f %, . . . ,  f x zugehören.

Die Gleichungen (4), welche die associirten Wurzeln liefern, 
gehen, wenn oW — effl — über in:

=  = . . . = * * =  i  (ar««)*“ 1 {(«(!) a ^ 1)) ( x  a^ + 2)) (xot-k+V)

{x  aM) -f- (a ^  a*+2) (x aß+V') (x  a^+ 3)) . . . { s c  aM) -+-. . . }

Zi+1 -  i  (-pa(i))*-i ^ («(H D afi^a .atH 2) ) ^ « ^ ) )  , . .  

{ x «(»)) +  ^ + V \ x  «(!)) {sc a^+3)) {x  «(*+J>) . . .  (ar«M) +  . . . }
•(5)

zn — —  {x<x.W')k~~1 {^(aWal1)) (a?a(*+2))

, {xoc^n~1'>) -+- (aW«(i+1)) {xaW) (a7a^+2))(a,a(i'+3)) ... {xaSn~ r>) +  ...}

Hält man in diesem Gleichungssystem die Werthe der 
Lösungen <x fest und lässt den Parameter x  variiren, so beschreibt
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der Punkt mit den Coordinaten zv  zz , ..., zn eine Unicursalcurve 
Cn_k. v o n  der Ordnung n — k — 1, deren Parameterdarstellung 
wir in den Gleichungen (5) vor uns haben, da der gemeinsame 
Factor bei den h o m o g e n e n  Coordinaten zu z2, . . . , z n weg­
gelassen werden darf. Nur für den Werth des Parameters x-=<xW, 
für den dieser Factor verschwindet und der durch die Gleichungen 
(5) gegebene Punkt unbestimmt wird, ist diese Weglassung 
nicht zulässig.

Wir schliessen, dass, wenn man durch eine bestimmte 
Variation der Lösungen aW, a^ \  . . . ,  zu unserem Specialfalle 
übergeht, die durch die Gleichungen (4) gegebene Curve Cw_ 2 
zerfällt in die Curve , welche die gesammte Parameterver-
theilung trägt, und eine Curve (ä— l)ter Ordnung (welche von 
der Art des Grenzüberganges abhängen kann), deren Punkte 
sämmtlich dem singulären Werthe aW desParameters entsprechen.

Die Curve liegt, wie aus (5) ersichtlich ist, ganz in
dem (n— lc— 1)-dimensionalen Kantenraume K  des w-Ecks der 
Fundamentalpunkte, der durch die Gleichungen zx — zz zh
gegeben ist, d. h. in dem Kantenraume, welcher durch jene 
Fundamentalpunkte bestimmt ist, welche den isolirt liegenden 
Lösungen a zugehörig sind. Diese n — k — 1 Fundamentalpunkte 
entsprechen, wie aus den Betrachtungen über die Curve C„_2 des 
allgemeinen Falles folgt, auf der Curve der Reihe nach
den Parameterwerthen a ^ 1), c#+2), . . . ,  «W.

Dem singulären Parameterwerthe x  — aW entspricht auf der 
Curve Cn-K—x der Diagonalpunkt des Kantenraumes K, in dem 
die Curve liegt. Denn durch Einsetzung von x  — aW in die vom 
Factor ( x u W y—1 befreiten linken Seiten der Gleichungen (5) 
ergeben sich die Coordinaten werthe:

'& — • 1 * — — -__ -  («(!) «(*+1)) («(1) «(*+2)) («(1) «(»))
11

Zk+ 1 --%k-f 2 — • • • --- 'n —

Wir haben also in dem Kantenraume K  für die Curve Cn-k-i 
n — £ +  1 feste Punkte, welche beziehungsweise den Parameter­
werthen aPc+l\  c/Sk+ - \ ..., aSn) und aW entsprechen, und durch jeden
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weitereu Punkt dieses Raumes geht e in e  solche Curve hindurch 
(vergl. Art. 14).

Die im letzten Artikel erkannte Bedeutung der Schnittpunkte 
einer Curve Cw_ 2 mit dem Bilde S ( einer Covariante II liefert im 
vorliegenden Specialfalle den Satz:

In  d em  S c h n i t t e  S,(K)  d es  B i ld e s  £,■ e in e r  C o v a r i a n t e  
o d e r  I n v a r i a n t e  II mit dem d u r c h  n — k u n t e r  d en  F u n ­
d a m e n t a l p u n k t e n  b e s t i m m t e n  K a n te n  ra u m e  / f  h a b e n  w ir  
d a s  B ild  dev C o v a r i a n t e ,  b e z ie h u n g s w e i s e  I n v a r i a n t e  n  
u n te r  d e r  s p e c i e l l e n  V o r a u s s e t z u n g ,  d a s s  d ie  L ö s u n g e n  
d e r  F o rm e n  f v f z , w e lc h e  den  k n ic h t  im K a n te n -
ra u m e  K  g e l e g e n e n  F u n d a m e n t a l p u n k t e n  z u g e h ö r ig  
s in d ,  u n t e r e i n a n d e r  z u s a m m e n fa l l e n .  Man e r h ä l t  d ie s e s  
B ild  Si{K),  w enn  m an  a u f  j e d e r  U n i c u r s a l c u r v e  (11—k— l ) t e r  
O rd n u n g  im (11— k — l ) - d i m e n s i o n a l e n  K a n te n r a u m e  I(y 
w e lc h e  d u rc h  d ie  in  d ie s e m  R a u m e  g e l e g e n e n  F u n d a ­
m e n t a l p u n k t e  u n d  d u rc h  s e in e n  D i a g o n a lp u n k t  h in ­
d u r c h g e h t ,  von d e n e n  d e r  l e t z t e  den  z u s a m m e n fa l le n -  
d en  L ö s u n g e n  des  F o r m e n s y s t e m s ,  d ie  e r s t e n  den  
g e t r e n n t  l i e g e n d e n  z u g e h ö r i g  s in d ,  d ie  C o v a r ia n te  n  
d i e s e r  P u n k t e  c o n s t r u i r t ,  b e z ie h u n g s w e i s e  j e n e  u n te r  
d en  C u rv en  v e r z e i c h n e t ,  a u f  w e lc h e n  d ie  I n v a r i a n t e  II 
fü r  d ie s e  P u n k te  v e r s c h w in d e t .

Wir wollen jetzt annehmen, dass es unter den Lösungen 
et*1), a<2), . . . ,  aM der Form f \ , f z , --.yf,. mehrere Gruppen von ein­
ander gleichen Werthen gibt. Es sei:

a ( l l )  _  a (12) _ _  _ a Va)= a . a (21) _  a (22) _  —  « ( 2 * ) —  ß ;

c/S1 ■*) ~  — —  c/S, s  ̂ z z :  o  ,

wo die doppelten Indices der a. mit den Zahlen 1, 2, 3, . . . ,  n in 
gewisser Reihenfolge übereinstimmen, so dass a -+- b +  4 -
+  .s =  n.

Von den Zahlen a, b, . . . ,  s sind mindestens 2 von der Einheit 
verschieden angenommen, denn sonst würden wir auf den schon 
behandelten Fall zurückfallen.

Die Gleichungen (4) lauten unter den gemachten Voraus­
setzungen:
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. [6 (aß) (.177) (a?ö) ...  (a?<r) +  c (ay)(xß) (xd) . . .  (xa) +  . . .  ] 

*21 =  ***= = z 2ö =  X-(xcc)a- 1( x ß y ~ 1 ( x a j - 1 .

. [a (ßa) (xy) (xd) .. .  (xa) +  c (ßy) (xa.) (xd) . . .  (xa) +  . . .  ]

z n — z t 2 — = z tt =  —  (x a )a- 1(x ß ) l ~1. . .  (xa )8- '
n

. [a (aa) (xß) (xy) +  b (aß) (xa) (xy)
In diesen Gleichungen haben wir die Parameterdarstellung

für eine Unicursalcurve 6̂ _2 von der Ordnung n — 2 — (a— 1) —
—  (b— 1 ) . . .  — (s — 1) = t  — 2, w elche in dem Diagonalraume D 
liegt, der durch die Gleichungen zn  =. zl2z=. ..  =  z la-, zZi =  z22~  
=  m  Z26- ztl — zt2— — zts gegeben  ist. Setzt man in
die Gleichungen der Curve Ct_ 2 x  — a, so kommt

y --  ^12 --  --  *-*a
*81 — *82 — ' •' *25 — *31 — *32 — * ’ - *3c — — **1 — ‘ * — *<«>

d. h. der Diagonalpunkt des Kantenraumes zn — zV2~  . . .  — z la 
beziehungsw eise ,  w enn a —  1, der z tl zugehörige Fundamental-  
punkt liegt auf der Curve C,_2 und entspricht dem Parameter­
werthe x  — a. Hieraus ziehen wir jetzt ganz ähnlich w ie oben  
das Resultat:

In  d e m  S c h n i t t e  S £(D) d e s  B i l d e s  S £ d e r  C o v a r i a n t e  
( I n v a r i a n t e )  II m i t  d e m  D i a g o n a l r a u m e  D h a b e n  w i r  
d a s  n a c h  d e n s e l b e n  P r i n c i p i e n  w i e  S£ c o n s t r u i r t e  B i l d  
f ü r  d i e  C o v a r i a n t e  ( I n v a r i a n t e )  II u n t e r  d e r  s p e c i e l l e n  
V o r a u s s e t z u n g ,  d a s s  v o n  d e n  L ö s u n g e n  d e r  F o r m e n  
/ u / 2 ’ • •■>/* i m m e r  j e n e  u n t e r  e i n a n d e r  z u s a m m e n f a l l e n ,  
w e l c h e  e i n e r  G r u p p e  v o n  a u s s e r h a l b  d e s  D i a g o n a l ­
r a u m e s  D g e l e g e n e n  F u n d a m e n t a l p u n k t e n  z u g e h ö r i g  
s i n d ,  d i e  so  b e s c h a f f e n  i s t ,  d a s s  d e r  D i a g o n a l p u n k t  
d e s  d u r c h  s i e  b e s t i m m t e n  K a n t e n r a u m e s  im D i a g o n a l ­
r a u m e  D l i e g t .  D i e s e m  D i a g o n a l p u n k t e  i s t  d a n n  d ie  
d e n  F u n d a m e n t a l p u n k t e n  d e r  G r u p p e  z u g e h ö r i g e  
L ö s u n g  z u g e h ö r i g .

D ie Bedeutung der Betrachtungen dieses Artikels besteht 
darin, dass sich zeigt, dass die Schnitte der F läche S£ mit den
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Kanten- und Diagonalräumen des w-Ecks der Fundamentalpunkte, 
durch niedrigere Theorien geliefert werden. Denn man wird unter 
Umständen aus den Eigenschaften dieser Schnitte Aufschlüsse 
Uber die Fläche erlangen und also vermöge von Sätzen der 
niedrigeren Theorie Sätze der höheren allgemeinen Theorie auf­
stellen können.

17. Wir wollen zum Schlüsse noch ein Wort Uber die Anwen­
dungen sagen, welche die Einführung der associirten Wurzeln 
und deren geometrische Interpretation gestattet.

Dass die bekannten Sätze der Formentheorie jetzt in g eo ­
metrische Sätze umgesetzt werden können, braucht kaum hervor­
gehoben zu werden, nur dass sich dabei auch Theoreme ergeben, 
welche von geometrischem Interesse sind, wäre zu erwähnen.

Die algebraische Bedeutung der in Rede stehenden geometri­
schen Interpretation liegt in ihrem Zusammenhange mit gewissen 
Betrachtungen von C leb  sch  und F. K le in  (Math. Ann., Bd. IV,
S. 284 f. und S. 346 f.), welcher zu erörtern sein wild. Ausserdem 
haben wir in den associirten Wurzeln ein geeignetes Hilfsmittel 
fUr das Studium der invariantiven Bildungen von n Linearformen, 
welche bei einer beliebig fixirten Gruppe von Vertauschungen 
dieser Linearformen unter einander ungeändert bleiben. Es sind 
dies Bildungen, auf welche man von geometrischer Seite her 
vielfach geführt wird.

Von Interesse sind die sich ergebenden invarianten-theo­
retischen Sätze über Resultanten undDiscriminanten von Covarian­
ten und über Syzygien, welche die geometrische Interpretation 
nahe legt.

Alle diese Betrachtungen sollen einer umfassenderen Dar­
stellung des Gegenstandes Vorbehalten bleiben. Hier handelte 
es sich vor Allem darum, an einer Reihe von Beispielen die Er- 
spriesslichkeit der Einführung der associirten Wurzeln in die 
Invariantentheorie darzuthun.
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