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Uber arithmetische Progressionen, in denen Anfangs-
glied und Differenz theilerfremd sind

von

Leopold Gegenbauer,
e. M. k. Akad.

Im § 11 des vierten Haupttheiles seiner ,Théorie des
nombres* hat Legendre eine allgemeine Formel zur Bestim-
mung der Anzahl jener Glieder einer arithmetischen Progression,
in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, ange-
geben, die durch eine Reibhe von gegebenen Primzahlen nicht
theilbar sind, und mit Hilfe derselben mehrere interessante zahlen-
theoretische Sitze iiber arithmetische Progressionen aufgestellt,
von denen allerdings die Behauptung, dass alle in einer vor-
gegebenen Zahl « nicht enthaltenen Primzahlen sich auf die
@(a) verschiedenen Progressionen mit der Differenz «, deren
Anfangsglieder die zu « theilerfremden ganzen Zahlen des Inter-
valles 1...a sind, gleichmissig vertheilen, sich als nicht stichhiltig
erweist, was iibrigens auch schon daraus hervorgeht, dass, wie
Herr Tchebyechef im Jahre 1878 bewiesen hat und eine Durch-
musterung der Primzahltafeln bestitigt, die Primzahlen von der
Form 4s+1 bedeutend zahlreicher sind, als diejenigen von der
Form 4s54-3. Die angezogene Legendre’sche Formel, welche
in der letzten Zeit ziemlich in Vergessenheit gerathen zu sein
scheint, ist nur ein Glied in einer langen Kette von wichtigen
zahlentheoretischen Sitzen iiber arithmetische Progressionen,
von denen mehrere in der vorliegenden Mittheilung abgeleitet
werden sollen.

§. 1. Da simmiliche Wurzeln der Congruenz ersten Grades

ax =0 (mod.=z),
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wenn « und =z theilerfremd sind, durch die Linearform e, +mk
gegeben werden, wo o, die unterhalb » liegende positive Wurzel
derselben vorstellt, so sind die durch x theilbaren Glieder der
arithmetischen Reihe

a—b, 2a—b, 3a—b, .... na—b («>0; a=>0b), 1)

in welcher Differenz und Anfangsglied, also auch « und & theiler-
fremd sind,

a,a—b, (e, +x)a—b, (e, +2%)a—b,

(a,_+ g [%]_11 ) «—b, eventuell (a,.+ [L/‘] x) a—b> ,

wo das zuletzt erwihnte Glied offenbar nur dann auftreten kann,
wenn der bei der Division von 7 durch x verbleibende Rest ¢,
nicht kleiner als «, ist. Aus der Gleichung

n
n — [—]x—i—el
x

[4]-[===1,

je nachdem «,<¢, oder a,=¢, ist, und daher ist allgemein das
grosste der durch x theilbaren Glieder der vorgelegten Progression

(a7_+ [nx—i‘J >¢> a—>0,
%

so dass also ihre Anzahl gleich

5] = e

X %

folgt die Relation

ist. Nun ist aber of — z—a, die kleinste positive Wurzel der
Congruenz
ar=—>5 (mod. x)

und desshalb hat man das folgende von Legendre a. a. O.
gefundene Resultat:
Von den ersten = aufeinanderfolgenden Gliedern der arith-
metischen Progression
68%
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a—b, 2a—0b, 3a—0, (a=>0; a > b),

deren Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, enthalten
[n+a£_
k.3

] die zu « theilerfremde ganze Zahl x als Factor, wo o/
die kleinste positive Wurzel der Congruenz

ax+b=0 (mod. x)
vorstellt.
Es seien f(x) und g(«) zwei fiir alle in Betracht kommenden
ganzzahligen Werthe von 2 existirende, im Ubrigen ganz will-
kiirliche Functionen und

ha) = N 1(5) 9@, 2)

wo die Summation beziiglich 4 tiber alle Theiler der ganzen
Zahl & auszudehnen ist. Es soll nun zunichst die Summe

r=n

Z h(Aa —b)
r=1

untersucht werden. Nach den eben gemachten Erorterungen ist
derjenige Theil derselben, welcher sich auf irgend einen be-
stimmten Theiler y eines Gliedes der arithmetischen Progression
1) bezieht

\
ac,

9(9) {f(_;b) "‘f(" + aa_,,y—-_b> +f'<2a+a—%iy—b) + ...+

Y
.([n—ayJ aa_,,—b)
+f “+4+ — | =
Y Y

und demnach hat man, da nur zu « theilerfremde Zahlen, diese
aber siimmtlich als Theiler der Glieder der arithmetischen Reihe
anftreten konnen, die Gleichung
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i’l@“—@—»_gﬂ 5o s
wo - -
=
(22 Y it
P-=[n-%] toty—
2 (u.a+———b>
ist. -

Da die Function % (z) in Bezug auf die Funectionen /() und
g () vollkommen symmetrisch ist, so folgt aus der eben aufge-
stellten Gleichung die bemerkenswerthe Relation

wo

x=na—>b

) e =3 o (e, o

-

&

ist.
Ist « =2, b =1, handelt es sich also um die Progression
der ungeraden Zahlen, so ist 2 ungerade und

, _ao—1 z+1
% =5

die Gleichungen 3) und 4) gehen demnach in diesem Falle in die
folgenden {iber:
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T=

S‘h(m 1)_5 F([Z 5+ %Dg(?x—l)

So([t o 3 seen = Sel[fmbe e

€r= x=1
Es magnoch darauf hingewiesen werden, dass jedesmal, wenn
'z
. " . n—+a, n .
@ ein Theiler von » ist, [——*] == wird.
@

Es soll nun eine Reihe von besonders interessanten speciellen
Fdllen dieser allgemeinen Formeln aufgestellt werden, die zu
bemerkenswerthen Theoremen fiihren.

§. 2. Die Function f(2) sei so beschaffen, dass fiir alle ganz-
zahligen Werthepaare 2, y

fl@y) = [ (@) (y)
ist, und es habe g(2) den Werth O, wenn « keine rte Potenz ist
oder einen von p,, p,, ..., ps verschiedenen Primfactor enthilt,
in allen anderen Fillen aber den Werth f(«)f,(2). Alsdann ist

/
h(@) = f(2) ( Df &?)) poes 2

wo die Summation beziiglich 4, iber alle Theiler der ganzen
Zahl z zu erstrecken ist, deren complementirer Divisor eine

rte Potenz ist, und mit (Z fa (“')> die Summe der Werthe

Pry Py oo Ps

bezeichnet wird, welche die Funetion f>(#) annimmt, wenn fiir
ihr Argument nur jene von den durch z bezeichneten ganzen
Zahlen genommen werden, die lediglich aus den Primzablen
Pis P2 - -5 Ps zusammengesetzt sind, Fiir die durch Gleichung 5)
definirte specielle Function 4 () besteht nach den obigen Ent-
wicklungen die Gleichung

r=n

/V‘ h(da—b) =

_ (m[%l*" | (jete ) (i—f)/’(w’)fi(w")) 6

L D1y Pov -0 Py
z=1
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=\ (=)

w=1

wo

!
- [7z+a ]

Zli“;D — 2 fla(Qw— o)) — b)fl( 2 af;+_b\)

xr

|

/
h=1

]
Z fla(A@+ea)—b)f ()«a

o, — b)
@

ist und die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene
Werthe von A zu nehmen sind, fiir welche die zugehdrigen Argu-
mente der Function f;(y) rte Potenzen sind.
Es mogen nun einige von den zahlreichen interessanten
Relationen, welche in 6) enthalten sind, ndher erdrtert werden.
«) Ist

r=1, fi(e) = p(2),

so wird

<zfl(j>)p,,,, —H L+ ()}

d,

wo das Product beziiglich A iiber alle Primtheiler von 2 auszu-
dehnen ist, und =, den Werth 1 oder O hat, je nachdem A <s
oder A= s ist. Diese Gleichung zeigt, dass h(«x) den Werth f(x)
oder O besitzt, je nachdem x zu dem Producte p,, p,, ..., p,,
welches zur Differenz « der arithmetischen Progression 1) relativ
prim sein soll, theilerfremd ist oder nicht, und daher stellt in
diesem Falle der auf der linken Seite der Gleichung 6) stehende
Ausdruck die Summe derjenigen Werthe vor, welche die Function
f(z) annimmt, wenn ihr Argument jene Glieder der erwihnten
arithmetischen Progression durchliduft, welche zu diesem Producte
theilerfremd sind. Man hat demnach fiir diese Summe die zwei
Ausdriicke
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ye=na—>b

|2 A=) Cro]
() (2

PryPay ooy Py

)

WO

(S PR e s

_ (- 250 (Ot )~ )

ist.
Ist
s = O(na—0b),

d. i. stellen die Zahlen p,, p,, ..., p, alle Primzahlen des Inter-
valles 1...na—b vor, so ist nur dann ein zu dem Producte der-
selben theilerfremdes Glied in der arithmetischen Progression 1)

vorhanden, wenn a—& —1 ist, und demnach sieht man, dass
die Summen

x=na—b r=na—>b

> (e, 3w (2E)(E)

=1 x=1

den Werth f(1) oder O besitzen, je nachdem a—b =1 oder
a—b > 1 ist. Als ganz specieller I'all ist in diesem Satze die
bekannte Formel

Lr=n

5[z

enthalten,
Nimmt man

s =0 (\/;za—b),
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so sind nur jene Glieder der arithmetischen Progression 1) zu
dem Producte p, p, ps theilerfremd, welche Primzahlen des
Intervalles \/7a—b ... na—b sind, und eventuell noch die Zahl
1, falls a—& = 1 ist. Die Ausdriicke 7) stellen daher in diesem
Falle die Summe der Werthe vor, welche die Function f(z)
annimmt, wenn ibr Argument jene Glieder der arithmetischen
Progression 1) durchliuft, welche Primzahlen des eben genannten
Intervalles sind, eventuell noch vermehrt um f(1).
Wird in den Ausdriicken 7) speciell

f@) = a5 a)(x)
gesetzt, so entstehen die Gleichungen

r=na—b

’ 71 2
wm= Y = ("))
' =1 ’ PryPav oovy Py
x=na—>b
(505
= 2 w A1) )
=1 Py Py Py
r=na—1b -
N n+ol\ fa?
AE:;%(@:( (= D(;)“z@)
=1 P1y Doy ooy Py
e n+ L\ [ a®
(3 () o]
;.: ' ’ Py, P2y ' Dy
wo
’n+«;
[
S,’([’H-am): Z <M_aa;+_b>t
z | @
A=1
AN ;[":_«'I] h
J\/Ix<["—{:af ): P_(}(L—aal+—> ({)a:—ai}a—b)‘
’ =1
o]
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n+fl_’l.
17 ):[ z ] b ! 4
n—+c, aol+ e, 0\ .
O | —=2) = e — —= = 2=

M, (\[ x J) H"()a @ >< x >(/_2)
=1

ist und

gof,’)b (n) die Summe der xten Potenzen derjenigen Glieder der

arithmetischen Progression 1) vorstellt, welche durch keine der
Primzahlen p,, p,, ..., p, theilbar sind,

Aff,)b () aber den Uberschuss der Summe derjenigen von diesen
Potenzen, deren Basen aus einer geraden Anzahl von (gleichen
oder verschiedenen) Primzahlen zusammengesetzt sind, tiber die
Summe der iibrigen.

Setzt man in der ersten von diesen speciellen Formeln x =0,
so erhdlt man fir die Anzahl der zum Producte p, p, P
theilerfremden Glieder der arithmetischen Progression 1) einerseits
den im Anfange erwihnten von Legendre ermittelten Ausdruck

Y ) )

o—1 PriPay ooy Py

anderseits die neue Darstellung

Tl

\ =1

Nimmt man in den obigen Entwicklungen fiir & zwei ver-
schiedene von den zu « theilerfremden ¢(«) Zahlen des Inter-
valles 1...«—1 b, und b,<b,, so konnen auch die einander

/
entsprechenden zugehorigen grossten ganzen Zahlen [Zl_;a”}

sich hochstens um eine Einheit unterscheiden, und demnach kann
auch die Differenz der beziiglichen eben ermittelten Summen 7)
nicht mehr betragen als

S

z=1 PiaPay vy P
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I+
n-oy

wo mit [ J die grossere der beiden einander entsprechenden

ganzen Zahlen bezeichnet wird. Man sieht demnach, dass die
Anzahlen derjenigen Glieder von zwei verschiedenen arithmeti-
schen Progressionen mit der Differenz «, welehe zu dem
Producte p,, p,, ..., ps theilerfremd sind, sich um nicht mehr als

(2]

r=1

-d.i. um nicht mehr als die Anzabl aller zu « theilerfremden ganzen
Zahlen des Intervalles 1...na—b,, welche durch kein Quadrat
theilbar und nur aus den Primzahlen p,,p,, ..., p, zusammen-
gesetzt sind, unterscheiden konnen. Von dieser Zahl kann man
offenbar im Allgemeinen nur behaupten, dass sie sicher nicht
grosser als 2°—1 ist, keineswegs aber, wie Legendre a. a. O.
thut, dass sie s nicht tiberschreiten kann. Stellen nun die
Primzahlen p,, p,, ..., p. alle \/na nicht tbertreffenden Prim-
zahlen dar, so ist

und es ergibt sich demnach fiir die Differenz der Anzahlen &,
und 3, der in zwei verschiedenen arithmetischen Progressionen

‘mit der Differenz « enthaltenen zwischen \/ e und na — b befind-
lichen Primzahlen die Beziehung

19, — 5, = 2°0 1,

Da sich alle ungeraden Primzahlen auf die erwihnten ¢ («)
Progressionen vertheilen, so ist demnach

_ 3=V L ovim_1y (e =)

Bedenkt man nun, dass asymptotisch nach Tchebychef

~ (7") p— h)ng

ist, so erkennt man, dass aus dieser Relation keinesfalls die
Beziehung
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Sy0(a)
S(na—b)—3 (\/na)
gefolgert werden kann, was doch der Fall sein miisste, wenn die
im Anfange erwihnte Behauptung Legendre’s richtig wire.
B) Setzt man ferner in 5)

r=1, s=0mat—0b), f(z)=a),

lim,,— oo

wo

«(1) =0, a(x) =0 8)
ist, wenn & eine Primzahl in einer hoheren als der zweiten, oder
mehr als eine Primzahl in einer hoheren als der ersten Potenz

erhilt,

a(z) = (=1)*“f(p) 9)
wird, wenn x den Primfactor p, in der zweiten, die tibrigen
@ («)-—1 aber nur in ersten Potenz enthilt, endlich «(a) durch
die Gleichung

«(@) = (= 1D*0 D (p) 10)

definirt ist, wo die Summation iiber alle Primfactoren der ganzen
Zahl z auszudehnen ist, wenn # durch kein Quadrat (ausser 1)
theilbar ist, so wird die Function k() gleich f(#)f,(x), wenn a
eine Primzabl ist, wihrend sie in allen anderen Fillen den
Werth O besitzt. Die auf der linken Seite derGleichung 6) stehende
Summe ist demnach bei dieser Specialisirung die Summe F, ;(»)
der Werthe, welche das Product f(z)f,(x) annimmt, wenn sein
Argument alle Glieder der arithmetischen Progression durchléuft,
welche Primzahlen sind, und daher hat man die Formel

c=na—b

T [
e

e=1

z=na—>b

I

wo

A({n"'“f]):‘ Z a(a acz +b>(f(a(7u:—ai) b
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ist. Aus derselben ergibt sich fiir die Anzahl @, ,(») der unter
den Gliedern der arithmetischen Progression 1) enthaltenen Prim-
zahlen der bemerkenswerthe Ausdruck

rz=na—0b

st = ¥ F("7)(5) oo

HA

wo

Ao([”“g‘])—_—y “ ao(\[), (e +bD/(a(Ar~al)—b)

ist und e, () den Werth der Function «(x) fiir f,(z) = 7 (a)

bezeichnet. Ein specieller Fall dieser Formel ist die Relation

=na—

o= Y {”“H (@

a::l
a=na—>b
- n+ol|\ [ a?
= > Al|——)—
=1

WO

Il

‘R Ao, - as!,+ b
AESIERNRIES

r=1

ist und fiir die Function «,(¢) an die Stelle der Gleichungen 8)
9), 10) die folgenden treten

o, (1) =0, e« @) =0
@ (@) = (—1)°"
(@) = (=)
Dieselbe geht einerseits fir ¢ =1, 6 =0 in die bekannte

Bugajef’sche Formel fiir die Anzahl aller » nicht tiberschreiten-
den Primzahlen
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0(n) = T}:jl [%] o, (@)

r=1

iiber, anderseits liefert sie die nur die Hilfte der fiir die eben
angefiihrte nsthigen Operationen erfordernde neue

-2
- n 1 .
(C] (n) =14 Z [4‘};:2 -+ *2*J 2y (2.1?——1) (71 ungerade).

1

Unter diesen © () Primzahlen haben, wie man durch Specia-
lisirung der eben aufgestellten allgemeinen Formeln erhilt,

] .
ST g )

die Form 4s+1 und

T:[#]g na-1 n+1 :
> ZH 4 }er—i}al@x_snﬂT]ﬂng—l
. z ]

42 —3

ce=1

die Form 4s—1.

Die Differenz aus der Anzahl derjenigen Glieder der arith-
metischen Progression 1), welche Primzahlen sind, und der
Anzahl aller » nicht iiberschreitenden Primzahlen betriigt nach
den obigen Entwicklungen

w=na—b

> A ) e

Konnte man zeigen, dass diese Summe nicht negativ ist,
oder wenigstens, dass sie dem absoluten Betrage nach 0 (n)
(Je]<1) ist, so wire damit ein neuer Beweis des zuerst von
Dirichlet strenge abgeleiteten Satzes, dass in einer unbegrenzten
arithmetischen Progression, deren Anfangsglied und Differenz
theilerfremd sind, unendlich viele Primzahlen vorkommen, geliefert.
Ein solcher ist mir aber auf diesem Wege bisher nicht gelungen.

=1
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Definirt man die Funetion e«,(2) durch die folgenden, den
Formeln 8), 9), 10) entsprechenden Relationen

%, (1) == 0, @ (x) =0

a@ = (=" (3)

i) = ()P P ()

so erhilt man fiir den Uberschuss der Summe derjenigen Werthe,
welche die Function /() erhilt, wenn ihr Argument jene unter
den Gliedern der arithmetischen Progression

a—b,2a— b, 3a—0b, ..., na—b («=>0; a=1b)

vorkommenden ungeraden Primzahlen durchléuft, von denen die
vorgegebene Zahl A quadratischer Rest ist, tiber die Summe der
den iibrigen zu 2A theilerfremden, in derselben auftretenden
Primzahlen entsprechenden Werthe von f(«) die zwei Ausdriicke

x=na—b

S F(" ) (%) @

r=1

ce=na—b

> )

w=1

wo

o, +b

0 (0 —edya—t)

ist.

Man sieht also namentlich, dass es unter den 0, ,(») in der
arithmetischen Progression 1) vorkommenden ungeraden Prim-
zahlen um

z=na—>b L=na—

S () =3 4l

x=1

mehr solche gibt, von denen 4A quadratischer Rest ist, also solche,
von denen es Nichtrest ist, wo



1032 L. Gegenbauer,

ist.

Es tibertrifft demnach die Anzahl derjenigen Glieder der
arithmetischen Progression 1), welche Primzahlen von der Form
4s+1 sind, die Anzahl derjenigen, welche Primzahlen von der
Form 45+ 3 sind, um

r=na—b r—na—b

52 =S

und die Anzahl derjenigen, welche Primzahlen von einer der
Formen 8s+1, 8s—1 sind, die Anzahl jener, welche Primzahlen
von einer der beiden Formen 8s+3, 8s—3 sind um

L=na—>b x=na—>b

5 =S w2

wo

[ 20+ o, . ael+b
_71+¢<1J> - \ o, (7\(1—— * i-—>
. @ - x

ist und fiir die Functionen a;(x) und «,(«) die Relationen 8), 9),
10) in die folgenden speciellen iibergehen:

a,(1) =0, oy(x) =0

y(2) = (— )™ _6_)

5 (@)= (—D Y 2] =)

p —1
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% (1) =0, a(r)=0

@ ()- 'P‘—_H 4
) = (12
1 ) +1
% (@) = (=10 32y o
5 R
y) Wird in 5)
s = @ (na—0b); fi(a) = p(\/), bezichungsweise 1, (\/z)

gesetzt, so hat h(x) im ersten Falle den Werth O oder f(=), je
nachdem x durch eine »te Potenz (ausser 1) theilbar ist oder
nicht, im zweiten aber f(x) oder O, je nachdem simmtliche
Exponenten der die ganze Zahl # zusammensetzenden Primzahl-
potenzen nach dem Modul »p einer unterhalb » befindlichen Zahl
congruent sind oder nicht. Es stellt demnach die auf der linken
Seite der Gleichung 6) stehende Summe im ersten Falle die
Summe F, ; (n) der Werthe vor, welche die Function £(z) annimmt;
wenn fiir ihr Argument alle Glieder der arithmetischen Progression
1) gesetzt werden, welche durch keine rte Potenz (ausser 1),
theilbar sind, im zweiten Falle aber die Summe F,f)b(n) jener
Werthe von f(2), welche diese Function annimmt, wenn ihr
Argument diejenigen Glieder der erwihnten Progression durch-
lduft, bei deren Darstellung durch ein Product von Primzahl-
potenzen kein Exponent nack dem Modul rp grosser als »—1 ist.
Aus der Gleichung 6) folgen daher die Relationen

Fou(n) R ) () o)

) a x’)
et

r=na—"b / 2
B QNG <["+%D (a )
AT @ @

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. C. Bd. Abth, IT. a. 69
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MO ([#’D _ Z' /j(a(_lx—ai-)—b)p. <\/ A — “m>

A

! : / Y Ar]
A@([@D: N o () adwb
g X / fla(pe—al)—b)2, <\/ 1L -

n=1
ist.

Durch zweckentsprechende Specialisirung der Function /()
findet man, dass die Summe der xten Potenzen derjenigen Glieder
der arithmetischen Progression 1), welche durch keine rte Potenz
(ausser 1) theilbar sind, gleich

L:K/‘W] n—+ o, a® M n+-d, |\ [ a?
s §7 . —u _= \1 .(r) = . ) <—>
2 5 d " D <w’> p(@) - . ([ x ] x
=1 x=1

ist, wihrend der Uberschuss der Summe derjenigen unter ihnen,
welche aus einer geraden Anzahlvon (gleichen oder verschiedenen)
Primzahlen zusammengesetzt sind, iiber die Summe der iibrigen

»=[Vie=] naon , et n+cl)\ [ a?
et o= § w2 )

[ n+eal _‘ NV w40\ ;¢ .
M;)QTD _ L #<\/M — 4ot (Pa—efa—i)

= Z A(a (@ —al)—b) <\/p. a—@} (a(p@—ol) —b)*

-

_ .
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Ebenso ergibt sich, dass die Summe der xten Potenzen der-
jenigen Glieder der arithmetischen Progression 1), bei deren
Darstellung durch ein Product von Primzahlpotenzen nur Expo-
nenten auftreten, welche nach dem Modul »p, einer unterhalb »
liegenden ganzen Zahl congruent sind, gleich ist:

r=[(‘/7za-—b] T 7 2 r=na—0b + , »
. n—-a,r a®\ . N 1) n—4oy a
2z S ([ x J> (_> A ()= A® ([-]) (_>
Y s (Ca@= 3 an([rEE])(
=1 w=1

sowie, dass die Summe derjenigen unter ihnen, welche aus einer
geraden Anzahl von (gleichen oder verschiedenen) Primzahlen
zusammengesetzt sind, die Summe der tibrigen um

T—I—('/nu—b + 2-
n+ oy a EN s NS N
Z <[ J)m <$_ )/\ (@), (2) =
r=na—" . / 2
= \' 3o <[”+“-v_]\ (i)
- Az x / x
=1

tibertrifft, wo

an([)) = 2 () (a0l

24

ng<[7l+a£]>: Y‘V M(pe—al) a—b)2, (’

xr

acl, +l)>

p_l

A(pr—al)a—b}”
ist.

Von den zahlreichen Theoremen, welche aus den eben ent-
wickelten Formeln abgeleitet werden konnen, mdgen hier die
folgenden besonders angefiihrt werden:

Unter den ersten » Gliedern der unbegrenzten arithmetischen
Progression

a—b, 2a—0b, 3a--0, (=035 a="b),
69%
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in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, befinden
1

sich + A;n" durchkeine rtePotenz (ausser 1) theilbare,

an
). (@)
wo A, eine fiir alle Werthe von » endliche Zahl bezeichnet.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebig herausgegriffenes

Glied der unbegrenzten arithmetischen Progression
a—0b, 24 — b, 3a — b, (a=0; a=b),
in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, durch

aT
keine rte Potenz (ausser 1) theilbar ist, betriigt im Mittel ———-
(rsserd) poiris qer0
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein willkiirlich gew#hltes Glied
der unbegrenzten arithmetischen Progression

a—b, 2a—0b, 3a—0, (a=0; a=1b),

in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, durch
keine (2r)te Potenz (ausser 1) theilbar ist, betriigt im Mittel
2r (2r+1)a*

@r) B, g, (@)’

2 ¢
Beildufig der TGa_ ° Theil von allen Gliedern der arith-
w2, (4)
metischen Progression
a—b,2a—0b, 3a—0b, (a=0; «=10),

in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, ist aus
lauter verschiedenen Primfactoren zusammengesetzt.

90a* t
R0

metischen Progression

Ungefiahr der ® Theil von allen Gliedern der arith-

a—b, 2a—b, 3a—b, (a=>0; a=0b),

in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, enthilt
keinen biquadratischen Theiler (ausser 1).

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige ganze Zahl zur
ganzen Zahl « theilerfremd und durch keine rte Potenz (ausser 1)

theilbar ist, ist Si)—g:m—)-mal so gross, als die Wahrscheinlichkeit,
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dass ein willkiirlich herausgegriffenes Glied der arithmetischen
Progression

a—b,2a —b, 3a—1b, (a=0; a=b);

in weleher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, durch
keine rte Potenz (ausser 1) theilbar ist.

Die Wahrscheinlichkeiten, dass irgend ein beliebig gewihltes
Glied einer der beiden arithmetischen Progressionen

a—b, 2a,— b, 3a—0, («=0; a=0b)
a,—b,, 2a,—b,, 3a,—b,, (¢,=0; a,=>b,),

in denen Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, durch
keine rte Potenz (ausser 1) theilbar ist, verhalten sich wie
ar uu ay

@ " o)

Es ist um so wahrscheinlicher, dass ein beliebig heraus-
gegriffenes Glied einer arithmetischen Progression mit zum
Anfangsgliede theilerfremder Differenz durch keine rte Potenz
(ausser 1) theilbar ist, je kleiner die Anzahl der Systeme von »
die Differenz nicht tibertreffenden ganzen Zahlen ist, welche ein
zu derselben theilerfremdes Zahlensystem bilden, und je griosser
die Differenz ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Darstellung eines
beliebigen Gliedes der arithmetischen Progression

a—0b, 2a—0b, 3a—0, (a=>0; a=b),

in welcher Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, durch
ein Product von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten,
welche nach dem Modul »p einer ganzen Zahl unterhalb » con-

b @O, (@) Erp)
gruent sind, betrigt im Mittel '
’ ¢ (@) ¢(7)

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Darstellung eines
beliebigen Gliedes der arithmetischen Progression

a—b,2a—b, 3a—b, (=03 a=0b)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz als ein Product
von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten, welche nach
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dem Modul 27p einer ganzen Zahl unterhalb » congruent sind,
(2r)* B, "GV, (a)
o (2rp+1)9, (@)¢()
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Darstellung eines will-
kiirlich herausgegriffenen Gliedes der arithmetischen Progression

betrigt im Mittel

a—b, 2a—0b, 3a—10, (a=0; «=10)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz als ein Product
von Primzahlpotenzen nur Exponenten auftreten, welche nach
dem Modul 27p einer ganzen Zahl unterhalb 2 congruent sind,
(2rPr0=I1(2r4-1) B, gy, (a)

I'(2rp+1) B, s, ()

Unter den Gliedern einer arithmetischen Progression mit
zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz gibt es um so mehr
solche Zahlen, bei deren Darstellung als ein Product von Prim-
zahlpotenzen nur Exponenten auftreten, welche nach dem Modul
rp einer ganzen Zahl unterhalb » congruent sind, je grosser die
Differenz und die Anzahl der Systeme von »p dieselbe nicht iiber-
treffenden ganzen Zahlen und je kleiner die Anzahl der Systeme
von 7 solchen unter ihnen ist, welche ein zur Differenz theiler-
fremdes System von rp, beziehungsweise » ganzen Zahlen bilden.

Unter den ersten n Gliedern der arithmetischen Progression

betrigt im Mittel

a—0b, 2a—b, 3a—b, (a=>0; a=> 1)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz gibt es

z=na—>b + ’ 2
n—to, 12
w=1

cte Potenzen.
d) Es sei ferner

r=1, s=0(mna—"0), flz)=a"

und der Reihe nach

fiw) =t (D)o, HO (2,

xt ' \x

wo A eine Fundamentaldriscriminante ist, dann wird beziehungs-
weise
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k() = ¢:(), $p.x(D, @), %x(4, 2),

und es ergeben sich aus der Gleichung 6) die speciellen Relationen

A=n e=na—b

Z 9, (ha—b) = V S{<[n:aﬂ> <a2> p()

S ()
Sewamn= 3 (25 (%) (2)

=3 a9
Seeun="3 s (=) (Hucs

=S a() ()

ist.
Beriicksichtigt man, dass fiir jede beliebige ganze Zahl »
die Relation
E, ()

log
K(8n®) = y,(2 )IogDE (An?)
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besteht, wo K (D) die Classenzahl, E(D) die Fundamentaleinheit

der Discriminante D,
m=00

E (m) _ ,(\/A) mz'_ (,,,) " (w — L‘(\/A ))

_ t+4u \/Z
=

und (\/K) der Hauptwerth von \/A ist, so erhiilt man aus der
letzten Gleichung die interessante Beziehung

r=n

Z log E(A(a — b)?) K(AQu—1b)?) =

=1
e=na—b
1 \ [n+a§J [n+q’u+a}] ((tZA
= \ ) v(x).
2log E (v) /o x x
x=1

Die eben aufgestellten Relationen lassen sich mit Hilfe der
bekannten Formeln

1 n. 3. . l .

—2—(/%;-1—(al+h)‘ +(a,+20) + .+ (0—D) + 5 b=
bH+1—a(}+l —1)1 7.-1< > >B/ ,',2'4—1 p—2z41 —27+4-1,

N (U+1)h + (> D \ew1) Ty — T

% 1

+R, (b=a+(m—1)h)

71%‘m“(7l)<£>— 1
L 25 n/ n=o0 1
n=1

E <7?>7l°

n=1

wo flir positive ganzzahlige n R, verschwindet, fiir beliebige
reelle aber jedenfalls

I =t v u—2n v—2n
IR"I< <2n—1> B, (07—

ist, und unter Beniitzung des Umstandes, dass nach einem
bekannten Dirichlet’schen Satze

=00

> ()<

r=n+1

l?\D;

n*
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ist, in die folgenden verwandeln

A=n

741 %
Z ®, (ra—b) = v + An*
< (#+1)¢(=+1)e, ., (a)

r=n

Z SOP' '/.(D) l(t —[)) —
=1

nx—&—l =00

J— ! D 1 .
T a(x+1) Z <—> =1 : <1 - <E>fm> -+ Bn*

(x> p5 @ = popge...p)r; py=>2)

y ®, u(D, A—0) =

nl’.+1 2:%0‘0 D 1 r D 1 U+i
=+ Da L (?)?H(l"<p—{>?>+31" ;
x=1 1

~
—

IN I3

nz—{-l

2)( (A, 2a—0) = —= . + Cn*
1 Ay 1
T - )
, /.-+—1 Jr41
r= 1 ]—1_[ p p
Z log E (A(Aa—b)?) K(A(he—b)%) =
=1
n?
=—0 - +C n
NG ERCCE
2 &) a i = )
=1 1 '

wo 4, B, C, B,, C, fiir alle Werthe von » endlich bleiben.
Ist

D = AQ?

sind ferner ¢,,¢,, ..., ¢, die simmtlichen Primfactoren von @
und bezeichnet man endlich die Bernoulli’sche Function nter
Ordnung mit ¢ (2, m), so ergeben sich aus diesen Gleichungen
auf Grund von bekannten Theoremen des Herrn Berger die
folgenden bemerkenswerthen Beziehungen
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h=n

—1y°tt 2041 2+1
MJ_ moslmq.,\.Abu Aa — vv = A Hv Awﬂv n
=1

2a(x+1) T1(20+1)|\/—A4|

»

F16-CE) i1~ (2) )

1

h=—A—1

DTN

s+1 nmqt 4 2
- %W%EMLWE /\I>__|_ ? N A%,vﬁwtv

i A /\LLN.Q A\ [
.E?iﬁvv wwt\ D ?VA ' waivi:x

1 h=1

h=n

MJ mo.\.|wq!f<.Ava w@lbv —
e

=1

A] Hun Awnﬂvwn+m§.\.+u .
2a(z4+1)1(20+2)[\/A |
h=A40~1

-G = 0= () ) Y (252

1 \NHH

+ 4w (A= 0)

»

- 2a OTIT w HM.NMWL“..MV _TMH\D‘_I— A ADQNV “.mﬂqiv _hu— ﬂ A v mi.mv
e
M, mwv @A h 2a va + An*

,”IJS .
N Yoo (A, A —b) =
=1

(—1 21 (20+1) | \/—A|2”T

” h=—A—1

T Bl > (Rl e

1 h=1
+Bn* (A<O)

-+
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(—1)G+1H (29) ’ \/——A l w2t

pamng p—"— -+
DN
" A Al A h
e (1= () Y (G)e(x o)
1 : h=1
+Bn¥ (A<<0)
S_‘ X23+1(A, )\(l'—b) =
_ (—1)°20(26+1) |[\/A| 2o+
- 7 h=A—1
A 1 A h
2042 . — R N Y
(2r) “H(l (p;> péf“ﬂ) > <h>“”<A ’2“+2)
1 k=1
+ Bu2*H (A =>0)
_ (—1)' 1o+ 1) \/E[n+
B 7. =] N
2042 A 1 > <A> <h >
+ (=2 Y‘ = o
(27) aH <1 (p{) prete - n)\a 2042
1 h=1
—+ Bp?e+t
r=n
Z log E (A(xa—0b)%) K(A(Qa—b)?) =
r=1
A 1,2
— 4'\/A)”__ +Bn (A=0)
r A 1 h=0A—1 A A \
. 2 N — A/ -L
(2m) “H(l <p§\> p’ﬁ) Z (h >(’0<A ! 2)
1 h=1
2|\/aln*
= /L—[A"l' -+ Bn.
» “LTe
AN 1 - <A> <IL )
2 == —_ _
(2n) aH(l <p§‘)p;~2) }_, n) P\ A )2
1 r=1

Von den speciellen Fillen derselben mogen die folgenden

angefiihrt werden:
p,—1

” )

3,741 1y .

Purs (—77 M“b) - —32z—i—— » <1 — <l,> (-%2‘_)4_‘4”
—2, 343\/7(x+1)a|1| ) P

i

1

7

>
i
A
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\
L 807.—2,7.

A=1

(—11, da—b) =

A=n

Z” o2 (B ha—b) =

r=1

h=n

=8, a—0b) =

(Io'/.~4,
A=1

h=n

Z oo (— T, Aa—b) =

Z 2o (—11, 2a—b) —
=1
Y s (6, 20—b) =
—
=1
Z %s (— 38, 2a—0) =
=1

L. Gegenbauer,

7—1
3,041 " —
127r_n l;_l <1 — < ,) QL > + An*
121/ 11 (x+1)a | JEU
P, 1], ot
Brtagr 1 [ ]+'2
T +&=0D 3
375\/5(x+1)aljl< P +An
7 1], mt1
,. il i
Hoyz+1 . G 2 2
A T
729\/8 (x4 1) a | P
343\/Tn3
; —— —+ Bn?
ol gt
” (_1) 7 14 2
96an? |, (1—!—
m v
121\/11 »® )
} 1»5—1 + Bn
11\ (—
36an®|,; <1—< > )
U P}. PL
375 \/gu" B

P 1] Bl
[5_+?] 5

p.t

32ant m <1 + (=1 )

1

20 a ﬂ<1— (—=1) 7

729 \/571 , & Bt
1

, IR

2

A
1

Fiir negative Fundamentaldiscriminanten A hat man ferner

die Relation

A=n

2r K(A)n A

/( Pun (A, da—b) =
—
r=1

|V =4[ (p+1)a

1 > bl
+Ba
p) "

-
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wo  die Anzahl der Transformationen eine Form der Diseri-
minante A in sich selbst ist. Dieselbe zerfillt in die folgenden
drei Gleichungen:

! [P) 1] n+1
=" bttt ! (—1) Tyt =5 p—-l—%
Z 0, (=3 a—b)=—— (1 e + Byn
3a(u+ 1) \/3 D,
Pt1

r=n ua1 ” ( 1) l/-+%
n 2
ZSD“ (= ha— 4(((}.L+1)l_l< > By

A=n

T n’t! [ " ‘i
Y= o - (g + 5

=1

Von den aus den entwickelten Formeln sich ergebenden
Theoremen mogen folgende drei erwidhnt werden:

Die mittlere Anzahl der Darstellungen eines Gliedes der
arithmetisechen Progression

a—b, Za—b, 3a—0, (=05 a=>b;a = plpl ph)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz durch das
System der quadratischen Formen der Fundamentaldiscriminante

A ist gleich
SH-GI Y 6

x=1

Die mittlere Anzahl der Darstellungen eines Gliedes der
arithmetischen Progression

a—b, 2a—0b, 3a—2b, (a=>0; a=>b; a=plp)e... pi)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz durch das System
der quadratischen Formen der negativen Fundamentaldiseri-
minante A ist gleich

2 o] (1 (&) w
V=]




1046 L. ‘Gegenbauer,
Ein Glied einer arithmetischen Progression mit zum Anfangs-
gliede theilerfremder Differenz « lisst sich im Mittel %-mal S0

oft durch das System der quadratischen Formen der Fun-
damentaldiseriminante A darstellen, als sich irgend eine ganze
Zahl durch das System der quadratischen Formen der Discri-
minante «*A darstellen l#sst.
) Setzt man endlich

f(®) =1, s = O(na—0)
und der Reihe nach

h(@) = o, p(\V/@) 2%,
so wird h(x) gleich der Summe P, ,(x) der zten Potenzen der-
jenigen Theiler der ganzen Zahl z, welche ste Potenzen sind,
beziehungsweise der Summe r,, () derjenigen unter ihnen,
welche durch keine (o7)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, und
man erhilt demnach aus 6) die speciellen Formeln

r=n ""=[\7'/na——b] n—[—a, a2
v Od— — ‘-‘ I:_ 27‘] <_) _—
bl P, ,(0a—Db) pa poe e x
A=1 21
S a (e
- AN @
=1
iy mK/m] n+calsl [ a®
Moty = 3] (L) @)
r=1 x=1
s=na—0b ’

wo

ist.
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Von den in diesen Formeln enthaltenen asymptotischen
Gesetzen der Zahlentheorie mogen die folgenden angefiihrt
werden:

Die Summe der reciproken «ten Potenzen derjenigen Theiler
eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Progression mit
zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz a, welche rte Potenzen
((r(=+1))e, (241) (a)

o 1D

Die Summe der reciproken (2x—1)ten Potenzen derjenigen
Theiler eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Pro-
gression mit zum Anfangsgliede theilerfremderDifferenz «, welche

sind, ist im Mittel gleich

rte Potenzen sind, betrigt im Mittel (w
2T (2ur+1)

Die Summe der reciproken xten Potenzen derjenigen Theiler
eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Progression mit
zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz «, welche (2r)te
(2m)* CHD By (141) 95, o1y (©)

2a% U (2r(x+1)+1)

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz «, besitzt im

{1y, (@)

Potenzen sind, ist im Mittel gleich

Mittel Theiler, welche rte Potenzen sind.

Die Summe der reciproken xten Potenzen derjenigen Theiler
eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Progression mit
zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz «, welche rte Poten-
zen und durch keine (or)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, ist im

S (x+1))aC-0r0+D g reb1) (a)

¢(ar (z+1)) o (o) (a)

Die Summe der reciproken (2x—1)ten Potenzen derjenigen
Theiler eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Pro-
gression mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz g,
welche rte Potenzen und durch keine (or)te Potenz (ausser 1)
theilbar sind, ist im Mittel gleich

I'(2orx+1) B, .a** Vg, (a)
(2 )20 5923,‘1(“)1‘(27"’(4_1)—3@7. )

Die Summe der reciproken xzten Potenzen derjenigen Theiler
eines Gliedes einer unbegrenzten arithmetischen Progression mit

Mittel gleich
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zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz a, welche (25)te Po-
tenzen und durch keine (2¢r)te Potenz (ausser 1) theilbar sind,
ist im Mittel gleich
I'(Zor(x+1)+1)Brpay o Do 5, 6 1y ()
(2r)#eADCIE (27 (24-1) +1) Bortut-y) 920+ (@)

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz ¢ hat im Mittel
(@)t (a)

29w (@) Theiler,
(ar)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz o hat im
Mittel 2I' Cor+1)¢ (1) @M, (a)

(22)% By p2or ()
Potenzen und durch keine (2¢7)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz ¢ hat im Mittel
I'(20r+1)B,a> Yy, (a)

(2r)r =0T (2r+1) B, 9, ()

und durch keine (2¢7)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

§. 3. Setzt man in 2) der Reihe nach

9(@) = p.(@), (), p2(@), p(@), p*(2), AH(2) 2" A(@)w (@),
A(@) P, (@), Mx)Pi(x)
und gleichzeitig beziehungsweise
f(@)=S8.(®), 9,(@), f1(2), b, (@), P, o (2, B2 (), o (@), by (27), Pi(a)

so wird

welche rte Potenzen und durch keine

(r=1) Theiler, welche rte

Theiler, welche (2r)te Potenzen

(@) = @) ¥, (&), B EEEED) oy, (@), 0@y, @),

0 (x> 1) 0 0
{1(m=1)' %1’ { 'y
je nachdem in den zwei letzten Fillen # kein Quadrat oder ein
Quadrat ist, und daher folgen aus 3) und 4) die Gleichungen:

)‘ =n z=na—b

Yeooa—n= Y 5 <["+“"D <£§>H(“’)

)\_ a)=1
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S () )

r=na—b

" Fra(la—b)§ (e —b)2a1=* (e — b)) _
Z (y_l)w(ka—b) =
—1

p=n T=na—>b

N aa—typ, ety = Y WO ("% )) ()@ w

p=1

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. Bd. C. Abth. 1I. a. 70
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r=na—b

o=y A (55 wer
=“§f’w<[”:“’”]>< Jrnie
=" o () (s
:‘jij”@dw (s
T e (g =
R [ R

wo 0%, () die Anzahl derjenigen Glieder der arithmetischen Pro-
gression 1) bezeichnet, welche Ate Potenzen sind, und

n+ol 7~=[”ta;] @ c,+b
w2 = Y nfe-t5")
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2]
U

ist.

Von weiteren Theoremen, welche aus den Formeln 2) und
3) auf dem bisher eingeschlagenen Wege abgeleitet werden
konnen, mdgen schliesslich noch die folgenden angefiihrt
werden:

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz e besitzt im
£ p,(a)
@ E@) g, (@)
einen complementiiren Divisor haben, welcher durch keine Ate

Potenz (ausser 1) theilbar ist.

Mittel Theiler, welche rte Potenzen sind und

0%
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Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz « besitzt im Mittel
C (1') ar(s-——l)-l—). ()07. (a)
My, @ 9,
theilbarem complementiren Divisor, welche rte Potenzen und

durch keine (or)te Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz a besitzt im Mittel
2I'(20r+1) &(r) ar =D+ o (a)

@R Bar oo (@) £, (4)
ate Potenz (ausser 1) theilbarem complementédren Divisor, welche
rte Potenzen und durch keine (2o¢r)te Potenz (ausser 1)
theilbar sind.

Jedes Glied einer unbegrenzten arithmetischen Progression
mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz a besitzt im Mittel
I'(2or+1)B,a* =Vt ¢, (a)
(2r)C=IT (2r+1) Boy 9y, () £ () 9, (@)
Ate Potenz (ausser 1) theilbarem complementéiren Divisor, welche
(2r)te Potenzen und durch keine (2¢7)te Potenz (ausser 1) theilbar

sind.

Bezeichnet £ (m) die Anzahl derjenigen Glieder der arith-
metischen Progression

aol+b aol+b acl+b
«— , 2a— , ma —
x x

Theiler mit durch keine AtePotenz (ausser 1)

(r=1) Theiler mit durch keine

Theiler mit durch keine

(in welcher « und & theilerfremd sind), welche durch kein
Quadrat (ausser 1) theilbar sind, so ist die Anzahl derjenigen
unter den Gliedern der arithmetischen Progression

a—b, 2a—b, 3a—10, (a=>0; a=b)

welche Primzahlen sind, gleich

Fei (222 Srorsco

Es ist bei thellelﬁemden a und b

H (2 sin an)Z[M-#J (a;) [n az]( )H (Aa—b) (a=>0;a=b)

- o8 |
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wo das Product beziiglich p_ iiber alle reducirten positiven echten
Briiche mit dem Nenner 2 zu erstrecken ist, welche nicht grosser
1
Is — sind.
als —- sin
Die Summe der Theiler der ersten » Glieder der arith-
metischen Progression

a—b, 2a—0b, 3u—0, (a=>0; a=b)

mit zum Anfangsgliede theilerfremder Differenz vermehrt um die
Summe der Reste, welche bleiben, wenn man die um = ver-
grosserte kleinste positive Wurzel jeder der fiir alle zu e theiler-
fremden, = nicht iiberschreitenden Module m gebildeten Con-

gruenzen
ax+b=0 (mod. m)

durch den Modul 7 dividirt, tibertrifft die Summe der genannten
Congruenzwurzeln um das n-fache ihrer Anzahl,
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