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Uber die Berechnung einer Kometenbahn mit Beriick-
sichtigung von Gliedern hoherer Ordnung

von

Prof. Dr. Bi. Weiss,
w. M. k. Akad.

Im Laufe der letzten Jahre wurden von verschiedenen Seiten
Methoden vorgeschlagen, bei der Berechnung der Bahn eines
Korpers unseres Sonnensystemsnoch Glieder mit héheren Potenzen
der Zwischenzeiten zu beriicksichtigen als Olbers und Gaussin
ihren Methoden beibehalten haben. Solche Methoden hiitten ausser
einem hohen theoretischen Interesse auch einen bedeutenden
praktischen Werth, selbst wenn durch ihre Anwendung die
Rechnung betrichtlich vergrossert wiirde, falls man hoffen konnte,
dadurch schon gleich bei einer ersten Bahnberechnung ein der
Wabhrheit recht nahe kommendes Resultat zu erlangen. Dies war
am Anfange, ja selbst bis gegen die Mitte unseres Jahrhunderts
auch in der That der Fall, wo man bei Planeten mit der Baln-
berechnung wartete, bis sich die Beobachtungen itber mehrere
Monate erstreckten, oder bei Kometen sich hdufig damit begniigte,
aus drei ziemlich entlegenen, als zuverlissig betrachteten Beob-
achtungen eine Bahn zu ermitteln. Anders aber liegen die Ver-
héltnisse heutzutage, wo man in der Regel bei Planeten bereits
zu einer Babnberechnung schreitet, wenn die Beobachtungen erst
drei, hochstens vier Wochen umspannen, oder bei Kometen,
wenn sie kaum mehr als die eben genannte Zahl von Tagen ver-
folgt wurden. Bei so kurzen Bogen kann man aber nie mehr als
eine ganz rohe Anniherung zu erlangen hoffen; es wire daher
nur ein unniitzer Zeitverlust, wollte man schon bei einer ersten
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Bahnberechnung durch Anwendung einer complicirten Methode
und Beriicksichtigung aller kleinen Correctionen die #Husserste
Genauigkeit anstreben. Dies bleibt zweckmiissig einer zweiten
Bahnbestimmung vorbehalten, fiir welche man sich nun, da man
bereits Niiherungswerthe der Elemente besitzt, die nothigen
Daten leicht mit aller wiinschenswerthen Genauigkeit ver-
schaffen kaun.

Ich theile daher vollkommen die Meinung von Fabritius,
dass bei Bahmberechnungen das Mitnehmen von Gliedern mit
hoheren Potenzen der Zwischenzeiten als den zweiten heutzutage
nur dann Aussicht hat, eine allgemeinere Anwendung zu finden,
wenn damit kein erlieblich grosserer Arbeitsaufwand verbunden
ist. Diese Anforderung erfiillt aber keine der bisher vorge-
schlagenen Methoden in dem Masse, wie diejenige, deren Grund-
gedanken Fabritius bereits vor einer Reihe von Jahren in seiner
interessanten Abhandlung ,Uber die Berechnung der richtigen
Distanzen durch successive Annidherungen in dem Problem der
Bahnbestimmung aus drei beobachteten Orten. Kiew 1877¢ ent-
wickelt hat und auf welche er vor Kurzem unter dem Titel , Uber
eine leichte Methode der Bahnbestimmung mit Zugrundelegung
des Principes von Gibbs“ zuriickgekommen ist.! Diese Methode
ist aber leider auf Balnbestimmungen von Kometen nicht mit
Vortheil anwendbar, weil sie Unsicherheiten in die Rechnung
hineintréigt, die nicht nothwendigerweise mit dem Probleme ver-
kntipft sind. Dies lédsst sich jedoch mittelst allgemeiner Raisonne-
ments nicht leicht darthun; es tritt erst klar hervor, wenn man
die Coéfficienten nicht bloss bis zu Zwischengleichungen, sondern
bis zu den Schlussgleichungen algebraisch entwickelt, damit auch
noch in diesen der Zusammenhang der in ihnen vorkommenden
Grossen ersichtlich bleibt. Fabritius leitet iiberdies seine Fun-
damentalgleichungen 3) in der letztcitivten Abhandlung auf einem
Umwege ab, der abgesehen davon, dass er die auszufiihrenden
Operationen viel weitldufiger erscheinen ldsst als sie wirklich
sind, noch den viel schwerwiegenderen Ubelstand mit sich fiihrt,

1 Astronomische Nachrichten, Bd. 128, S. 225 ff. Wiihrend des Druckes
der vorliegenden Abhandlung hat Fabritius in demselben Bande der
Astron. Nachr,, S.322, seine Methode auch auf die Bestimmung einer
Kometenbahn, aber wieder bloss andeutungsweise, ausgedehnt.

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. C, Bd, Abth, T1. a, 76
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dass die Coéfficienten A‘B3;A3B’ , 4,8, —4,B, u. 8. w. nahezu
3 2

. . . 0 N e 1 . .
die unbestimmte Form o annehmen. Endlich ist es mir noch

gelungen, die Gleichung fiir die geocentrische Distanz des mitt-
leren Ortes derart zu transformiren, dass die Berechnung der-
selben sich nicht nur bequemer, sondern was noch wichtiger ist,
sicherer gestaltet. Ich werde daher vor Allem die Grundformeln
des Problems auf die, wie ich glaube, moglichst einfache Art so
weit entwickeln, als wir es fiir unseren Zweck bentthigen, mochte
aber vorher noch eine Bemerkung einschalten.

In den Lehrbiichern der Astronomie werden bei der Dar-
legung der Methoden der Bahnberechnung die dabei in Betracht
kommenden Quantititen nach Grossenordnungen classificirt, um
sich ein Urtheil dariiber zu bilden, welche Glieder zur Erzielung
einer bestimmten Genauigkeit noch mitgenommen werden miissen.
Hierbei ldsst man gewdhnlich die in die Charakteristik unseres
Sonnensystems multiplicirten Zwischenzeiten, ebenso wie die
mittlerweile erfolgte Ortsveréinderung der Erde und des Gestirnes
als Grossen erster Ordnung gelten und griindet daranf Niherungs-
methoden. Wenn nun die Bahnbestimmung aus einem kurzen
Bogen vorgenommen wird, etwa aus Beobachtungen innerhalb
12—14 Tagen, dann betrigt k¢ beildufig 0-2 und kann sowie
die Bewegung der Erde zur Noth noch als eine Grosse erster
Ordnung angesehen werden. Wenn man aber dann um die Con-
vergenz der vorgeschlagenen Methode in Beispielen nachzu-
weisen, bis auf Zwischenzeiten von 50 und 60 oder noch mehr
Tagen geht, so steigt k¢ bereits auf 0+9 und 1-0 und die Be-
wegung der Erde auf 50° bis 60°. Solche Grossen noch als
Grossen erster Ordnung zu bezeichnen, deren hohere Potenzen
ohne wesentliche Beeintrichtigung der Genauigkeit vernachlissigt
werden konnen, ist unmathematisech und unlogisch und kann nur
zu Trugschliissen fithren. Bei den Asteroiden tritt dies allerdings
nicht hervor. Denn die von der dritten und vierten Potenz der Zeit

],.
abhéngigen Glieder besitzen die Coéfficienten 6_11'3 und 4—}—4 <{d—ll>

respective, und da bei den Asteroiden » meist grosser als 2-5
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ist, sind diese Coéfficienten in der Regel viel kleiner als %

und L(‘”). Bei den Asteroiden sind daher selbst bei sehr
150\ dt,
betriachtlichen Zwischenzeiten die in die hoheren Potenzen der
Zeit multiplicirten Glieder noch immer von sehr geringer Be-
deutung, aber nicht desshalb, weil man die in die Charakteristik
unseres Sonnensystems multiplicirten Zwischenzeiten als Griossen
erster Ordnung auffassen kann, sondern weil die Coéfficienten
der hoheren Potenzen dieser Grossen, Grossen hoherer Ordnung
sind. Wendet man aber die obige Schlussweise statt auf Aste-
roiden auf Kometen an, so tritt bei kleinem » und grossem <[[%)
der Trugschluss sofort klar zu Tage und macht sich auch gleich
in sehr unliebsamer Weise geltend. Ein instructives Beispiel hiefiir
findet sich in der Eingangs angezogenen Abhandlung von W,
Fabritius: ,,ﬂber die Berechnung der vichtigen Distanzen u.
s. w. Von den drei Kometen, die darin berechnet werden, con-
vergiren die successiven Hypothesen bei zweien nicht nur nicht,
sondern fiihren von der Wahrheit weg, nidmlich beim Kometen
1874 TII (Coggia) bei einem Intervall von 44 Tagen zwischen
der ersten und letzten Beobachtung, und beim Kometen 1877 I
(Borelly) bei einem Intervall von 37 Tagen. Bei dem dritten
Kometen endlich, dem 1877 III (Block Swift), ist bei 46 tagigem
Intervall das Normalverfahren ganz unanwendbar, wihrend fiir
Juno noch bei einem Intervalle von 260 Tagen eine ziemlich
rasche Convergenz erzielt wird.
Rechnet man mit curtirten Distanzen, was die Relationen
etwas vereinfacht und zihlt man die Lingen von einem Punkte
an, mit der Liinge I, so lauten unter Beibehaltung der aligemein
iiblichen Bezeichnungen die Fundamentalgleichungen ciner Bahn-
bestimmung:
1y |} cos (4, —11)—R, cos (L,—11)|—n, |, cos (4, —1D)—R, cos (L,—I1)]+
+11y| g} cos (hg—1)— Ry cos (Ly—11)] = 0
n, ¢} sin (A, —1D)—R, sin (Li—1D)]—n, [¢5 sin (A,—ID)—R, sin (L,—I1)]+ ... 1)
+ 1y [.‘"{: sin (7\3-—11)——33 sin (1)3——-—][)] =0
o 18 fi—my g 18 Byt 18 By = 0 J
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Um aus diesen Gleichungen moglichst einfach eine oder die
andere Grosse eliminiren zu konnen, multipliciren wir die erste
mit ¢, sin P,, die zweite mit —g¢, cos P,, die dritte mit §, und
addiren hierauf. Man erhilt so

n, it [q. sin (P, +1-—3)+ S, tg 6, |—R, ¢, sin (P, +11—L,)} —

—ny { ph[q. sin (P, 4+ 11—2,) + S, tg B, |—R, ¢, sin (P, +1I—L,)} +
~+ 1y} o4 q. sin (P, 4+ 1—2) + S, tg By |— R, ¢, sin (P, +TI—L,)} =0.
Aus dieser Gleichung ist zunéichst ersichtlich, dass sich die
Winkel P, und If nicht trennen lassen, sondern in ihr und selbst-
verstindlich auch in allen aus ihr abgeleiteten Relationen sich

zu einem neuen Winkel P,+1l — (, zusammensetzen. Die
Gleichung lisst sich daher einfacher so schreiben:

n {pilq.sin (Q,—2)+ S, tg B, ]—R, ¢, sin (Q,—L,)} —

— 1y {4 [ 81 (Qu—Rp) 4+, t8 ] — By g sin (Qu— L)} + 5\ ah

+ny {p4[g. sin (Q—2y) + S, 18 5] — By ¢, sin (Q.—Ly)} = 0.
Um aus derselben #, zu eliminiren, hat man zu setzen:
¢.sin (Q,—L)=0
¢.sin (Q,—A)+S.tg B, = 0.
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt Q,—L,; die zweite
befriedigt man durch die Annahmen:
¢. = tg By, S, = —sin (Q,—A) = —sin (L, —%).
In gleicher Weise wird die Elimination von », bewirkt durch:
0.=L;,, ¢qg.=1tg 53, S, =— —sin (L3~313).
Durch die Substitution dieser Werthe in die Gleichung 2)
gewinnt man sofort Relationen, die sich von Fabritius’ Glei-
chungen 3) nur dadurch unterscheiden, dass er mit den wirk-

lichen, wir hier mit ecurtirten Distanzen rechnen. Dieselben
gestalten sich wie folgt:

n . N . N
7,—1 oy[sin (O —Ly) tg By —sin (23 —Ly) tg £,] =
) = py[sin (p—Ly) tg By—sin (,— L) tg f,] +

+tg 5, (R, sin (Ly;—L,)— :—Z’ B, sin (L,—L,))|.
2

2)
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si[sin (7‘1_]41) tg 5y—sin (33—L)) tg 5,] =
gylsin Oy —L,) te 3,--sin (3, — L)) tg 3, ]+
+tg 3[R, sin (L,-~L))— %3 R, sin (L, L)].
2

Zur Elimination von ¢/ und g} wird erfordert:
¢ s (Q,—2)+8,tg , = 0
¢, sin (Q.— 2+ 8, tg 5, = 0.
Daraus folgt zuvdrderst:
¢, sin (Q,—2) tg By—q. sin (Q,— i) tg 5, = 0
oder
(. sin Q,[cos 2, tg B,—cos ), tg 5, ]—
—q. o8 Q,[sin 2 tg 5,—sin 2, tg 2] = 0.
Nimmt man also:

-

¢. sin Q, = sin 2, tg B, —sin 2, tg 3,

7. €08 Q, = cos 2, tg Z,—cos 7, tg 5,

o

so hat man weiter:
S, = sin (3—2,)
. 8in (Q,— W) = sin () — W) tg f,—sin (h,— W) tg £,
i, 80 (Q,—2,)+ 8, tg By = sin(%,—2y) tg 5, —sin (4 —2,) tg 2, +
+sin (0, —2,) tg 5,
und damit die mittlere Gleichung von Fabritius’ System 2)
[sin (A, —25) tg By —sin (4 —2,) tg B, +sin (4, —2,) tg B,]e, =
n PN A .
= 7131[8111 (g —Ly)) tg By——sin () — L)) tg 5| —
2
—R, [sin () —Ly,) tg py —sin (4 —L,) tg B+

+ 20 Ry [sin Oy — Ly) tg By—sin (y—Lg) t§ 2,
2

i

Den Coéfficienten von g}, die Determinante des G'eichungs-
systems 1), wollen wir Kiirze halber mit D bezeichnen; es ist also:

D = sin(0,—A)tg B, —sin (4, —24,) tg 3, +sin (4, —2) tg 5,. ...3)
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Um die eben entwickelten Gleichungen zusammenzuziehen
und tibersichtlicher zu gestalten, filhren wir folgende Hilfs-
grossen ein:

q, sin Q, = sin %, tg B,—sin 2, te B,

¢, €0s ), = cos }, tg B,—cos X, tg 3,

¢, sin Q, = sin 2 tg B, —sin iy tg 3 /

(, €08 0, = cos %, tg B,—cos 4, tg 3,

¢y sin Q, = sin 4, tg 3, —sin %, tg 5, \

¢4 €08 Q, = cos 1, tg [B,-—cos 4, tg 3, \
—2D = g sin (Q, 7)) —q sin (Qy—%)+q, s5in (O3 —2,), /

denen man als Probe beiftigen kaun:

2sin (3 —2) t8 By = ¢, 8in (Q — )+, 8in (0 —2,) +
+ gy sin (Qy—2y).  ...4%)
Die Gleichungen lauten jetzt:
ne i Sin (0 —Ly)
T 1 810 (Qy—Ly) fo ¥
tg 3, [ N Mg J
+ 7 sin (0, —L,) R, sin (L,—L,) ", R, sin(L,—L)

My 3 sin (03— 1) o+ \
my T gy sin (Qp—L,) ™
tg 5,
-+ . R
4, sin (Q,—L))

(
2 I ﬁ

’
2 D

" ) . n, . .
i R sin(Qy— L) —Rysin (Q,—Ly) + n—: R, sin (Qr/«;)]

Die letzte Gleichung kann in eine etwas einfachere Form
gebracht werden, welche noch dazu den Vortheil darbietet, dass
sie die Rechnung sicherer macht. Lisst man némlich N, N, N, die-
selben Symbole fiir die Erde bedeuten, wie », n,, n, fiir das
Gestirn, ndmlich die Dreiecksflichen zwischen dem zweiten und
dritten, dem ersten und dritten und dem ersten und zweiten
Radius vector, so ist bekanntlich allgemein:

N,R, sin(L,—1)—N,R, sin(L,—I1)+N,R, sin(L,—I11) =0. ...6)

R, sin (L, —L,)— %—* Ry sin (L,~L,) ‘ \
2

4)

5)
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Setzt man hierin den willkiirlichen Winkel 1II = @, und
eliminirt man sodann mit Hilfe dicser Gleichung R, sin (Q,— L,
aus der fritheren, so findet sich:

1 e K"l Nl) \ >
17 —+ — R, sin (L,— R, sin(L,
172 D "2 'NZ ( & Q?) .
n N, b 0,
Da "' und =2t bei kleinen Zwischenzeiten von L und =3
n, N, 6, n,’
N, b N .
sowie N‘— von 2% mur um Grossen zweiter Ordnung von der
2

Einheit abweichen, heben sich in den Differenzen rechter Hand
die endlichen Glieder vollstindig auf, wenn man jeden der obigen
Ausdriicke auf die Form 14-¢ bringt und es bleiben nur die
Glieder zweiter und hoherer Ordnung zuriick.!

Den Gleichungen 5) und 7) sind zur Vervollstindigung noch
die Relationen hinzuzufiigen zwischen den geocentrischen und
heliocentrischen Distanzen, ndmlich:

rt = g\Psee® Bi—2 R g cos (o, — L)+ R
r: = p}? sec? B,—2 R, ¢}, cos (-~ L,)+ R} ...8)
r: = pitsce? By—2 Ry gl cos (g—Ly)+ 15

Fabritius’ Vorschlag geht nun dahin, aus der Gleichung 7)
und der mittleren von 8) sich zun#chst einen Niherungswerth
von 7, und ¢, abzuleiten, dann aus den Gleichungen 5) in Ver-
bindung mit denen 8) g}, g}, », und »; zu berechnen, hierauf mit
Hilfe der so gewonnenen Werthe aus 7) und 8) neue verbesserte

1 Setzt man fiir das Verhiiltniss der Dreiecksflichen den Ausdruck
ein, den Gibbs in seiner weiter unten citirten Abhandlung dafiir ange-
geben hat, so wird:

Dol 0y (g 1) Ry sin (L) — 05) 483 (pa 53 4-pyrg®) Ry sin (Ly—(0,)
g by (1-—pary?)

Oy (g Ry py Ry®) By sin (Ly— 0y)+03 (g Nz —+ps B5®) Ry sin (L3—0,)
6y (1—pg R3%)

und es lautet ein Nitherungswerth X fiir die erste Zeile rechter Hand, von
dem man mit Vortheil ausgehen kann:

1 0,0g[(8,4-05) Ry sin (L, — Qy)~+(5+03) By sin (Ly—0,)]

X= -
6 tyrd
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Werthe von 7, und g} sich zu bilden u. s. w., bis die Gleichungen 5),
7) und 8) vollstéindig befricdigt sind.

Die Determinante D (Gleichung 3) des Systemes 1) ver-
schwindet, wie ihr Bau zeigt, wenn die drei Orte des Himmels-
korpers in einem grossten Kreise liegen. Bei kurzen Zwischen-
zeiten ist dies jedoch, wenn die Bewegung des Gestirnes nicht
zufilligerweise sehr unregelmissig war, stets sehr nahe der Fall.
Dies macht die Bestimmung von p, unsicher, und desshalb die
Berechnung von gf und p} aus demselben misslich; ja sie wird
sogar illusorisch, falls L, und L, sehr nahe gleich Q, werden,
d. b. so oft die Bewegung des Gestirnes auf den Sonnenort hin-
zielt, oder der sogenannte Ausnahmefall eintritt, da, wie ein
Blick auf die Gleichungen 4) erkennen léisst, Q, die Linge des
Knotens des grossten Kreises durch den ersten und dritten Ort
des Himmelskorpers vorstellt.

Die soeben hervorgehobenen Méngel sind indess nicht bloss
der Methode von Fabritius eigenthﬁnﬂich: sie haften allen
Methoden an, sobald es sich um die Bestimmung einer Baln aus
einem kurzen Bogen ohne irgend eine Voraussetzung iiber ihre
Excentricitat handelt. Nimmt man aber fiir die letztere schon
von vorneherein einen bestimmten Werth an, wie bei ersten Bahn-
bestimmungen von Kometen den Werth Eins, dann kann man
durch Weglassen von einer der Grundgleichungen 1) und Ersetzen
derselben durch die Euler’sche (Lambert’sche) Gleichung
einen grossen Theil der Unsicherheit beheben. Dies ist bei
Olbers’ schoner Methode der Fall, welche, wie im Folgenden
gezeigt werden soll, mit geringfiigigen Modificationen leicht so
umgestaltet werden kann, dass bei der Ermittlung der Bahn
auch die hoheren Potenzen der Zeit ohne erheblichen Mehrauf-
wand beriicksichtigt werden konnen.

Eliminirt man g, aus den beiden letzten Gleichungen des
Systems 1), so erhdlt man nach der Division mit »,:

:_" ¢, [sin (2, —I1) tg B, —sin (4, —1I) tg B,]+
" pl[sin (4, —11) tg By—sin (O, —11) tg B,] =

n . n . .
= ;i R, sin (L, —IT)— é R, sin (L,~I1)+ R,sin (L3~I1)J tg B,.
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Schafft man aus der rechten Seite der (leichung mittelst
der schon frither verwendeten Relation 6) das Glied R, sin(L,—II)
heraus, so ergibt sich nach weiterer Division mit tg B, :

;ﬂ gy [sin (4, —1)—sin (2,—II) tg 2, etg 5,] +
3
+ ¢l [sin (3—1I) —sin (2, —1I) tg B, ctg B,] =

— (”_1 — ) in (1, —1m)— (”_2 N2> R, sin (L,—1).

7 A
nyg N,/ 7, N,

Um der linken Seite dieser Gleichung eine geschmeidigere
Form zu geben, fithren wir die Hilfsgrossen ein:

P sin (P —2,) = sin O;—2,)
Py €08 (Py—h,) = —1tg By ctg By +-cos (hy—24,)
Py sin (P3—2,) = sin (%,—2,)
Py €08 (P,—2,) = +1tg f, etg f,—cos (4, —4))

..9)

Sie nimmt dadurch die Gestalt an:

p, sin (P,—11) 4/ — %1)3 sin (P,—I) g/ =
3

— (Mg (L, — _("_z_%> in (L, —
= (ng 173) R, sin (L, —I0) TN R, sin (L,—11)....10)
Sind P, und P, nicht nahezu gleich L,, also der sogenannte
Ausnahmefall nicht vorhanden, so geht diese Gleichung fiir =L,
iiber in die einfachere:

, __ny, py sin(L,—P,) , R sin(L,—L) ("1 N
" Ps U + e R ),

87 my p, sin(L,—P) i p, sin (L,—P) \ny; N,
oder fiir:
n, p, sin(L,—P;)
M= 4 2 —.‘——2 N \
ng py sin(L,—P) ! 1)
m= B, sin (L,—L,) (n—1 — A—Z') \
py sin (L,—Py) \ny Ny,
in:

p:’,:M.o’—i—m. ...12)
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Behilt man bloss Glieder erster Ordnung bei, so kann man

n

— durch das Ver-
"y

hiiltniss der Zwischenzeiten ersetzen. Dies fiihrt auf die Grund-
¢leichung von Olbers’ beriihmter Methode:

m als eines zweiter vernachlissigen und

J]‘:ﬁ Py sin(L,—Py) 13
’ O, p, sin(L,—P) :

Der dusserst durchsichtige Bau, den ich schon vor einigen
Jahren bei den Grossen M und m durch Einfithren der Hilfs-
grossen 9), nimlich der grossten Kreise durch den ersten und
zweiten und durch den zweiten und dritten Kometenort erzielt
habe,! ermoglicht es, auf eine sehr einfache Weise auch die Glieder
hoherer Dimensionen der Zwischenzeiten zu beriicksichtigen, und
zwar die bis einschliesslich der vierten Dimension, wenn man
von dem schonen Theoreme Gebrauch macht, welches Gibbs
vor einiger Zeit durch eine originelle, scharfsinnige Analyse auf-
gefunden hat.? Nach demselben ist, bis auf dic chen angegebene
Grenze genau:

n

o L '—*:3[]+:f-n-r3—;@;‘_‘] |
ng o e ey 4, Vg0 13
Nl_{)_z.l—u?_lz __ij-z[l__u~27z‘+‘u‘1 ] S
ny oy Lpgry by L=y
=L (6,6, bty = 8y (05— 5)
9'1—1_2( 203 —07) Pyl = 6 2 (U3—7,
6 0, 402 — Ly
P2 = {3 (6,05 403) Pty = o 9
— L e b= g0 )
s =19 1—103) Pet iy =& 1y +5,
1
P! ;:Fozezr

E. Weiss, [Uber die Bestimmuug von M bei Olbers’ Methode der
Berechnung einer Kometenbahn, mit besonderer Riicksicht auf den Aus-
nahmefall. Diese Berichte, Bd. 92, Abth. II, S. 1456 ff.

J. W. Gibbs, On the Determination of elliztic Orbits from three
complete Observations. Mem. of the Nation. Acad. of Sciences, 1V, 2, p. 811,
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Bei der Erde kann man, wenn die Zwischenzeiten nicht
allzu gross sind, wegen der geringen Excentricitit ihrer Bahn in
den Zihlern der obigen Ausdriicke R, R, und R, unbedenklich

1 . .
durch —- (R, + R,) ersetzen und dann etwas einfacher schreiben:

X= {1 L& B0, =5, +R3)“:}J (

Ny b 3 1+p B \ 14)

M_%[_i@ﬂﬁ@@+@d“

Ny 3 L+p, RSF /

Damit wird:
woo= S RS (L L) gt
~ b, sin(L,—P) 1+ pyry
_ 4 62(03_61)(1{3"'31)—3] 15)
3 14y, R :

Beabsichtigt man also, die Rechnung his auf Grossen vierter
Dimension der Zwischenzeiten zu treiben, so hat man aus-
gehend von

" _ 0 py sin(L,—Py)
e N p 1 P>
Uy py sin(Ly—Py)

.. 16)

die Rechnung bis auf » und », fortzufithren und sich dann zu
bilden ein verbessertes M:

M= M,(14%)

£— pyr =y 4 1 Rsin (L,— L) ,
; 14 pyrs? Py sin (L,— P,) y e 17
iyt 4 0, (0 0) (By+ Ry~ JJ
14 pyry 3 14-p, B3

Sind die Zwischenzeiten zwischen der ersten und zweiten
und zwischen der zweiten und dritten Beobachtung nahe gleich,
was man bekanntlich stets anstrebt, nund kann man demgemiss
6,—06, als eine Grosse zweiter Ordnung betrachten, so ist es

T+ Yo —17
313 1 ynd

vortheilhafter, statt » und », zu substituiren -

2 2
T+ roa—17 .
-3 5 L+ —"—2—’ und nach Potenzen von »,—», zu entwickeln.
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Man kann dann weiters im Nenncr ohne Beeintrichtigung der
Genauigkeit u,»;* vernachldssigen, wodurch die Berechnung von
v, und p, entfillt, und erhilt:

T “uii, 4 0,(0;—5 ) [ T3y
st B () TGy /

, 4 5,(0,—0) y— 1 R sin(L,—L)) \

[ AN S VNN 1 1)

i 3 (ry+r)3 3 ( +r ) + : Ip sin (L, P}) )
4 1 1 ( a7
—0,(0,—H f ‘

[3 2(.} 1) (7..{_*_1.1)3 LR _|_H \*\"‘4 [) (

Nach dem Eingangs Gesagten glaube ich aber nicht, dass
bei ersten Bahnbestimmungen das Einbeziehen der Glieder
hoherer Ordnung, trotzdem es, wie man sieht, sehr wenig Miilic
verursacht, hiufiger wird angewendet werden. Hingegen wird es
sich empfehlen, bei spiteren Bahnverbesserungen oder bei defini-
tiven Bahnbestimmungen, um sich fiir die Vergleichung der Beob-
achtungen zunichst ein moglichst gutes Elementensystem abzu-
leiten, gleich von dem eben entwickelten Werthe von A aus-
zugehen.

Bei kurzen Zwischenzeiten wird durch das Einbeziehen der
Glieder hoherer Ordnung M sich im Allgemeinen so wenig dndern,
dass es in der Regel nicht nothig sein wird, die Rechnung mit
dem neuen Werthe von A ~u wiederholen: man wird Differential-
formeln anwenden kénnen. Hierbei kommen folgende Gleichungen
in Betracht:

rt = g sec* B, —2 R, g} cos () — L)+ &,
12 = M3/ sec? B,—2 MR,/ cos (Oy—Ly)+ R
2= h%24- 20 g [cos (G—2)— M cos (G—1,)]+g*
h* = M?sec? B,—2.M|tg B, tg B, +cos (2,—A)|+sec? 5

3 3

66, = (7'l+r3+s) —(rl+1'3—s,

S

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Grossen ¢, G
und %, sowie die anderen, zur Erleichterung der Berechnung nach
Olbers’ Methode gewdhnlich eingefithrten Hilfsgrossen werde
ich, um Wiederholungen zn vermeiden, erst spiter, bei der Zu-
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sammenstellung der Formeln anfiihren, und bemerke daher hier
nur, dass g und & weder M noch anch p enthalten.

Die Differentiation nach M und ¢/ liefert nach einigen ein-
fachen Reductionen:

dr, = sin 3, sec f3,dp}
dry = sin 3, sec B, (Mdg|+ ¢\ d M)

of .
ds = h cos ydg/ + % [¢)(hsin . tg B+
~+h cos ¢ cos (H—2,))—g¢ cos (G—2,)|dM.
Substituirt man diese Werthe in die Relation:
(dr,+dry;+ds) \/ 71y 4s—(dr, +(l7'3—rls)\/ 7 Arg—s =0

und fiihrt man tiberdies, was im Allgemeinen etwas bequemer
ist, ein

d(log ¢y M (’(lpﬁ)
dlogM ~— 4 \dM/’

so erhilt man schliesslich:

d(log [/1) _ M
d(log M) ]

s sin S, sec 3, tg é +gi[h sin §.tg 3,4k cos ¢ cos (H—2;)]—g cos (G—A,)

I cos 7+ (sin 3, sec B, + M sin 3, sec 3,) tg é

sin = =

..18)
oty

Die Berechnung dieses Coéfficienten gestaltet sich viel ein-
facher als es auf den ersten Anblick den Anschein hat, weil die
meisten der darin vorkommenden Griossen, so auch namentlich
hosin ¢ und & cos ¢ cos (H—2,) bereits in den vorhergehenden
Rechnungen vorkommen.

Zur Ermittlung einer Kometenbahn nach diesen Vorschriften
hat man, vollstdndig zusammengestellt, folgende Formeln dureh-
zurechnen.
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Man kann dann weiters im Nenner ohne Beeintriichtigung der
Genauigkeit u,r;® vernachldssigen, wodurch die Berechnung von
v, und p, entfillt, und erhilt:

#l)‘rs_y31,;:‘—i§2(63__01> 4_() ] r _'
Ltpgr® 3 (ry41,)° 1)4 /
, 4 6,(0,—0) Py—7 1 B, sin(L,—L)) ‘
f=— 2278 "L g 3711 il Bl S e B \
=5 Ty TGS R T s (L, —P,)
4 ( 1 1 Po—P, \
) - E ‘_I:(j 0. —‘—3——1 °
[: (ry 41> (By+ R FEN (ry+r )%

Nach dem Eingangs Gesagten glaube ich aber nicht, dass
bei ersten Bahnbestimmungen das Einbeziehen der Glieder
héherer Ordnung, trotzdem es, wie man sieht, sehr wenig Miilic
verursacht, haufiger wird angewendet werden. Hingegen wird es
sich empfehlen, bei spiteren Bahnverbesserungen oder bei defini-
tiven Bahnbestimmungen, um sich fiir die Vergleichung der Beob-
achtungen zunichst ein moglichst gutes Elementensystem abzu-
leiten, gleich von dem eben entwickelten Werthe von M aus-
zugehen,

Bei kurzen Zwischenzeiten wird durch das Einbeziehen der
Glieder hoherer Ordnung M sich im Allgemeinen so wenig éndern,
dass es in der Regel nicht ndthig sein wird, die Rechnung mit
dem neuen Werthe von M »u wiederholen: man wird Differential-
formeln anwenden konnen. Hierbei kommen folgende Gleichungen
in Betracht:

rt = p*sec? B, —2R, g cos () —L))+ R}
12 = M*p[*sec? B,—2 MR, () cos (\,—L,)+ R
2= h%*+ 20 g [cos (G—))—M cos (G—2;)|+g*

M? sec? B,—2M|tg B, tg By +cos (2,—A, )] +scc?

S

h*

| l

c
i1

o
3

66, = (r,+m, +s)?—(1'1 +7y —s)?

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Grissen g, G
und %, sowie die anderen, zur Erleichterung der Berechnung nach
Olbers” Methode gewdhnlich eingefiithrten Hilfsgréssen werde
ich, um Wiederholungen zn vermeiden, erst spiter, bei der Zu-
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sammenstellung der Formeln anfiihren, und bemerke daher hier
nur, dass g und G weder M noch auch p/ enthalten.

Die Differentiation nach M und g/ liefert nach einigen ein-
fachen Reductionen:

dr, = sin 3, sec f3,dp}
dr, = sin &, sec B, (Mdg|+ ¢ d )

OI .
ds = I cos ydg) + % [0} (h sin {.tg By +
+h cos ¢ cos (H—);))—g¢ cos (G—2,)|dM.
Substituirt man diese Werthe in die Relation:
(dr,+dry+ds) \/ 7+ 1+ 5—(dr, +dry—ds) \/r +r,—s =0

und flihrt man iiberdies, was im Allgemeinen etwas bequemer
ist, ein

dog dy _ M (0
dlogM ~— o \dM)’

so erhilt man schliesslich:

dlogg) _ M
d(logd) ™ s

s sin S, sec (3, tg é ~+ ¢\ [k sin ¢.tg 3,4+ h cos ¢ cos (H—)y)|—g¢ cos (G—N,)

h cos y+(sin S, sec B, + M sin &, sec f3;) tg %
sin x = —° ..18)
7,

Die Berechnung dieses Coéfficienten gestaltet sich viel ein-
facher als es auf den ersten Anblick den Anschein hat, weil die
meisten der darin vorkommenden Gréssen, so auch namentlich
hosin ¢ und & cos ¢ cos (H—2,) bereits in den vorhergehenden
Rechnungen vorkommen.

Zur Ermittlung einer Kometenbahn nach diesen Vorschriften
hat man, vollstindig zusammengestellt, folgende Formeln dureh-
zurechnen.
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VL
n = 262 ; 5 — 202"./. _
A 5 Vi
(r + 13)*
sin'y:~s— U= § COS Y
N ¢,
tg S, = »le r, = B, see $,
- IL+L'
tg S, = 7B, ry = B, sec 3,
, __ g cos g
e h
Y /
gy — 1”[’1'

w ist mit dem Argumente » aus Encke’s Tafel zur Erleich-
terung der Berechnung der Euler’'schen (Lambert'schen)
Gleichung zu entnehmen.

VII.
Berticksichtigung der Glieder htherer Ordnung.

. S
sz = —

d(log .’1)
d(log M) —

g cos (G_z:,)_ o[l sin ¢ tg B,+h cos ¢ cos (H—),)]—s sin S, sec  tg %

h cos y+(sin &, sec B, +Msin S, sec 3,) tg%

3
vt By

1+1J3 W

Sy

1 R sin(Ly—L,) [’ —pyry® B —py REY
Topysin (L,—Py) | 14pr? 1+ p, R

Hier ist £ bis Griossen vierter Ordnung einschliesslich streng
genat. Begniigt man sich mit einer Genauigkeit bis auf Grossen
dritter Ordnung oder ist 6, nahe gleich 6,, so hat man einfacler:
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4 0,(6,—6) p—p 1 R, sin(L,—L,)
= 4 f (’ _3 1_' = 1 _ 2 _ 1
3 (rg+r)? a0 (rg+7)* g pysin(L,—Py)
1 1 l 7

S NONE AN B S S SHYT R A s
[5 2 ( 3 1){(7.3+7.1).% (»/{3_4_31)3 -+ <00, (ry+7,)

Ssrp

d(log M) = log (1+¢).

Zieht man es vor, statt die Differentialformeln zu bentitzen,
mit dem verbesserten M die Rechnung von neuem durchzufiihren,
so bleiben dabei die Gleichungssysteme I bis ITI unverindert.
Die weiteren Formeln, mittelst denen aus g/ und g} die Elemente
berechnet werden, sind zu bekannt, um noch hergesetzt zu werden.

Auch beim Ausnahmefall stosst das Mitnehmen hoherer
Potenzen der Zwischenzeiten auf keinerlei Schwierigkeiten, wenn
man die Grundgleichung des Kometenproblems in der Form 10),
die ich ihr gegeben habe, verwendet. Wie ich ndmlich in meiner
schon einmal angezogenen Abhandlung ,Uber die Bestimmung
von M bei Olbers’ Methode der Berechnung einer Kometenbahn¥
gezeigt habe, ist es beim Eintreten des Ausnahmefalles am zweck-
missigsten, dem willkiirlichen Winkel Il den Werth zu ertheilen:

1= %(P1+P3) + 90°

Es resultirt dann nach 10) fiir:
H="1 P
2q p3
. i 1
0 N, R, cos [L1~ 5 (P, —I—PQ}
=T A—7> 1 -
? ’ Py cos?(P:;_PJ

_ (ﬁ _ f‘_>
Ny N,

L, 00le2 — % (P,+P,)

1
Py COS 2—(P:;—P1)
p’3 = ﬂfp/1+m.

Wollte man hier wieder bis auf Grossen vierter Ordnung
gehen, so wiirde die Berechnung von m bereits zu weitliufig, um
eine allgemeine Anwendung finden zu konnen. Da iiberdies die
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Endformeln mit Beriicksichtigung des oben Gesagten sich fast
unmittelbar hinschreiben lassen, enthalte ich mich, sie herzu-
setzen. Hingegen ist das Mitnehmen der Glieder dritter Ordnung
unter der Voraussetzung, dass man r,—, als eine Grosse erster
Ordnung anzusehen berechtigt ist, noch nieht mit besonderen
Weitldufigkeiten verbunden. Es ist dann nimlich einfacher:

n 0 ,
A= g s =
a7 P37y

Ny by
4 6, (0 —0 )

( 1)“ }
7
2 =211 —p 7 5—p7?] =
s 03[ Po?y Pt
_ 0 {1_i Oy (63+6,) +4616§ Y ]
6 3 (ry+ny)? by,  (ry+ )
wie man leicht findet, wenn
) e R S
n=tT Ty
- Oyry 40,7y Tt
2 6, 2
[— 7.3“'-"1 7'3_711
=g YT
einfithrt und die einfachen dabei sich ergebenden Reductionen
vornimmt.

. . N ,
Man kann jetzt ferner in -1 und A—: das B,—F,
N3 A/3 ’

enthaltende Glied unbedenklich fortlassen, % (R, +R,) statt R,

und R, annehmen und iiberdies schreiben:
cos [Ll — % P +P3)] = cos % (L, +L,—P,—P,)+

+sin o (L +L,—P,—P,) sin % (L,—L,)
cos [Lz— % (Py+P,) =cos ? (L,+L,—P —P,)—

—sin - (Ly+Ly—P,— Py)sin (L, —L,)

=1

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. C. Bd. Abth. II, a.
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Nach allen diesen Abkiirzungen resultirt fiir m:

26,0 (
m = )‘JZI(R'*—'—R‘) [I({cos wW—
P eos 5 (Py—P)
R | |0y ry—r
— 5 2sin Wsin — (L,—L){ + "L 2L cos W|,
3 Oy 2 (L l/( by (gt .19)
i - 1 }7

o1
W= ?(\L1+L2—“Pl —Py). !

Wie man beim Ausnahmefall sich auf eine cinfache Weise
einen geniberten Werth von M verschaffen kann, habe ich in
meiner bereits mehrfach citirten Abhandlung ausfiibrlich ersrtert;
ich beschrinke mich daher hier daranf, zu erwihnen, dass, wenn
man mit w einen Winkel von 10° bezeichnet und setzt:

o sin w
" S+ P =P, (
JI':?—‘ L i ..20)
Ty M \
wr_nom L
0y g

M’ oder M ein sehr genitherter Werth von J ist, und zwar der
grijssere oder kleinere davon, je nachdem:

11 = ¢
(73—@) cos (L,—P,) = 0. . 20%)

Erkennt man nicht sofort aus anderen Uberlegungen, ob
r, = R,, d. b. ob der Komet niher oder weiter von der Sonne
absteht als die Erde, dann hat man die Rechnung sowohl mit
M als auch M” bis auf », und r, fortzufiihren.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1891
Band/Volume: 100_2a
Autor(en)/Author(s): Weiss E.

Artikel/Article: Uber die Berechnung einer Kometenbahn mit
Beriicksichtigung von Gliedern héherer Ordnung. 1132-1150


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35709
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=184760

