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§. 1. Einleitung.

Ich werde im Folgenden immer rechtwinkelige Coordi-
naten voraussetzen, welche ich z. B. in einem Raume von vier
Dimensionen mit x, %, ¥, x, bezeichne und zu denen noch wegen
der Abkiirzung der Schreibweise x; — 1 tritt. Sind dann a;,
i=1,2, 3,4, 5 constante, so scheidet die Gleichung 1):

i=5
O
L apx;p —= 0 ])
i=1
aus dem vierdimensionalen Raume, weil x,x, v, beliebig gewihlt
werden konnen, einen dreidimensionalen Raum aus, ich be-
zeichen ihn als »linearen Raume«. Tritt zu 1) noch 2)
Sitzh. d. mathem.-naturw. CL; CL. Bd. Ahth. IL a. 25
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i=>d

Y om =0, %)

i=1
worin die b; ebenfalls sémmtlich constant sind, so scheiden 1)
und 2) zusammengenommen einen zweidimensionalen linearen
Raum aus; drei Gleichungen der Form 1) einen eindimensionalen
linearen Raum und vier Gleichungen der Form 1) einen Punkt.
Im gewohnlichen Raume, d. h. wenn die Dimension des
urspriinglichen Raumes 7 — 3 ist, hat man die bekannten
Begriffe von Ebene, Gerade und Punkt. Allgemein ist also klar,
dass flir einen Raum von = Dimensionen ein System von
m Gleichungen der Form 3)

i=1n+1

\

) axi =0, 3)
e

i=1

worin nach Obigem x,,1=1 ist, einen linearen Raum der
Dimension 72— ausscheidet. Sind ferner hpv... verdnderliche
Parameter, so stellt die Gleichung 4)

Z (aj4p.b)x; = O 1)

i=1

ein System von oo! dreidimensionalen linearen Riumen dar,
welche sdmmitlich die zwei Ebenen — dies Wort im gewohn-
lichen Sinne genommen —

ZCL,'I,' =0 Zb,’fL’,‘ =0

gemeinsam haben, d. h. nach der Analogie mit dem gewdhn-
lichen Raume, »einen Biischel dreidimensionaler Raume« mit
einer Ebene als »Axe«, Ebenso wiirde die Gleichung 3)

i=3
S‘ (hai+pbi+ve)r; =0 3)

7:1

oo?dreidimensionale lineare R4ume darstellen, mit einer Geraden
als »Axe«. Durch »Drehung« eines dreidimensionalen Raumes
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um eine Ebene, respective Gerade kdonnten die eben erwihnten
Gebilde, wie leicht einzusehen, erzeugt werden. Hiezu trite
noch im vierdimensionalen Raume die »Drehung« um einen
Punkt, wodurch oo? lineare dreidimensionale Rdume entstiinden.

Anmerkung. Es ist leicht einzusehen, dass z. B. ein
linearer Raum von drei Dimensionen, wenn der urspriingliche
vier Dimensionen hat, durch vier Punkte x;, y;,2;, ¢4 i =1, 2,...5
gegeben ist, indem ein beliebiger Punkt desselben die Coordi-
naten hat:

g — Mrj+pyi+vei+pt;
T A+ p+v-+p

falls die Parameter A...p variiren von —oo bis + oo.

Mit einer »Drehung« in einem Raume beliebiger Dimension
bezeichne ich eine solche Transformation desselben, welche
die Distanz zweier beliebiger Punkte invariant ldsst
und welche sich specialisirt nach der Natur der fix bleibenden
Elemente, der »Axe«. Es folgt, was zu beweisen ich libergehe,
aus dieser Definition, dass der analytische Ausdruck eciner
Drehung immer, d. h. in Rédumen beliebiger Dimension eine
orthogonale Substitution ist, wobei die Substitutionsdetermi-
nante +1 in allen Rdumen eine »reelle« Drehung ergibt. Sollte
die letztere dagegen den Werth —1 haben, so ist sie eine
»imagindre« Drehung im Raume von » Dimensionen, dagegen
eine »reelle« im Raume von 741 Dimensionen. Den Beweis
hievon t(ibergehe ich. So wiirde man, um nur ein Beispiel
anzudeuten, mit der allgemeinsten orthogonalen Substitution,
welche die zwei Gleichungen 6) in 7) tberfiihrt

/i = 0 / Wiajxi+p Lo, =0

= ) Iy Iy 7)
N \ NEaix,+p/ by, =

} Z?,'.T,‘ = O )i

e ’

und wobei
\ ap

=0
i V!
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ist, im Raume von vier Dimensionen die allgemeinste »Drehung«
eines dreidimensionalen Raumes um eine Ebene als » Axe« ana-
lytisch dargestellt haben.

§. 2. Allgemeine Herleitung eines abwickelbaren Raumes von
(—1) Dimensionen in einem Raume von # Dimensionen.

Es soll zunéchst zur grosseren Deutlichkeit der allgemeinste
abwickelbare Raum von drei Dimensionen in einem von vier
Dimensionen hergeleitet werden, da sich hieraus sofort ergeben
wird, wie in einem n-dimensionalen Raume der allgemeinste
abwickelbare (z—1) dimensionale Raum gewonnen wird. Dabe;i
heisst ein dreidimensionaler Raum, gelegen in einem viet-
dimensionalen, abwickelbar, wenn er kein linearer Raum, wie
Gleichung 1) in §. 1 ist und durch unendlich viele » Drehungen «
um Ebenen als »Axen« successive mit einem linearen Raum
der Form 1) in §. 1 zur Deckung gebracht werden kann. Ist
also der abwickelbare dreidimensionale Raum in einem vier-
dimensionalen etwa urspriinglich durch die Gleichung )

(%, %y, ¥y, %, %) =0 %)

gegeben, so wird derselbe durch den Process der Abwickelung
schliesslich véllig in einen linearen dreidimensionalen Raum
etwa 1) in §.1 hineingedreht, wobei gewisse Gebilde, auf welche
wir gleich stossen werden, invariant bleiben. Nimmt man den
erwihnten linearen Raum etwa als »Ebene« §, =z 0 eines vier-
axigen rechtwinkeligen Coordinatensystems, wobei das Wort
Ebene hier also die Bedeutung eines linearen Raumes hat, so
ist ein beliebiger Punkt des abgewickelten Raumes dann durch
drei Coordinaten §§,&, gegeben, wiahrend derselbe Punkt im
nicht abgewickelten Zustand des Raumes durch vier Coordi-
naten xx,r,%, — ¥ =1 ist nach Friherem selbstverstand-
lich — gegeben war. Zu einem abwickelbaren dreidimensionalen
Raum gelangen wir nun durch folgende Uberlegung. Wie schon
in §. 1 erwdhnt, stellt die Gleichung 1)

i=35

\
apx; — 0 1)

P
pra—
i=1
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einen linearen Raum dar, wenn die Coéfficienten a; von den
Coordinaten frei sind. Denkt man sich die a; aber als Functionen
von # z. B. der Zeit, so gibt die Variation von ¢ offenbar oo ! solche
lineare Rdume, ich will 1) kurz mit R; bezeichnen. Sind nun a
i = 1,...5 continuirliche Functionen von #, so haben die zwei
successiven Rdume R; und R, 4 eine Ebene im gewdhnlichen
Sinne, d. h. einen linearen-zweidimensionalen Raum gemeinsam,
der durch die zwei Gleichungen 1) und 2) festgelegt ist,
wobeli ist:

i=1

Drei benachbarte lineare Rdume R, Ry, Riyoqr haben
dann die durch 1), 2) und 3) fixirte Gerade gemeinsam, wobei
wieder ist:

Y ’%Ii = O- 3)

Schliesslich haben vier benachbarte lineare Rdume R;, R, 4:,
Rii24s und Ryy34s den durch 1), 2), 3) und 4) festgelegten Punkt
gemeinsam

\j d:ia,‘ o .
L.‘ Tii—; X;p == O, —})

wobei vorausgesetzt ist, dass z. B. die Determinante 5) von
Null verschieden ist, man es also immer mit dem allgemeinsten

Falle zu thun hat:

. da, d*a, d*a -
Yxagt m o 2

Ich will die bezeichnete Ebene, Gerade, respective den
Punkt mit E;, G und P; bezeichnen, dann folgt aus 1) bis 4),
dass die Coordinaten von Py die Form haben

1=1,...4 mit x, =1, d. h. dass P; eine beliebige dreifach
gekriimmte Curve durchlduft, und wenn man einen linearen
Raum der Dimension 1, 2 oder 3 als »osculirend« bezeichnet,
falls er so viele benachbarte Punkte als mdglich mit der Curve 6)
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gemeinsam hat, so ergibt sich, dass Ry, E; und G, solche oscu-
lirende lineare Raume der Curve 6) sind, speciell also E; die
Osculationsebene und G, die Tangente der Curve 6), und ich
behaupte:

»Die Osculationsebene E; der Curve 6) durchstreicht oder
erzeugt einen abwickelbaren Raum«, also kiirzer:

»Ein abwickelbarer Raum von drei Dimensionen wird stets
erzeugt durch die Osculationsebene einer dreifach gekrimmten
Curve.«

Die Curve 0) ist als »dreifach« gekrlimmt bezeichnet, um
auszudriicken, dass z. B. E; und E,; 4 in dem gewdhnlichen
dreidimensionalen Raum R, liegen, dagegen E;, 4 und E; 24 in
dem davon verschiedenen linearen Raume Ry, ., wihrend bei
»doppelt« gekriimmten Curven sich alle Osculationsebenen
bekanntlich in demselben gewohnlichen Raume, also auch
sammtliche Punkte der Curve 6) vorfinden. Es tritt also hier
wegen der Drehung, die neu hinzutritt, eine dritte Krimmung
zu den bei doppeltgekrimmten Curven vorhandenen hinzu.
Einige Erlduterungen werden die Behauptung klar machen. In
der That bilden zwei benachbarte lineare Osculationsrdume
einen unendlich kleinen »Winkel«, der bei der Drehung von
R,y um E; auf Null reducirt wird, und die Distanzen irgend
zweier Punkte in R4 bleiben dabei unverdndert oder invariant,
wihrend nach vollzogener Drehung um E; die Verbindung
von R; und Ry, 4 fur jede weitere derartige Drehung als starr
anzusehen ist. Weil ferner ein linearer Raum bei der Drehung
um eine Ebene fiir sich genommen vollig unverdndert bleibt,
s0 blieb, weil er immer zwei benachbarte Osculationsebenen,
drei benachbarte Tangenten und vier successive Punkte der
Curve 6) enthdlt, hiebei invariant:

I. Das Bogenelement der Raumcurve 6), ich bezeichne es
mit dA,
II. der Contingenzwinkel dp, d. h. der unendlich kleine Winkel
zweier successiver Tangenten, und
III. der unendlich kleine Winkel zweier successiver Oscula-
tionsebenen, welche ich mit dv bezeichne.

Diese drei Grossen also sind als Invarianten der Abwicke-

lung des dreidimensionalen Raumes aufzufassen. Wir konnen
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namlich, wenn der Punkt, welcher zu ¢+ndf¢ gehdrt, mit P, etc.
bezeichnet wird, und wobei 72 eine positive oder negative ganze
7ahl ist, behaupten, dass R, die vier Punkte P, P41, Pyy2, Puys
enthidlt und darum die zwei Osculationsebenen E, und E,4i,
ferner wenn das Bogenelement P, P, .1 mit ds, bezeichnet wird,
die drei Bogenelemente ds,,, ds, 11, ds,+2 und haben also, da ds,
die Tangente im Punkte P, bestimmt, folgende drei Reihen
osculirender Raume der Dimension 3, respective 2, respective 1

.R_sR_{R,R R,
EsE E E E,
.ds_osds_yds,dsds, .

so dass also z. B. in R, liegen E, und E, und ebenso ds, ds,ds,,
womit die Invarianz der sub I bis III genannten Grossen evident
ist. Um den Abwickelungsprocess selbst vorzunehmen, denke
man sich R, um E,, das ja R, und R gemeinsam ist, gedreht
durch den unendlich kleinen Winkel (R, R,), bis derselbe
auf Null reducirt ist, also R, in K, hineingedreht ist. Hierauf
ist R, und R,, die jetzt beide in R, liegen, als starr verbunden
zu denken, und es wird R, durch Drehung von E, in R, d. h.
in R, ebenfalls hineingedreht etc., bis schliesslich der ganze
Raum, den die Osculationsebene der Curve 6) beim Durchlaufen
der letzteren erzeugte, vollig in R, sich befindet, womit die
Abwickelung des urspriinglichen Raumes, da auch R_j, R _o...
in R, hineingedreht zu denken sind, vollzogen ist. Dieser ganze
Process hat sein Analogon bei der Abwickelung von Flachen in
eine ihrer Tangentialebenen, wobei jedoch nur die sub I und II
angefiihrten Invarianten auftreten, wie ich-dies im XCVII. Bande
der Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften
in Wien: »Analytische Darstellung der kiirzesten Linien auf
allen abwickelbaren Fldchen« darlegte. Es ist also dieser Pro-
cess als Verallgemeinerung des Problems der Rectification von
Curven und der Auffindung der kiirzesten Linien auf abwickel-
baren Fldachen, respective in abwickelbaren Raumen aufzufassen
und umgekehrt, wenn ein Raum abgewickelt ist, so sind die
kiirzesten Linien im urspriinglichen abwickelbaren Raume
bekannt, weil durch das Ubertragungsprincip, das zwischen den
beiden Zustdnden des Raumes vermittelt, gegeben, vergl. den
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eben citirten Aufsatz. Das Vorhergehende dirfte geniigen, um
die Richtigkeit des folgenden allgemeinen Satzes einzusehen

»Der allgemeinste abwickelbare Raum von (12 —1) Dimen-
sionen in einem Raume von 7 Dimensionen wird erzeugt durch
den osculirenden linearen Raum von (z—2) Dimensionen der
(1 —1)-fach gekriimmten Curve 6}

v =1i() i=12..un, 6)

WOozU X4 = 1 tritt.«

In der That ist dieser osculirende Raum durch nn—1
successive Punkte der Curve 6') bestimmt und beschreibt, da
er selbst die Dimension #—2 hat, durch seine Bewegung einen
Raum von (n—2)+1 = #—1 Dimensionen. Dieser letztere
Raum ist ferner abwickelbar, da er durch successive Drehungen
um die bezeichneten osculirenden Rdume in einen und den-
selben osculirenden linearen Raum der Dimension 72 —1 hinein-
gedreht werden kann, wobei nach vollzogener Drehung immer
sdmmtliche bereits hineingedrehte osculirende Réume der
Dimension 7#—1 als starr verbunden aufzufassen sind. Dass
hiebei mehrfache Uberdeckungen des osculirenden linearen
Raumes der Dimension 72 —1 auftreten konnen, ist wohl selbst-
verstdndlich und findet dieser Umstand ebenfalls sein Analogon
bei der Abwickelung von Fldchen, vergl. den citirten Aufsatz.
Bezeichnet man, um einen gleichméssigen Ausdruck zu erhalten,
einen Punkt der Curve 6’) als osculirendes Gebilde der Dimen-
sion Null, so dass also zwei derartige Gebilde, wenn sie auf-
einanderfolgen, ein Bogenelement bestimmen, so kann man
sagen:

»Bei der Abwickelung eines Raumes von (12—1) Dimen-
sionen in einem von 7 Dimensionen ergeben sich (n—1)
Invarianten, nidmlich je zwei successive osculirende lineare
(Réume der Curve 68') R; ; und R; ;4a4:, wobei ¢ von O bis 7 —2
lduft, bestimmen eine Invariante, hievon ist die erste eine
Strecke, namlich das Bogenelement der Curve 6'), alle anderen
sind Winkel, ndmlich die unendlich kleinen Winkel zweier
successiver Tangenten, Tangentialebenen, osculirenden linearen
Rdume der Dimensionen 3 bis (n—2).
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§. 3. Aufstellung des allgemeinsten abwickelbaren Raumes
der Dimension 8 in einem Raume der Dimension 4.

Ich habe im Folgenden einen abwickelbaren Raum der
Dimension 3 durch vier Gleichungen analytisch dargestellt,
indem ich drei Parameter £, u, v einfithre, von denen die recht-
winkeligen Punktcoordinaten Functionen sind. Die Elimination
der Parameter gébe natiirlich eine einzige Gleichung in den
Punktcoordinaten. Ich halte aber die nachstehende analytische
Darstellung, weil sie, wie das Spétere zeigt, viele Vorziige
aufweist, fiir die wichtigere, so dass ich glaube, der Name
»kanonische« Darstellung wére fiir sie begriindet. Durch diese
Darstellung nédmlich wird das Problem der Abwickelung und
damit der kiirzesten Linien auf die Ermittelung einer einzigen
Function einer Variabelen reducirt, wie sich spéter heraus-
stellen wird.

Nach §. 2 wird der allgemeinste abwickelbare Raum von
drei Dimensionen durch die Osculationsebene einer dreifach
gekrimmten Curve erzeugt. Es seien also x x,x,%, die recht-
winkeligen Punktcoordinaten und die dreifach gekriimmte Curve
gegeben durch 4)

yi=mw() i=1,2,3 4 Ay
Dann ist die Osculationsebene der »Schnitt« zweier suc-

cessiver Osculationsraume, d. h. die Osculationsebene ist gegeben
durch dje Gleichungen B)

) - (PPN /Y /B

LM =)0 % — 0| B
y . [P/ P /] R

Lok — )0y = g

Denkt man sich jetzt die Osculationsebene B) und in ihr
ein rechtwinkeliges Coordinatensystem # und o, wobei # mit
der Tangente und v mit der Normale der Curve zusammenfallt,
so behaupte ich, ist ein beliebiger Punkt der Osculationsebene
gegeben durch D)

N e
i 2 dat
Y == g + — 2+ 5 D)
¥ | -
\/"'f'l v,z \|F1 T2
\ =T 7/
L.n'r;l'ffz 1=1,2,34
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Es ist hiebei z. B.

200, (4B0) (5 0)
\dt )/ \ dt ] \ di '

[n der That geniligen sdmmtliche Punkte x;, weil sich x;
linear mittels symmetrischer Functionen aus o, 7,7, und
den zwei ersten Differentialquotienten davon aufbaut, beiden
Gleichungen B) und die Elimination von respective # gibt
zwel zu einander senkrechte Gerade, wenn #, respective
gleich Null gesetzt wird, wenn man berticksichtigt, dass die
zwel Geraden

aufeinander senkrecht stehen, wenn man hat:
A4,4,+BB,+C C,+DD, =0.

Diese letztere Bedingung ist aber offenbar erfiillt, und
weiter ist die Gerade, die durch Elimination von # bei v = 0
resultirt, offenbar die Tangente, womit Alles bewiesen ist.

Ubrigens ist die Behauptung, wenn von # und o als
Strecken auf der Tangente der Curve, respective der Normale
in der Osculationsebene abgesehen wird, eigentlich selbstver-
stidndlich, da #; nach D) sich aus z;(#), w;(f+dt) und o, (f-+2dt)
linear aufbaut, also eine aus drei Punkten linear hergeleitete
Mannigfaltigkeit vorstellt oder die Osculationsebene ist. Denkt
man sich jetzt ¢, «# und gleichzeitig variabel, so stellt D)
offenbar einen beliebigen Punkt des durch die Osculationsebene
erzeugten abwickelbaren Raumes dar, d. h. den abwickelbaren
Raum selbst, der in der That, weil von drei Parametern abhidngig,
die Dimension 3 hat, und zwar ist dies die oben als kanonisch
bezeichnete Darstellung desselben.

Durch Aufstellung des allgemeinsten vierdimensionalen,
nicht linearen Raumes, der auf einen linearen vierdimensionalen
Raum abwickelbar ist, will ich nun andeuten, wie man zu
héheren Dimensionen aufsteigen kann. Der erwdhnte Raum
entsteht nach § 2 durch Bewegung des linearen Osculations-
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raumes von drei Dimensionen bei der »vierfach« gekriimmten

Curve 4')
v =i(t) i=12,..5 x, =1 A’

Ganz analoge Betrachtungen zu den eben angewendeten
filhren sofort zu dem Resultat, dass die Gleichungen des ge-
wiinschten abwickelbaren Raumes in den vier unabhangigen
Parametern fzv und w lauten werden.

© Of GO —15; 210 ’ /

Vi i e ‘—‘—‘¥',‘/—2- v+ (Agl+ Be! + C} )w D)
\/-".51 ) S‘ 7
1 s
TLT2

Die noch unbestimmten Constanten A4, B, C sind dabei aus
dem Gleichungssystem E’) zu bestimmen, das ausdriickt, dass
die drei Geraden =, v und w ein rechtwinkeliges Axensystem
bilden, das in dem linearen Osculationsraum des Punktes ¢ der
Curve A’) liegt und das gebildet wird von der Tangente der
Curve im Punkte # — dieses ist die Gerade # — der Normalen
zur Tangente in der Osculationsebene, dies ist die Gerade
und schliesslich der Normalen zu beiden erwdhnten Geraden
im linearen Osculationsraum der Dimension 3, dies gibt die
Gerade 1.

N (Al Bl Oty = 1

E/
N ol (Agh+ Bof +Colf) =0 /

m
D (AghrBel+Col) =0

Dieses mit dem linearen dreidimensionalen Osculations-
raum bewegliche Coordinatensystem fuvw..., dessen Verall-
gemeinerung klar sein dirfte, ist fiir das Weitere durchaus
charakteristisch, da es zur wesentlichen Vereinfachung des
Abwickelungsproblemes im weiteren Sinne dient. Um 4, B, C
zu gewinnen, schreibe ich das System E’) in folgender Form,
die sich sehr leicht ergibt:
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: : W mo__
ALyl g+ BI) 9+ CEg 90 =0
ANl ! 4 BY ! ! 4 CYel ! = 0
1 71 T Tl 7L Tl
C[A)—"—D”I'&I-{—B;'ﬁl”'f;”—’r‘C.—"S”"&I”] 1
7L 7 T T SRS

Aus den zwei ersten Gleichungen folgt nun sofort das
Verhaltniss der drei Unbekannten und aus der dritten der
absolute Werth. Berechnet man also 4, B und C wirklich und
substituirt diese Werthe in D), so ergibt sich der allgemeinste
abwickelbare Raum von vier Dimensionen in folgender kano-
nischer Gestalt:

o D T A
v — ! V! T1IT] ] Tt .
Vi Lt o
v, /2 i I
\/ ARECTR A
v,z \'|T172]
=T, ",
% A A
T T2
b Adj 2,,///,,/_’_,,1/ Adj X ,,//_|_,,/// Adj XtV
4+ v/ o 71 Y 0w
[t gl ol 32
ol 2 VI V2 73 |
NV T \ w!! ol
/ "o : Tl 72 V3
I} o ”n, a—
e AU W I I N -
' Tt T2 T3 1=1,2,.. 3

Ich will diese Gleichung mit D’) bezeichnen. In ihr stellt
Adj Z¢' z. B. die zu X! gehdrige Unterdeterminante in
der Ent\vwkelung von

Pl ol 2 Sl ol Nl el N T
‘.\|'.51 Ty Ty =TI Y0 =71 70 =T 7 i
7200/ ANy S R [ N/ RV A\ SN/ B NP BN /]
/| % T P ! =ETL T =T T =9 T i
W, ] N Il S I N T
Tt PPy | STU T =TT =2 P

und wobei zu beachten ist, dass z. B.

Yoo ! <d'?1 (t)\)‘)'_,:~ 4+ (d '153(f)>2

ch ! —
=71 dt

ist, demnach z. B. auch
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besteht etc. Wegen der vier unabhédngigen Parameter ¢, #, w
nhat der aufgestellte Raum in der That die Dimension 4, und
dass er abwickelbar ist, wird fir D) genau so gezeigt, wie es
vollkommen streng fiir D) in §. 5 geschehen wird.

§. 4. Charakterisirung des Problems der Abwickelung
im Allgemeinen.

Das wesentliche Moment bei der Abwickelung einer Curve
— identisch mit der Rectification — oder der Abwickelung einer
Flache besteht darin, dass die unendlich kleinen Curvenelemente,
welche bei der Rectification direct auftreten, oder die unendlich
kleinen Curvenelemente, welche bei Abwickelung von Flachen
durch Zerlegen derselben in unendlich kleine Flachenelemente
sich einstellen, ihre Grosse bei dem Abwickelungsprocess bei-
behalten, dass aber in beiden Féllen dieselben durch die Ab-
wickelung mit gleich grossen in einem linearen Raum, d. h.
einer Geraden, respective Ebene successive zur Deckung ge-
langen, und zwar bei jeder unendlich kleinen Drehung des
Abwickelungsprocesses, bis der letztere beendet ist. Berlick-
sichtigt man diese Invarianz von Curvenelementen, aus der
unter gewissen Umstdnden sofort die Invarianz von Fldchen-
elementen und spater von Volumelementen, also auch von
gewissen Winkeln folgt, so kann man allgemein sagen:

»Der Process der Abwickelung besteht darin, dass durch
Drehung um unendlich kleine Winkel, wobei die Lange gewisser
Curvenelemente invariant bleibt, ein abwickelbarer, aber nicht
linearer Raum in einen linearen Raum gleicher Dimension
hineingedreht wird und hiedurch also eine conforme Abbildung
des urspriinglichen Raumes I auf einen linearen Raum I’ wirk-
lich durchgefiihrt wird, wobei das Grdssenverhdltniss ent-
sprechender Elemente gleich Eins ist.«

Diese Erklarung stimmt, wenn man das oben tiber » Drehung«
und orthogonale Substitution Gesagte sich vergegenwartigt, mit
dem Fritheren vollig tiberein und bei klarer Erfassung derselben
hat das Nachstehende keine Schwierigkeit mehr.
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§. 5. Specielle Betrachtung des Problems bei einem abwicke!-
baren Raum von drei Dimensionen. Nachweis, dass die
Kenntniss eines einzigen particularen Integrales einer gewissen
Differentialgleichung vollstindig geniigt, um die allgemeine
Losung sofort zu erhalten. Numerisches Beispiel.

Es sei nun ein abwickelbarer Raum der Dimension 3
gegeben, so entsteht derselbe nach Fritherem durch die Be-
wegung der Osculationsebene einer dreifach gekriimmten Curve.
Bei der Abwickelung werden dann die successiven osculirenden
linearen Raume der Dimension 3 um die Osculationsebene
gedreht, derart, dass schliesslich alle osculirenden linearen
Réume der Dimension 3 in einem und demselben linearen
Raum zu liegen kommen, worauf die Abwickelung beendet ist.
Dabei tibergeht die dreifach gekriimmte Curve in eine zweifach
gekrimmte, indem die Osculationsebenen der ersteren nach
und nach zur Deckung gelangen mit denen der letzteren, mit
anderen Worten, war die urspriingliche Curve o) und der
urspriingliche Raum I), so entsteht hieraus die Curve o’) und
der abgewickelte Raum I’), dabei haben wir also nach Friitherem
bei Bentitzung der kanonischen Formen folgende Gleichungen.

vi=w(t) 1=1,2,3,4 ..m) =440 i=1,2,3 ..4)

wh o o'l ¥ o
v — ;4 7 W+ ‘P (P (Pl 1 })
A — ‘Pt \/Vm/—z / "_I 2
=7 Xl ! Z 1 Fa |
“T17te .
"?/1/(.”,1,’ i=1,2,34
I Iy B
sy bi GrE QTP — 7S¢ /
Si = @i+ — U+ — = ) I
72 IAFNEL
\/Zdh Et’{/q/ Z 4 q’z
[REN " an - .
v W i=1,2,3

Hierin sind die 9;(#) als gegeben aufzufassen, ¢;(#) aber zu
bestimmen, indem, wéhrend die Punkte von 7 und I’ durch
¢, u, v einander zugeordnet sind, jetzt zu zeigen ist, dass jedem
Curvenelement ds; in I, welches die Punkte 4 %, v und f+d¢,
w+du, v+dv verbindet, ein gleich grosses ds;, in I’ ent-
spricht, welches die entsprechenden Punkte verbindet. Ist dieser
Beweis dann erbracht und hiebei zugleich ein ausreichendes
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System von Gleichungen flir ¢,(?), 4,(#) und ¢;(f) hergeleitet,
so ist in der That bloss die in §. 4 aufgestellte Erklarung der
Abwickelung, also die Invarianz von Curvenelementen
allein, festgehalten worden, und es werden sich hieraus leicht
die in §. 2 unter I), II), III) bezeichneten Invarianten als Con-
sequenzen ergeben miissen.

Darzuthun ist also jetzt, dass es moglich ist, bei vollig
unabhidngigem 4 # und v die Gleichung zu erftillen

dst = d¢:+d1§—l—d¢§+dlz — dsi?* = d;f—l—d;;+d§2,
wenn I) und ') beniitzt werden. Diese letzte Gleichung lautet
explicit:
A A2+ Agydui+ Ayydv® + 2 A, dtdu—+2 Ay ydudv+2 Ay dv dt =
= Al dr+ Ay, duP+ Al dvP+ 2 Al dt du+2 A}, dudv+2 Al dodt

und, erfordert also, dass es moglich ist, das System der

sechs Gleichungen {8) durch geeignete ¢, 4,3, gleichzeitig zu
befriedigen:

Ay = A,u \

Ay, = Alzz

j:z:’, = j:; < 5)
12 — g

Apy = 4,

Ay = 4,

Nur wenn es moglich ist, das System der sechs Gleichun-
gen 8) auf drei Gleichungen, wegen der drei ¢, zu reduciren,
ist das Problem in der bezeichneten Form {iberhaupt moglich.
Dies trifft aber in der That zu. Zundchst namlich lautet dic
Gleichung 4,, = A4}, so:

!l Z,yl 1,/
171 =7 A
Ty = Ty 0D
d. h. sie entféllt und ebenso ist die Gleichung 4,, = 4}, von
LAY)
dt
mit D (£), so lautet die Gleichung 4,, = 4,

selbst erfullt. Bezeichnet man ferner flir einen Moment
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=4
! A TN L/ o
Y D p B,
,.*:1\/-'% \/ (4 \/x@/z'v 71 Te |
i N/~
Yi Ve
;=3 -
—\"__7 , I D ?§L¢ 2‘”2 -
- S? it \/\‘ S+ AR
“;\/ - /Eq)/z S‘ 91 P2 |
\/ .H L ,Uli
! 7o
Wegen der Unabhéngigkeit von ¢, u zerfallt diese

Gleichung jedoch in drei Gleichungen, von denen es aber sehr
leicht einzusehen ist, dass sie sémmtlich befriedigt sind, wenn
nur folgende zwei Gleichungen statthaben:

Nl el N
=pimn = i g a)
N N
=i P = X477, b)

denn aus ihnen folgt nach einem bekannten Determinantensatz
dass z. B. auch folgende Gleichung erfiillt ist

Z A >ﬁ;'1')’ A ‘2
o wy| L

wobei die linke Seite eine Summe von vier, die rechte Seite
von drei analogen Gliedern ist. Ebenso folgt aus a) und &),
dass z. B. auch die Gleichung dann besteht

Nl ottt — XY oder Sgfolll = \‘P !

Bildet man ebenso die restirenden Gleichungen in p)
so ergibt sich genau in derselben Weise, dass sammtliche
Gleichungen ) und also die fundamentale Gleichung der
Abwickelung ds; = ds; bei beliebigen, d. h. unabhingigen
Werthen der drei Parameter 20 besteht, wenn zwischen der
und ¢; nur das ausreichende und zur Bestimmung der drei ¢
genligende System von Gleichungen A4) stattfindet:

N I — ! !
Lo g = dp
AN/ Y/ BN N /AP N
=g = I i 4)
‘\_‘ ,'5;//,‘:;;// — H)”/ 1)///
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Dass das System A) widerspruchslos und zugleich unab-
hangig ist, demnach wirklich zur Bestimmung der drei ¢ aus-
reicht, lehrt der blosse Anblick. Nach bekannten Determinanten-
satzen, vergl. z. B. Baltzer: »Determinanten« etc. kann A) auch
durch A’) ersetzt werden:

Sepier = Ldid,
Vol el 2 gl g
P o '\’l T2 '.d b1 v ¥y
\| Tt T2 Z‘ ? Z | ’~F (‘c// = | ¢ ¢ 4’" 4
/ ", T “
— {7 T2 ,P/// ! 1! /// G (P’"

worin z:’B. die zweite Gleichung links eine Summe von sechs,
rechts von vier Gliedern enthalt.

Es ergab sich somit der Satz:

»Der dreidimensionale Raum I) ist in der That in [') abge-
wickelt, wenn die vier © mit den drei ¢ durch die Gleichungen 4)
oder 4’) verknlpft sind.«

Es ist dabei zu beachten, dass aus 4’) auch A4) sehr leicht
sich ergibt, beide Systeme also einander dquivalent sind. Aus 4’)
aber folgt, dass auch folgende drei Grossen fiir I) und I’) gleiche
Werthe haben, also Invarianten sind:

%% 9 |
U ol o 12 TP By | S
v gl gl
N gl L i 9 73 .
a4t S INE ) PRY)
OXA) {(" A l ’
g ",
Lol )

diese drei Grossen sind jedoch, wie eine einfache Rechnung,
. . an\® .
die ich tibergehe, zeigt, nichts Anderes als (W>’ respective

’

dp.\ av\? . L
a7 ) respective (dt in denen 4, dp. und dv die in §. 2 sub )

1), 1II) bezeichneten Invarianten vorstellen. Also haben wir

jetzt umgekehrt diese Invarianz bewiesen aus der einen all-

gemeinen Gleichung ds; = ds}, und es herrscht vollige Con-

gruenz mit dem Fritheren, derart, dass wir auch 4’) und damit 4)

hétten direct nach §. 2, wo diese Invarianz geometrisch evident

dargestellt wurde, hinschreiben koénnen. Damit sind wir aber
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL.; CL Bd. Abth. IL. a. 26
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zu einer anderen Fassung des Abwickelungsproblems gelangt,
ndmlich zu dem Satze:

»Die Abwickelung eines dreidimensionalen Raumes in
einem vierdimensionalen ist identisch mit dem Problem: Eine
Curve zu finden, bei welcher das Bogenelement und die unend-
lich kleinen Winkel zweier successiven Tangenten, respective
Osculationsebenen gegebene Functionen einer Variabelen ¢
sind.«

Geometrisch ist wohl wenig {iber dieses Problem zu sagen,
ja man konnte sogar eine angenéherte Construction der Curve /)
und damit des abgewickelten Raumes sofort durchfiihren, etwas
Anderes ist aber die analytische Losung, d. h. die rechnerische
Bestimmung der drei Functionen ¢;(#). Diese namlich scheint,
wenn sie iberhaupt allgemein moglich ist, in endlicher Form,
bedeutende Schwierigkeiten zu bieten. Hier soll zunichst
gezeigt werden, dass die Kenntniss eines der ¢;(#) ausreicht,
um alle drei und damit die allgemeinsten Werthe derselben
sofort angeben zu kénnen. In der That ist eines der drei §(¥)
bekannt, und bezeichnet man die linken Seiten in A), die ja
gegebene Functionen sind, mit f,(Z), f,(£), respective f,(£), so
hat man, wenn fiir einen Moment statt f,(¥) — (dﬁ;(t)y, respec-

2 2
tive ﬂ(z‘)—(djt‘z(t—)) kurz F,, respective F, geschrieben wird,

fiir ,(#) und d,(¢) die zwei Gleichungen

ay, )2 ( di, Y_ -
( a) T\ ) =5
d2¢1>2 (dz(’h)Z
-t = F,
< ar ) *\ar 2
und man {iberzeugt sich leicht, dass diese beiden Gleichungen
befriedigt werden, wenn man setzt:

1
FEF,——-F* |
b (1) = F, sin( v Y aat
?1 1 \ F, |
R .
- ’ A\/Fle——ZF'/z ‘
dt di.

F

«

o= v
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[st also ¢, bekannt, so ist dies mit ¢, und ¥, ebenfalls der
Fall. Beriicksichtigt man ferner, dass die Coefficienten einer
ternidren orthogonalen Substitution #,...v, bekannt sind, z. B.
sichinBaltzer'sDeterminantenvorfinden,sowie dass Ez—l—-rﬁ+ 2

2 5 #\ 2
(%)24— <%>2+ (%;—) etc. bei einer orthogonalen Substitution
fir § 1 und ¢ invariant bleiben, so erkennt man, dass die all-
gemeinsten Werthe der drei 9, welche das System A) befriedigen,
wenn P, b, 4y irgend welche specielle Werthe sind, gegeben sind
durch B)
W= o+ Bby 1y by + 3,
Wy = by +Bybe+1p%5 45, By
Wy = oy + By + 139, + 3, 3
worin 9,8, 8, ganz beliebige Constanten sind.

Der geometrische Grund hievon liegt zu Tage, denn ist
der abzuwickelnde Raum gegeben, so ist damit auch der abge-
wickelte vollig bestimmt, nicht aber das Coordinatensystem
§,8,&; des letzteren, und dasselbe kann also beliebig verschoben,
Bedeutung der drei &, und beliebig gedreht werden, Bedeutung
der orthogonalen Substitution, an dem starr zu denkenden
abgewickelten Raum #ndert sich bei diesen zwei Operationen
gar nichts. Fiir die functionentheoretische Lésung des Ab-
wickelungsproblemes im Allgemeinen dirfte diese Bemerkung
von fundamentaler Bedeutung sein.

Ich will nun ein wirklich durchgefiihrtes Beispiel der Ab-
wickelung hersetzen, die Durchfiihrung desselben folgt spiter
§. 8. Ich behaupte und man tiberzeugt sich von der Richtigkeit
leicht durch Verification der Gleichung ds; = ds;, dass der
Raum 1) abgewickelt den Raum 1”) gibt, wobei ist:

1 . 1
¥ = cOS f— \/3 1w sin it -+ \/ﬁ 7 cost
. 1 1 .
¥, = Sint-4+ —=u cosit-+ — 7 sin ¢
) 17
v V] .
¥y = COS 2/ — \/? 1 sin 24 + NGt 7 COs 24
) 7
. 4 .
¥, = sin 2¢ 4+ 11 COS 2F + -7 sin 2¢

2
. NG 17

26
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= O t + 6 7
T 65 /325

Dass die in §. 2 sub I), II), III) berlihrten Gréssen in der
That invariant sind, ist hier ebenfalls sehr einfach zu verificiren,

auch die Aufstellung der Gleichung f(x, 4, v,x,) = O fiir 1) bietet
keine besonderen Schwierigkeiten.

§. 6. Reduction des Problems auf eine lineare homogene
Differentialgleichung dritter Ordnung.

Nach §. 5 besteht das Problem der Abwickelung eines
dreidimensionalen Raumes in der Ermittelung der drei Func-
tionen $(#) aus dem System A), worin die rechten Seiten
gegebene Functionen von ¢ sind:

/2 12 2
(1”1 +q’z +-le3 —ft 2
e "2 ne __

YUE g =, )
e g2, g1me
Wi+d, +dy =7

)

Wiirde man ¢, und ¢; nach der gewdhnlichen Methode
eliminiren, so hédtte man es mit sehr weitldufigen Formeln zu
thun, die an Ubersichtlichkeit viel zu wiinschen liessen. Es
zeigt sich aber hier der grosse Nutzen, den die Anwendung
der Determinanten gewdihrt, da es gelingt, das Resultat der
Elimination sofort, selbst im allgemeinsten Falle, wo also
1 Gleichungen der Form 4) vorliegen, hinzuschreiben. Es ist
selbstverstdndlich, dass die Schlussgleichung, der eines der ¢
genligt, wegen der Symmetrie der Gleichungen 4) immer von
allen ¢ befriedigt wird. Der Gedankengang, um zu dieser
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gewiinschten Schlussgleichung zu gelangen, war bei mir
folgender. Man kann entweder darauf ausgehen -- um gleich
alle drei ¢ zu berechnen, also die volle Symmetrie zu wahren —
eine Differentialgleichung irgend einer Ordnung, aber dritten
Grades, wegen der drei $, zu bilden oder eine lineare Diffe-
rentialgleichung dritter Ordnung, deren drei particuldre Inte-
grale die drei ¢ sind. Eine kurze Uberlegung lehrte mich, dass
der zweite Weg der einfachere ist, ja dass man sogar die
beriihrte Differentialgleichung dritter Ordnung als homogen
annehmen kann. Es werden also gesucht die Coefficienten in
der Differentialgleichung C)
}y ({IIII IIII(PIIII]
III yll/ 4)///

= 0. C)
P '

A

Offenbar sind ¢}, ¢} und ¢} particuldre Integrale derselben,
ebenso wie die aus ihnen durch eine orthogonale Substitution
hervorgehenden Werthe, so dass sich auch hier die allgemeinste
sub B) in §. 5 dargestellte Losung ergibt.

Um nun die Coefficienten von y, 3, 3", respective 3" in C)
zu berechnen, bemerke ich Folgendes. Aus A) ergibt sich
durch Differentiation sehr einfach folgendes System von Hilfs-
gleichungen B)

_ RN/ N - . .
u d fl’ hN v q) f27 ‘\_(1,///,1,/// —f«,
1
"o -/ NEE /// — "y /m
'1"'1”1'—?.](1’ “' *.fz, ~I‘ f;/
1 7 ! i —
0 =5 A —f LW 2”—f3,

3 |

1
,1) ,‘////: f)f”, 7f2,

Bekannt ist daher nach dem Multiplicationstheorem der
Determinanten sofort 3, wenn beriicksichtigt wird, dass 3 =\/3?
ist, wobei

B)
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1

1 1
.fl’ ?j’fl’: 'H'fl//__fz
VAU - -
ve 1 1
i= ”I ")”(1) = \// ’2‘f1,’ fz; ?.fz/ D)
'y lll ll/l?III
n 1 /
o /1 _fZJ 7f2’ f3

Nun folgen mit einem Schlage die simmtlichen Coeffi-
cienten in C), sobald diese Gleichung mit 8 multiplicirt und
dividirt wird, wenn 3 zuvor so geschrieben wird:

10 00

0 ?/// . 1)/// N

:jO 'y[’ '11’” ,1|)/I H
|
LA '

Die Gleichung C) lautet ndmlich jetzt so:

", y, y’, y
_‘f]//l_ _f27 Q fZa 2 fl b fl ;
1
3 ? 2//__ . 7.](‘2/, _Z_fl/
L Fo g fl g SIS,
‘ 2 30 3> 2 2 2

Die Gleichung E) ist in der That die gesuchte Differential-
gleichung, in ihr sind also die Coefficienten von v, 3/, ¥, respec-
tive 3" gegebene Functionen von £, und man konnte sie auch

50 schreiben:
‘YOJ’I”"'XlJ’”"'Xz.iV,’*“ 3y =0.

!

)
Anmerkung I. Setzt man d —z, so lasst sich die letzte
J/

Gleichung sofort in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
bekanntlich verwandeln, welche lautet:
Y0:”+(‘(Yl +3z7 0)2',+(.1Y0Z3+1Y1Z2+1Y25+X3) = 0.
Anmerkung II. Aus dem System A4) und B) ergibt sich

leicht, dass auch X¢/ 4" X0 etc. gegebene Werthe
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besitzen. In der That folgt aus D) durch Differentiation nach ¢
und nachfolgender Quadratur, weil 3 eine durch D) gegebene
Function ist:

Yo %
o, W, | =@ Z
d{/l///, ,\bg//, ,1,):/2///

Wird jetzt links in F) quadrirt durch Zeilencomposition,
so ist links wegen B) Alles bekannt, mit Ausnahme von dem
einzigen Glied X9/ = f,, das sich demnach rational aus F)
ergibt. Wie nun aus f,, f, und f, soeben mittels 4), B), D)
und F) das f, berechnet wurde, ebenso ergibt sich aus f,, f;
und f, jetzt wortlich f; = X¢®¢®, ja man hat in dem eben
berechneten f,, wenn dasselbe explicit als Function von f, f,
und f; hingeschrieben ist, nur die Indices der drei f um eine
Einheit zu erhéhen, wodurch sofort f; und analog f;, f; etc.
resultiren. Durch das Bisherige ist also das vorgelegte Problem
der Abwickelung eines dreidimensionalen Raumes auf die
Integration der Gleichung E) reducirt.

§. 7. Verallgemeinerung der bisherigen Betrachtungen,
Analogie mit der Kreistheilungsgleichung.

Die Verallgemeinerung der Betrachtungen in §. 4 bis §. 6
ist so selbstverstandlich, dass sie wohl mit einigen Worten
abgethan werden kann. Will man ndmlich einen abwickelbaren
Raum von m Dimensionen, gelegen in einem solchen von
(m + 1) Dimensionen, abwickeln auf einen linearen Raum von
i Dimensionen, d. h. conform abbilden, wobei in Bezug auf
letzteren das Grossenverhiltniss gleich Eins, so kommt dies
hinaus auf die Bestimmung von ¢f, ¢},...¢}, aus dem System
von Differentialgleichungen A’), worin die rechten Seiten
gegebene Functionen von £ sind:

IV = BT =, Ee0 e = S A7

Leitet man durch Differentiation von 4’) das zu B) in §. 6
analoge System von Gleichungen her, so folgt sofort, dass die
zu d in §. 6 analoge Grosse & eine gegebene Function von ¢#
ist, wobei man hat:
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by |

" " 3
o = dh ‘!’2 '--dr‘m

q)(lu) ¢(ial) (m)

Pin |

Durch Multiplication und Division von &, nachdem es wie
in §. 6 als Determinante (1 + 1)ten Grades geschrieben worden
ist, wird nun in der linearen homogenen Differentialgleichung E )
das System der Coefficienten von ¥, 3/, 9 ... y0m

: 1 1
I y(m) ¢(]m+l) ,‘bgm—f— )' . q)(m+ )

m

! y(m -1) (Mm) q)gm) L ,‘P(m)

m

=0 E)
S
1 ¥ Ll)l Ll)lg .ne dfm !

sofort bekannt und hiedurch also das Problem auf die Auf-
l6sung einer linearen homogenen Differentialgleichung mmster
Ordnung, von welcher q;’l...dgf,l particuldre Integrale sind, in
der That reducirt. Es resultirt also eine Differentialgleichung
der Form F’ fur ¢f...d};:

Xy X =4 4+ X,, 1y +X,,y =0. F)

Nun springt auch sofort die Analogie des Systems A’) mit
den Kreistheilungsgleichungen in die Augen; denn kennt man
z. B. §, in A’), so schreibt sich, wenn f—¢M ¢ = F, gesetzt
wird und die letzte Gleichung in 4’) ibergangen wird als iiber-

fliissig, jetzt A’) so:
Y= By Y = By S = Bl AY)

und es existirt also fiir ¢/, ¢,,... ¢}, ein vollig analoges System
von Differentialgleichungen. Es ist diese Eigenthiimlichkeit
des Systems A/) ganz analog der Kreistheilungsgleichung
#"—1=0 f’). Denn ist eine primitive Wurzel dieser Gleichung
bekannt, so folgen bekanntlich aus ihr alle anderen Wurzeln
von f’) durch Potenzirung. Um aber zu einer solchen zu
gelangen, muss man die Gleichung #"-!-—-1=0 z. B. vorher
auflosen und umgekehrt, d. h. in Bezug auf F/):
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»Ist die Gleichung F’) fiir m aufgeldst und ein einziges
particuldres Integral von F’) fiir m + 1 bekannt, so folgen alle
{ibrigen particuldren Integrale von F') fiir m +1 und also das
allgemeinste Integral fiir den Fall 72 4+ 1.«

Man kann ibrigens an Stelle von A’) ein allgemeineres
System von Differentialgleichungen setzen; denn ist f(x,%,,...4)
die allgemeinste quadratische Form von den m Variabelen
¥y, %+ ¥y Mit constanten Coefficienten und ist f(x,, 2,,...4),
wenn an Stelle von #,...x,, das System ¢{d}...4),, respective

YT bis G0 gm0 tritt, immer eine gegebene Function
von /, d. h. hat man ein System von m &hnlichen Differential-
gleichungen, so kann dasselbe durch eine orthogonale Sub-
stitution immer auf die Form gebracht werden, im Allgemeinen

“a'rllf'l _.fl .ud ({(m)?(/u) -—f'm

und dieses System ist mit A’) identisch, wenn man setzt
\Va, .Y =1 et

Anmerkung. Es liegt auf der Hand, dass das System A')
z. B. sofort auflésbar ist, wenn im Falle m = 4 etwa ¢} und &,
bekannt sind etc.

§. 8. Losung des Problems der Abwickelung fur den Fall,
als sammtliche in §. 2 angegebenen Invarianten constant sind.

dx du dv

dt’ dt’
sammtlich constant, so ergibt sich sofort, dass auch in dem
System A’) des §. 7 die Grossen f,(f), f,(#),... sammtlich con-
stant sind, und durch Aufldsen einer algebraischen Gleichung
vom Grade m erhdlt man mz particuldre Integrale der Difte-
rentialgleichung E’) oder F7) in §. 7 und daraus die allgemeinc
Losung etc.

Es scheint jedoch, dass in dem Falle, wo die erwahnten
Invarianten simmtlich constant sind, das System A’) in §. 7 der
Gleichung E’) oder F') vorzuziehen ist, indem man mittels
Determinanten sofort den Grad der algebraischen Gleichung
wesentlich reduciren kann. Auch hier zeigt sich wieder der
grosse Vortheil, den die Rechnung mit Determinanten gewéhrt.
Bemerkt werden mag {ibrigens hier der Unterschied zwischen

Sind die in §. 2 angegebenen Invarianten -
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dem System A’) und E’) in §. 7 Beide definiren wohl dieselben
Functionen ¢/ ...4/,, aber in E’) sind diese Functionen vermége
der Eigenschaften von Determinanten bis auf constante
Factoren nur bestimmt, die erst nachtraglich mittels 4’) zu
berechnen sind.

Beispiel I. Es sei in 4/) § 7 m = 3, dann hat man das
System a):
1)/2 o+ /2
ey = 2

,!J/l//:z_’_,]b;uz_'_,]b;/://z = a,

:a'l

Ich suche dasselbe zu befriedigen, indem ich setze

Y= at
b, = b cos ct

by = b sin ct.

Setzt man dann diese Werthe in «) ein und bestimmt die
constanten @, b und ¢, so ergibt sich sehr ein folgendes System
von Lésungen:

Pl

b=t /a——ﬂ—
b \/l

-)

by _»—~"cos \t \/;“3>
. l: sin <1,‘ \/i>

Ay’

Nimmt man nun 1, = cos {, ¢, == sin ¢, %, = cos 2,
z, = Sin 21, so ergibt sich a, = 5, a, = 17, a; = 65, und man
erhdlt dann das in §. 5 gegebene Beispiel der Abwickelung des
Raumes 1) auf den Raum 1').

Beispiel II. Es sei # = 4. Dann hat man fiir ¢ b, b, 9,
folgendes System j3):

,1,)/12 +tb”2 +']b{'2 +L})"2 = a,
‘///2 ,{///2+?///2+(P//12 = a,

e gy e i
LTS L TS L S P

PR Y = a, |
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Um dieses System aufzuldsen, setze ich
Y = A cos Bt {
, .
b, — A sin Bt |
;L )
by = C cos Dt
; .
b, = C sin D¢

5

Eine leichte Rechnung ergibt dann, dass B* und D?* die
wurzeln der quadratischen Gleichung sind:

W (a,a3— ag) —N(a,a,— @, ay) +(a,a,—a3) = 0,
und dass dann 42 und C?® gegeben sind durch

2
_ay,—aD

a,—a,B*
A2_ — 2 1
B _D® !’

C="p—pr

womit in §) Alles bekannt ist, also eine einfache Quadratur die
vier ¢ gibt.

Ich will, um das allgemeine Verfahren etwas nédher zu
charakterisiren, sowie um den Nachweis zu fiihren, dass die
vollstindige Bestimmung der ¢ immer, wenn # = 2, respective
1 = 2+ | ist, eine Reduction auf eine algebraische Gleichung
vom Grade m — in beiden Fillen gestattet, die erwdhnten
zwei Fille in den Beispielen III und IV trennen.

Beispiel lIl. Es sei # = 2m. Dann ist das System 7) auf-

zuldsen:
,pllz +']b{22 -+ —|—'{J-’ﬁ,, =& '
4)1112 +(‘l",l/2 ... +'1b‘é,31 — ’l’)

,{)(12111)2_4_,! g2m)2+ . +,1y)§2“1:1)2 = as,, \
Um 1) aufzuldsen, setze ich

Yon41 = Apg1cos Byt | )
Yoo = Apgr sin Byyqt )

h=0,1,2,...m—1.
Zu bestimmen sind dann die zwei Reihen von je # Unbe-

kannten: A4, 4,...4,, B/B,...B,. Setzt man ¢') in 7) ein, so
resultiren die 2m Gleichungen 7"):
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A%—l—Aﬁ 4+  + A = a
A*B: 4+ AIBXY + +ALBL  =a, /
A*BY  +A:BY  +  +ALBL  —a, (")

A%Bi21il—2+A§B§m—2+ +A’2” B12“1u—2 = Qs
Bildet man sich jetzt mittels ") die Ausdriicke a,—ha,,
ay—Aa,,...az,—hag,—1, 0 ergibt das Multiplicationstheorem
der Determinanten nach sehr einfachen Reductionen die
Gleichung ).

Loa, a,  ..an
! Aooa,, Ay, @t
)\4, aq, a,, v Qg2

AN @ty Gig2, - Gom
L AALAL AL (B BY)(BBY)...
...(B,—B},_)) ()\——B%) ...—B3) ')

Nun war A eine beliebige Grosse, daher folgt aus 4”), dass
B}, B}...B;, die Wurzeln der Gleichung smten Grades sind.

|1, a, Gy, ...ay
)‘; Ay, a,, cee Qg2
=0. 41
2 ag, Ay, @ (

N @ity G2, Ao

Ist also diese letzte Gleichung aufgeldst, so sind B},...Bj,
bekannt und +") ist ein System linearer Gleichungen fiir
A, AE . A%, wodurceh in ') Alles bekannt ist, demnach ist
fiir diesen Fall die Reduction nachgewiesen.

Beispiel IV Ist w == 2m +1, so verfahre man wie in III,
nur tritt hier noch hinzu ¢2,41 = Agu41. Die ganz analoge
Rechnung zeigt, dass dann die erste Gleichung in ") links
noch das Glied 43,41 enthélt, die folgenden aber dusserlich
ungedndert bleiben. Es ergibt sich dann B%...Bj, aus der
Gleichung:
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1, a,, Agy Qg
A, él3 y a‘}, Y AT
R =

y  y, as, Qs

)\m y Y42y @43y ag41

Die A%, A2,... A%, A%,41 folgen dann ebenfalls aus einem
System linearer Glelchungen 4", und somit ist auch fiir diesen
Fall die Reduction dargethan.

8. 9. Die Differentialgleichungen fiir abwickelbare Riume,
wenn die Dimension # — 3 ist. Kiirzeste Linien derselben,
Schlussbetrachtung.

Ist fiir rechtwinkelige Punktcoordinaten, xx,x; und x,, in
einem Raume von vier Dimensionen die dreifach gekriimmte
Curve, deren linearer dreidimensionaler Raum den abwickel-
baren Raum erzeugt, gegeben durch

yvi=ri(n) =12 34, 1)
so ist der abwickelbare Raum der Dimension 3 nach §. 3, D)

selbst, dargestellt in den drei Parametern u, #,, u, selbst, dar-
stellbar durch:

wh PR ANN N/ /
e i v e — 7 X9l 5
X = 5+ —5= Ly + ey 2)
\/Lm'z rr r‘p
71 X' ’ w / v 2
VST S |

Man kann sich nun die Frage vorlegen: »Wenn an
Stelle von 2) ein dreidimensionaler Raum durch die
Gleichungen 3) gegeben ist, wobei ist

v = bi(uy, uy,uy) 1=1,2,34, 3)
wann stellt 3) einen dreidimensionalen ,abwickel-
baren“ Raum vor, d. h. wann ist es mdglich, 3) in die
kanonische Form 2) zu Uberflihren?«

Das Kriterium hiefiir ist gegeben durch zwei Differen-
tialgleichungen, fir welche x,, %,, x,, %, als Functionen der
unabhangigen Parameter #,, #,, 7, aus 3) zu entnehmen sind.
Wire der Raum 3) in der Form gegeben:

Sl xy, 2, %) =0 oder x = F(x,, %, 7,),
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so werden diese Formen sofort in 3) bekanntlich (iberfiihrt,
indem man setzt x, = u,, 3 = u,, ¥, = u,. Die betreffenden
Formeln fiir die letzteren Darstellungen stehen jedoch der in 3)
gegebenen infolge ihrer asymmetrischen Gestalt weit nach,
wesshalb ich sie nicht ausflhrlich hersetze, sondern auf 3)
mich beschranke. Auch fiir 3) will ich die bereits erwihnten
Differentialgleichungen bloss historisch hier angeben und den
Nachweis, den ich bereits flir abwickelbare Raume beliebiger
Dimension erbracht habe, hier nicht mittheilen, sondern bei
niachster Gelegenheit publiciren, da die Auseinandersetzung
desselben die vorliegende Abhandlung bedeutend vergrossern
wiirde. Die Gleichung des osculirenden linearen Raumes der
Dimension 3 im Punkte x;, ¢ =1, 2, 3,4 fiir 3) lautet namlich
nach Friherem:

Ox, Ovy 8w,
8n, 0w, Ou,

X‘_—'_<&1'—"1:1) ) O)

daher sind die Richtcosinuse p;, 7 = 1, 2, 3,4 der Normale zu 3)
gegeben durch

9r 0or Or Or
PP P Pe= g

o, A Ly 07,

und

pPitpp D, =1,
wobei ist:
Gy Gy Uy Uy |
by b by B,
01, O1, Ou, 01,
=1 El& 8x, Ox,
0x, ou, Ou, Ou,

ox, dv, O, Ox,
IB1L3 02, Buy Ou,

Bildet man sich nun mittels 3) zunéchst

ov, Ox, Ox, Ox, Ov, Ov, O, Ox,
01, B113 On, Oug  Ou, Oug 011, Oug

a,’i — 65’47

wobei o, B =1, 2,3 sind, so ergeben sich die sechs Grossen.
€,1€15 €13 659 €53 €55 AlS gegebene Functionen von %, 7, und u,.
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Berechnet man ferner E,; = E;,, nach der Gleichung:

0%, 0%, 0%, 0%, .
T —p, + —+ : + a— - py, = B = E;,
du1,0113 P 011,015 P 81140115 Ps 01149115 Py “? e

so sind auch E , E,, E,, E,,, E,;, E,, durch 3) gegebenec
Functionen von 1,1, Soll nun der Raum 3) ein abwickel-
barer sein, d. h.in der Form 2) auch dusserlich darstellbar sein,
so miissen die e,3 und E, die folgenden zwei Differential-
gleichungen befriedigen:

ELE,E, |
Ey\ Ey, Eyy =0 A)
Ey By By I
E\Epye;, E e, E| e ELEy,
Ey Eyyeyy | + | By 0y Epy } + BBy =0 B)
E; Eyy €5 Ej 45 Egy ! | €31 Es, Ey,

Ich behaupte also:

»Berechnet man mittels 3) die e.,; und E,; und setzt die
so gefundenen Werthe in 4) und B) ein, so ist 3), wenn 4)
und B) erfiillt sind, ein abwickelbarer Raum und kann demnach
in die Form 2) immer Uberfiihrt werden.«

Der Beweis hiefiir soll, wie schon erwahnt, und zwar gleich
ftir Raume beliebiger Dimension #, wo an Stelle von 4) und B)
im Ganzen (z—1) Gleichungen treten, bei nichster Gelegenheit
publicirt werden, da ich ihn schon fertig besitze. Hier mag
noch hinzugefligt werden, dass jeder abwickelbare Raum der
Dimension 3, der also in der Form 2) immer dargestellt werden
kann, in der That immer 4) und B) befriedigt, d. h. dass der
eben aufgestellte Satz auch umkehrbar ist, demnach in Wirk-
lichkeit die erforderliche und auch ausreichende Bedingung
fir die Abwickelbarkeit ergibt.

Wird néamlich e,s und E,;3, fur 2,  =1,2,3 aus 2) berechnet,
so gibt eine leichte Betrachtung wegen p, = or etc. nach

07,

bekannten Determinantensitzen:

E,=0 E,=0 E, =0 FE,=0 E,=0
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und damit sofort die Uberzeugung, dass 4) und B) wirklich
befriedigt sind.

Vielleicht darf ich mir hier noch die Bemerkung gestatten,
dass der Beweis des soeben bloss historisch erwédhnten Satzes
wesentlich zusammenhdngt mit der Verallgemeinerung des
Begriffes der »Kriimmung«, wie ihn Gauss flir RAume von
einer, respective zwei Dimensionen, d. h. fiir Curven und
Flachen aufgestellt hat, ja mit dieser Verallgemeinerung vollig
identisch ist.

Werfen wir jetzt einen zusammenfassenden Blick auf das
bisher Gesagte, so ergibt sich Folgendes:

1. Abwickelbare Raume der Dimension 1, 2, 3,... sind die
Enveloppen einer einfach unendlichen (oo!), und zwar con-
tinuirlich sich folgenden Schaar von linearen Raumen mit der
Dimension 1, 2, 3,... in einem Raume der Dimension 2, 3, 4,...
Also sind die abwickelbaren Rdume niedrigster Dimension eine
ebene Curve, eine abwickelbare Flache, ein abwickelbarer Raum
von drei Dimensionen etc.

2. In §. 5 wurde das urspriinglich geometrisch nicht vor-
stellbare Problem der Abwickelung eines dreidimensionalen
Raumes in einem vierdimensionalen Raum geometrisch vor-
stellbar gemacht, indem es reducirt wurde auf die Auffindung
einer gewissen Curve, von welcher das Bogenelement und die
Winkel zweier successiven Tangenten, respective Osculations-
ebenen gegebene Functionen eines unabhangigen Parameters
sind.

3. Die analytische Fassung des in 2) soeben angegebenen
Problems wurde in §. 6 auf die Aufldsung einer gegebenen
linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung redu-
cirt, von der weiter gezeigt wurde, dass zur volligen Losung des
Problems die Kenntniss eines einzigen particuldren Integrales
ausreicht. Sind alle Invarianten constant, so wurde in §. 8 das
Problem auf ein rein algebraisches reducirt, und ist dasselbe
demnach als geldst zu betrachten.

4. Durch den in diesem Paragraphen aufgestellten Satz,
Gieichungen 4) und B), wurden die abwickelbaren Rdume von
den allgemeinen durch ein analytisches Kennzeichen vollig
abgesondert.
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Von der Tragweite der bisherigen Betrachtungen mag noch
folgendes Beispiel eine Idee geben. Der durch die Gleichung )
gegebene Raum von drei Dimensionen ist, wie man mittels A)
und B) z. B. nachweisen kann, ein abwickelbarer und kann
auch durch die Gleichung festgelegt werden:

| ) 3127 ()

+2(+x,) —2x,(vi—a)) — 4, —112 = 0. o)

Einfacher wird dies erkannt, wenn man thn, wie leicht zu
zeigen, als Enveloppe des linearen Raumes

¥y cos 2¢-x, sin2¢—4x cost—4x, sinf+3 =0

nach Fritherem auffasst, dann fillt er ndmlich zusammen mit
dem sub 1) und 1’) in §. 5 gegebenen Beispicle.

Es seien nun in o) zwei Punkte xjxyxpx, und /2] 2z
gegeben, verlangt wird die kiirzeste in o) verlaufende
Curve zwischen denselben. Diese Curve wird dann in
folgender Weise,ohne jede weitere Uberlegung gefunden,
wenn beachtet wird, dass sie durch Abwickelung von 1) in §. 5
in eine Gerade tibergeht. Ich denke mir mittels 1) in §. 5 die
Werthe #, o/, ¢/, respective #', #//, " berechnet, die den zwei
gegebenen Punkten entsprechen. Vermége 1/) in §. 5 sind dann
zwei Punkte & &¢& &7&/¢" im Raume von drei Dimensionen
gegeben und damit die Gerade, welche sie verbindet, d. h. die
Coefficienten in zwei Gleichungen

A& +BE,+Ch+D, =0, Af +B,5+Ck+D, =0, B

worin die & durch ihre Werthe in /) zu ersetzen sind.
Hiedurch werden B) zwei gegebene Gleichungen zwischen
t, w und v. Man kann also vermége B) z. B. # und v als Func-
tionen von ¢ berechnen, sobald §§,& durch ihre Werthe —
aus 1) in § 5 — ersetzt werden. Fithrt man dann die so
gefundenen Werthe von # und v in den Gleichungen 1) § 5
ein, so ergeben dieselben sofort die kiirzeste Linie zwischen
den gegebenen zwei Punkten. In ganz analoger Weise kdnnte
z. B. das isoperimetrische Problem fiir den Raum 1) in § 5
geldst werden, etwa die Auffindung jener Flache in 1) §. 5, die
bei gegebener Oberflache das grosste Volumen einschliesst u.s. w.
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL.; CI. Bd. Abth. IL. a. 27
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Indem ich mir fir eine demnachst erscheinende Abhand-
lung eine weitere Anwendung und Vertiefung der angesteliten
Betrachtungen vorbehalte, will ich, um Missverstandnisse hintan-
zuhalten, noch bemerken, dass es mir sehr wohl bekannt ist,
dass ausser den hier betrachteten abwickelbaren Raumen von
drei Dimensionen in einem vierdimensionalen Raum noch
andere, von ihnen wesentlich verschiedene existiren,
ich will jedoch aus dem eben angegebenen Grunde spéter erst
hierauf abschliessend eingehen und zu meiner Rechtfertigung
hier historisch nur ein Beispiel anfiihren.

Es seien x, y, 2, ¢ rechtwinkelige Punktcoordinaten in einem
vierdimensionalen Raum, §, 1, { solche in einem dreidimensio-
nalen. Dann behaupte ich ist der Raum

1

(P +22—*— 3" 2T {xyz+ -

txt—yH 12 =0
abwickelbar, und zwar erfiillt er abgewickelt mit seinen reellen
Punkten den ganzen Raum von drei Dimensionen, der ausser-
halb des Kreiscylinders
15\?

2 —

N+ = (—

: 17
liegt. Die in diesem Aufsatze betrachteten abwickelbaren Raume
zeichnen sich vor speciellen anderen, spéter in Erwdgung zu
ziehenden, durch die grossere Bewegungsfreiheit der Ebene
aus, welche sie erzeugt.
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