Uber einige arithmetische Determinanten
héheren Ranges

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. April 1892.)

Herr Stephen Smith hat bekanntlich im Mai 1876 in seiner
im siebenten Bande der »Proceedings of the London Mathe-
matical Society« enthaltenen Mittheilung »On the value of a
certain arithmetical determinant« das Product ¢ (1)%(2)...9 (1)
durch die symmetrische quadratische Determinante nter Ordnung

[Z.J X':”(1',7._—._1,‘2,..., n)

ausgedriickt, wo [7, =] den grossten gemeinsamen Theiler der
zwei ganzen Zahlen 7 und # vorstellt. In den folgenden Jahren
haben Mansion,! Catalan,? Cesaro?® und ich* an ver-
schiedenen Orten theils neue Beweise der Smith’'schen Relation

1 »On an arithmetical theorem of Professor Smith.« The Messenger of
Mathematics, S. II, v. VII, p. 81—82. — »Sur la théorie des nombres.« Gand
1878. — Annales de la société scientifique de Bruxelles, t. I, p, 211—224,

2 »Théoréme de MM. Smith et Mansion,« Nouvelle correspondance
de mathématiques, publiée par E, Catalan etP. Mansion, t. IV, p. 103—111.

3 »Sur un théoréme de M. Mansion.« Mathesis. T. V, p. 248—250. —
»Determinanti in aritmetica«, Giornale matematiche pubblicato per cura del prof.
G.Battaglini, t. 23, p. 182—297. — »Intorno a taluni determinanti aritmetici«,
Atti della reale accademia dei Lincei. Rendiconti, Serie IV, vol. I, p. 709 —711. —
»Nuovo studio di determinanti aritmetici<. A. e. a. O. S. 711—715. — »Consi-
dérations sur le déterminant de Smith et Mansion.« Annales scientifiques
de I'école normale supérieure, Série 3¢, t. II, p. 425 —435.

1 »Uber den grossten gemeinschaftlichen Divisor. « Diese Sitzungsberichte,
91. Bd., S. 333.—343. -— »Einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie,«
A.e a. 0.92. Bd., S. 1290—1306.
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angegeben, theils zahlreiche andere ihr analoge Formeln auf-
gestellt oder Satze liber bemerkenswerthe Verallgemeinerungen
derselben mitgetheilt. In dem vor wenigen Monaten erschienenen
ersten Bande der »Théorie des nombres« von Edouard L.ucas
finden sich ausser der Smith'schen und der ihr dhnlichen
Relation Cesaro’s:

=1 p= [1100:;1 ]
A

NE

=1

Ire /e —— A
VA=V =1l e, = (—1)

in welcher p,, p,, ., p, alle n nicht iiberschreitenden Prim-
zahlen sind, noch die zwei folgenden von J. Hammond her-
rithrenden, vorher nicht verdffentlichten Determinantendarstel-
lungen von ¢ (n), von denen jede aus der anderen unmittelbar

abgeleitet werden kann

'1';(72) — ‘ai,xl(i,‘fc:l,Z,...,n)
= |bin| (i, v=1,2, .., m)

wo a;, fir »<<w den Werth O oder 1 besitzt, je nachdem i
durch » theilbar ist oder nicht, und a;, = ¢ ist, wihrend
b . — [ : ] firx =< un—1und &; , = (E+1)
’ % ' 2

Jede der angefithrten Formeln stellt einerseits einen ex-
tremen Fall einer Darstellung des Productes der Werthe, welche
eine bestimmte zahlentheoretische Function fiir »(1=<r <)
ganzzahlige Werthe des Argumentes annimmt, durch eine
quadratische Determinante nter Ordnung dar, anderseits bildet
sie das Anfangsglied einer Kette von Ausdriicken dieser Pro-
ducte durch vollkommen conform gebildete Determinanten von
beliebigem Range. Dies zu zeigen und zugleich einige weitere
allgemeine Relationen derselben Kategorie aufzustellen und
auf mehrere besonders interessante specielle Falle anzuwenden,
ist der Zweck der folgenden Zeilen. Zu dem Behufe soll zu-
néchst im ersten Paragraphe eine Beziehung aus der Theorie
der Determinanten hoheren Ranges in etwas allgemeinerer Form,
als flir die gegenwirtige Untersuchung nodthig ist, abgeleitet
werden.

ist.




§. 1. Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2

|Ciy ooy s |G ey s 2= 1,200y 1)

deren Elemente aus den beiden Elementensystemen a;, i, ...i. 0jijp..eis(s Ty o5 tr—t3 JisJay o Jg 4 =
1,2, ..,m;4;7,=1,2, .,m)in der durch die Gleichung

A=m

-
Ci” i2""’ir+s—2 - Z a'in i,':v"'uir—lr)‘birrir+1u "‘y1.1'+s_27)‘
A=1

angegebenen Weise zusammengesetzt sind, ist bekanntlich durch die Relation

i), i@ irbs=3) ;) ;@) r+s=3) () @), j0+s—3) = 4
1 1 1 bl ’ 1 ’ 2 2 ’ ’ 2 ’ ? 7 1 7 1 ’ n

2 r+5—3
lci, 4y ..., f,,JI_S_zl (i iy Ty =1,2, o0y 1) = Z F[ (@, i, ... i ) ¢, D, 1@, sl
i, i@ L irbs=8) ;1) ;@) ir+s—3) (1) @) ... ir+s—) =1 1
1 ’ I t 3 1 ? 2 ? 2 3 b 2 2 7 71‘ ’ 1¢ b bl 71/

o, i), i@, .., ifrks=8) Gy (D) ;@) i(rs=8)
2 2 2 non 1

definirt, in welcher («,, @,, ., o) diejenige quadratische Determinante bezeichnet, welche entsteht, wenn in
der gewdhnlichen Determinante tter Ordnung

1, 0, O 0
0, 1, 0, 0
0, 0, 0, {

'saSuey UoIeyQY ULJUBUILIAIG( SYISIAWYILY

~



an Stelle der »ten Horizontalreihe die ayte fiir x = 1,2, . ¢ gesetzt wird. Es sei zunidchst mindestens cine &

der beiden Zahlen » und s, zum Beispiel s gerade. *
Fithrt man auf der rechten Seite der letzten Formel die durch die Gleichung 1) angegebenen Werthe
der Elemente ¢;, ;, ..., s ein, so verwandelt sich dieselbe in die folgende:
(1) ;@2 i(r4+s5—3) ;(1) ;(2 i(r45—3 (1) @2 ((rs—3) — 5- —
zl( ),;E ),,..,zl(’+ ), 12( ), 1(2 ),...,zé + ),..‘,11(1 ), 11(1),...,17(17 D= 103 My Ry - ey Mgy = 702 ris—3
. gy y
Cin Iy veey iy+5—21 (1 Bay o vy i1'+s—2 =1,2,...,m) == S H <1’ {[’-), zél‘-), L] l,(,,m) .
] 1
i, i@, =8 D@, =), ;'1(11), i’(f),. . i1(:'+5"3); M hgye ey Ay =1 -
a a a e
. < g o . (. . . . Ay — ©
1, ii(l), il(z),. ch t{" 2) 3, Z,1é1), té‘?‘),. . 12(" 2 7, 11(;1), 11(3),. o 11(;' 2), A o‘qb
(=1
'bi(i’—l) NG i (r+s—3) bi(f—n G i (r+s5—3) 'bi(f—l) i1 j(r4s—3) ) g
1 ) 1 PR ] 1 M 9 1 g 1ty 2 )y A2 n £ n LRRAS] n LY ®

In der cntwickelten Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung kommen Glieder, in denen zwei der
Grossen A, mit verschiedenem Index denselben Werth haben, nicht vor. Es entspricht ndmlich jedem Gliede

derselben, welches abgesehen vom Zeichen gleich

LT R MY b“r: Bl 5219 N M 1L b‘w Tl Trgs—25°

ist, ein anderes von der Form

a’xl, L S P b‘.y, 17+1,..., :1'—0-5—"-" Ga’tl, Tyt :1,__1’5 bx,,,zr+1,..,,x1,+5_2, 3.



wo die nicht aufgeschriebenen Factoren in beiden identisch sind, und da diese zwei Glieder durch s—1
Vertauschungen von zweien der Indices / aus e¢inander abgeleitet werden konnen, so sind sie dem absoluten
Betrage nach gleich, dem Vorzeichen nach aber verschieden und heben sich demnach auf. Ist #>m, so
kann ein Glied, in welchem sammtliche Zahlen X, A,, ..., A, von einander verschieden sind, nicht auftreten
und daher hat man die Relation

A=11

S_‘ A b =0 (n>m; s gerade).

2, oty N D e s 2 M U g9 =1, 0, 7)
=1

Ist # =< m, so bilden die in einem Gliede der Determinante auftretenden Indices A, A,,. ., A, eine
Combination nter Classe mit Versetzung und ohne Wiederholung der ganzen Zahlen 1,2, .., m, und daher
kann man in diesem Falle die letzte Gleichung auch in folgender Weise schreiben:

(1) (2 j(r+s—=3) ;1) ;@) ... jr4+s5—=3 LW i@ s =d) =y . —
11()’11()""’11 ),zé),zz(), iy ),..,zn s, ,11(1 ) = 113 Ay Ay J A= rhs—3

ci, "z,--~:ir+s—2|(iv fayee g 2 =1,20 0, 1) = Z I!»Ll @@, i, L, i),
1

i§1), i§2),u., if"+3’“3), i, 59,. B 1 A SO i7(11), i1(12),4 i1(:‘+5—3); Mr Ay ooy hyy =1

(A, A Gh)Ea . o @ ) . .a .
(17 29 ) 71) I’il(l) ig_),)’_“’igi’—l)v;\‘ 2’5‘51)1ié.g)l“.,ig’-i-s—&)’)\_: 1, i1(ll)’i(2)""‘i,(;r+s_3)’7“’l

! n

N Y T N ™ zx—l),i7(;),...,;1(:+6—3),7.”
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Vollzieht man nun in dieser Gleichung zunachst die Summation in Bezug auf (=19 (x = 0,1,2,.
s—2;w=1,2, .,u), so wird fiir jede aus denselben # ganzen Zahlen A", A®, .. ™ gebildete Com-
binatlon der Grosse A, A,,. ., A,

i(lr—l)'igr),'“’il(1'+5—3),1-2(1'—1) i(") i(y+s_3)""'i,(z'—l)’i,y)""’i,(q,y-ihs——?'):”

r+5—3
Ay Koy oo ]—I ) 26
T Z H G, )bm— ), i), ifr =D,
$=, 100, arks=8), 5= i), i) L= ) slrks—8 =g T
1 LS AR | 3 P Ty
Bty o0 irremi e i) s kst p T | Pt | G sy = 1,2 i = 200,200
b 1l ety y A2 " (e vy » My

und demnach ergibt die Summation rilicksichtlich der {ibrigen Indices 7® und der Zahlen A, A,,. ., \, die
Relation

c. . . .. . =
| Ty fay ooy fpy 50 l (f1y Bgy o v s Bpyg—0=1,2,..., 1)
+

Z | @iy iy iy, iy | lbj“jgy..‘,js_l,js Gy o ooy Byt oo osJ g = By 5 iy =R ha e M) 2)
Ay by o op A

2y 0y

(2

wo die Summation beziiglich A, A,, ..., A, liber alle Combinationen #ter Classe ohne Versetzung und ohne
Wiederholung der Zahlen 1,2, .., zu erstrecken ist. Ist # = m, so erhdlt man die von mir frither
abgeleitete Gleichung

0ev

‘danequelden



{c,',,i:;,"'vi1'+5_2f(i,, Ioerippg_g=1,2..,m) ‘ai“im“.’i”\.\bj"jg“..,_js\(i,, by i udn 0 J =12 ) 3)

welche das Multiplicationstheorem der Determinanten héheren Ranges ausspricht.

Die Gleichungen 2) und 3) bleiben aber auch bestehen, wenn beide Zahlen » und s ungerade sind.
Sondert man ndmlich in diesem Falle aus den #"+s—2 Elementen ¢;, 4,...,4,,,_,%"75~% dadurch aus, dass man
fur einen willklrlich gewéhlten, nicht an der Stelle der festen Indices des Systems &, ;, ..j, befindlichen
Index 7,4, irgend eine bestimmte Permutation ¢+%, if+*, . {0+ der Zahlen 1, 2, .., n setzt, und bildet
aus denselben die Determinante #uter Ordnung vom Range »+s—3

[ . . . . .o . . . ;
' Ty day oo oy B 1 B Syl oo By s—2 (11,12,...,zy+1_1,t,,_‘_.‘_i_l,.u,17+5_2=1,2,...,1z)’

so ist dieselbe nach 2) gleich der Summe

.
) ,ai, vy e s iy to g || Odvdr coord g vdeoreend i | ‘ o
ya S | R e N N PR LMY N NIV SIS W A

cordod g =
My gy ooy 2’2" s—1
=1,2,4.-,n;ir,j$=}\,,>x:,...,7\”)-

Addirt man nun alle auf diese Weise entstehenden #! Determinanten, nachdem man jede von ihnen mit

dem Vorzeichen (¢{"+*, if+%, ., iU+4) versehen hat, und beriicksichtigt, dass nach einem bekannten Satze
aus der Theorie der Determinanten hdoheren Ranges
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(457

i) j(r+%) 0% = g
1 2 2
(,L"(1'+x), iér+x\) . Z'1(:‘+v.)).

%) ) i) =1
1 ) )

. C.. . . . . .o . . .
’ 1yt -0y zy+x_—1v ’1'+xy Tpgng-110% 1-y+5_2 (i1 Tay + oy 11‘—{—‘&—1 ’ 1‘1'+x+11" ©y 11‘—{.5—2: 1,2,...,m)

= | Cilv Tay ey ir+s——2 ‘ (i oy - vy i1-+5_2 =1,2...,m
FIE ORI Ce SO (e = 3 B
1 T2 7
\1 G, i, L i),

/
/

“
i ga,.l.x) , 1‘3‘*") es 1;1(1'+x) =1
L

bii S N . L —
G145 Jo "'Jx""’J1'+x’]x+2’""]s——l']sl("” 2"“’]:("’:(-{-2"“’]5—1_1'2'“"71"]8_)\")\:’"" A

—_— . . s . ! . . . I3
- I b]n]::,--~,]s_1,]s | UnJosondy (=12 0m; f =M Ay

‘lanequefen

ist, so erhdlt man sofort die Relation 2). Die eben bewiesenen Formeln bilden die Ausdehnung des Cauchy-

Binet'schen Determinantensatzes auf Determinanten beliebigen Ranges.
Von den speciellen Féllen der Relation 2) mogen folgende zwei besonders hervorgehoben werden

A=m

a, . . a. . . 2
L_' Ty dy ooty 1 8 e fppdsr e Ipds—2)

r=1 (15 Gay + o ey i1’+.§—2 =12, ) 1)



A=1n

. = \y 4
(}1”11:,...,}1.1,4_8_2 L l-"h}".‘i“'»l-"y_ll)\ﬁp-riﬂ'r_l_ly"-yI‘-1,+S_2,)" )
A=1
WO O,y .oy By Tay sy oo gz beziehungsweise die Adjuncte des Elementes @, «, ..., 4.y Oxy ..\ ng 5

Capy %y o T2 vorstellt.
§. 2. Die in der Gleichung 3) auftretenden Elemente a; ;, .
Determinante

..,i, Mmbgen so beschaffen sein, dass die

Ile,, i:,...,f,.\(ii, fay ey ip= 1,20, m) = 1
ist, so dass also 3) in

A

a
b

@iy iy .y 2\ i, Ty oo fpgsg, h = Biy iy oy ig| Gy e or s = 1,2, 000y )

() fay oo oy 7"1‘-}—8—2: 1,2 ...,1)

e

>
[

tibergeht.

Fir den vorliegenden Zweck geeignete Elemente a;, ;, ... ;. der eben genannten Beschaffenheit sind
die Grossen

11/1.
m

St u; —1.,, -

, —_ l | RN I Y S | I N
al(. I g |:M'i ] ‘\ 11/1' :' } * X (’7%1‘
1 - r Sp41 -

wo die Gréssen 1, 1,,. ., 2, irgend welche verschiedene ganze Zahlen vorstellen und #, < 1., (A <<%) ist.
Aus der oben angefiihrten Definitionsgleichung der Determinanten hoheren Ranges folgt, dass in diesem

), (@) =0 z<1,x(1)=1),
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Falle in der Entwicklung von |a;, iy ipltiy iveo o iy=1,2,...,n) SOwohl alle Glieder fehlen, in denen 7l < 7—1
p<7—1) ist, als auch jene, in welchen 7"V >u« ist. Da nun aber jedes der r—1 Zahlensysteme 7{¥
(x =1, 2,. ., n) eine Permutation der Zahlen 1, 2, .., n bildet, so kdnnte, wenn auch nur fiir einen Werth
von % i® > i{r=1 oder i{"~!) < wire, fiir irgend einen anderen die eben als nothwendig erkannte Ungleichung
nicht erfullt sein, und daher tritt nur jenes Glied auf, in welchem i == (v =1,2,. ., r—1;2=1,2,...,n)
ist, so dass also

5 i, ”"u_l‘ " i
Hilf]—[ ” J%HX([H) =1
i, | iy, YR . c 19

1 Se1 (g bay vy =1,2,..., 1)
und demnach
= —1
hor i, [ty . u;,
S P T o im0

Si+1 . (G day ooy lppg_9=1,2,...,1m)

ist.

u; o, —1
—ﬂi}——[ l’;L J den Werth 1 oder O hat, je nachdem #;, durch z,
A A '

theilbar ist oder nicht, so erkennt man, dass nur jene Glieder des Elementes ¢; ..., ., der auf der linken
Seite dieser Gleichung stehenden Determinante von O verschieden sind, in denen %, ein gemeinsamer Theiler
der Zahlen u;,, u;, -, Ui, ist und demnach stellt dasselbe die Summe der Werthe vor, welche das Product

%,v
ﬂ X([ -D iy ir+1v""ir+s—2,).

sp+1

Berticksichtigt man, dass die Differenz

FeF
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annimmt, wenn #, alle zu den Zahlen 7, gehdrigen Theiler des grissten gemeinsamen Theilers {#;, 5,

<
—

1

R4
+

117UV PY IO 41D TAINjRU-WAYIRW P Cquig

v

“der Zahlen u;,, 7,

Ist speciell

so wird

e

Iy Ty oo os

"y = 1;

., #; durchiduft.
1

(@) = [#],

=1u;
r—1 o iy

N u‘.v
iy g h = |;| Z € Oty iyt ipss_a s
yv”’)\ v 'r4 r45—2, A

si+1 0 3, =1

s,1 My = uis,+2 e My =W

.y "; w;
N (Pt (st
m, Wy

My My ey My | = 1

sty = M, (x= 12

ist, und daher, wie man sofort sieht,

A=n
-

2 )
e L
A=l

Sy B

M

r—1
i, 14[“—1' 1, . _
' - uw N X . )'1”1:1“{-1""’51’*'-5—2,). -
A A I I \L %y,
+1

$1

My =2u; Ms = U5 ey My o =U;
1 ’Sl—l-l’ 2 tsl_l__?’ » - —1 by—q

My, ks, - -

\!

‘é_, Bi,‘,, 1',‘,+1,..., il’—l—s—‘.’,(l-n“’ ul‘::
5 My—g,—1 =1

/

. e/
My—s5,—1

L r—s,—1)

oy Bhig 5 My, iy,

)blr, "1’-}-1!"'7 [,,_1_342,)\1

? wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von #, zu nehmen sind, fiir welche

i) 7’”1‘—8,-—1])7

s itig )

6)
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wo die tiber alle Werthe von A, flir welche #, ein Theiler von [u;, u;, ., Uig, Wy, Wy, o o, M, —g,—1] ist, aus-
gedehnte Summe

.
Zb

A

I',,,i,’,+1,...,i7,+s_2, P B”1‘?7.1‘+1""'i1’+5—2 ([w’in ”i-:: C uis‘) 1”1, mz; ) ma‘—s,—l])

gesetzt ist. Man kann demnach in diesem Falle die Gleichung 5) in folgender Form schreiben:

"y = 111-s‘+1 y My = ,li81+2, coy MMy $—1 = ui?’—l
| _
/ Bi,,, 1'1,+1,. ey 1'1,_,’_5_2([1'“17”11,’ .. "uiSp m“ mz; ey mr—sl—lj) —
Mgy Mgy e ooy Myp_ 5 1= 1 (TgyTay oo vy "1?+s—2= 1,2,...,1)

= B0y iy ig | Gy iy ey ig = 1,2,y 1) 7)
Es mag bei dieser Gelegenheit nur darauf hingewiesen werden, dass sich aus 6), falls
[0, i,y o e o, %isj =, ui = m,, b

7y i,.+1,..., ”S+S—2,7\ - P“O\)

gesetzt wird, fir die Anzahl jener die Bedingungen 1==oa, =< m, erfiillenden ganzzahligen Werthsysteme
%y, P9, - - -5 %4, Welche mit 2 ein theilerfremdes System von » ganzen Zahlen bilden, der Ausdruck

ST 5w

ergibt, wo die Summation beziiglich d lber alle Theiler von s zu erstrecken ist.
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*0€

0 (is_1 << Zq)

iy day ey 1
A —2
(i u,'c—l s 1,
bi, i, .. | I I ”I gi,_, 1)
;. u; ;
s s s
1 Sat1

in allen anderen Fillen, so wird, wie man leicht findet,

n

Ibiu iy, ...,1'5|(1',, iy .oy ig=1,2,...,m) = H g(”l“ ”F)

1

B

iy ir+17"'vi1'+s—2<[1tii’ 1‘1',‘2, ey 1tis,’ my, mz, . ey 14/1«,,_51_1]) _

=1 My =1 e =
VT Mg, T Y g s 2T M 5 g

= Z G (#i, g o,

Mgy Hay ooy g g 9=1

Letiy, iy e -, Uig, Wiy Whyy Mgy o v oy My 1y Wyy Byy o v oy Bs_s,—2]),

%ir—}—l" ‘o, 1’L,'r+s2_1,
wo G (x, ) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function g(x, ¥) annimmt, wenn ¥ alle zu den

Zahlen u, gehorigen Theiler der ganzen Zahl z durchlduft. Die Gleichung 7) verwandelt sich daher fiir dieses
specielle Elementensystem 5/ ;... ; in die Formel
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=1 Ny =1 sy ML =1 1y =1 o =1t ey Mg 0= |,
M= o M T g o o s =1 F R TS R 0 T g TS SR T M
Z
l Ty My, « e -y mr__sl_l, Thyy Thaye vy 1;8_52_2=1

G(“i,,_{_s_m I_”in yWiyseeey “isl’ ”iw Uiy e 1Li1’+sg—1’ My Mooy My—s 1, W), Mg,y - s

welche fiir
S =r—1, s, =s—2
die Gestalt

|G(%ir+5_2’ [”i,; Wipy + v oy n"r—l—s~2])‘(i1, iy by s =120 m) -

annimmt.

§. 3. Es sollen nun durch zweckmaissige Specialisirung der Function g(x, ) cinige bemerkenswerthe

arithmetische Bezichungen abgeleitet werden.
a) Es sei

sl m) =[] = ""S‘?_l]} M) Fa) s =ty ) 9

Ui U;

S

oy i) = (i) F(011)

) 7i5—$1—2]) -

(i gy - Slpps—2= 1,2,...,n)

— F[ gy, uy), 8)
1

1

m S (uy, 1)

1

8¢t

!
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Suwi_,mwi) = n(w;) (st = sy Ts—1 = Ry, %o, ) %1, 1)
g, u;) =0 (Gs—1>> 05 To g U, Uy o oy Hot, 1),
wo 1(x) den Werth 1 oder O hat, je nachdem x eine bestimmte Eigenschaft besitzt oder nicht. Alsdann wird:

G(u’.1‘+s—2’ [%,‘1, Ui,y y %i517 Ui, %i,,+17 .y zti7'+53—‘1’ My, My y o oy Whyp—s 1y Wy By, oy 145_5:!_2]) =

%l:[u’fp Uiyy = ui517 Ui, 1Li,,+1 PR %ir-}-s.,—l’ My, My, <y My—s,—1, Ny, Ny, ) 148—52—2)]
uis+r—2
I-_ui,a Wiy =5 %isla ui,.)

Wiy qrees Wip o g Mgy Mgy oy Mhpsty g, Mgy ooy s, 1—1

J} Nty o)

(21’+S—22%17 Ry o oy ey )

%"3-1-1'—2

L

G (ny, (i, uiyy -, Uiy Wiyy Wiy g o Wiy o gy Wy My oy Wy 1y Ty Wy, -, Ne_g,—2]) =

= Ly, q ([%,’“ Wiyy + vy %isia ui,n u’i,._i_] ) ] %/1,_1_52_1; Wy, My, ) mr—s,—lz %1: %27 ) %5—82—2])

G(uir+s—2’ (i, tiyy - -, Uiy Wiy Wiy yye oy Wipy o gy Moy Whyy s Plysy—1, Mgy My, o, Ns—g,—2]) =
= Ly, 'r,([”fp %i:, X %i51, u’i,n ui,,+17 © l£i1.+s=w1; %ir+s—2’ Mgy Myy - oy My—s5,—1, Ny, Noy o %S—SE——Z])
(11'+S—2 — %y Ry, -y x1—1)7

wo F, .(x) die Summe der Werthe bezeichnet, welche die Function f(y) annimmt, wenn ihr Argument alle
zu den Zahlen #, gehorigen Theiler der ganzen Zahl x durchlduft, welche die durch die Function ne)
charakterisirte Eigenschaft besitzen, und demnach hat man den Satz:

'soSue)] ULIAYQY USjUBRUIWIda(] SYOSIISWILY
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Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2
]Ho (etiy tiyy o o,

Uiy s o | (i i oor b2 = 1,200y )

in welcher #,, u,,. ., #, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u, <, ; A<<%) bezeichnen
und die Elemente mit einem von %, %,,..., %1, # verschiedenen (r+s—2)ten Index den Werth O besitzen,
wenn u;  _, die durch die Function 7(x) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die

Summe

my =1 My =1 B e T Ty =1 Ty =1t oMl 0=
1 s 417 " is 427 Mr—s—1 fp_q2™ ipys, 2 s’ Sy 2 iyps—3

2

Mgy Wy v vey My g1y Thyy Mgy - - -, 115_52_2=1

el

ns—s.;—?]

{[[u[], Uiy oy Wigs Wiys Wiy gy oy Wiy g5 Wy, By, o oy Mgy, Ty, Ty,

uir+s—2

[ui,; ui..; °y ”isiy ui,,; ui,,_,_ly .y uiﬂ'+sz—1’ mp mz) * mr—s,—l y Ny %27 DR

%"1‘-{-5—2
gegeben sind, wihrend die {ibrigen die Werthe

iy =1y la=1 .= 1L

My =1t; co g =u; = 1; 1 ; o g
si+10 T Vgqor s =1 E R T R 0 T o 0 sy

‘1
Lo

My Mgy e evy My g 15 Ty My o0y Bg_g, 9= 1

9=

u;
br4-s—3

Eoy (Lo, 224, o Bhigy Wiy Wiy gy e oy Wiy g gy Wy, My oy Blys 1, 1y, Wy,

) %.s‘-s._.—:zD

Mgy 2] — IJ}

(fsys—2 = mn)

—_
—_
~—"

ov¥
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my =y Mby=1; o Mo =16 =1 1y = 14§ o s 5, 2=
! ts17 g Mr—s—1 br—1' S g1 TS T SR frs—3
Ly
gy My ooy My g [y Ty Thay v e, g _g_9=1

Fy o ([o,, i, - oy Mgy Wiy Wiy 1y oy Wipy g gy Wiy o oy Mgy Mgy oy WL,y Ty, Tl "M's—s,,—‘z])

(i1’+5—2 =A%, %5—1) 13)

besitzen, wo F, ,(x) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f(y) annimmt, wenn ihr
Argument alle Theiler der ganzen Zahl ¥ durchlduft, welche zu den Zahlen #, gehdren und die durch die
Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich f(u,), f(#4,), ..., f(#., ), f(#ty) oder O, je nachdem
sammtlichen Zahlen #, die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Ist speciell

s=7r—1, s, =s5s—2

)

so werden die Ausdriicke 11), 12), 13) der Reihe nach

[i’]:_”i::’ . zt,,,+s_3]J B [[u,»” Wiy oy Wiy o]—1

" Z J 3 Fun (20, iy -y 1Li1’+s—3]); Fy (o, wiyy - -y ”ir+s—2]>‘
V-f-5—

1Li1‘+s—2

Ist 7(z) =1 fur jeden ganzzahligen Werth von z, 2, =\ t=1,7 =35 =2, f(¥) = ¢(%), so liefert das
letzte Theorem fiir s, =1, s, = O die erste Hammond’'sche Relation, wéahrend sich fiir s, =s, = 0 aus ihr
die zweite ergibt.
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B) Wird die Relation 9) durch die folgende ersetzt

n (”is)f(”is) (st = %y gy 3% _y),

L. N

. ls—1

(. n.,)—|——

& ( i1’ ls> l unt
S

wihrend alle anderen in a) fiir g(x, ¥) angegebenen Beziehungen bestehen bleiben, so tritt an dic Stelle der
dritten Gleichung des Systems 10) die Formel

G(ui1‘+s—2 , [u{.l, Uyseeos %Z’s,’ u 147.1‘“,1 . uir+s,,—1’ My, Wy, ., WL

g _o =1
§—8a—1 iy 52

= Y F,.(n  u,. w, U, U,
2 wall B2 T g ) Ty ey p?
g—s5y—1=

1 sy Wy, Mgy Ty, Ty, .,MS_S:_]])

1
(frgs—2 = %%y, 5% )
und daher erhilt man den neuen Satz:
Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2
]Hl(”f,’”- LU

7%

ir+s—2 I [C7 teps 2= 1,2,..., 11)7

in welcher #,, u,,. ., u, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen sind (#, < ; h<x) und
die Elemente mit einem von %,, %,,. ., %_1,% verschiedenen (»+s—2)ten Index den Werth O besitzen, wenn

i, o die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die Summe

‘lenequal8en '
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haben, wo F, ,(¥) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f(») annimmt, wenn ihr k&

Argument alle Theiler der ganzen Zahl x durchlduft, welche zu den Zahlen #», gehdren und die durch die
Function 7 () charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich f(ut.,) f(1t,) ... f(tt_,) f(2t,) oder Null, je nachdem
sammtlichen Zahlen #, die eben erwihnte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Auch in diesem Satze ist die zweite Hammond'sche Relation als specieller Fall enthalten.

1) Bestehen fiir die Function g(#, ) die Relationen

w u, 1—1
gl )= ﬂ S ] — [ = J; 1 (uis)f(ul.s) (g =Wy %y e vy %, 70)

%is ’ %is c
w, - K2 1——1» o
S— §—

gluw, ,u )= % — } w, o
gy i) [ u, J [ u, J ) 3
S s o
: . . )
in allen anderen Fillen, so wird =
(¢

G<ﬂi1'+s—2’ [ul.], “, %is,’ % qur+1’ . ”iwrs..—x’ My, Mgy M (s By Ty, oy ”s__sz_g]) —

— (it y 3 L
= )([ui’, Uy DU sty o Tt T e M, p Mty T S:_1])

(ir+s_2 U, Ny A g, N)

G(”I'H-s—g’ [”z’.’ Uiy o Mis, i ”i,.-H’ " ”l‘,.+s..—1’ Wy Mgy My p Ty Ty 5 W ‘5~:—2]) =

= F”.‘n([”;,a”,'g? Sl T y Mgy My, L, m,

e 73 7S
T b s, —1 tr4s-2



wo 1% (x) die Summe der sten Potenzen derjenigen Theiler von x vorstellt, welche zu den Zahlen u, gehdren
und die durch die Function 7 (2) charakterisirte Eigenschaft besitzen. Man hat daher das Theorem:
Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2

L ,

H,(u ,u,,. .
| 2( 7y 7y 11’-}—8—2) (s, i:,...,ir+s_2=1,2,...,11)

in welcher u,, 1,,. ., u, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (1, <<u,; A<x) vorstellen
und die Elemente mit einem von %y %oy ., %ei, # Verschiedenen (r+s—2)ten Index durch die Summe

Ty =1 My = 14} ey MM _ o = 1y =1 Ty = U ey Mg D=1
1 is,+1° ig 20t M —sy 1 ip_q2™ ipgs, Lyt sy17 77 s s 2 iy ps—3

\
L

My Mgy ooy My g 15 Ty Ty v e ey P, D =1

() (T4, 7
"o ([11,1.1, Hip 5 %"sj’ iy ”ia'+1’ » uir-}— o1 ui‘;'+s—2’ Wy Wy = e s Py sp P T+ ”S—S:—ZD

gegeben sind, wo 'qf,") (¥) die Anzahl derjenigen Theiler von x vorstellt, welche zu den Zahlen #, gehdren und
die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, wahrend die Gbrigen die Werthe

ny =1 My = 18; ey iy, =u; =1 Ty =1t} ey g =11
T R e e e B R RN L e Ay

. r+5s—3
2

Mg (s Ty T e 0L

§~=5y—2 =1

. k ]
],,,n([ul.],ul.:, "uis,’”ir’“ir-m’ "uf'r+s.,—1’ Uiy M My oy Iy Ty, '7%5—5.;—<2J)

‘sagury] UaIRUQY USUBUIULISIO( SYOSTIaWYILY

cHy



haben, wo F, ., () die Summe derjenigen Werthe bezeichnet, welche die Function f(y) annimmt, wenn ihr
Argument alle zu den Zahlen #, gehorigen Theiler von # durchlduft, denen die durch die Function 7(z)
charakterisirte Eigenschaft zukommt, ist gleich f(s.)f(#.,).  f(#. _,)f(ws) oder O, je nachdem die eben
angezogene Eigenschaft allen Zahlen #, zukommt oder nicht.

Hat 7 (2) fiir jeden ganzzahligen Werth von z den Werth 1 und ist

vy

r=s=2,u, =\t =p t=mn 5=1,5 =0,

so liefert das eben abgeleitete Theorem fiir f(¥) — ¢(x) die Smith’'sche Formel, wahrend sich fir f(x) = A(x)
aus ihm die oben angefiihrte Cesaro’sche Gleichung ergibt.
3) Setzt man endlich

w, -
1 —1 .
g(uis__l, u{s) — [-1; I 1 <%175) 1 (%fs) (g = gy Ry %, 1)
Sy

‘lenequeaden

741. .
g w) =]~ nwy)

in allen anderen Fillen, so wird

G(%"aurs_z’ [”iu”’i.,’ g Uy Uy e sty T, Ty, S, _ys By, Ty, .,145_&_2]):

7 =u;
§—-5s—1 Ty s—2

== F, ([ui1 VU 1

y ey
151

U P WY hyyeeey M,y Ty Tl %s—s;_.—l])

L1, u,
S| Ir4s,—1
fg_g,—1=1

(i,,+s__2 =gy Ry %R, ”)
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il ([“i,7 Uysenns “is,’ u, Ui pee
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v
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g5, —1 =1

und daher hat man das weitere Theorem:
Die Determinante nter Ordnung vom Range 7+s-—2

?

|H3<%i17 Upyonns U

Hrt-s—2 \ (i1 iy e ey ir+s—2 =1,2..,m)

in welcher u, u,,. ., u, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u, <u.,; »<<A) bezcichnen
und die Elemente mit einem von %, %,,. %._1, # verschiedenen (r-+s-—2)ten Index durch die Summe

10 = 1y Nia = U}
13 » L iy

§1+1

ey Mg =1 Ty =1 TNa = 1] e =14
2 s 1 iy_1°'"1 irts, 2 bpges, 17" 75— 1 Typs—2

2.

Mgy Mhay ooy My 519 Ty Bige ooy Tg_, ] =1

o (16
1 )([u[‘, Uy Uy 0
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definirt sind, wiahrend die {ibrigen die Werthe

ey T

my=u; My = 15 ey Mo (=W 0y =1 T = 24 a1 =1
1 i1 iso 0 M=y 1 i1 ™ s, Tpgs,41° Sa—1 ipgs,—2

L

My May ooy Mg 15 My My sy g, 1 =1

F ([”i,’ w, o W .

’s,’ u’.r’ 7/”51,+1> y Wy, My, mr—si— 17 145 Ny *y %5_51_1]>

Tt s5,—1

haben, wo 7{(x) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen #, gehorigen Theiler von x vorstellt, welche die durch
die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und F, ,(x¥) die Summe der Werthe ist, welche
die Function f(y) annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler durchlduft, ist gleich
Slue) f(t).  f(the _,) f(1ty) oder O, je nachdem die eben erwdhnte Eigenschaft allen Zahlen #, zukommt
oder nicht.

Die in diesem Paragraphe aufgestellten vier Theoreme fithren sofort zu folgenden Gleichungen

= r—1
x}j” S u, —1p u,
B . v
I”l J |;| y\|—H @, ,n, o1, u,) =
L %[u] [ zt ‘} du D i Ve’ 7 Vg2’ M )
A=1 1 A L | L Tt + (g g vy lpy g 2=1,2, ..., 1)

= Flu) f0) - flan,_) £ ) [e] o)

4%
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450 LiGegenbauer,

aus welcher sofort die Gleichung

A=1n ¥, y=00
N L)) X Fr(0)0.(3)
= uy - u-.,er: ) ()’

folgt, die zeigt, dass die liber alle Theiler d der ganzen Zahl u

5 R

den Werth f(z,)7(x,) oder O hat, je nachdem # eine Zahl %, ist,
oder nicht. Die rechten Seiten der aufgestellten Gleichungen
koénnen daher auch in folgender Weise geschrieben werden

[ 3 Funt@re () To] mow
d

N =ty Hgy ey

ausgedehnte Summe

1 15 o= 515 Oy 03) ") G/I—f,)

WO 3, 35,. +, Tu—z, %y, %g5e - -, %1 €ine Permutation der Zahlen
1,2,. ., n—1ist

Bilden die Zahlen #,, u,,. ., %, ein geschlossenes System
von ganzen Zahlen, d. h. ein Zahlensystem, das alle Theiler
jedes seiner Elemente enthélt, so stellt die Function 7{(x) die
Anzahl aller Theiler von x vor, welche die durch die Function
1(2) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und F, ,(x) die Summe
der Werthe, welche die Function f(#) annimmt, wenn ihr
Argument die eben genannten Theiler durchlduft.

[st die Function f(x) so beschaffen, dass fiir jedes even-
tuell gewisse Bedingungen befriedigende Werthepaar x, y die
Gleichung

F®) () = fw)
besteht, so liefert jede der abgeleiteten Formeln, falls 7(2) fiir
alle in Betracht kommenden Werthe des Argumentes gleich 1
genommen wird und die Zahlen #. , #,,,. . Ay gy Uy SO gewahlt
werden, dass sie den etwa fiir x und y aufgestellten Bedingungen
geniigen, eine Darstellung von f(s, tty,..., %, _,1,) durch eine
Determinante vom Range s+7—2, deren Ordnung (#) im All-
gemeinen wesentlich kleiner ist, als das Argument der dar-
gestellten Function. Der eben erw#hnten Gleichung gentigen
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beispielsweise fiir jedes beliebige ganzzahlige Werthepaar x, y
die Functionen x*, #* A (¥), fir jedes theilerfremde Paar aber
u (%), (%), (). Nimmt man namentlich

_ — 2 o — _
=1, Uy = Py tla =P, s Ugt = P Uuyp2 = Py, la,43=

“y

— p? a— g -
—_ pg, vy “a,-|—a.:+1 — pz PR uu,+m,+.. a1 = PT )
gyt 1=,

so dass also die Zahlen u, u,,. .., u, ein geschlossenes System
bilden, und setzt

t=rn =0+ L%y = o+ 1%, = o 4o 4

r—
so ergeben sich aus den bewiesenen Theoremen und Formeln
fiir jede der eben angefiihrten und alle ihnen analogen Functionen
mit dem Argumente mz = pfips:.. p% Darstellungen durch
Determinanten (# +s-—2)ten Ranges von der Ordnung o, +a, +...
+,+ 1.

Ich will am Schlusse dieses Paragraphes die sich dar-
bietende Gelegenheit bentiitzen, um zu zeigen, wie sich mit
Hilfe der eben erwiahnten Eigenschaft der zahlentheoretischen
Function ¢ (¥) ein moglichst elementarer Beweis eines bekannten
Paoli’schen Satzes aus der Theorie der additiven Zusammen-
setzung (Zerlegung) der ganzen Zahlen liefern lasst, der dann
zu einer einfachen Begriindung eines demselben Gebiete ange-
horigen De Morgan-Sylvester’schen Theorems und eines
Ausdruckes fiir den asymptotischen Werth der Anzahl der
Zerlegungen einer ganzen Zahl in vorgeschriebene Elemente
fithrt.

Sind B, B, zwei theilerfremde ganze Zahlen, ¢, und ¢, Theiler
von B,, beziehungsweise f3,, so haben unter den ganzen Zahlen

[3:51B1+82{32 (0§81<[32,0§82<[31)

offenbar nur diejenigen mit dem Producte B,8, den grossten

5 P

. . 3
gemeinsamen Theiler £ 4,, in denen - zu —-% und -% zu
2 2 1 1
theilerfremde ganze Zahlen sind, ihre Anzahl ist daher

(2o (2)=o(38)

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd. Abth. IL. a. 31

2]
B
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d.i. gleich der Anzahl derjenigen ganzen Zahlen des Intervalles

..B,B,, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Es sind dem-
nach die Zahlen § die um BB, vermehrten, in die Elemente §,, {,
nicht zerlegbaren und die durch dieselben additiv erzeugbaren
Zahlen des Intervalles 0. .B,8,—1. Da man also jede ganze
Zahl n = 3,3, auf die Form

"= 9B, B B

bringen kann, so erkennt man, dass die ganzzahligen Coéffi-
cienten v,, 7, der Darstellungsformel

”:71[31"'72132 (O§T1772)

nur die durch die Gleichungen

n—p >o
=(— —n)B, 40
1 <B1{32 U] P 1

12— B

Yy = B +29 ([L:O,l 2, =

2 s 2 ) B]ﬁz)
angegebenen Werthe annehmen kénnen und demnach ist die
Anzahl der Zerleoungen von # in die zwei theilerfremden

i F . . 7
Elemente 8,, &, glelCh f’?z d. lp B, ]_H oder [m]’ Je

nachdem < f,B, ist oder nicht. Es ldsst sich daher, wie Paoli

und Cesaro gezeigt haben, jede ganze Zahl n auf { + 1

B1B, |
verschiedene Arten aus den zwei theilerfremden Elementen §,
und B, additiv zusammensetzen, wo 1 den Werth 1 oder O hat,
je nachdem der bei der Division von 7 durch §,#, verbleibende
Rest in diese Elemente zerlegt werden kann oder nicht. Speciell
folgt aus diesen Entwicklungen, was iibrigens unmittelbar ein-
leuchtet, dass jede Zahl 7 auf [%Z~]+1 Arten in die Elemente !

und 2 zerlegt werden kann.

Mit Hilfe der eben ermittelten Anzahl der Zerlegungen
einer ganzen Zahl in zwei theilerfremde Elemente, deren Auf-
treten nicht beschrdnkt ist, ldsst sich leicht die Anzahl der
analogen Zerlegungen derselben in » Elemente B, §,,. .0,
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welche ein theilerfremdes System von % Zahlen bilden, aus-
driicken. Ist ndmlich %, die gesuchte Anzahl, so beste ht bekannt-
lich die Beziehung

, = 1, (1B,

aus der sich sofort die allgemeine Relation
_ IEAN
n, =1, _ +(% B, 1+(7z 9{3)7 e +< —B, [B_b 14)
% - x—1
((0),=1)

ergibt, welche die eben gemachte Behauptung heweist.
Setzt man in dieser Formel speciell

v=23,0=108 =28 =3,

so erhédlt man unter Beniitzung des oben angegebenen Werthes
von 7, die Relation

=[]

K2 \' |#—3\]

%3 = g -+ /—' 5 — s
A=0

in welcher #; die Anzahl der Zerlegungen von # in die ersten s
natiirlichen Zahlen bezeichnet. Da die auf der rechten Seite
dieser Gleichung stehende Summe alle ganzen Zahlen von 1

bis [7—;] enthilt mit Ausnahme derjenigen von der Form 3¢+

%(7—3%)

5 —1, wenn # durch 3 dividirt den Rest » ldsst, so wird

(65); = 3s*+3s+1
(Bs+)y = 32+ (3+p) s+ (p.= 0).
Nun ist aber

(65434,
Hﬁﬂ = 3%+ (34 p)s+p+s,

w| —
i

hm
[

—

o

;sn

[l
o

SN———

3
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454 L. 'Gegenbauer,

(n+3)?

und demnach ist 7, gleich der an 17 zunéchst liegenden

ganzen Zahl, wie die Herren De Morgan und Sylvester

erkannt haben. Fiir n; ergibt sich hieraus auf Grund eines
2
i - . n i .
bekannten Euler’schen Satzes die an — zunichst liegende

12
ganze Zahl.
Ist
2—2
et = z +A 15)
Myt = x—1,
(xr—2)!18B,. 'ﬁ.‘_l
wo
A,
liM = o0 ——y = 0
no

ist, so hat man nach 14) die Relation

1 *—2 x—2 g
G—2iEE. B, TeTRSTHm—2E) ‘+

+...+ (M—B, [g:])x_z}q-/lx,

welche sich mit Hilfe der bekannten Formel

Ny =

1 8 I L
- a'+(a+h) +(@+2h)"+  +(a+(m—2) )"+

, — (a+@m—1)n— gt
D (w+1)n

iy )BE
2h—1 AN

1
+7(a+(m— +

A=m

1

+

e

»
Ala+m—1)Ry P g0 R

I

in der fiir ganzzahlige positive p. der Rest R, verschwindet,
wiahrend flir beliebige reelle jedenfalls

2=t { w—2m41 w—2m+1,
IR, | < S \om—i B, {(a+(n—1)h) —a }

ist, in die folgende verwandelt

Mx—l

LRI R

+ A,



Da nun

i, = B—’% e (=1
ist, so gilt die Gleichung 15) fiir alle zuldssigen Werthe von .

§. 4. Es soll nun eine Reihe von besonders interessanten speciellen Féllen der im vorigen Paragraphe
aufgesteliten Sdtze und Relationen angegeben werden. Dieselben lauten:

Bilden die Zahlen %, u,,. ., 1, ein geschlossenes System, so hat die Determinante

Mmy=1; Ma = 1 sy, 1, =1; ny=u; T =113 ey e g __9=1; .
1 is,4+17 ) g 42 r-§—1 ip_1?™ ipgs, ™ pgs,1’ 0 TSy 2 Typs—3
‘1
L
My Mgy oo oy Moy g 1y Tty Ty o0y Mg 5, 0= 1

p
{’[\/[”i,’”ig N T N P T RN NI "”s-srﬂ]“

P
_[\/[ui’, Wire ”is.’ U uir+1’ cen, ”i,,+ ot 1Li1_+s_2, My Mgy ooy Mo 1y Mgy Mgy o 145#3_:__2]—~ 1}
(11722;" o brgs-2 — 1727' .,%)

den Werth O, wenn eine der Zahlen 7, eine Primzahl in einer Potenz enthilt, deren Exponent nach
dem Modul ¢ einer der Zahlen 2, 3,. p—1 congruent ist, wiahrend sie in allen anderen Fallen gleich

w=1
-1
}.L

p=1
(=1
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ist, wo o, die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in %, in der Potenz %p+1 (x = 0,1,. .) auf- ¥;

>

treten.
Firr =s=2,u, =\ s, =v—1,s, = s—2 folgt aus diesem Satze das im Anfange erwdhnte Theorem

des Herrn E. Cesaro.
Sind die Zahlen #,, u,,. ., u, die pten Potenzen der ersten » Individuen eines geschlossenen Systems,

S0 ist

my=u; My =, e My 1= 7= Ty = 11; O S e
N O L e S LTI s, 417 Ps— =25 iy o3

>

-

Mgy My ooy Mg g5 Ty Ty ooy g5, 9= 1 o

o

—_ o0

T, "N([”i,’ Bigeoss Uy s % s 1L[r+1, . “i,,+s oy uir+s—2’ My Whgyevoy M, 1y Ty, Mgy ey %s—-s.:—z)] = e
! = (i bayenny bpgg 0 =1,2005 1) o

o

=

o

n
0=
= H (N u,) 1)
1

=1y ey b9 =1
T Mg s B2 T g

Ny = 1y M, = 11; ce, M =1 Ty = ui
VT Mg TR T Mg o My — g 1=, 0 TR 7 Fs

—
>
‘i

poe My 1Ty Ty sy 1;5_5::_2=1

My Mgy ooy M _p By Wy, ,145_&:_2]) —
(Bydageeybpg s 2 =1,2,000,70)

=[] e (V)

15, U,y U ey U, w. 1, ey U 1.
[3([ L S LA PP L PTT. 4



Hiy =10 ot s My 1 =1Mlj ny =y Iy = 1t} ey g U
1’ Lg 420t =g 1 fp g™ lpgs, I sy P88 frps

S“
1 Z
Ty My vy Wy 1y gy Ty ooy B g, 2 =1

+

"y = 1y
t 1 [Sl

Yy, My, ., Wy, Wy, .. ”ts—s,—Z])‘ =

P.,_,r,([ul.], TR P T r—s,— Hp> Mas

. ey, I 1.
is, iy iy’ [ s.—1 lpgs—9 .o : 9
(ytnyeenripg g9 =12,...,1)

1

— %

= |)| ’LL)\.
1

Bilden die Zahlen #, u,,.. ,u, ein geschlossenes System ausser der Einheit von der Art, dass kein
Element einen Primfactor in einer héheren als der zweiten Potenz, oder mehr als einen in einer hoheren als

der ersten enthdlt, hat ferner F(x) den Werth f(x) oder O, je nachdem x eine Primzahl ist oder nicht, so hat
die Determinante

my = ”[51‘1“1, ", = ”is,+2’. Mg =g = ”’.r-}-s:’ = "ir+ 17 By §y—2 = ”ir+s-‘3
| gy gy ooy My g [y Mgy Ty oy W5, 0= 1
I (o Upyeo ”is,’ R PRARIR Uit Yy 0 M P ny, Hy, ", s.:—‘l])

(U ooy By 0 =1,2,..., 1)
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den Werth
H (_1>d>(uu)f(p(,g) H %(_1)5’(”\)'{'1 Zf(p({i) 1

A
wo das Product beziiglich p tiber jene Zahlen 2, zu erstrecken ist, welche einen Primfactor (p®) in der
zweiten, alle anderen aber in der ersten Potenz enthalten, das Product hinsichtlich v aber iber alle anderen

und die Summation nach A, tiber alle Primtheiler p)(:_') von 7, auszudehnen ist.
Bilden die Zahlen #,, u,,. ., 1, ein geschlossenes Zahlensystem und bezeichnet A(x) den Uberschuss

der Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen Zahl x, welche eine der Formen 2ru+1, 27pn+2,. ., 27rp+r
besitzen, liber die Anzahl der Uibrigen, so hat die Determinante

my=1L; My =1 ey My =1 1y =1t My = 107 Mo _o=1l;
1 ig 410 is42 0 s 1 11" s, ips,—17"" " s—sy 2 Ty 53

V'

/

L
Mgy My ev oy Mg 15 My Ty ooy g5 2 =1

A([um Bpyeoos s Uy ”1'1»+1""’ 1z1.1_+s.)_1, “fr+s—2’ Wy Mgyeey W gy Wy Ty s 7/15_51_2])
- N (s fare oy Ty 5m9 = 1,20 070

den Werth
A=mn
1y — 1
P
A=1

(—1

3¢y
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ny=u; Ny = 15 ey My o =1 1y =1 Ly =115 ey g =1L
i, 410 M P, 420 Mr—s 1 i1 lpts,’ g g,—12 1TSSl lyys—3

W
Lo

Mgy My ooy My g {5 0y Ty ooy g5, 9 =1

2
U] ([”i,’ Upyerns ”is.’ % s u"r+1’” "

. , 1
rgs,—1 Tr4s

bie oy My Mgy My MI,%Z,...,MS_S:_Z])

= ﬁ Au) & (u,)
1

(ilyi::y--'yir+s—2= 1,2,...,m)

1

Bilden die Zahlen %, u,,. .., %, ein geschlossenes System, so ist die Determinante nter Ordnung vom

Range r+s—2
'K<”i,’ Upyooos U

ir+s—2)

R N A 2,...,m)’

in welcher die Elemente mit einem von %, %,,. ., % _j, # verschiedenen (r+s—2)ten Index durch die

Summen

"seSury ULIaYQY ULUBUIWISId( SYISHOWIIY
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m, = "y

S+

(4%i4

=

ey M, 1 =1Us gy = 1t; 1, =1, iy e__ o _0o=1;
542 =g 1 fp_p™ rgs, I s, 107 0 5= 2 iris—3

‘ﬂ
2
My My vy M1 1, Ty Ty ey g g, 9=

) 'WI«,, ‘le, (R m,f_st_p %17 %27 R Ms—s..—Z]

U,
lyts,—1 B

1'+1’

5 [”1,7 Uip o ui&, n; U
[ u,
N Tyds—2

i,+s¢_1’mvmz""’mr—s,—v”v”2"" s ]——1?

[uﬁ,uh,...,u. , U RN 24

L,
by W' 4t

uir—}-s—Z
gegeben sind, wahrend die tibrigen die Werthe

e = 15 R =1u; .
T lpgsyp 1 0 s— =25 i oy

my=1; L

= ”"1‘+sz
‘1
-

peen My g1y My Ty oy Ng_ 5, 0= 1

s 1’ my =1 2 My 1=

‘lanequaSon



besitzen, wo B(x) gleich O ist, wenn v keine pte Potenz ist, sonst aber den Werth {L(\P/Z') hat, ist gleich Null,
wenn auch nur eine der Zahlen #,, #4,,,. ., %, _,, #, durch eine andcre, als cine erste, pte oder (p + 1)tc Potenz
einer Primzahl theilbar ist, wahrend sie in allen anderen Fillen den Werth

A=1—1

Z P"}:‘- i

A=1
=1
besitzt, wo p, die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in %, in der ersten oder pten Potenz auftreten.
Sind die Zahlen u,, u,,. ., u, die pten Potenzen der ersten # Individuen eines geschlossenen Systems,
so hat die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2

Ku, ,u ,...,u,
I (h’ S ’r+s—2) (i,,z’z,...,ir_*_s_z:1,2,...,1;)’

in welcher die Elemente mit einem von %, %,,. .,%:._y, # verschiedenen (v +s—2)ten Index durch die Summe

=1 My = 1; oy m _y=un =1 Thy =1 e T g _O=1l;
Vg g T g o s 1T, p = o T e s =2 T 3

Ty By ooy Mg 1 Ty iy oy s, 9 =1

5{[%1.1,%1.2,...,15[ , U,

?
s,

Wy

%ir+s=—1’ Mgy Whyyooy My gy Wy Uy ns_sg_z]J

un.
br4s—2

T S Wy Wy, -y TR

[”i.’ Bysenes %i&, n o

AR LA ipis,—1

L u

r—s—1 Wyy Mgs- - -y %s—»s:—1]~lJ)

|

lpys-2
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gegeben sind, wihrend die tibrigen die Werthe

my=1; My = 1t} ey, = =11y My =1} R’ _o=1
1 fg 1" ig,427 " r—s5—1 i1’ bpges,” ® g 510 Sy 2 fygs—8

>

My Mgy vy My g 15 Ty Ty ooy g5, 2 =1

, u1.r+1,. Mgy Mgy My gy Ty Mgyees T sA,_2]) (11,+s_2 =n)

C([uﬂ’ Higes %is, ’ %fr " 1ti1'+ 5—1

my = 1/1181+17 My = 1LI-SI+2,. vy My s,—l =1t1-7_+1, ny = u’.'1'+s,,’ Mo = Mir-lv- 52_‘_1 ye ey "S—S: -2 =Mi7’—'r$—3
Mgy Mgy ooy My g gy Thy Ty ey Rg_ O =1
C([”i,’ Uyyerns %fs,’ " ”"r+1’ oty o ui1’+s—-2’ My, Mgy T Wy, Uy, %s_s:_z]) <’r+s_2:"‘11"‘27' ey M)

besitzen, wo C(x) den Werth O hat, wenn z durch eine Potenz einer Primzahl theilbar ist, deren Exponent
nach dem Modul sp einer von den Zahlen O, 1, 2,. ., p—1 verschiedenen Zahl congruent oder grosser als
26p—1 ist, in allen Féllen aber gleich (—1)® ist, wenn t die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in z
in der (ap)ten Potenz vorkommen, ist gleich O, wenn auch nur eine der Zahlen ., #.,,. -, #.__,, #, durch eine
andere als eine erste, pte oder (p -+ 1)te Potenz einer Primzahl theilbar ist, wahrend sie sonst den Werth

A=1t—1

P Z P"x

=1
(—1)

4%
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besitzt, wo p, die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in #
treten.

Sind die Zahlen =, u,,. ., 1, die pten Potenzen der ersten # Individuen eines geschlossenen Systems,
so hat die Determinante nter Ordnung vom Range 7+s—2

, in der ersten oder pten Potenz auf-

.K(%i,’“i.,""’”

"r+s—2) ' (Ui ay vver fpgs 9= 1,200y 1)

in welcher die Elemente mit einem von %, %,,. ., %, # verschiedenen Index durch die Summen

=2 +1,11)_u1 420 S R T u,’+9 ,n.=n1’+s+1, callg g 9= “’1+s
Mgy Mgy ooy My gy By Ty <2y g5, 2= 1
{ [%f.’ Uiserss M"s.’ i Wi o ui1'+s.,—l’ Whgy Whyy ooy Mgy gy Py ey T ol .
{ un,
L brs—2
Wiy Ngy oony W —1
(52, Wy Mo Uy s Wy Whyy Mgy oy My g5 Mgy Mgy -5 5_51_2] Z
7, }
Typs—2
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gegeben sind, wahrend die iibrigen die Werthe

my=1; iy = U] 1) =u; =1 Ty = 11 ey llg_ e _9=1L; ;
=g g T T g o Tr— s =15, _pTH lpys, T My g s 2T iy 5y
Mgy gy e ooy My g 15 Ty Ty ooy Bhg_ g, 2= 1

, U Wy Wy ooay W4y Ty, gy eon ”5—5,:__2]) (iy-;—s—z = u)

D(L“i,’ Upseoos %is.’ ;.

gt Vg st

ny=u; iy = 107 vy My o =T My =u; e = Uy ey Ne__ o _O=1U;
! s 41’ 2 Qg2 Mr—s 1 1,0 ™ ipts, ™ by sy 177 §— $2=2 iyys_3

2

gy Wy ey Ul g 1y Ty Ty o vy Bgg, =1

o My, Wgyeo s M, ”1’”2»--'r”s_s.:_z]) (Zr+s—2:%1’%2""’ %)

r— 8

D([%i,’ Upyoons Uy

w. ,u. e, U 1.
is) iy Tipyy pys,—1  irgs—2

besitzen, wo D(x) die Anzahl derjenigen Theiler von x bezeichnet, welche (op)te Potenzen sind und deren
complementirer Divisor durch keine ste Potenz (ausser 1) theilbar ist, den Werth O, wenn auch nur eine der
ganzen Zahlen \p/ﬁ;, \p/;“ . \P/ltc_l, \p/a eine Primzahl in einer Potenz enthilt, deren Exponent nach
dem Modul s einer der Zahlen 2, 3,. ., s—1 congruent ist, wahrend sie in allen anderen Féllen gleich

1
ot S‘ T
— 3
n=1

(—1)

99t
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Arithmetische Determinanten hdheren Ranges. 467

ist, wo t, die Anzahl jener Primzahlen vorstellt, welche in \J/zT;L
in der Potenz x5 +1 (» = 0, 1, 2,. .) enthalten sind.

Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2
iE(ZZI 1 212_1 1-|—s—‘7 )I(I,,l,. .,i1,+s_2=1,2,...,u)’
in welcher E(x) den Uberschuss der Anzahl jener Theiler von x,
welche eine der Formen 4pp+1, 4ppn+3,. ., 4pp+2p—1
besitzen, {iber die Anzahl der {ibrigen ungeraden Divisoren

vorstellt, ist gleich
r=

Z [)\;1
(—1)) =1

8. 5. Berlicksichtigt man, dass

[ w;—1 .
Fl-Fhe 6= 2 e

ist, wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene
Werthe von t zu nehmen sind, fiir welche tz, eine Zahl ., wird,
den Werth O hat, wenn #,>5 oder kein Theiler dieser ganzen
Zahl ist, weil dann keine der auftretenden Functionen p.(x) ein
ganzzahliges Argument besitzt, wihrend fiir

5 = 2u, (o ganzzahlig)

diese Summe, falls #,, #,,.. u, ein geschlossenes System
bilden, gleich der Uiber alle Theiler 4 von o zu erstreckenden

> @

d

Summe

wird und demnach nur dann einen von Null verschiedenen
Werth besitzt, wenn o = 1, ist, so erkennt man, dass in diesem

Falle
L=
iy iyeeey ir+_g_2 P" U;

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd. Abth. II. a. 32




468 L -Gegenbauer,

WO ¢, . durch die Gleichung
fy faye ey g

c. . .
iy by eenyipy s o

I3 —1; 51 1—1
ul 11,'”—-1 H i, ,
= T ’ ’ u, Ty fpg 10 oo ey Tfs—05 h
A=1 1 A Cosi+1 ’

definirt ist, gleich

r—1

’lL,"J
|"| TLP bi,,,i1.,...,1‘7,+s_2,p

si+1

oder Null ist, je nachdem %, ein Theiler des grossten gemein-

samen Theilers von u, u,,..., 1, W, ..., % ist oder
R [ 2 u—1 #+1 Isy

nicht.

Speciell folgt hieraus der Satz:

Bilden die Zahlen u,, #,,. ., #, ein geschlossenes System
und bezeichnet F, .(¥) die Summe der Werthe, welche die
Function f(») annimmt, wenn ihr Argument alle zu den Zahlen z,
gehorigen Theiler der ganzen Zahl x durchlauft, welche d1e
durch die Function 7(2) charakterisirte Eigenschaft besitzen,

)

S0 ist

17‘=Il

- n
4
Z F”' K ("”’." ”"'3’ " 1Li1‘+s—2]) b (I)
%

1'_/.=1
gleich f(wu,) n(n,) oder O, je nachdem u, ein Theiler von
[20.,20.,. ., 1, W, . .1 ] ist oder nicht.
noh 2

PR L A lrts—
Ist nun v (z) gleich 1 fiir jedes ganzzahlige z und multiplicirt

man den Ausdruck
1, U, 1,
o= p4< r> M (—‘) e <_r)
1, U,/ i

u’r—l—s—Z
S ()

Aih SR i7‘+s_2 -

U ) und summirt beziiglich

g r
mit £, . ([ui‘, Uy ot Mityos
%1y fgye+ vy Lrps—3 von 1 bis 7, so erhidlt man unter Beniitzung

des eben aufgestellten Satzes die Gleichung



o s —y =1

a
\ A i ; ; F, ., U, 1L
L T T Tpp =81 Ty 52 7’:"7([ iy iy P iy’

by ipps—g =1

D=

K%
Iyt s—3
0y Bpy Taye v oy Ty 1 1'.‘_,{_1,. o lpps—g=1n

) ) )

By Tty aye ey Ty 10 B 1o v s By g3 =1 E 2 v Lot 1 Irts—3

wo die Marke am Summenzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe von p zu nehmen sind, fiir welche #, ein

Theiler von [, 1 ,. A Y 13 , U, ] ist. Da nun offenbar nur jene Glieder der auf der
oot br—1" et tr4s -3 tr4s—2

rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe, in denen

7/

up_z_ui1,ui:,...,

iy’ gt Tipps 3

ist, von Null verschieden sind, so muss #, ein Theiler von #, . und zugleich
7rS—

U —= U, = U, —=. .= U, = n. =. .=u,
1 2 Ty—1 I+1 tr4s—38

scin, wesshalb sich die letzte Gleichung in die folgende verwandelt

hes 1y Tage e oy Iyt o g =11
2 T Iy r+5s—3 d
Z Ai o B irds=8) f”+5—2F"’"<[1tf1’ GEAR %"r+s—3’ ”77;»+s—2]) = Z W (%. ) ’
weo Ippsg=1 d Tr4s—2
wo die Summation beziiglich d iiber alle Theiler von #, e zu erstrecken ist. Man hat daher den Satz:
rt+S—2
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Bilden die Zablen u, u,,. ., u, ein geschlossenes Zahlensystem, so ist

u u m m
‘ wn F(u.,u.,... 0. . T (i [Ty (il 5 BT E n P
werippsg=n F(lgs eyt oy D w, ) \u ) M A
1

E £ iy ts—3 frgs—

- " - Z'1'4-3—2v";f—+-s—2
By ity oy s Iy g3 =1 Z‘ F(gﬁ) n(d)
4 (Gur =0, 2 =X; 3, =1),

wo die Summation beztiglich d, tiber alle Theiler von #, zu erstrecken ist.
Dieser Satz kann auch mit Hilfe der am Schlusse des §. 1 abgeleiteten Relation 4) bewiesen werden.
Derselbe zeigt librigens, dass die Grosse 4, der Quotient aus der Adjuncte des Elementes

[TRTEREN i1'+5..2

F([”m Uy, 1LI.T+S>2J) und der Determinante LF([uih e 1.1_+S__2])‘ ist. Der Ausdruck AI.“ v iy g ist, wie
man sofort sieht, gleich Null, wenn das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen # , u,,..., u, e

1 E r+s—2
dividirt durch ihren grossten gemeinsamen Theiler (,, %, .., ir4s—2 = 1, 2,. ., ) durch ein Quadrat (ausser 1)

theilbar ist; denn da fiir #, in der aufgestellten Summe nur Zahlen zu setzen sind, welche durch das erwidhnte
Vielfache theilbar sind, so erhilt in diesem Falle jedes Glied derselben mindestens eine Function p.(x), deren
Argument durch ein Quadrat (ausser 1) theilbar ist. Auch fiir die Unterdeterminanten hoherer Ordnung
der eben angezogenen Determinanten gelten, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde, analoge
bemerkenswerthe Sitze.

S. 6. Ist
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so folgt aus der im §. 1 angefiihrten Definitionsgleichung der Determinanten héheren Ranges, dass in der
Entwicklung der Determinante lai“l._: sowohl alle Glieder, in denen ("~ <% ist, als
auch jene fehlen, in welchen 20 =N<i® (u =1,2,. .,s) oder i{=" >4 (v=1s,+1,..., r—2) ist. Aus dieser
Bemerkung folgt analog, wie in §. 2, dass die eben genannte Determinante nur das Glied enthilt, in welchem

M=% (v=1,2,. r—1; =1, 2,. n) ist und demnach den Werth +1 besitzt. Man hat daher
die Relation

yeey i gy dye o i =1,200 1)

A=n s r—1 1. .
N S T R I A S _
VAR Le N1 770 R S AN [ Tt T2 -
A=l o1 e Coh e T Ginemdpyps2=12 ..,
= bfufz,~-~,1's (Ao ey Tg =1, 2,00, 1)°

Da die Differenz

1. u, —1
A A . . . . . . .
l—]—( ] gleich 1 oder O ist, je nachdem #, ein Vielfaches von #z, ist oder nicht,
; 1 ' N
un - i

so sieht man, dass nur jene Glieder des Elementes ¢, , ; ) der auf der linken Seite dieser Gleichung
1 lzye ey Ty g
stehenden Determinante von O verschieden sind, in denen #, durch jede der Zahlen #_, #,,. ., u, theilbar
h 1 2 SI
ist, und demnach stellt dasselbe die Summe derjenigen Werthe vor, welche das Product
—1
%iv
JU—115, . . .
u, 1)t T s
s+1

annimmt, wenn #, alle zu den Zahlen 7, gehorigen Vielfachen des kleinsten gemeinschaftlichen Viclfachen
(#,,2,, ., u,_ ) durchlauft.
! H Sy
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LY

Ist speciell
x®) = [#],
so verwandelt sich die letzte Gleichung in

ny =15 My =1 ey Ml =
! ts 4177 Ps2’ T TS 1 tr—1

‘ A} G,, by goeeon ,-Hs_g([m,, Moy, _ o ]; (0,5 %5 , )) =

A

My By ooy My g =1 (isy dayerey by —2=1,2,...,1)

:lb

Ly baye e ey lsl (g5 Baye ey is =12,...,m)?

wo die liber alle Werthe von A, fiir welche #, ein Theiler von [m,, m,,. ., m,_s_i] und zugleich ein Viel-
faches von (., u,,. ,u, ) ist, ausgedehnte Summe
i iy is,

‘ranequafen

Z bir’ i,,_H,. o D525 b = Cir' lpt1 ir+27" 9 ir+s—2([1/nl7 Mooy MZ?’—S,—I]; <”i,’ ”;'2’ ch Zl'isl ))
A

gesetzt wurde.
Nimmt man in dieser Gleichung

=0 (is—l < Zs)

i3y fgye ey ig




in allen anderen Fallen, so verwandelt sie sich in

1y = ”isl-i—l y My = lli81+2,. . ey 7”1’——5, 1= uir——l’ 7y = uiV—{-S;’ Iy = ”ii’-i- S_.:+l yeey Mg §—2= HLAS»{—S—S
yA
Mgy Mgy« ooy Wl 5 15 Ty Ty v ey g g —2=1
G |
(”z‘,+5_2’ Ly, g, .cym, 50, N (1,528, 5- Uy Wi W e ”ir+s:—1)) ot ”):
Dhyeatyd s 2= H ey

k12
= H 8 (w,, 1),
t

wo G(x; z, 1) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function g(x, ) annimmt, wenn y alle zu
den Zahlen u, gehorigen Theiler von z durchlduft, welche durch # theilbar sind. Diesclbe geht fiir

s =r—1, s=s—2
iiber in
1

|Gy (u"r+s—2’ R u"r+5—3) ‘(t‘, By ippog=02.m) I'Tl 8, 1)
1

wo mit G,(x, z) die Summe jener Werthe bezeichnet wird, welche die Function g(x, ¥) annimmt, wenn y alle
zu den Zahlen #, gehorigen Vielfachen von 2 durchlauft.
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Nimmt man nun wieder der Reihe nach

£y ) = () fn,)

<7.s—1 =

g(uis_l, nis) =1 (ul.s) (ly_ =ity (DR %1, 00)
g(uis_l, “is) =0 (b > 050 (TR Hgyeey ko5 70)
und
N 1, —1 1 1,
S
g(ul.‘ 73 ) )[ -—[ . (7)(11{8)]‘(1/,.3) bez. = —1——— ] (1, )f 7, )
’9— - s - s
% u’.s—l,
g(u[s_j, ”is) = g[“,' 1 —[ i g 'q(u’_s)f(nl.s) (=R gy %y 1)
S— S— -
- u,.g—l |
g — - J— - L )
* (ﬂ’.s——l’ ”"s> é[ui IJ ‘V u, . JS I}(u’x
S— - S—

in allen anderen Féllen,

D

2)

Y.y
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L.
1s—1

7.
s

(s,

gOn_pu) = |

in allen anderen Féllen, so ergeben sich die folgenden Theoreme:
Die Determinante #ter Ordnung vom Range »+s—2

)|

Ly(u,,1,,.
' o ( iy? iy iy daye iy s 2 =1,2

7
lyfs—2

in welcher 7, 1,,. .,u, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u,<<1.; A<<%) bezeichnen

und die Elemente mit einem von %, %,,.
wenn %,
trds—

die Summe

"= “icl-o-l’ 1My = ”i¢-+1 sy My =Wy Ty = ”"5-1—1*..’ iy = ”"r+ S 17 Ny gm2= 11131‘_'_?_3

\

, %.—1, # verschiedenen (r+s—2)ten [ndex den Werth O besitzen,
die durch die Function 7(x) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch

/
—
gy by ooy Mg g5 My Wy oy Mg g, 9= 1
( u, 1. — N
‘ [ —) ] [ yps—2 (
l (”1'1’ Uypeons ”is,’ u ”f¢»+1’ e, nfﬂ_ SA:_1)> (”f,’ Uiyeoss ul.S], 2" ”-i,.+1’ R HI.H_ &:_1) s
5 [mmy, My, ..., My g gs By Hlgyes, 14575_:4] [a72,, My, ..., Mgy Mgy Ty 115_5_-__21—1 (
/ 7 |

Tr4s

lpgg—2
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gegeben sind, wahrend die {ibrigen die Werthe

Ny =u; My = 1y ey My o 1= Iy =My 1.
i, 417 lsi42’ " Mr—s, 1 Ty ™ Tygs, *

!
Y

Mgy My ooy My g gy By Thay o0y g5, 9= 1

=u; ey lle_ o _9=1; .
I L T

U

Foyo(my, my,...,m _ s M Mgy s %5_32_2}, ISR Wy Wi sy poor By

1

)) <iy+s—2 = %)

m My =1

=1u; 3 ey My _{=Uy ny=1n1; Mo =1 vay Mg o Q=1 B
1 L51+1' LS‘+2’ » My 5,—1 i1 ™ 17’+S::’ ] ,r+52+1’ 1 PS— 5, 2 1,1,_;’_5_'3

>

My Mgy ooy Mg s Tl Ty - ey Bg_g, 9= 1

)

U, ..., O, , U,
byt1 byt ss—1  lrds—2

7

E, o ([my, my, ..., Moo 1 My gy RN N COR FY o,

(Fyps_g = Yoy gy vy %)

besitzen, wo Fy, ,(#, ) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f(2) annimmt, wenn ihr
Argument alle zu den Zahlen u, gehorigen Theiler der ganzen Zahl x durchlduft, welche Vielfache von y
sind und die durch die Function 7 (2) charakterisirte Eigenschaft besitzen, ist gleich f(u,,) f(#4e,) - . - f(20e, _,) f(20)
oder O, je nachdem sammtlichen Zahlen #u,, u,,..., #, die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft
zukommt oder nicht.

Die Determinante nter Ordnung vom Range »+s—2

\Ll(”f,’ Upyeoony U

i1’+s—2) (s v onr by s =102, m)’

9.F
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in welcher 2, 1,,. .,u, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u,<<u,;A<x) sind und
die Elemente mit einem von %, %,,. . ., %;1, # verschiedenen (r+s—=2)ten Index den Werth O besitzen, wenn

2 N Zdie durch die Function %(z) charakterisirte Eigenschaft nicht besitzt, sonst aber durch die Summe
Y1+S—

my=1u; M = 145 ey My =W =1 9, = g e g s_O=1l;
1= M S Mg p oo Tr—s 1=, pM=W, o T oy s 2T, o 3

2.

gy Mgy o e ey My 5 15 Thy Ty 00y Rog__ 5, D= 1

L. u, —1
5 [ frds—2 lyg-s—2
| (uz.], Upyenss uis], % s M"H-l’ e ufy+s._._1) (”z',’ Upyens u"s,’ u uiv+1’ e ”ir+ 52_1)
5[[1/141, Myyeoos Wy o gy My gy nsﬁs.:_2] (my, m,, ..., My g5y My 115_82_2]—1 |
{ ", .
. frts--2 Lyys—2

gegeben sind, wahrend die librigen die Werthe

Mmy=1u; My = H; ey My g, =W Ny =1L, Mo =1u
) ;Si+1y 3 L51+2’ » My —s, 1 iy’ 1 1,1,_'_525 &3

N\
-

Mgy Mgy ooy 7”4'—3,-—1 YWy Mgy ey g 0 =1

; BT =u;
(AN L §—S.—2 ity s—3

Fy o ((mey, my, ..., M, B Mgy o ), (”z'.’ Uiseee “is,’ ot -

) @, I )

X ey UL
ipgt’ brg sa—1
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"= My =11y ey Mo (=11 =1 Ty =1 e M 9 =11 Moo _{=1;
R L T T L e e LT L )

2

Mgy My ooy My g1y Ty Ty ooy g _5 ] =1

)7 . ) (i1,+s_2:xl,x2,...,x:_])

F o ([my, my,. .., Mo Py Mgy Byl (U 05ty 1 e

. ",
ts," iy b sa—1
besitzen, wo F, ,(x, y) die Summe derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function f(z) annimmt, wenn ihr
Argument alle zu den Zahlen 7, gehorigen Theiler der ganzen Zahl x durchlauft, welche Vielfache von y

sind und die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschalft besitzen, ist gleich f(z.,) f(1.,). -« flu_) S (1ts)
oder 0, je nachdem sdmmtlichen Zahlen #, die eben erwdhnte Eigenschaft zukommt oder nicht.

Die Determinante nter Ordnung vom Range 7 +s-—2
Ly(w, 0, ... u,
‘ 2 ( i iy z,'+s_2> (g by s lpy 5= 1,20y n)’
in welcher %, 1,,. ., 1, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (7, <1,; A<<=) vorstellen
und die Elemente mit einem von %, %,,. ., %:._1, # verschiedenen (»+s—2)ten Index durch diec Summe

m, = 1u; Wy = 1 e Mg =1 1y =1 Ny = 1 R N T ,
! ig 17T g oo Mr—s—1= 0™ sy 2T Mpy gy 0 =25 o g

N
,
s My §—1s Thgy Moy = oy ”s—s,:—z =1

100 (i, my, .., m

rsip Ty Mgy oy 70 ol (1:1.‘, Uy oy Uy 1

s AR frg sy -1

8.L%
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gegceben sind, wihrend die librigen die Werthe

1y = 1 My = 1 yenny My g =10 o= un; Iy =1 ce N _w=11; .
Ve T g g M= —1F 0 T braesy’ by 41" TS Seme T e 58

2,

ey Mg s Ty iy ey Mg, 9 =1

Fy o (my, my, . m_ i, (”i, S Uy ey T

?
)
2 Isy

U 1

L.
¥ I,,+1

haben, wo (" (x, y) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen u, gehorigen Theiler von x vorstellt, welche Viel-
fache von y sind und die durch die Function 7(z) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und £, . (v, ¥) die
Summe der Werthe ist, welche die Function f(z) annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler

durchlduft, ist gleich f(u.,) f(2s,) - - - f(t4n,_,) f(2ts) oder O, je nachdem die eben erwihnte Eigenschaft allen
Zahlen u, zukommt oder nicht.

Die Determinante #ter Ordnung vom Range » +s—2

‘ Ly, 0,500,

Li1‘+ si—1 1Lil‘+ s—"))

",
. . . 7
brdes =20 | (igy by ooy g9 =1,2, 000, m)

in welcher u,, u,,. ., n, irgend welche unter einander verschiedene ganze Zahlen (u, <u.; A<<w) bezeichnen
und die Elemente mit einem von %, %,,. .,%._1, # verschiedenen (r+s—2)ten Index durch die Summe

my=u; Ny =1t T =u; iy =1} iy =11} ey Mg 0= 18 g, 1=M; ,
! bs, 417 is 427 Mr—s—1 b1 brgs,’ ipgs, 4y e—s =2 lypgs—3 P58 —1 s =2
1 1 v 2
}j
S
ey Mgy My Ty ey T g, ] =1

(i) ( 1 ¢ 4
0§ ([, mg,. ., m Ny, My, .-, ns_s_:_lj, <”i.’ Bipyeres g s Uy ”irH’ ey u,.r+su_1))

e 17
r—-s—1 s,
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definirt sind, wahrend die tibrigen die Werthe

y I = Uy

!
ya

Mgy Ty ooy Mg 1 gy Ty oe ey s g, =1

) 1

11y =145 1y = 1t; e Mg ] = 1y = 14 g 1=
1 is, 41, isp27 7 Mhr—s 1 Ty 2 bppst1? 0 Ms—s— 1= Mo 9

r+s,

.

)

Fy o((my, m,,..., M5 gy Mayeees ns_sz_lj, <Mi,’ Uisenns 'ltis1, ut.q_, uir+1’ .

u"r-}-s.,—l
haben, wo 7{ (x, y) die Anzahl derjenigen zu den Zahlen 2, gehorigen Theiler von x vorstellt, welche Viel-
fache von y sind und die durch die Function 7(2) charakterisirte Eigenschaft besitzen, und F, ,(x, ») die
Summe der Werthe ist, welche die Function f(z) annimmt, wenn ihr Argument die eben genannten Theiler
durchlduft, ist gleich f(16,) f(16x,) - . f(14«, _,) f(12,) 0der O, je nachdem die eben erwihnte Eigenschaft allen
Zahlen #, zukommt oder nicht.

Diese Theoreme fiihren sofort zu folgenden Gleichungen:

= s 1

A=1n s %i B '”i —1 7 %i
S‘ |,L|§—’i — —"——} I"IX VL. yu, .., , N =
P 1 {2 1 Ty’ T4l Tpps—2 L. .

[ A=t 1 A A s 41 A (fy, 7sy ipps—g=12...m

= S0 f(t) - S0t ) fata) [o] )

(01534
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i 7 w,—1 ¢
S -
2o 1| w, o, IR J L'<”’17”"1'4—1’“"”"1‘+s~2’ ») -
Nt n " s+1 - M (i or fpps_2 = 1,200 1)
13
= SO) fh) - Fte_p) faw) [o] 7 Ga)
1
r=mn s r—1
1. - 7, —1 1,
R ] .
AR " N7l Hr(ui.,_, U Wi N =
=11 i g R Gy far ooy Tpgs—2 = 1,2, 00, 1)

= ftt) f(0) o+ St _,) f (012) H 1 (2t,) t=0,1,2 3).
1

Von den zahlreichen bemerkenswerthen speciellen Fillen der in diesem Paragraphe angegebenen Satze
mogen die folgenden besonders erwédhnt werden.

Bilden die Zahlen #,, u,,. .,1, ein geschlossenes System, so hat die Determinante #ter Ordnung vom
Range »+s—2

7

’ M (ui1 Sy,

1'r+s—2) I (i iy s bpps—2=1,2 .., n’

in welcher die Elemente mit einem von %, %,,. ., %._1, # verschiedenen (r+s—2)ten Index durch die
Summen
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Nty =iy Ny = 1t; oy My =0 no=1; W= 1t; e e e o=t .
1 Ly 417" ig qor 0 Mhr—y 1 ip—q1'™ fps, by gag 2 s = 5y—2 iy s

1 1 N N

Wiy gy <oy 1”1’—5, 1 By My e ey ”S—S:—-Z =1

W,
lyds—2

l (“m Bpsenny Wy 52y s uir+1

yeins ) (”f,’ Uy ul.S', w,

.
bt sy—1

Lom2,, 1y, .. ., Mg Wy Mgy 145_52_2J——1

5 [y, Mg, .om gy My ]

{ w, .
brgs—2 iyts—2
gegeben sind, wahrend die {ibrigen die Werthe
mny= ”"SH—I' ny = Uis,+2" sl == ”i1’+32, iy = ""7-}-32—}-1" o lls s, '2=1ti1'+s _3
Il
)
—
By Mgy ey My gy gy Ty ooy Bhg_ g, 9 =1
C([m,, Mg, ..., M8 Wy, Wgye.oy B ol (80, 26 o ooy, L, 0, .. L,
([ 1 e » =10 P oo ’ 5_51_3]7< i iy ) ’S,, ) ,’,+17 ) ’1’+s-;-—1))

besitzen, wo {(x, y) gleich Null ist, wenn y zu x theilerfremd ist oder mehr als einen Primfactor enthilt,

wihrend es fiir y = p* den Werth

log xJ
Togy) 087
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vl MY CPg IO ¢ Adnjeu-wmaeu p qz)g

ee

hat, den Werth
, VT
H log l,_[ 2 sin 2~ (t: = )
1 » 0,

wo 7, alle zu u, theilerfremden Zahlen unterhalb 2 durchlduft; sie ist demnach gleich Null, wenn auch nur
eine der Zahlen #, t,,,. . ., #__, %, mehr als einen Primtheiler besitzt.
Bilden die Zahlen u,, u,,. .,u, ein geschlossenes System, so ist

(x+1)6>([n~ Ujyeentty G . |
— R s et IEX (T 1) "
RSN A fygs—2 g 7 Iy s —2 . F[ 0, ()\)
= N
[u,‘l, ”,':a T ”,‘,1__‘_5_2] (i,,1',:,...,i1,+5_2=1,2,...,ll/ 1
252
ﬁ—l([ztil, Uy uir+s—2]) T (LT T ”fr-q-s—z]) Ll (LT T ”ir+s_2])
@ ([26f 5 W yeeny 1 N =
E—1) (i tizre o iy 50D (Ui o ooy g g = 1,200y 1)
— r[ So—2(10g) § (g m?=5(u,))
(11,)
B 2)(‘) 2
1 /2 A
< A ,>[u.,u. TS 1" -—H 7;'&”_")
0 Ipgs—2 — *
[”i,’ Uyseen “!’r+s—2J’ | r4s oo n = 12 1 1
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484 L. Gegenbauer, Arithmetische Determinanten héheren Ranges.

A ([”"1’ Hippeeos u“1'+s—2]) ﬁ([ui', R ”i1'+5“2]) o oy ipg g2 =12, 1)ﬁ:
A (14p) fo— 1(”9) ¢ (2 o))
= ]_[ 1)m(ur)
!
' “’([”m U yenny U, ] =0 (n=4)

1, -9 . . s
r+s—z (s fyeoyipps_n=1,2...,1)

Dl =1 (n<4).

25 iy e s = 1,20y 1)
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