Das allgemeine bicubisehe Reciprocitatsgesetz

Josef Anton Gmeiner in Graz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Mai 1892.)

1. Die Theorie der sechsten Potenzreste befasst sich mit
Zahlen von der Form a+54j, worin a und b reelle ganze Zahlen
bedeuten, wahrend j eine primitive sechste Einheitswurzel
bezeichnet. Wir nehmen als Grundeinheit j die primitive
sechste Einheitswurzel

1+i\/3
s

Alle Zahlen a+ 0bj, welche weder durch 147, noch durch 2
theilbar sind, nennen wir reguldr, die durch 1 47 oder durch 2
theilbaren Zahlen modgen dagegen als singulédre Zahlen be-
zeichnet werden. Ferner heisse eine Zahl a+5j priméar, wenn
sie modulo 3 congruent 1 ist; dann haben die Coordinaten «
und & einer jeden priméren Zahl a+ &7 die Form

a=062+3p+1 und & =06p+3s,

wobei 2 und J beliebige reelle ganze Zahlen sein konnen,
wihrend p und s nur den Werth O oder den Werth 1 annehmen.
Je nach den Werthen, welche p und s haben, lassen sich drei
Haupttypen von reguldren, priméren Zahlen unterscheiden.
Zum ersten Haupttypus rechnen wir jene Zahlen, bei welchen
p = 5 = O ist, zum zweiten jene, bei welchen p = 0 und 5 =1
ist, und zum dritten endlich jene, bei welchen p == 6 =1 ist.
Ist m = a+bj eine reguldre Zahl und » = c+dj eine
beliebige, zu 2 theilerfremde Zahl des eben definirten Zahlen-
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. v . . .
systems, so soll das Zeichen <%>, falls 7 eine Primzahl ist,

den bicubischen Charakter von # beziiglich m ausdriicken,
d. h. es soll
p—1

r8 = (£> (mod. 1)

m

sein, worin p die Norm von m bedeutet. Fir den Fall, dass
das Product der reguldren Primzahlen 2, m,,. . .m, vorstellt,

soll (5) durch die Gleichung

=G ) )
m/) — \m ) \m, \m,
definirt sein. Endlich setzen wir fest, dass fiir jede Zahl »
unseres Systems
7’)
=1
(3

/

sein solle.
. r . ..
Das Zeichen ~ nennen wir kurz das charakteristische

Zeichen von 7 bezliglich #2, und es ist nun unsere Aufgabe,
eine Gleichung zwischen den charakteristischen Zeichen

b .
(g—'-'- ']> und <612———+b2].>,
ay4-b, j a +b,j

worin a,+b, 7 und a,+b, 7 zwei beliebige reguldre, zu einander
theilerfremde Zahlen unseres Systems sein konnen, aufzu-
stellen. Dabei geniligt es, wenn man nur primére Zahlen in
Betracht zieht.

Zwischen einer priméren, reguldren, reellen Zahl O und
jeder zu ihr theilerfremden, priméren, reguléren, zweigliederigen
Zahl M mit der Norm P besteht die Reciprocitdtsgleichung

Bei der Ableitung des bicubischen Reciprocitdtsgesetzes
zwischen zwei priméren reguldren zweigliederigen Zahlen sind
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wir genothigt, verschiedene Félle zu unterscheiden, je nach
den Haupttypen, welchen diese Zahlen angehdren.

2. Es seien a,+b,j und a,+0b,j zwei zueinander theiler-
fremde, regulédre, zweigliederige Zahlen des ersten Haupttypus
mit zueinander theilerfremden Coordinaten und p, und p, ihre
Normen; dann ist @, zu a,+b,s relativ prim und es besteht
die Congruenz

a,j=a,+b, (mod.a,+b,7).
Demnach ist

(‘_Zj_bl_7> <__£124..> — /ala’2+bla2j> — <dlaz+bl(a2+b2)>' (1)
ay+by g ay+0b,

ay+byj

a,+byJ

a, ist reguldr und primér und ebenso a,a, +b,(a,+b,). Es
ist daher zufolge (I)

pa—1 a,—1 . po—1 an—1 @31
e L == B e
ay+byj 22
und

7, —1 ayaa+by(as+by)—1 \ .
<ala2+bl(a’2+b2/\:(_1)]'6 ﬁ“_(g_L( 02—'_122] > (3)
ay+D, j aay+0b,(a,+0,) /)

Dem Ausdrucke a,a, +b,(a, +b,) kann man auch die Form
a,(a,+0b,)+Db,b, geben, und daraus erkennt man, dass jeder
gemeinsame Theiler von a,<+b, und &, auch ein Theiler von
a,a, +b,(a,+b,) ist. Aber auch umgekehrt ist jeder gemeinsame
Theiler von a, +b; und a,a,+b,(a,+b,) auch ein Theiler von ,,
da a, und b,, also auch a,+0b, und &, zu einander theiler-
fremd sind.

Es sei nun # der grosste gemeinsame Theiler von a, +5,
und &,, so dass

a,+b, =mit, b, =ut
und
a,a,+b(a,+b,) = (a,m~+bn)t

sein moge; dann ist ¢ reguldr, weil a,a,+b,(a,+b,) regular ist,
und wir kénnen daher die Zahlen ¢ und a,m+bn stets auch
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als primédr annehmen, da a,a,4b,(a,+b,) selbst priméar ist.
Demgemaiss ist

< ay,+by J >:< a,+1tnj >:(a2+mj> ( a,+tnj >

a,a,+b,(a,+b,) t(a,m—+b,n) ¢ a,m—+bn
und, da
(a2+mj) . <a2> 1
¢ T \t/
ist,

< a,+0b, j ) < a,+tnj )_( a, -+t )( m )__
a,a,+b,(a,+b,) aym—+bn) — \aym—4byn) \a,m-ba)
az1n+tm¢ > ( b1n+tmnj> . (-—b1 +(a, +b,)j> .

- \ a,m—+bn a,m—4-bn a,m-+bn

(al +b,7)J )
a2m+ byn

folglich ist

[kt ) = (kb))

a,a,+b (a,+b,) a,m-+-byn
Ferner ist
a,m-+bn a,+bj

Aus der Gleichung

( ¢ ><a2m+bln>_(alaz+b1(a2+b2)>
a,+b ji\a+bi /] a,+0b,j

und der Congruenz

by=a(j—1) (mod.a,+b,7)
ergibt sich

< ¢ )<a2m+bln>_< @, )(—b2+(42+b2)j>__
a,+b,j/\ ay+bj /] \a,+b, ] a,+b,j -

2 (=) ) )
C\a,+b, g a,+b,j a+b,j/ \a,+b, j/ \a,+b, j

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CI. Bd. Abth. II. a. 39
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Weil nun
(e o) =
\a,+b,j/ \a,—b, 7
und
t o 1<a +0, —b]) pot it et
- = (—1 07t ) — 6 6 ; 6
(=57 =0 s (= T

ist, so folgt aus dem Vorstehenden

Pl t—1 £t . ;
(azm+b 72) —(—1) ® T]T< a, )( J ><L12+b2j)
a,+b,j a,+b,j/ \a,+b, j/ \a,+b, j

also gemaéss der Gleichung (5)

. —1 asm+bn—1  t—1
i,+bl]> (— 1)1’ (gl 1)

\ay 111+ by 1
-’—';‘( o) (L) (et
J . . )
a,~+bj/ \a,+b, j/ \a,+b, j

Nun ist

[11'~1

< a, )_(_1)17—1‘7' <m2) (_1)])16_1"]'6_]]-“6—

a +b1.7 a’l
und
; pi—1
()=
a,+b,J
folglich
b i p—1 ((/.1m+b,n—1 ~1 t—1
<“1+1]>:(_1)6 )
a,n+-b 1

2 q .
SRS el NS T 1<a2+b ]> ©

6 5 6
a,+0b,j

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4) und (6) ergibt sich

a1+blj> . <a2+l72j
= __1 2 0| 2 5
<a2+b2] (=17 a,+b1])’ @)
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wobei

ay;—1  (@ym+bm)P*—1 aj—1 £#—1 p—I
5 6 T T 6

=

_ Pl (a2—1 + a1a2+b1(a2+b2)—1> +

6 6

p,—1 (al—l 4 aym—+bn—1 N t—l)
6 6 6 6

+

gesetzt ist.
Im vorliegenden Falle, wo @, +b, 7 und a,+b, j dem ersten
Haupttypus angehoren, kdnnen wir

a,=6a,+1, b =63, a,=62+1 und b, =068,

setzen, und es ist dann

— —1 —

z_)_l_l =24, +f, (mod. 6), 9 =, Py 71 =f, (mod. 2),
6 6 6

a,—1 aj—
26 =, 16

ar—1
2 — =24, (mod. 6)

=2a, (mod. 6),

a,+b (a,+b,) —1
a,a, 1(62 2) — =0, +0o,-+p, (mod. 2).

Setzen wir ferner # = 6t+1, so ist

Gr+1)m = a;+b, = 6(ay+B)+1 und (6t+ 1)1 = b, = 6p,.

Daraus erkennt man, dass mz—1 und n durch 6 theilbar

sein mussen. Wir schreiben daher

m=06pn+1 und #n = By,
dann ist

a byn—1
ﬂﬁlﬂ_ = a,+p (mod. 2) und
(aym—+b1)*—1

6

39%

=2(a,+) (mod. 6).

8)
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Nun ist nach (8)

(6t +1)6pu+1) =6(+B,)+1, also p=a,+B—1 (mod. 6).
Demnach ist

GMAON ]l (B oyt (mod 2) und

6
b,m)*—1
@’% = 2 (o0, +B,—1) (mod. 6).
Weil ferner noch
—1 —1

- =° und »—6—521: (mod. 6)

ist, so erhilt man flur » und A die Congruenzen
% = o, Py + 0,8, +B,8,+8, (mod. 2) und A= 3B, (mod. 6).

Demzufolge ergibt sich aus (7) die Reciprocititsgleichung

(a'l +—b1 ]> = (— 1)“15::4‘“: B1tBid: <M> (H)
a,+b, 7 a\+byj

3. Ist a,+b, j eine zweigliederige Zahl des ersten Haupt-
typus mit zueinander theilerfremden Coordinaten und a,+b, j
eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zueinander theiler-
fremden Coordinaten, so kénnen wir

a, = 6o, +1, b, =68,, a, = 642,41 und b, = 6(3,+3

setzen, wobei a,, §,, o, und B, reelle ganze Zahlen sind, und
es ist dann sowohl a,, als auch a,a,+5,(a,+b,) regular und
primér und ausserdem noch a, zu a,+b,j relativ prim. Folg-
lich besteht auch hier die Gleichung (7) der vorstehenden
Nummer. Im vorliegenden Falle ist aber

p_z-é-l = 0,48, (mod. 2) und a—‘a”—*_b‘(céz_'_bz)_l =

=a,+a, (mod. 2),
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und wenn wir dieselbe Bezeichnung beibehalten, wie in der
vorausgehenden Nummer, was auch in den folgenden Nummern
geschehen soll, so ist

(6ct+1)m =6(o,+8)+1 und (Br+1)n =6F,+3. (1)
Daraus ersieht man, dass #2—1 und #-—3 durch 6 theilbar
ist, so dass wir
m — 6p+1 und 7 = 6v+3
setzen konnen. Dann ist

bn—1
ﬂf"%ﬁi_zaz+ﬁl+p(mod. 2) und

(agma4-bm)*—1
. s =

= 2(0y+p) (mod. 6).
Nun ist nach (1)

Brt+1)(Bp +1) =6(2,+B,)+1, also p=0a,+B,—c (mod. 6).
Demnach ist

byn—1 0)E—
W_—E%"‘“z"ﬂ (mod. 2) und (%L_Fé)‘“)—lz

=2 (o +0,4B,—7) (mod. 6).
Aus dem Vorstehenden folgt
% = (0, +B,) 2 +B,2, (mod. 2) und A= 3f; (mod. 6).

Demnach lautet die Reciprocitidtsgleichung flir den vor-
liegenden Fall

ai+b1j> (a2+b2j>
) = (— 1)@t oBato +8 [ 22 2 ). 111
<cz2+b2] (=D x \a,+Db, 7 ()

4. Ist a,+b,j eine zweigliederige Zahl des ersten Haupt-
typus mit zueinander theilerfremden Coordinaten und a,+b, j
eine Zahl des dritten Haupttypus mit zueinander theilerfremden
Coordinaten, und setzen wir

a, =6a,+1, by =68,, @, = 60, +4 und b, = 63,43,
SO ist

ay—byj* = a;+b,—0b, j = 6 (2 +B)+1—6j
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eine zweigliederige Zahl des ersten Haupttypus mit zueinander
theilerfremden Coordinaten und

ay,—b, j* = a,+b,—b, ] =60+, + 1)+ 14+ {—6(3,+1)+3}/

eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zueinander theiler-
fremden Coordinaten. Es ist somit zufolge der Gleichung (III)

(20T = (pyunsas (=T (1)

az"szz al—bsz
Nun ist sowohl

<‘7'1'_b1j2) (“t +b1j) =1

a,~—b, 7%/ \a,+b, j

als auch
<dz—b2j2><a2+sz>__1.
ay—byj* \ay+byj) 7

denn ist m eine regulare Zahl und # eine beliebige zu m theiler-
fremde Zahl unseres Systems und bedeuten m’ und #’ die Con-
jugirten zu #z und 7, so ist stets

) ) =1 2

Demgemass folgt aus (1) die Reciprocitatsgleichung

<———a1 +bl J> = (—1)“1'J'2+3132 <—a2+ b2]> (IV)
a,+b,j a,+bJj

5. Bedeutet a,+5,j eine Zahl des zweiten Haupttypus
mit zueinander theilerfremden Coordinaten und macht man
dieselbe Voraussetzung auch beziiglich a,+, , so kann man

a, = 6a,+1, b =63, +3, a, =62,+1 und b, = 68,+3

setzen. Daraus erkennt man, dass «, und a,a,+5,(a,+b,)
wieder zwei reguldre primédre Zahlen sind. Auch ist zufolge
der gemachten Voraussetzungen a, zu a,-+b,; relativ prim.
Somit bleibt die Gleichung (7) der Nummer 2 auch fiir diesen
Fall bestehen. Hier ist aber
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_1 _
Pl — 5, 48,42 (mod. 6), ﬂ’és‘l — o,

(@}

—1 ai—1

6 =,

p,—1
liZ_ES_—;a2+B2 (mod. 2), e
und
aa,+b(a,+b,)—1
6

=a,+fp, (mod. 2).
Ferner ist
(6r+1)m = 6( +B,)+4 und Br+1)r =068,+3, (1)
d. h. es ist m—4 und #—3 durch 6 theilbar, so dass wir
m = 6pn+4 und % = 6v+3
setzen kénnen. Daraus ergibt sich

aym—+bn—I1
6

(agm—+bm)*—1_
5 =
=2 (o, +p.+2) (mod. 6).

=u—+f,+v (mod. 2) und

Zufolge (1) ist
6t+1)(6p+4) = 6(2, +B,)+4 und (Bt+1)(6v+3) = 60, +3
also

= o, +f,—4rt (mod. 6) und v=§,—37 (mod. 6),

so dass wir
(agm~+bn)*—1 _
=
= 2 (o, 40, + B, —4142) (mod. 6)

a,m—4+bn—I1

8 =oa,+f3,+7 (mod.2) und

erhalten. Somit bestehen beziiglich « und A die Congruenzen
%= oy 4By + 0,2+ B, B, (mod. 2) und A= 3 (o, +B,) (mod. 6)
und es ist daher

(Vﬂ;——l +5 ]) = (_“1)ul“1+3132+“1+?1+“z+32 (7a2+b2j)‘ V)
a,+0b, a\+0b,j
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6. Sind a,+b,7 und a,+0b,7 zwei Zahlen des dritten
Haupttypus mit zueinander theilerfremden Coordinaten, so
haben ihre Coordinaten die Formen

a, = 6o, +4, b, = 63, +3, a, =62,+4 und b, = 63,+3.

Die Conjugirten zu a, +b, j und a,+b, j sind zwei Zahlen
des zweiten Haupttypus mit ebenfalls zueinander theilerfremden
Coordinaten und es ist

a,—b, j* = a,+b—b, 7 =6(oy +pf+1)+1+{—6F,+1)+3}y
und
ay—b, j* = a,+b,—b, j =6 (2% +P,+1) + 14+ {—6@,+1)+3},.

Es besteht daher zwischen den Zahlen a,—b, 7> und a,—b, j*
wieder die soeben abgeleitete Reciprocititsgleichung (V), wobei
jedoch zu beachten ist, dass man fiir den gegenwartigen Fall

Byt 1, — (B 1), %HB+1 und —(B+1) statt a, B,
a, und B, in (V) der Reihe nach zu setzen hat. Auf diese Weise
gelangt man zu der Gleichung

a_—1-——b1j2 — (—1)u%tadtosd, _‘(1,2_[]2]'72 .
L) = (—1) .
ay—byJ ay—byJ

Daher ist zufolge der Gleichung (2) der Nummer 4 auch

<a——‘l + bl J > = (_ 1)“1“:4‘“132"‘“‘:31 (d—_z +sz> . (\/’I)
ay+b, j a,+b,Jj

9. Ist a,+b,j eine Zahl des zweiten Haupttypus mit
zueinander theilerfremden Coordinaten und a,+2, s eine eben-
solche Zahl des dritten Haupttypus, so ist

a, = 6u,+1, by =68, +3, a, =62,+4 und b, =60, +3,
und die zu a,+b, 7 Conjugirte
ay—Db, % = ay+by—by j = 6(sy 4By 4 1) 414 {—6(B,+ 1) +3ly

ist eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zueinander theiler-
fremden Coordinaten. Somit ist nach Gleichung (V)

(__al +b] ]> oy ( — 1)“1“2+ﬁ132+ o 3at-aty <_—a2_b2'j.2>. (1)
\ay—b, j* a,+b,J
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Nun ist, wenn p, die Norm von a,+0b, j bedeutet,
<a1+b1j)_ <a1+b,j)<a,+b1j>
Dy T\, \ay—by 77/
2= e e
a,+b,j a,+b,j/ \a,+b, 7/’
und demnach erhélt man aus (1)

<a1 +2 J) ( P ) = (—1)metdit 0‘|3e+°‘z<a2+b2]:) <a1 +b[ J .
a,+byj/ \a,+b,j a +b, g Py

Bezeichnen wir noch mit p, die Norm von a,+&, 7, so ist
zufolge der Gleichung (I)

—1 p—1
<_—P2 ): (——1)1]6 P 6 < l+b1]>
a,+b, 7
und daher

<ar+hf> o-1f“+ﬁ3+“3+“+£%l*£j<ar+%1> @)
a,+byj/ a,+b, 7

Im vorliegenden Falle ist nun

p‘gl =o,+f (mod.2) und ‘732;1 =0, (mod. 2);

folglich ergibt sich aus (2) die Reciprocitatsgleichung

I\
<——a1 +bl ]) — (“1)(‘1524‘“251*“3152"‘“3 <—612 + b2] ) (\III)
y+byJ bij

8. In den vorausgehenden Nummern haben wir alle mog-
lichen Fille der Reciprocitat zweier zweigliederigen Zahlen mit
zueinander theilerfremden Coordinaten untersucht und dabei
sechs Reciprocitatsgleichungen (II bis VII) aufgestellt, ent-
sprechend den sechs Combinationen, welche die moglichen
Haupttypen zweier reguldarer Zahlen zulassen. Diese sechs
Gleichungen lassen sich nun, wie wir zeigen werden, durch
eine einzige Gleichung ersetzen. Um diese letztere Gleichung
aufzufinden, legen wir uns das folgende Schema an:
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‘ Haupttypus ) :
! der Zahl Rest modulo 2 der Zahl
Exponenten von —1 ~ » ~ [ '_T_ } | '_T_
<SSR < | < Q
T4 t ] I 1
S & Ll R CH R TIECH RO N ~
PSS IS s s < | 8iw
(o BataaB)+B1 B2 L)1 1| 1 of O 1 Of 0O 1] 0] 1
() Bt +oos+3y | L[ 2.0 2.0 11 0 O 1f 1] 1 1] 1fo0
o1+ 313 1. 83 1 0 of Of 1 of of 1|1
040,318 o+ B+ +Ba| 2. 2. 3. tf 1 1} 1 1] 1] of 1|1
(g Ba22031) 2y 29 3. 8} 2 Of 1| O Of 1f 0o 1 1O
(o1 Bs+2B)+B1Ba+us | 2] 3| 1| 1| 1] 1] o 1| 0 1f O 1

Die erste Spalte dieses Schemas enthidlt den Exponenten
von —1 aus derjenigen von den sechs Reciprocitétsgleichungen
(Il bis VII), welche den in derselben Zeile stehenden Haupt-
typen der Zahlen @ +b, j und a, +b, j entspricht. Die liber der
vierten Spalte stehende Zahl A+ Bj bedeutet das Product aus
den Zahlen a,+b,j und a,+b,j. Alles Ubrige ist in dem
Schema selbst ersichtlich gemacht.

Das vorstehende Schema sagt uns nun Folgendes:

Der Ausdruck =,83,+,3, kommt im Exponenten der den
Zahlen a,+ 0,7 und a,+0b,j entsprechenden Reciprocitits-
gleichung vor, wenn A+5Bj dem ersten oder zweiten, nicht
aber, wenn A+ Bj dem dritten Haupttypus angehort. Nach der
drittletzten Spalte ist nun dann und nur dann

A =0 (mod. 2),

wenn A+Bj dem dritten Haupttypus angehort. Wir kdénnen
daher in die Exponenten aller sechs Reciprocitatsgleichungen
den Ausdruck 4 (2,8, +2,p) einsetzen. Das Product £, kommt
{iberall vor, ausser wo A+ Bj dem zweiten Haupttypus angehort.
Wir konnen daher geméss der letzten Spalte unseres Schemas
in allen Exponenten das Glied (4+B)8,8, anbringen.
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Das Glied 2,2, steht in allen Féllen, wo A+ Bj nicht dem
ersten Haupttypus angehort. Es gentigt daher tiberall das Glied
Bu, o, zufolge der Angaben der anderletzten Spalte. Das Glied §,
steht tiberall dort, wo a,+b4, 7 dem zweiten und @, +5, j nicht
dem dritten Haupttypus angehort; denn wirde man in der
sechsten Reciprocitdtsgleichung (VII) auch a,+b, j mit a,+b, j
vertauschen, d. h. wiirde man die Annahme machen, dass
a,~+0b,j dem dritten und a,+b,; dem zweiten Haupttypus
angehoren solle, so wiirde in dem Exponenten der entsprechend
umgeformten Reciprocitdtsgleichung (VII) das Glied §, doch
nicht auftreten; es hatte ndmlich in diesem Falle der Exponent
die Gestalt

oy By + 0,3, +B, By +0y.

Wir koénnen daher nach den Angaben der achten und
zehnten Spalte fiir alle Falle in den Exponenten das Glied

(ay+b,+1)a, B
schreiben.
Durch dhnliche Betrachtungen erhalt man noch die Glieder

(a,+b,+1)a,B,, (a,+b,+1)b0, und (a,+b,+1)b,0,.
Auf diese Weise gelangen wir zu der Gleichung

(/al +b, 7 >
\Ay+b, ]
— (_ 1 )A(”-l Botead)+Boyoo+(A+B)3132+ (@, -0y + 1) (@ds+-Datt) + (ap+ Dot (e By + 1))

(ajﬂ ) (VIID)
a,+0b,j

Diese Gleichung ersetzt die sechs Gleichungen (II bis VII)
vollkommen und geht, wie man sich leicht iberzeugen kann, in
den einzelnen Féllen in jene Gleichungen ber.

Der Exponent der Gleichung (VIII) dndert sich nicht, wenn
man in demselben den Index 1 mit dem Index 2 vertauscht, er
ist also in Bezug auf die Zahlen 4,+5,j und a,45,; voll-
kommen symmetrisch gebildet. Aber es bleibt auch die ganze
Gleichung ihrem Wesen nach ungeédndert, wenn man darin die
Zahlen a, +b, j und a,+b, j mit einander vertauscht. Man kann
daher sagen, dass die ganze Gleichung (VIII) in Bezug auf die
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beiden Zahlen a,+b&,7 und a,+0b,j symmetrisch gebaut sei;
denn die scheinbare Unsymmetrie, welche noch darin liegt,
. . fa+b ] : "
dass auf der linken Seite (‘—ﬁ> allein steht, wihrend auf
ay+b, j

.. {a oo .

der rechten Seite <ﬁ—i]~> noch mit einem Coefficienten behaftet
19

erscheint, wird dem Wesen nach dadurch behoben, dass dieser

Coefficient nur den Werth 41 oder den Werlh —1 hat.

Der Haupttypus, welchem das Product
A+Bj = (a,+b,j)(a,+b, )

angehort, ist bekannt, sobald man die Zahlen a +b5, 7 und
a,~+b, 7 kennt; denn bezliglich des Haupttypus eines Productes
bestehen, wie die vorstehende Tabelle zeigt, folgende Satze:

1. Das Product einer Zahl des ersten Haupttypus mit
einer Zahl irgendeines Haupttypus gehért dem Haupttypus der
letzteren an.

2. Das Product zweier Zahlen des zweiten Haupttypus ist
eine Zahl des dritten Haupttypus.

3. Das Product zweier Zahlen des dritten Haupttypus ist
eine Zahl des zweiten Haupttypus.

4. Das Product aus einer Zahl des zweiten und einer Zahl
des dritten Haupttypus ist eine Zahl des ersten Haupttypus.

Zufolge dieser Sétze kann man den Haupttypus der Zahl
A+ Bj in jedem speciellen Falle zum voraus, d. h. ohne die
Zahl A+ Bj selbst zu bilden, bestimmen, und dann weiss man
auch, ob die Zahlen 4 und B gerade oder ungerade sind. Da
es nun fur den Exponenten von —1 in der Reciprocitits-
gleichung (VIII) nur darauf ankommt, ob die Zahlen 4 und B
gerade oder ungerade seien, so ist es zur Bestimmung dieses
Exponenten durchaus nicht nothwendig, die Zahl A+ Bj oder
ihre Coordinaten A und B selbst zu bilden, weil uns die Haupt-
typen der Zahlen a,+5, j und a,+5,j schon diejenige Eigen-
schaft von A und B erkennen lassen, welche wir zu wissen
brauchen.

9. Die Gleichung (VIII) gilt auch fiir den Fall, dass die
eine der Zahlen a,+b,j und a,+b,; reell ist, wiahrend die
andere eine beliebige reguldre primére zweigliederige und zu
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der ersteren theilerfremde Zahl ist, deren Coordinaten nicht
zueinander theilerfremd zu sein brauchen. Die Gleichung (VIII)
geht ndmlich in diesem Falle in die Gleichung (I) tber, was
wir jetzt zeigen wollen. Ist a,+5&, 7 = O eine reelle regulire
primére Zahl, so hat man

1

O—
a, = Q=1 (mod. 2), r],lg'“T

A = Qa, =a, (mod. 2) und B = 0b, = b, (mod. 2)

, by =6, =0,

und es reducirt sich der Exponent der Gleichung (VIII) fur
diesen Fall auf den Ausdruck

O—
~—671 (@9 +,2,). (1)

Setzen wir
a, = 69,43p,+1 und b, = 6B, +33,,
so haben p, und s, nur die Werthe O oder 1, und es ist
Ayfly 032 = 0,0y + By + 3,2, (mod. 2). (2)
Bezeichnen wir ferner mit P die Norm von a,+b, j, so ist

P=al+bi+a,b, = (62,+3p,+1)2+ (65, +35,)*+
+ (B0, +3p,+1)(68,+35,)

und daraus findet man, wenn man beriicksichtigt, dass stets

P; = Py, 53 = S, UNd 5, =,
ist,
P =6(p,f, + B, +0,2,)+1 (mod. 12),
also
P—1

6 = P+ By + 3,2, (mod. 2). (3)

Daher ist zufolge (2) auch

8 ! (mod. 2),

@By + 0y, =
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und man kann demnach den Ausdruck (1) im Exponenten der
Reciprocitatsgleichung durch das Product

2— P—1

6 6
ersetzen. Wir erhalten daher, wenn wir noch a,+0b,j = M
setzen, aus (VIII) im vorliegenden Falle die Gleichung

()= (8)

d. i. die Gleichung (I).

Auch fiir den Fall, dass sowohl a,+b, j, als auch a,+b,J
eine reelle reguldre primére Zahl vorstellt, bleibt die Gleichung
(VIII) bestehen. Denn in diesem Falle ist

B=0b =0 =0, =8, =0,

so dass der Exponent in (VIII) verschwindet und der Coefficient
auf der rechten Seite dieser Gleichung den Werth +1 erhilt,
was in der That richtig ist, weil das charakteristische Zeichen
einer reellen Zahl bezliglich einer jeden reellen regularen und
zu der ersteren theilerfremden Zahl den Werth 1 hat und
daher zwischen reellen regularen Zahlen immer vollstindige
bicubische Reciprocitit bestelt.

10. Ein Fall der Reciprocitdt ist bei unseren bisherigen
Untersuchungen noch unberiicksichtigt geblieben. Wir haben
namlich bei der Annahme, dass a,+b5,j und a,+b,7 zwei
zweigliederige reguldre Zahlen vorstellen sollen, stets noch die
Bedingung daran gekniipft, dass sowohl g, zu &,, als auch a,
zu b, relativ prim sei, und nur, wenn die eine der Zahlen
a,+b,j und a,+b,j reell war, durfte die andere Coordinaten
besitzen, welche nicht zueinander theilerfremd waren. Nun ldsst
sich aber zeigen, Jass die Gleichung (VIII) ganz allgemein fiir
zwei beliebige reguldre primdre und zueinander theilerfremde
Zahlen a,+b, j und a,+0b, j richtig ist. Um dieses zu zeigen,
brauchen wir nur den Beweis zu erbringen, dass die Gleichung
(VII), falls dieselbe flir zwei reguldre primére Zahlen a, +2, 5
und a, +b, j besteht, auch noch flir die Zahlen

a'+bj=Q(a,+b,j) und a,+b,],
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wobei Q eine reguldre primére reelle Zahl bedeutet, bestehen

=

bleibt. Setzen wir also

A2 By +2,0) +Boyoy, +(A+B)B By + (@, +0, + 1) (a, By + b,0,) +
+(ay,+b,+1)(a,p,+b,0,) ==,
a = 6d+3¢+1, ¥ =6p+35, (a/+0j)(a,+0b,7) = A'+BY

und

ARy + 0,8+ B oy + (A" + B ) BBy + (@' + '+ 1) (@, By +Dy2,) +
+(a,+b,+1)(a'f + Vo) =+,

s0 haben wir zu beweisen. dass neben der Gleichung

(b ) iy (Bt (1)

Gy+by 7/ a +b,j

stets auch die Gleichung

(l’_{_b{]-\) ,<a2+b2j>
—_ )= (— * 9
<az+b2j (=1 a' +bf 2)

besteht.
Bezeichnen wir die Norm von a, +0, j mit P, so ist zufolge

der Gleichungen (1) und (I)
(a’+b’j>_<al+b1j> Q >_
| T \ay+by 7/ \a,+by 5] T

a,~+b,7
* Q-1 P—1 . -
— (1 L Ay 4,7\ [a,+b,]
= (=" i\ o)
a +0o,7 ¢

also

(]

a'+b'j>:(_1)“%1.’%(42%2]_')
\a2+b2j (l,+bf].

00—t
Setzt man noch = 5= m, so folgt daraus unter Beriick-

sichtigung der Congruenz (3) der vorigen Nummer

[l’-}—b{]. ) —_ 2411 (09 34 Ba4-Gatha) <£l2 + bz —7 ) ‘
ey i A = T
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Nun ist

A'= QA=A (mod. 2), B'= QB = B (mod. 2),
a' = Qa,=a, (mod. 2) und ¥ = Qb, = b, (mod. 2).

Setzen wir ferner noch
a, = 6o,+3p,+1 und b, =603, +30,
so erhalten wir

a = 6{mBo,+3p+1)+0} +3p, +1,

¥ = 6{m (6B, +306,)+B,} +35,

ol = mBao,+3p,+1)+0, = pm+m-+o, (mod. 2) und
B/ = m (6B, +35,)+B, = o,m+f,; (mod. 2).

Es ist demnach

© = A{(pm+maa,)B,+ o, (5;m+L)} +B(pm+m—-o,) o, +
+(A+B) (0m+B)) By + (a4 0, +1) (a8, +by0,) +
+(a,+b,+1){a,(o,m+B,)+b,(pm~+m—+0,)} (mod. 2),
also

# = a+m{A(p+1)P+ Ao 2+ B+ 1)+ (A+B)s, b+
+(ay+by,+1)(0,a,4p,b,+b))} (mod. 2)  (4)
Da
A+Bj = (a;+b,j)(ay+b,7)
ist, so ist

A =aa,—bb, und B = a,b,+a,b,+b,b,,
und daraus folgt

A = pypy+06,0,+p; +py+1 (mod. 2)
und
B =p,s,-+p,0,+0,5,+3, +5, (mod. 2)
weil

a, =p,+1 (mod. 2), b, =0, (mod. 2), a, =p,+1 (mod. 2)

und
by, = s, (mod. 2)
ist.
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Zufolge dieser Congruenzen und der Gleichungen
¢t =, o =0, und po, =
ergibt sich aus (4) die Congruenz
# = %41 (pyf, + By +5,2,) (mod. 2).

Wir erhalten daher aus der Gleichung (3) die Gleichung (2),
und es besteht somit neben der Gleichung (1) stets auch die
Gleichung (2). Demnach ist die Gleichung (VIII) flir alle mog-
lichen Fille der bicubischen Reciprocitit giltig und stellt daher
das bicubische Reciprocititsgesetz in seiner allgemeinsten
Form dar.

11. Fiir zwei einander conjugirte Zahlen a+57 und a—bj* =
— a+b—"bj erhilt man aus (VIII) leicht die Gleichung

(rr) =55
a+bj/ a—bj2>’
d. h. zwischen zwei einander conjugirten, reguldaren primiren
Zahlen besteht vollstandige Reciprocitat. Natiirlich muss in
diesem Falle a zu & relativ prim sein, weil sonst die Zahlen
a+bj und a—>bj* einen gemeinsamen Theiler hatten.

Das charakteristische Zeichen einer Zahl beziiglich ihrer
Conjugirten kann man ibrigens auch direct bestimmen, und

zwar auf folgende Weise:
1. Gehort a+bj dem ersten Haupttypus an, so ist

a==06a+1, b =68, a—b = 6(a—Ff) +1,
also a—7b eine reguldre primére reelle Zahl. Es ist daher
<a_bj2> _ <a+b—bj> _ ((a—b)j) . .‘”T_]<a—b> _
axbj) N\ axty ) " \axb; )77 \awbi) T

—1 a—b—1 —1 .
__—(_1)26_' 0] J.%(a_—{-b])
a—b )

wobei p die Norm von a+-bj bedeutet. Nun ist

<a+bj> _ (b(l +j)> _ (1 +j> _ ;—g-l

a—>b a—b a—>b
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CI. Bd., Abth. II. a. 40
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folglich

. —1 a—b—1 p—1 —0—1
(a_b./2>:(_1)}]_5.ft g ]'P—6+a—6— )
\a+bj

Im vorliegenden Falle ist nun

b
8 + T (mod. 6),

und man erhilt daher aus (1)
. ba—1  a—-b—1
<ﬂ—l’flz> —(—1)f 5 T @)

2. Gehért a+bj dem dritten Haupttypus an, so ist
a=06s+4, b =68+3, a—b =6(—F)+1

also a—>b wieder eine reguldre primére reelle Zahl, und daher
besteht wieder die Gleichung (1). Hier ist

p—_6——1£5a+4ﬁ (mod. 6) und i(ﬁ—l = a—Fp,

folglich nach (1)

a—bj2> 3
= (—1)* ,-{—aB.
<a+bj (=D

Daftir kann man auch

<a_j_b£> — (_1)[%] + [%] + [%] [%] (3)

schreiben, wenn allgemein [A] die grosste in A enthaltene
ganze Zahl bedeutet. Auf dieselbe Form kann man auch die
Gleichung (2) bringen, so dass sowohl fiir eine Zahl a-+5j des
ersten Haupttypus, als auch fiir eine solche des dritten Haupt-
typus die Gleichung (3) besteht.

3. Gehort a+ b7 dem zweiten Haupttypus an, so ist

a=06n+1 und b =65+3.
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In diesem Falle gehdrt a—bj? = a+b—>bj zum dritten
Haupttypus, und wir haben zufolge der Gleichung (3)

A e

Nun ist

259 == 5] )
R 6/

ng]: {:(_6?_3)]:_(3“): — [—2—]—1,

somit
. a b
<f—jfz> = (—phl &

a b a Z7

(fl—_bf*) — (—1

a—+bj/

und weil

E[en

sein. Damit haben wir das charakteristische Zeichen einer
reguldren primaren Zahl beziiglich ihrer Conjugirten fiir alle
moglichen Falle bestimmt.

12. Aus der Gleichung (VIII) ldsst sich sehr einfach noch
das cubische Reciprocitdtsgesetz zwischen zwei reguldren
primédren Zahlen ableiten. Sind @, +b,7 und a,+b,5 zwei
reguldre primdre und zueinander theilerfremde Zahlen und
bezeichnen wir mit L%] allgemein den cubischen Charakter

der Zahl » beziiglich der Zahl #z, so ist stets

[“i+b1jJ (“1+b1j>2 [“z"'sz] <42+b2j>2
| = . und .| = ;
Ay +by J a,+b,J a,+0b, g a,+bj

also zufolge der Gleichung (VIII)

{al+b1j] . [a2+b2j'J.
a,+byj) la,+bj

40*
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Diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn man, wie es
in der Theorie der cubischen Reste gebrauchlich ist, statt 7 die
primitive dritte Einheitswurzel

J:—1+21'\/3

als Grundeinheit wihlt; denn ist
a,+bj=A+BJ und a,+b,j = A,+B,J,

so sind neben a,+5,7 und a,+0b,j auch die Zahlen 4, +B,J
und 4,4+ B,J reguldr und primdr und zueinander theilerfremd
und umgekehrt, wobei die Ausdriicke »reguldr« und »primare«
fiir die Zahlen A+ BJ dieselbe Bedeutung, wie flir die Zahlen
a-+bj haben, und es sind die Zahlen A+BJ von den Zahlen
a-+0bj nur der Form nach verschieden.

Es ist also auch

[A1+BIJ'J . [A2+B2J]

A,+B,J | LA +B,J

d. h. zwischen zwei reguldren priméren und zueinander theiler-
fremden Zahlen besteht vollstdndige cubische Reciprocitit.*)

*) In meiner in den Sitzungsber. Bd. C, Abth. II versffentlichten Abhand-
lung: »Die Ergédnzungssitze zum bicubischen Reciprocititsgesetze«, S. 1339,

147 147
Zeile 8 von unten, soll es statt —J,; heissen: ] .
a—+-bj? a—1bj?
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