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Das allgemeine bieubisehe Reeiproeitätsgesetz

Josef Anton Gmeiner in Graz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Mai 1892.)

1. Die Theorie der sechsten Potenzreste befasst sich mit 
Zahlen von der Form a +  bj, worin a und b reelle ganze Zahlen 
bedeuten, während j  eine primitive sechste Einheitswurzel 
bezeichnet. Wir nehmen als Grundeinheit j  die primitive 
sechste Einheitswurzel

1 +  i \ J  3 
2

Alle Zahlen a +  bj, welche weder durch 1 +j ,  noch durch 2 
theilbar sind, nennen wir reg u lä r ,  die durch 1 + j  oder durch 2 
theilbaren Zahlen mögen dagegen als s i n g u l ä r e  Zahlen be­
zeichnet werden. Ferner heisse eine Zahl a + bj p r im är, wenn 
sie modulo 3 congruent 1 ist; dann haben die Coordinaten a 
und b einer jeden primären Zahl a +  bj die Form

tz =  6a +  3p-l-1 und b — 6ßH-3a,

wobei a und ß beliebige reelle ganze Zahlen sein können, 
während p und n nur den Werth 0 oder den Werth 1 annehmen. 
Je nach den Werthen, welche p und a haben, lassen sich drei 
H a u p t t y p e n  von regulären, primären Zahlen unterscheiden. 
Zum ersten Haupttypus rechnen wir jene Zahlen, bei welchen 
[j =  i  r  0 ist, zum zweiten jene, bei welchen p =  0 und a =  1 
ist, und zum dritten endlich jene, bei welchen p =  a =  1 ist.

Ist m =  a +  bj eine reguläre Zahl und r  — c +  dj eine 
beliebige, zu m  theilerfremde Zahl des eben definirten Zahlen-
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Systems, so soll das Zeichen ( ^ j , falls m  eine Primzahl ist,

den bicubischen Charakter von r  bezüglich m  ausdrücken, 
d. h. es soll

p~x >r\
—j (mod .m )

sein, worin p  die Norm von m  bedeutet. Für den Fall, dass m  
das Product der regulären Primzahlen m v m 2,. . vorstellt,

soll durch die Gleichung

’ r \  / r  \ / r  \ ! r
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m i  \ m . j  \ m zl \m-,

definirt sein. Endlich setzen wir fest, dass für jede Zahl r 
unseres Systems

sein solle.

Das Zeichen ( —) nennen wir kurz das charakteristische
\m l

Zeichen von r  bezüglich m, und es ist nun unsere Aufgabe, 
eine Gleichung zwischen den charakteristischen Zeichen

■b' j ^ und +
aZ~t~b2 j l  XCly+byj ) ’

worin a{-\-b{j  und ci%-\-b2j  zwei beliebige reguläre, zu einander 
theilerfremde Zahlen unseres Systems sein können, aufzu­
stellen. Dabei genügt es, wenn man nur primäre Zahlen in 
Betracht zieht.

Zwischen einer primären, regulären, reellen Zahl 0  und 
jeder zu ihr theilerfremden, primären, regulären, zweigliederigen 
Zahl M  mit der Norm P  besteht die Reciprocitätsgleichung

o\ o\
t H - 1) “ - (#)■ ®

Bei der Ableitung des bicubischen Reciprocitätsgesetzes 
zwischen zwei primären regulären zweigliederigen Zahlen sind
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564 J. A. Gm e in  er,

wir genöthigt, verschiedene Fälle zu unterscheiden, je nach 
den Haupttypen, welchen diese Zahlen angehören.

2. Es seien al + b 1j  und az +  bzj  zwei zueinander theiler- 
fremde, reguläre, zweigliederige Zahlen des ersten Haupttj^pus 
mit zueinander theilerfremden Coordinaten und p x und p 2 ihre 
Normen; dann ist a2 zu az-\-bzj  relativ prim und es besteht 
die Congruenz

Demnach ist

f u | -t- bx j \  f ci2  \  f a {az + bxa2j \  / cixci2 +-bx(ci2 \^ .
\a2 +  b2j J \ a z -t-b2j ) ~ \  a2 + bzj  ) V az+ b zj  ) '

az ist regulär und primär und ebenso a {a2-+bx(a0+ b 2). Es 
ist daher zufolge (I)

Dem Ausdrucke axa2 +  bi(az +  b2) kann man auch die Form 
a2(ax+ b x)-\-bxbz geben, und daraus erkennt man, dass jeder 
gemeinsame Theiler von ax-\-bx und b2 auch ein Theiler von 
axa2 + bx(az +  bz) ist. Aber auch umgekehrt ist jeder gemeinsame 
Theiler von ax+ b x und axaz -+bx(az +  bz) auch ein Theiler von bz, 
da ax und bv  also auch ax+ b x und bx zu einander theiler- 
fremd sind.

Es sei nun t der grösste gemeinsame Theiler von a K+-bx 
und bz, so dass

azj = a z + bz (mod. a2-hb2j) .

p .,— 1 a , —1 a] 1

a, =  ( - 1 )  « ' 6 j  » (2)

und

( a,at + b x(a2 +  b2)\̂  __ 1
\ a2-\-bzj  i

P»— 1 1
6 6

a l + b l — mt, b2 — nt
und

a xa2-\-bx(a2->rbz) — (azm  +  bxn)t

sein möge; dann ist t regulär, weil +  &,(#,,+ £ 2) regulär ist,
und wir können daher die Zahlen t und azm +  bxn stets auch
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als primär annehmen, da a 1ö2 +  &1(aii +  &2) selbst primär ist. 
Demgemäss ist

/  az +  b2j  \ _  / a2 +  tnj \  _  f a2+ tn j \ f at + tnj \
U 1 a 2  +  J 1 ( a 2 + ^ ) /  —  \ t ( a im + bin) ) \ t 1 \a2m-{-bxnl

und, da
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ist,

a„ + b2j  \  _  /  a% +  tnj \ _ (  a% + tnj \ /  m“T" t/g J \ ( % v | / 2 J \ f \
a{a2-\-b{(a2 +  b2) ) ~  \a2m  +  bxnJ ~  \a2m-\-bxn) \a2m + b xn)

_fa2m +  t m n j \ __/ — bvn +  t m n j \ _/ —b1 +  (at -hb]) j \ _____
\  a^m+byU ) V  a2m-\-bxn ) V  a2m + bxn J

_  K*i  +  b J ) j \ .

\ a2m  + bxii ) ’ 

folglich ist

a'i +  h J  \  _  • (fl3"l+J1")—-  /  c i j + b j  \  ̂ ^
V a1a 2 +  ̂ ,(a2 +  Z72) / ^ \a2m +  blnj

Ferner ist

( at + bt J \  _  /
\a2in + bYnJ V al +  blj  )

Aus der Gleichung

/ / \ f a %m  +  bin \ _ f a ial -\-bl(a% +  b^)\
\ # j  +  by Jl  \  Cly-\~by i )  V Cly-t-by j  )

und der Congruenz

bx =  ax( j — 1) (mod. al +  bij )
ergibt sich

(5)

( t \  f a j n + b ^  _  f ay \  (— b2 +  (a2-¥b2) j \ _  
\ai + b , j j \ a l + b i j )  \a l + b i j l \  ai +  b1j  ) ~

— ( ai ) ( (a* +  b2 ^ j ) - (  av ) ( J  ) K  +  h J  V
\al + bi j / \  ai + blj  )  \ a t  +  bt j )  \at +  bx j )  W t  + bl j  I

S itzb . d. m athem .-naturw. C l.; CI. Bd. A bth. II. a. 3 9
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Weil nun
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'  , 1 = 1\ax+ b xj l  \ax— bxj % 
und

'  /  -  / _ n V ' T ;  T=  ( - i )  6 0 - LH — ^  = ( - i )ax—bxj iJ \ t

ist, so folgt aus dem Vorstehenden

a2m  +  bxn\ ax \ f  j  \ f at +  b j
av+ b x j  / \ a x+ b xj )  \ax+ b xj j  \ax+ b xj.

also gemäss der Gleichung (5)

/  , 7 • \  p. — lf d . . m + b .n —i t —1 \
( ± t+ h J \  _  ( _ n  e ' <r—  + t  '
\azm  +  bxnj

T '-( a±  ] /  J  V öa + b j \’ j
k<zx +  bx j i  \ a x +  bx j )  Wt +  bxj  ] 

Nun ist

\  ? , - !  a , - l  /  7 • \  j >,-1 f l , - i  a ? - l
__ I — (__ n  6 6 (_LLZ±l \  — f __IN 6 ' 6 V 6

und

\cix -\-bx j
folglich

a A~b j \  y ,- i  a , - l  / - 1 \j __ /  jn 6 ^  6 6 G '
a%in +  bxn)

ai 1 , t:i— 1 p t— 1 /• ,
6 6 h ~G (aZ ~*~ 2 i

'  ° <8> 

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4) und (6) ergibt sich

£h ± M )  =  {- l Y f . K ± M \  (7)
a2 +  b2j )  1 Vßj +  bx j  J ’
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wobei

a\ — 1 t (azm  +  btn)z— 1 az— 1 tz— 1 j p x — 1
 n --------- 7* n n 6 6 6 6

und

p 2— 1 (at — 1 , axaz +  bA{az +  bz) —  1
* -  "6_ r " 6 _ +  66

gesetzt ist.
Im vorliegenden Falle, wo +  bxj  und az +  bzj  dem ersten

Haupttypus angehören, können wir

=  60  ̂+  1 , bx ~ ß ß j, az — 6 ?-2-+-l und bz =  6 ß2

setzen, und es ist dann

PjLö ^  =  2 ai +  ßi (mod> 6)’ ~  ’ V  =  ^  m̂0d‘

Setzen wir ferner t — 6 r + l ,  s o  ist

( 6 t + 1 ) w  =  at + b t =  6(a1 +  ß1) +  l und ( 6 t +  \)n ~  b% ~  6 ß2. (8)

Daraus erkennt man, dass m  — 1 und n durch 6 theilbar 
sein müssen. Wir schreiben daher

2 1 2 1

a ' 6 =  2 at (mod. 6), =  2 a2 (mod. 6)

und
dy &Z +  by (ciz -+- bz) —  1

ocj+ocg +  ßj (mod. 2).6

m  — 6 |j. -+- 1 und n — 6 v;
dann ist 

azm-\-b{n — 1
a2 +  |x (mod. 2) und

(a^n +  b^i)2— 1 
6

6

=  2(a2 +  [x) (mod. 6).

39*
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568 J. A. G m e in  er,

Nun ist nach (8)

(6t +  1) (6[i +  l) =  6(a1+ ß 1) +  l, also =  oc± +  — t (mod. 6).

Demnach ist 

a2m + b xn — 1
=  +  ßj + a 2 + t  (mod 2) und

=  2(a2 +  a1+ ß 1— t) (mod. 6).

6
(a2m + b xn)%— 1

6

Weil ferner noch

* * _  t  und — =  2 t  (mod. 6)b b

ist, so erhält man für % und X die Congruenzen

x =  a(ß2 +  a2ß ,+ ß 1ß2 +  ß1 (mod. 2) und X =  3ß, (mod. 6).

Demzufolge ergibt sich aus (7) die Reciprocitätsgleichung

ai +btJ   ̂ _  ( „ n a j ß s + o s ß j + p ,? ,  f  +?.%! ( i i )

az +  bz j J  \ax+ b xj J

3. Ist al + b lj  eine zweigliederige Zahl des ersten Haupt­
typus mit zueinander theilerfremden Coordinaten und a2 +  b2j  
eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zueinander theiler- 
fremden Coordinaten, so können wir

öj =  6 at +  1, bt =  6 ß15 a2 — 6 oc2 + 1  und b2 — 6 ß2 +  3

setzen, wobei a,, ßp a2 und ß2 reelle ganze Zahlen sind, und 
es ist dann sowohl a2, als auch ala2 +  bl(a2 +  b2) regulär und 
primär und ausserdem noch a2 zu a2+ b 2j  relativ prim. Folg­
lich besteht auch hier die Gleichung (7) der vorstehenden 
Nummer. Im vorliegenden Falle ist aber

p<i 1 0 . j j tixci2 +  b.{ci2+-b2) — 1-- 6 = a 2 +  ß2 (mod. 2) und ^ ------------ =

=  at +  a2 (mod. 2),
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und w enn wir dieselbe B ezeichnung beibehalten, w ie in der 
vorausgehenden Nummer, w as auch in den folgenden Nummern 
geschehen  soll, so ist

(6 t +  \ )m  —  6 (at +  ßj) + 1  und (6 t +  \ )n  — 6ß2 -+-3. (1)

Daraus ersieht man, dass m  — 1 und n — 3 durch 6  theilbar 
ist, so dass wir

m  — 6  |x + 1  und n —  6 v + 3  

setzen können. Dann ist

a9m -h b .n— 1 (aim  +  bin)*— 1
—^-----g 1-------- ^Og +  ßj +  iA ^od. 2 ) und ^ ------■ =

=  2 (a2 +  [x) (mod. 6 ).
Nun ist nach (1)

(6 t +  l ) ( 6 |x +  1 ) =: 6  (a.x + ß t) + 1 , also [ x ^ a j + ß j — t (mod. 6 ). 

Dem nach ist

a„m +  bAi — 1 . , , (a9m + b An)2— 1
------ - 1-------- =  aj +  a2 +  T (mod. 2 ) und 1

Bicubisches Reciprocitätsgesetz.  569

0
=  2 (a1 + a g +  ß1—t) (mod. 6).

Aus dem Vorstehenden folgt

% =  (a2 +  ß2)aj +  ßta2 (mod. 2) und X =  3ßj (mod. 6).

Demnach lautet die Reciprocitätsgleichung für den vor­
liegenden Fall

a i + b l  J  \  _ _  / -----^ « j a j + a j P s + a j ß j + ß ,  ( / j j j \

a%->rb2j  J \a i + b i j  J

4:. Ist a {+ b xj  eine zweigliederige Zahl des ersten Haupt­
typus mit zueinander theilerfremden Coordinaten und ci2 +  bzj  
eine Zahl des dritten Haupttypus mit zueinander theilerfremden 
Coordinaten, und setzen wir

ciy - 6 Ä| 1, bx nn 6  ßj, 6  oc2 +  4 und b2 - - 6 ß2 -+-3,

so ist

ai— 'bi J Z =  a\ +  \  — bxj  — 6 ( ai +  ß i ) + l  — 6 ß i i
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570 J. A, Gm e in  er,

eine zweigliederige Zahl des ersten Haupttypus mit zueinander 
theilerfremden Coordinaten und

— ci%-\-b%— 2̂ j  — 6(a2 +  ß2 +  +  * +  l—ö(ß2+  l) +  3 |j

eine Zahl des zweiten Haupttypus mit zueinander theiler­
fremden Coordinaten. Es ist somit zufolge der Gleichung (III)

Nun ist sowohl

als auch
\ j zJ \ a z +  b J

a%— b J %\ ( a % + bzj

=  1

=  i;

denn ist m  eine reguläre Zahl und n eine beliebige zu m  theiler- 
fremde Zahl unseres Systems und bedeuten m'  und n' die Con- 
jugirten zu m  und n, so ist stets

n ' \

’ =  L (2) ml \m'J

Demgemäss folgt aus (1) die Reciprocitätsgleichung

5. Bedeutet ax-\-bxj  eine Zahl des zweiten Haupttypus 
mit zueinander theilerfremden Coordinaten und macht man 
dieselbe Voraussetzung auch bezüglich az +  bzj,  so kann man

^  =  6 ^  +  1, r r  6 ß1 +  3, a% — 6 a2 +  1 und b% — 6 ß2 +  3

setzen. Daraus erkennt man, dass az und axa%-+bKiaz +  b̂ ) 
wieder zwei reguläre primäre Zahlen sind. Auch ist zufolge 
der gemachten Voraussetzungen az zu az +  b2j  relativ prim. 
Somit bleibt die Gleichung (7) der Nummer 2 auch für diesen 
Fall bestehen. Hier ist aber
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^ i - ^  =  5a1+ ß 1+ 2  (mod. 6), ^ L _ l  — ap 2 a, (mod. 6),

^ g ~ -  =  «* +  ß* (mod- 2)> =  **> =  2a* (mod- 6) 

und
a ,ö 2 +  &1(ß2 +  &2) — 1 
——  “ ---------- ---------- =  at + ß 2 (mod. 2).

Ferner ist

( 6 t+  1)m  — 6(at +  ß,) +  4 und (6t +  \ )n — 6ß2 +  3, (1)

d. h. es ist m —4 und n —3 durch 6 theilbar, so dass wir

m  — 6[x+4 und n — 6v+ 3

setzen können. Daraus ergibt sich

a . m + b . n —-1 _ . , , (a .m+b.n )1— 12 1 ^  fx+ß, + v  (mod. 2) und v 2 -----1 ' ---- —

Bicubisches Reciprocitätsgesetz. 5 7  1

6 • ri '  6 ~
=  2(«2 +  jj,-4- 2) (mod. 6).

Zufolge (1) ist

( 6 t + l ) ( 6 [ x + 4 )  r r  6 ( a 1+ ß 1) + 4  und ( 6 t + 1 ) ( 6 v  +  3) r r  6 ß 2 + 3  

also

(x =  a, +  ß, —  4 t  (mod. 6) und v =  ß2— 3 t  (mod. 6), 

so dass wir

a2m + b . n  — l , , m , (aim  +  b1n)t— \
2 1 =  a, + ß 2+T (mod. 2) und v 2 1 ' —

6 ~  1 12 '  6 “
=  2 (a 2 +  a14-ß1— 4 t +  2) (mod. 6)

erhalten. Somit bestehen bezüglich x und X die Congruenzen  

x =  ag +  ßg +  ̂ ag +  ßjßg (mod. 2) und X = 3 ( a ,+ 'ß t) (mod. 6) 

und es ist daher

\  — (_i)«,«*2+?i?i+«J+?,+«t+?s ( +  (V)
a% +  b%j l  \ax+ b j )  K }
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6. Sind ax+ b xj  und a2 + b2j  zwei Zahlen des dritten 
Haupttypus mit zueinander theilerfremden Coordinaten, so 
haben ihre Coordinaten die Formen

ax — 6a t + 4 ,  bx — 6 ßx-f-3, a2 — 6a2 +  4 und b2 =  6ß2 +  3.

Die Conjugirten zu ax-\-bxj  und a2-\-b2j  sind zwei Zahlen 
des zweiten Haupttypus mit ebenfalls zueinander theilerfremden 
Coordinaten und es ist

a x—bx j z =  ax +  bx—bxj  =  6(at +  ßj -+-1) + 1  -+- {—6(ßt +  l)-f3}_/ 

und

a2—b%j % — a2-\-b2—b2j  ■=. 6(a2 +  ß2 +  1) + 1  -+- {—6(ß2+  1)-+-3}j.

Es besteht daher zwischen den Zahlen ax —bxj % und a2—b2j z 
wieder die soeben abgeleitete Reciprocitätsgleichung (V), wobei 
jedoch zu beachten ist, dass man für den gegenwärtigen Fall 
ô  +  ßj +  1, — (ßj +  1), Og +  ß j+1  und — (ß2 +  l) statt ax, ß,, 
a2 und ß2 in (V) der Reihe nach zu setzen hat. Auf diese Weise 
gelangt man zu der Gleichung

=  (_!)«,«,+«,?.+«:?, (Ch = M \
‘h - h i ' /  \ a - b j v

Daher ist zufolge der Gleichung (2) der Nummer 4 auch

( _ ! ) « ,« ,+ ■ * + » *  l^+b%i \  (VI)
az +  \a {+ b xj i  K }

7. Ist a x+ b xj  eine Zahl des zweiten Haupttj'pus mit 
zueinander theilerfremden Coordinaten und az +  b2j  eine eben­
solche Zahl des dritten Haupttypus, so ist

cix 6äj-+-1, bx ßßj-4-3, ci2 6oc2-f-4 und b2 6ß2-4-3,

und die zu a2 +  b2j  Conjugirte

az— h% a 2 +  b2— b2j — 6 (a2 +  ß2 +  1) +  1 +  {—6 (ß2 4-1) +  3]j

ist eine Zahl des zweiten Hauptt3rpus mit zueinander theiler­
fremden Coordinaten. Somit ist nach Gleichung (V)

( a i 1̂ j  \  — / _  J \a1a,+ pll%+ «,?■:+«; J \
\a2—b2j %) j \ a x+ b xj ) { )
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Nun ist, wenn p z die Norm von az +  bzj  bedeutet,

+  bi J \  — (ai + bi J \ (  a\ + b i J
p z ) \az +  bzj  ) \az—bzj zJ ’ 

Pz \  — (az +  bz J \ ( az - bz J Z
■ b j l  \a1+ b l j  1 \ a x+ b j  / ’

und demnach erhält man aus (1)

b\ j \ [  Pz — (_ l «,3.,+«;^ *  +  bzJ \ ( a i + b\J
az +  bzj J  \ a l +  bJ J  \ax+ b j l \  p z

Bezeichnen wir noch m \ t p x die Norm von a l + b lj , so ist 
zufolge der Gleichung (I)

Pi \ - ,  n f ! ' X ^ + ^  J
\ax+ b xj j  \ p z

und daher

ai + b l J \  _  /   ct,r/:;+ß,ß::+alß:,+a,+ /gg +  b% j  \
c i z ^ K V  \ a , - ¥ b j j

Im vorliegenden Falle ist nun 

^>1 =  «t +  ßt (mod. 2) und * =  «g (mod. 2);

folglich ergibt sich aus (2) die Reciprocitätsgleichung

_  (__1)aiß2+«:;ßI+ß)ß,+a.; K  +  bJ \  (vn) 
^an+-bzj  J \cix-\-bxj J

8. In den vorausgehenden Nummern haben wir alle mög­
lichen Fälle der Reciprocität zweier zweigliederigen Zahlen mit 
zueinander theilerfremden Coordinaten untersucht und dabei 
sechs Reciprocitätsgleichungen (II bis VII) aufgestellt, ent­
sprechend den sechs Combinationen, welche die möglichen 
Haupttypen zweier regulärer Zahlen zulassen. Diese sechs 
Gleichungen lassen sich nun, wie wir zeigen werden, durch 
eine einzige Gleichung ersetzen. Um diese letztere Gleichung 
aufzufinden, legen wir uns das folgende Schema an:
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5 7 4 J. A. G m e in  er,

Exponenten von — 1

Hauptt}'pus 
der Zahl Rest modulo 2 der Zahl

1
’*'> i 

+  +  +

t

-  t  ä  i- jTl ^
”M

+-M►o
+

e;

03
+

(«1 ß-2+ao ßi) -+- ßi ßo 1 . 1 . 1 . 1

1

0 0 l 0 0 1 0 1

(o.i ß.2_t-Ctoßj)-l-6tjtto-i~ß] 1 . 2 . 2 .

3.

0 0 l 1 1 1 1

1

0

1

1

0

1

ajCto +  ß jßo 1 . 3. 1 0 0 0 1 0 0

ctj a, +  ßx ß, 4- rj.i +  ß1 +  -f ß. 2 . 2 . 3. 1 1 1 i 1 1 0 1

1( J ß 0 H-C<2 ß 1) H-(Z J 2 3. 3. 2 . 0 1 0 0 1 0 1

(«iß2-f-C<2ß1) +  ßiß2 +  «o 2 . 3. 1 . 1 1 1 0 1 0 1 0

Die erste Spalte dieses Schemas enthält den Exponenten 
von — 1 aus derjenigen von den sechs Reciprocitätsgleichungen 
(II bis VII), welche den in derselben Zeile stehenden Haupt­
typen der Zahlen a l + b l j  und az +  bzj  entspricht. Die über der 
vierten Spalte stehende Zahl A + B j  bedeutet das Product aus 
den Zahlen ay+ b {j  und az-\-bzj. Alles Übrige ist in dem 
Schema selbst ersichtlich gemacht.

Das vorstehende Schema sagt uns nun Folgendes:
Der Ausdruck oc1ß2-i-a2ß1 kommt im Exponenten der den 

Zahlen ax-\-b{j  und a%-\-b%j  entsprechenden Reciprocitäts- 
gleichung vor, wenn A  + Bj  dem ersten oder zweiten, nicht 
aber, wenn A + B j  dem dritten Haupttypus angehört. Nach der 
drittletzten Spalte ist nun dann und nur dann

A  =  0 (mod. 2),

wenn A + B j  dem dritten Haupttypus angehört. Wir können 
daher in die Exponenten aller sechs Reciprocitätsgleichungen 
den Ausdruck -4(a,ß2 +  7.2ß1) einsetzen. Das Product ß,ß2 kommt 
überall vor, ausser wo A + B j  dem zweiten Haupttypus angehört. 
Wir können daher gemäss der letzten Spalte unseres Schemas 
in allen Exponenten das Glied (A + B )ß {ßz anbringen.
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Das Glied ata2 steht in allen Fällen, wo A -v B j  nicht dem 
ersten Haupttypus angehört. Es genügt daher überall das Glied 
5 « ,a 2 zufolge der Angaben der anderletzten Spalte. Das Glied ß, 
steht überall dort, wo a2 +  b2j  dem zweiten und av-\-bxj  nicht 
dem dritten Haupttypus angehört; denn würde man in der 
sechsten Reciprocitätsgleichung (VII) auch al -\-bl j  mit a2-t-b2j  
vertauschen, d. h. würde man die Annahme machen, dass 
a i+ b lj  dem dritten und az-3t-bzj  dem zweiten Haupttypus 
angehören solle, so würde in dem Exponenten der entsprechend 
umgeformten Reciprocitätsgleichung (VII) das Glied ß, doch 
nicht auftreten; es hätte nämlich in diesem Falle der Exponent 
die Gestalt

ai ß2 +  a2ßt +  ß, ß2 +  .

Wir können daher nach den Angaben der achten und 
zehnten Spalte für alle Fälle in den Exponenten das Glied

+  +  l ) öißi
schreiben.

Durch ähnliche Betrachtungen erhält man noch die Glieder

(ciy +  by + 1 ) #2ß2, (#2-+-b2 + 1 ) byfXj und (cix ~\~bx -f- l)Z?2a2.

Auf diese Weise gelangen wir zu der Gleichung

f a y +  b j \ _
\Ciz +  bzj  I
  ( ___  I  ) ^ ( a ] ß 2 + “ 2 ? j)“l_ -Ba lc£; : + ( '4 - r - ß ) 3 l ß 2 + ( t f  l +  ̂ i  +  l ) ( fl::ß -;+£ ,2a 2) +  (CI2 +  + f r | a l ) >

Diese Gleichung ersetzt die sechs Gleichungen (II bis VII) 
vollkommen und geht, wie man sich leicht überzeugen kann, in 
den einzelnen Fällen in jene Gleichungen über.

Der Exponent der Gleichung (VIII) ändert sich nicht, wenn 
man in demselben den Index 1 mit dem Index 2 vertauscht, er 
ist also in Bezug auf die Zahlen al -\-bl j  und a2 +  b2j  voll­
kommen symmetrisch gebildet. Aber es bleibt auch die ganze 
Gleichung ihrem Wesen nach ungeändert, wenn man darin die 
Zahlen ai + b xj  und a2 +  bzj  mit einander vertauscht. Man kann 
daher sagen, dass die ganze Gleichung (VIII) in Bezug auf die
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beiden Zahlen ax+ b xj  und a2 +  b%j  symmetrisch gebaut sei; 
denn die scheinbare Unsymmetrie, welche noch darin liegt,

(a. +  b. j  \
dass auf der linken Seite —— . allein steht, während auf

la + b  j \ K-a‘+ b *J '
der rechten Seite —— noch mit einem Coefficienten behaftet \ax+ b xj j
erscheint, wird dem Wesen nach dadurch behoben, dass dieser 
Coefficient nur den Werth +-1 oder den Werlh — 1 hat.

Der Haupttypus, welchem das Product

A + Bj — {ax +  b{ j )  +  bz j )

angehört, ist bekannt, sobald man die Zahlen a x+ b xj  und 
a2 + bzj  kennt; denn bezüglich des Haupttypus eines Productes 
bestehen, wrie die vorstehende Tabelle zeigt, folgende Sätze:

1. Das Product einer Zahl des ersten Haupttypus mit 
einer Zahl irgendeines Haupttypus gehört dem Haupttypus der 
letzteren an.

2. Das Product zweier Zahlen des zweiten Haupttypus ist 
eine Zahl des dritten Haupttypus.

3. Das Product zwreier Zahlen des dritten Haupttypus ist 
eine Zahl des zweiten Haupttypus.

4. Das Product aus einer Zahl des zweiten und einer Zahl 
des dritten Haupttypus ist eine Zahl des ersten Haupttypus.

Zufolge dieser Sätze kann man den Haupttypus der Zahl 
A  + Bj in jedem speciellen Falle zum voraus, d. h. ohne die 
Zahl A + B j  selbst zu bilden, bestimmen, und dann weiss man 
auch, ob die Zahlen A  und B  gerade oder ungerade sind. Da 
es nun für den Exponenten von — 1 in der Reciprocitäts- 
gleichung (VIII) nur darauf ankommt, ob die Zahlen A  und B  
gerade oder ungerade seien, so ist es zur Bestimmung dieses 
Exponenten durchaus nicht nothwendig, die Zahl A + B j  oder 
ihre Coordinaten A  und B  selbst zu bilden, weil uns die Haupt­
typen der Zahlen ax+ b xj  und a% + b%j  schon diejenige Eigen­
schaft von A  und B erkennen lassen, welche wir zu wissen 
brauchen.

9. Die Gleichung (VIII) gilt auch für den Fall, dass die 
eine der Zahlen ax+ b xj  und a% + bzj  reell ist, während die 
andere eine beliebige reguläre primäre zweigliederige und zu
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der ersteren theilerfremde Zahl ist, deren Coordinaten nicht 
zueinander theilerfremd zu sein brauchen. Die Gleichung (VIII) 
geht nämlich in diesem Falle in die Gleichung (I) über, was 
wir jetzt zeigen wollen. Ist a v+ b vj  — 0  eine reelle reguläre 
primäre Zahl, so hat man

*i =  ö  =  l (mod. 2), at =  0- ^ - ,  \  — ßt =  0,

A — Qaz =  az (mod. 2) und B — Obz =  bz (mod. 2)

und es reducirt sich der Exponent der Gleichung (VIII) für 
diesen Fall auf den Ausdruck

q (az$'i. +  bzaz). (1)

Setzen wir

=: 6a2 +  3 (o2+ l  und bz — 6ß2 +  3a2,

so haben pz und a2 nur die Werthe 0 oder 1, und es ist

azßz +  bz*z =  r^ßg +  ßg +  OgOg (mod. 2). (2)

Bezeichnen wir ferner mit P  die Norm von az-\-bzj , so ist

P  =  +  cizb z — (6 rJ.z -+- 3 pz -+-1 )2-f~ (6 ß2 +  3 32)2+
+  (6 a2 +  3 pz 4- 1) (6 ß2 +  3 o2)

und daraus findet man, wenn man berücksichtigt, dass stets 

Pz =  P*> =  °Z U nd P2a 2 =  Pz
ist,

P =  6(p2ß2 +  ß2 +  a2a2) + 1 (mod. 12),
also

P— 1
— - - p2ß2 +  ß2 +  a2a 2 (mod. 2). (3)

Daher ist zufolge (2) auch

P —  1az$z +  bzo:z =  —-—• (mod. 2),
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und man kann demnach den Ausdruck (1) im Exponenten der 
Reciprocitätsgleichung durch das Product

ersetzen. Wir erhalten daher, wenn wir noch az +  b j  =  M  
setzen, aus (VIII) im vorliegenden Falle die Gleichung

d. i. die Gleichung (I).
Auch für den Fall, dass sowohl al + b l j,  als auch az +  b2j  

eine reelle reguläre primäre Zahl vorstellt, bleibt die Gleichung 
(VIII) bestehen. Denn in diesem Falle ist

so dass der Exponent in (VIII) verschwindet und der Coefficient 
auf der rechten Seite dieser Gleichung den Werth + 1  erhält, 
was in der That richtig ist, weil das charakteristische Zeichen 
einer reellen Zahl bezüglich einer jeden reellen regulären und 
zu der ersteren theilerfremden Zahl den Werth 1 hat und 
daher zwischen reellen regulären Zahlen immer vollständige 
bicubische Reciprocität besteht.

10. Ein Fall der Reciprocität ist bei unseren bisherigen 
Untersuchungen noch unberücksichtigt geblieben. Wir haben 
nämlich bei der Annahme, dass a x-\-bxj  und az +  bzj  zwei 
zweigliederige reguläre Zahlen vorstellen sollen, stets noch die 
Bedingung daran geknüpft, dass sowohl ax zu bv  als auch az 
zu bz relativ prim sei, und nur, wenn die eine der Zahlen 
a {-{-bx j  und ciz-+bzj  reell war, durfte die andere Coordinaten 
besitzen, welche nicht zueinander theilerfremd waren. Nun lässt 
sich aber zeigen, dass die Gleichung (VIII) ganz allgemein für 
zwei beliebige reguläre primäre und zueinander theilerfremde 
Zahlen a x-+bxj  und az+-bzj  richtig ist. Um dieses zu zeigen, 
brauchen wir nur den Beweis zu erbringen, dass die Gleichung 
(VIII), falls dieselbe für zwei reguläre primäre Zahlen ax-\-bxj  
und ciz -\-bzj  besteht, auch noch für die Zahlen

0  — 1 P —  1
6 6

B  =  bx — ßt =  bz — ß2 =  0,

a' -vb'j — Q(al + b lj)  und az +  bzj,
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wobei Q eine reguläre primäre reelle Zahl bedeutet, bestehen 
bleibt. Setzen wir also

i4(a|ß2 +  a2ß1) +  .Baia2-t-(-4 +  5)ßiß2 +  (a1 +  bi 4 - l)(#2ß2 +  ft2a2) +
+  (a2-i-bz-{- l)(öißj + b lcr.l) =  %, 

a' =  6a;+ 3 p ;+ l ,  &':= 6ß '+ 3a ',  (a1+  b'j)(az +  bzj )  — AI+B'j

und

4̂/(a/ß2 +  a2 ß7) +  B'r/!az +  ( 4̂7 4- ) ß'ß2 4 - {a!4 -b' 4- 1) (az ß2 -1- bz a2) 4 -
4- (az 4 - bz 4 - 1) (a'ß; 4- b'a') -  vl,

so haben wir zu beweisen, dass neben der Gleichung

«, +  «>,.// k '  K a . + b j )  {l>

stets auch die Gleichung

) " f e ± ¥ )  (2)\az +  bzj !  \a '-hb'j
besteht.

Bezeichnen wir die Norm von az-hbzj  mit P, so ist zufolge 
der Gleichungen (1) und (I)

a’+ b ' j \  _  (al + b lj \ ( __ Q
az 4 - bz j l  \a z +  bzj  1 \a z 4- bz j,

— ( W- + % T ' ^ r  (at + b *J \ ( a% +  b%J  ̂
\a y+ b j ) \  0

also

a + V j \  =  ( +\&z-\-bzjJ  V CI1 -^-b'j

Setzt man noch - =  m, so folgt daraus unter Berück­

sichtigung der Congruenz (3) der vorigen Nummer
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Nun ist

A! — QA =  A  (mod. 2), B' — QB =  B  (mod. 2), 
a! — Qa{ =  ax (mod. 2) und b' — Qbx =  bx (mod. 2).

Setzen wir ferner noch

ci| =  6 at +  3 pj +  1 und =  6 ßj +  3 ox,

so erhalten wir

a! =  6 1 w  (6 Äj +  3 pi -+-1) +  oC| ] +  3 pj + 1 ,
b, =  6 {w(6ßt + 3 a 1) +  ß1| +  3
a' i= (6 at 3 pj +  1) 4- a, =  p, m +  w  +  a£ (mod. 2) und 
ß' z= m(6$x + 3 a 1) +  ß1 =  o ^  +  ßj (mod. 2).

Es ist demnach

m ! = A  {(p1w  +  w  +  aI)ßg +  a2(°1w  +  ß1)} +  # (p 1«* +  m +  aI)a2 +
+  (^4+5)(o1m +  ß1)ß2 +  (a14-&1 +  l)(#2ß2 +  &2a2) +  

+  (<32 +  £2 +  1) |ß1(a1w +  ß1)4-&1(p17^+7'M +  a1)} (mod. 2),
also

'// ee % -+-m |A  (pj +  1) ß2 -f-AoyCĉ  -{-B(px -+- 1) <y.2 +  (A-\-B) ß2 +
-\-(ci2-k-b2-^-\)(pxcix-\-pxbx-\-b^)^ (mod. 2) (4)

Da
A + B j  — {cix-k-bxj ) (a z -\-bzj )

ist, so ist

A  =  a ya%—btb2 und B =  a1bz +  azbi + b ibz,

und daraus folgt

yl =  p1p2 +  a1a2 +  pI + p 2+ 1 (mod. 2)
und

B =  pxaz +  p2<3i + o la2 + <31 + gz (mod. 2)
wreil

ax =  p, + 1  (mod. 2), bx =  at (mod. 2), az =  p2+  1 (mod. 2) 

und
&2 =  a2 (mod. 2)

ist.
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Zufolge dieser Congruenzen und der Gleichungen

P? =  Pp  a 'f =  a i u n d  P ia i =  Pi 

ergibt sich aus (4) die Congruenz

v! =  x +  m  (p2ß2 +  ß2 +  a2a2) (mod. 2).

Bicubisches Reciprocitätsgesetz. 581

Wir erhalten daher aus der Gleichung (3) die Gleichung (2), 
und es besteht somit neben der Gleichung (1) stets auch die 
Gleichung (2). Demnach ist die Gleichung (VIII) für alle mög­
lichen Fälle der bicubischen Reciprocität giltig und stellt daher 
das bicubische Reciprocitätsgesetz in seiner allgemeinsten 
Form dar.

11. Für zwei einander conjugirte Zahlen a-hbj  und a —bß —
— ci+b— bj erhält man aus (VIII) leicht die Gleichung

d. h. zwischen zwei einander conjugirten, regulären primären 
Zahlen besteht vollständige Reciprocität. Natürlich muss in 
diesem Falle a zu b relativ prim sein, weil sonst die Zahlen 
a +  bj und a —bj% einen gemeinsamen Theiler hätten.

Das charakteristische Zeichen einer Zahl bezüglich ihrer 
Conjugirten kann man übrigens auch direct bestimmen, und 
zwar auf folgende Weise:

1. Gehört a-k-bj dem ersten Haupttypus an, so ist

a ~  6 a +  1, b — Qß, a —b — 6(a—ß) +  l, 

also a— b eine reguläre primäre reelle Zahl. Es ist daher

a - b j * \ =  t a +  b - b j \  =  U a - b ) j \  =  ( a - b ^  =
,a  +  b j )  V a-\-bj ) \  a-

’a—b j %
ci +  bj

wobei p  die Norm von a + bj bedeutet. Nun ist
a—b—1

a—b j  \ a —b ) \a—b)
—  j  6

Sitzb. d. mathem.-naturw. C l . ; CI. Bd., Abth. II. a. 40
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folglich

\ a +  bj J

p — 1 a —b — 1 p — \ a — b — 1
—  ^ | ) 6 6 j  6 6 (1)

Im vorliegenden Falle ist nun

und man erhält daher aus (1)

a —b j2
a -j- bj

(2)

2. Gehört a +  bj dem dritten Haupttypus an, so ist 

a — 6 a + 4 ,  b — 6ß +  3, a—b — § ( rJ.—ß) +  l

also a— b wieder eine reguläre primäre reelle Zahl, und daher 
besteht wieder die Gleichung (1). Hier ist

schreiben, wenn allgemein [A] die grösste in A  enthaltene 
ganze Zahl bedeutet. Auf dieselbe Form kann man auch die 
Gleichung (2) bringen, so dass sowohl für eine Zahl a+ b j  des 
ersten Haupttypus, als auch für eine solche des dritten Haupt­
typus die Gleichung (3) besteht.

3. Gehört a+ b j  dem zweiten Haupttypus an, so ist

^  — =  5 « + 4 ß  (mod. 6) und
a—b — 1

6 6

folglich nach (1)

Dafür kann man auch

(3)

a — Q a +  1 und & =  6ß +  3.
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In diesem Falle gehört a—bj% — a + b — bj zum dritten 
Haupttypus, und wir haben zufolge der Gleichung (3)

a— b j ‘1 _   ̂ ;

Nun ist

ci -f- b ’ a ' b '=  a + ß  = — + —
6 J . 6 . 6 .

— b ■(6ß +  3)
6 - ( ß + l )  =  - - 1,

somit

und weil

a +  bj
a — b j 2

a -{— bj a—b j 5 
a +  bj\a—b j %‘ 

ist, so muss demnach auch

-bA  =  ( _ i ) W  [ | ] + ‘
a + b j

sein. Damit haben wir das charakteristische Zeichen einer 
regulären primären Zahl bezüglich ihrer Conjugirten für alle 
möglichen Fälle bestimmt.

12. Aus der Gleichung (VIII) lässt sich sehr einfach noch 
das cubische Reciprocitätsgesetz zwischen zwei regulären 
primären Zahlen ableiten. Sind al + b lj  und az+ b zj  zwei 
reguläre primäre und zueinander theilerfremde Zahlen und 

n 1
— allgemein den cubischen Charakter m\

der Zahl n bezüglich der Zahl m, so ist stets

bezeichnen wir mit

az +  bzj  _ +  b9j und a% +  bz j
■bi J

J
a{+ b j

also zufolge der Gleichung (VIII)

'al + b i j ' az +  bzj
[az +  bzj \ ax+ b j _

40*
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Diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn man, wie es 
in der Theorie der cubischen Reste gebräuchlich ist, statt j  die 
primitive dritte Einheitswurzel

T_ — 1 ■+■ i \ /  3
2

als Grundeinheit wählt; denn ist

ax+ b^ j  — A y + B {J  und az +  bzj  — A Z+ B ZJ ,

so sind neben ax+ b yj  und at + bzj  auch die Zahlen A X+ B {J  
und A X+ B %J  regulär und primär und zueinander theilerfremd 
und umgekehrt, wobei die Ausdrücke »regulär« und »primär« 
für die Zahlen A  +  B J  dieselbe Bedeutung, wie für die Zahlen 
a +  bj haben, und es sind die Zahlen A  + B J  von den Zahlen 
a + bj nur der Form nach verschieden.

Es ist also auch

' Ay+ByJ A z +  B 2J
_AZ+ B ZJ  _ - Ay + B ^ J  _

d. h. zwischen zwei regulären primären und zueinander theiler­
fremden Zahlen besteht vollständige cubische Reciprocität.*)

*) In meiner in den Sitzungsber. Bd. C, Abth. II veröffentlichten Abhand­
lung: »Die Ergänzungssätze zum bicubischen Reciprocitätsgesetze«, S. 1339,

Zeile 8 von unten, soll es statt  [ — ^ - ] heissen: (— i tL - V
\ a + b ß )  \ a — b ß j
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