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Über die gegenseitigen Beziehungen gewisser 
in der Mechanik mit Vortheil anwendbaren 
Flächen zweiter Ordnung nebst Anwendungen 

auf Probleme der Astatik

Dr. Jos. Finger.

("Vorgelegt in der Sitzung am 12. Mai 1892. i

Die vorliegende Abhandlung, welche zum grossen Theile 
den Zweck verfolgt, die von D a r b o u x 1 gefundenen geo­
metrischen Resultate astatischer Probleme zu ergänzen und zu 
erweitern, soll als Einleitung dienen zu einer Reihe von Unter­
suchungen über den Kräftepol eines beliebigen auf ein starres 
Punktsystem einwirkenden Kräftesystems, mit welchen Unter­
suchungen sich der Verfasser jahrelang eingehend beschäftigt 
hat und die demnächst zur Publication gelangen sollen. —

Führt man vom Anfangspunkte O eines unveränderlichen 
und als rechtwinklig vorausgesetzten Axensystems x y z  eine 
Normale 11 zu irgend einer Berührungsebene der Mittelpunkts­
fläche zweiter Ordnung

a x . x z  +  a y . y z  +  a z . z z - { - 2 b x . y z - h ' Z b y .  z x + 2 b z . x y  ~  c ,  . ( 1 )

so bestehen für den Fusspunkt cYjs dieser Normalen n =  
wofern x y z  die Coordinaten des Berührungs­

punktes und r  den zugehörigen Radius der Fläche (1) bezeichnen, 
folgende Gleichungen:

Memoire sur l’equilibre astatique et sur l'effet que peuvent produire 
des forces de grandeurs et de directions constantes appliquees en des points 
determines d’un corps solide, quand ce corps change de position dans l’espace 
(Mem. de la societe des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. II 
(2me serie, 2me cahier).
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1106 J. F i n g e r ,

ax .x +  bz . y +  by.z =  c l  (|2 +  t]2 +  C2) 

bz .x + a y . y -h b x .z r=  cr\ (£2- H 2-4- C2) 

bY .x-h bx . y -h a z .z — c'Q (£2H-y]2-I-C2)

Löst man diese drei Gleichungen nach xyz  auf und 
bezeichnet man die den einzelnen Gliedern der symmetrischen 
Determinante

ax b-_ by
bZ Cly bx =  A (2)
by bx az

adjungirten Subdeterminanten durch die gleichlautenden grossen 
Buchstaben A XB~BV u. s. w., so findet man

A .  n  (Axt +  BsTj-t-ByC)c (c2+7]2-f-C2) \
A .  y  (Bz£+Ay'q-\-BxQ)c (c2+y]2+C2) ( .(3)
A .  z = ( B y £ + B x'q+AsQc (c2+y]2+C2) )

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
und addirt dieselben, so ergibt sich, da die Normale n zur 
Berührungsebene senkrecht steht, sonach (x— —y])y]4- 
-{-(z—C)C =  0 oder XQ-hyrj-hzC =  t 2-+-^2 +  C2 ist, für den geo­
metrischen Ort der Fusspunkte aller dieser Normalen
folgende Mittelpunktsfläche vierter Ordnung:

^4(£2-}-rj2 +  C2)2 =
=  (Ax c2+ Ay Yj*+ A z C2 ■+ 2 Bx riC +  2By U -h 2 B z |tj) . c. . (4)

Der Entstehungsweise der Fläche (4) zufolge sind die drei
zu einander senkrechten Hauptschnittsebenen der Fläche (1) 
zugleich auch Symmetrieebenen der Fläche (4) und die drei 
orthogonalen Hauptaxen der Fläche ( 1 ) zugleich auchSymmetrie- 
axen der Fläche (4).

Diejenige Fläche nun, die in Bezug auf den Mittelpunkt O 
als Pol zur Fläche (4) radial reciprok ist, für welche also, wenn 
xyz  nunmehr die Coordinaten des zu £y]C reciproken Punktes 
und R  den mit n gleichgerichteten Radius bedeuten, R .n  — 1 , 
daher

^  i  ~  =  « ‘ =  ?  +x y  z K
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Flächen zweiter Ordnung. 1107

A x .x2 +  A v y % A zzl + 2 B X yz-\-2Byz x + 2 B zxy =  ^~ .. (5)

Da die Coefficienten A XA V. in der Gleichung dieser 
Fläche (5) die zu den Coefficienten axaY... in der Gleichung (1) 
adjungirten. Subdeterminanten der Determinante (2) sind, so sei 
diese Fläche (5) in der Folge als die zur Fläche (1) a d j u n g i r t e  
Fläche (Reciprocalfläche inBezugauf denMittelpunkt) bezeichnet.

Dieselbe ist, wie aus (5) hervorgeht, gleichfalls eine Fläche 
zweiter Ordnung, und zwar ist dieselbe, wie aus ihrer oben 
erörterten Entstehungsweise sofort ersichtlich ist, mit der 
Fläche (1) c oa x i a l ,  sie ist ferner eine Fläche derselben 
Gattung und ihre H a l b a x e n  s ind  den  H a l b a x e n  der  
F l ä c h e  (1) r ec i prok .

Umgekehrt ist, wie aus dieser Entwicklung sofort erhellt, 
die Fläche (1) die zur Fläche (5) adjungirte Fläche, was sich 
übrigens mit Zuhilfenahme gewisser Sätze der Determinanten­
theorie auch direct aus der Form der Gleichungen (5) und (1) 
nachweisen lässt.

Es ist nämlich die aus den Coefficienten A xA y. der 
Gleichung (5) gebildete Determinante bekanntlich gleich dem 
Quadrate A 2 der Determinante (2) und die den Coefficienten 
AxAyA zBx B VB~ adjungirten neuerlichen Unterdeterminanten 
sind A a x, Aay, A az, Abx, Abv, Abz. Bildet man sonach in der­
selben Weise, wie aus der Form der Gleichung (1) jene der 
Gleichung (5) entsteht, aus der letzteren eine neue Gleichung, 
so lautet dieselbe:

Aaxx2 A a vy 2-b A az .z2-'-2Abx y  z -\-2 Abyzx -\-2 Ab zxy  =  A 2: ^

und ist sonach mit ( 1) identisch.
Der geometrische Ort der Fusspunkte jener Normalen N, 

die vorn Mittelpunkte auf die Berührungsebenen der Fläche (5) 
geführt werden, ist die zu (1) radial reciproke Fläche

axc2 +  a vT|2 az£2 -f- 2 bxrfc -f- 2 byCc 4- 2 bzlr{ — c (c2-hrj2 £2)2. ... (6)

Es bestehen stets für die dem Radius r der Fläche (1) ent­
sprechende Normale «jener Berührungsebene, deren Berührungs­

ist, hat zufolge (3) die Gleichung

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1108 J. F i n g e  r,

punkt der Endpunkt des Radius r  ist, d. i. den Radius n der 
Fläche (4), ferner für jenen Radius R  der adjungirten Fläche (5), 
welcher mit n gleichgerichtet ist, und für die diesem Radius R  
zugehörige und, wie sich leicht zeigen lässt, mit r  gleich­
gerichtete Normale N  dieser Fläche (5), d. i. den Radius N  der 
Fläche (6) die einfache Beziehung

R . n — r . N  — 1. . (7)

Sind u v w  die Ebenencoordinaten, bezogen auf dasselbe 
Axensystem, also u x - \ - v y - \ - w z — 1 = 0  die Gleichung der 
Berührungsebene der Fläche (1), welche Gleichung auch, da

—, —, — die Richtungscosinus der Normalen n dieser Ebene 
11 11 n

sind, mit — x +  — y -+- — z—n =  0 identisch sein muss, so lehrt n ii ii
die Identität der beiden letzten Gleichungen, dass

11 v _ w  _ 1 _ 1
c 7] £ n ‘l ~  c2h-y]2+ £ 2

ist.
Es lauten sonach zufolge (3) die Transformations­

gleichungen
Ax — (Ai- ii- +  Br. v +  B v iv) . c i
Ay  — (Bz ii -r A v v Bx w).c  . (8)
Az  =  (By ii -h Bxv + A zw) c

Da nun stets tix->t-vy +  ivz — 1 ist, so ergibt die Multi­
plication dieser letzten Gleichung mit A  nach vorgenommener 
Substitution aus (8) als Gleichung der Fläche ( 1 ) in Ebenen­
coordinaten [also als Tangentialgleichung der Fläche (1)]

A
A xu 2+ A s,vz+ A zw 2 +-2Bxvw-\-2Bytvu->r 2Bzuv — — , ... (I7)

d. i. eine Gleichung von ähnlicher Form wie die Gleichung der 
Fläche (5) in Punktcoordinaten.

Auf dieselbe Weise, wie aus (1) die identische Gleichung ( l7) 
abgeleitet wurde, lässt sich für die Fläche (5) die Gleichung in 
Ebenencoordinaten aus (5) ableiten in der mit ( 1 ) übereinstim­
menden Form

ax u 2 -v- ayvz-b ct~ iv2 2 bx viv +  2by w n -f- 2 b~ u v — c. ... (5')
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Flächen zweiter Ordnung. 1109

Vor dem Übergange zu anderen Flächen zweiter Ordnung 
empfiehlt es sich, gewisse Beziehungen zwischen den auf das 
rechtwinklige Axensystem xyz  und dessen Anfangspunkt O 
bezogenen Coordinaten der Eckpunkte eines Trieders OMyMzM., 
und seines Polartrieders zu deduciren.

Wenn die beliebig im Raume gelegenen Eckpunkte M yMzMz 
eine derartige relative Lage haben, so dass von jener Seite der 
Ebene OMlMz, auf welcher M3 gelegen ist, die kürzeste 
Drehung von OMy nach OMz als eine positive erscheint, also 
der Sinn dieser Drehung übereinstimmt mit jenem der — von 
einem Punkte der positiven s-Axe aus betrachteten —■ kürzesten 
Drehung von der positiven x- nach der positiven jr-Axe, so ist 
die aus den Coordinaten (a 3ia32ö33)
dieser drei Punkte M y, Mz , M3 gebildete Determinante

11 12 13
a2l a22 az%
aM a32 ö33

.(9)

nothwendigerweise positiv, und zwar bestimml dieselbe das 
sechsfache Volum V  des Tetraeders OMyMzMs, dessen Seiten­
kanten OMy — R y, ÖMZ — R z, ÖM3 =  R :i sind. Entspricht da­
gegen die relative Lage der Punkte M yMzM.-i nicht der obigen 
Bedingung, so ist die Determinante A negativ und das Tetra­

edervolum d u rch :----- ^ A  bestimmt.
6

Sind nun AryX zX s die von M yMz Ms auf die Gegenflächen 
des Trieders gefällten Höhen und (aybycy), (azbzcz), (a3b3c3) die 
Richtungscosinus dieser von diesen Gegenflächen nach den 
Eckpunkten M yMzMz gerichteten Lothe X yX z A1.,, so ist, wofern 
die zu (9) adjungirtan Subdeterminanten durch die entsprechen­
den grossen Buchstaben bezeichnet werden,
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Führt man nun von O die mit N lATzN.i gleichgerichteten Kanten

Om. — r. — - A. 0 m 9 =  r9 — -A- , OM~ =  r ,  =  so erhält
1 1 A, 2 z Â2 * N3

man ein Polartrieder Omim zm.i , das als ein dem u r s p r ü n g ­
l i c h e n  T r i e d e r  a d j u n g i r t e s  T r i e d e r  bezeichnet sei. Die 
Coordinaten der Eckpunkte m xm zm 3 sind zufolge (10)
( ^ 12. ( ^21 ^22 ^23 \  ( A31 ^32 A33 \
\ A ’ A ’ A / ’V A ’ A ’ A / ’ \ A ’ A ’ A /

Sonach ist die aus diesen Coordinaten gebildete Determi­
nante, d. i. das 6 fache Volum v des adjungirten Tetraeders

Ömlm zm s dem reciproken Werthe ~  der Determinante (9)

gleich oder demselben entgegengesetzt gleich, je nachdem A 
positiv oder negativ ist. Die von m lm zm 3 auf die Gegenflächen 
des Tetraeders v geführten Höhen ii{nt n3 sind mit R lR zR.i 
gleichgerichtet, und zwar besteht, da die Subdeterminanten der 
aus den Coordinaten von gebildeten Determinante die

Werthe ^ 'Z?1- =  , —r^r-2 =  - u. s. w. haben, für die Rich-A2 A A2 A
tungscosinus (^ .j^C ,)  der gegen m y gerichteten Normalen 
eine der ersten Gleichung in (10) analoge Relation, in welcher 
nur die letztgenannten Subdeterminanten statt A n A n A ri ein­
zusetzen sind und im letzten Gliede der Gleichung (10) AT,

durch m, und A durch -A- zu ersetzen ist, so dass 

A  _  Bl _ C L _  w
&■  11  ^  ^ 2 ^  j

wird, woraus sofort erhellt, nicht nur, dass uv mit R { gleich­

gerichtet ist, sondern auch, dass r r  A- und analog n2 — ^ , 
1 ^1 2 

n3 “  R z iSt
Das aus v in gleicher Weise, wie v aus V entstanden ist, 

gebildete polare Tetraeder ist offenbar das ursprüngliche.
Jenes Ellipsoid nun, dessen Mittelpunkt 0 und dessen 

conjugirte Halbmesser mit den Höhen N tN zN3 des ursprüng­
lichen Tetraeders V, also auch mit den Kanten r lrzr3 des 
adjungirten Tetraeders v gleichgerichtet und den letzteren pro­
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portional sind, hat in Bezug auf die mit diesen Kanten gleich-
oerichteten schiefwinkligen Axen X Y Z  die Gleichung Ö

Y 2  V 2 7"2
%  +  - , - +  ~ = C \  . ( 1 1 )
' 1  »7 r i

wo C irgend einen als positiv angenommenen constanten Pro­
portionalitätsfactor bedeutet.

Nun ist aber
x — öj X  ög Y —(- ci.j Z i 
y  — bxX +  bz Y+b.A Z  '
~ =  cvX +  cz Y-+- c3Z  l

Setzt man in diese Gleichungen die Werthe aus (10) ein 
und bestimmt dann aus denselben X Y Z ,  so findet man

XA',A r r  — =  a llx + a n y  +  a n z 
r i
Y

A2y  =  -  =  a ^ x  + a ^ y + a ^ z  
' 2 
2

N.^Z — — =  a ^ x  +  a ^ y + a ^ z
'3

Demnach nimmt die Gleichung (11) des Ellipsoids die 
Form an

0ai l* + a \2 y  +  a \3 Z)2 +  (aUX +  a 22 y +  aZ-i z?  +
+  {a.ixx +  a ^ y  + a ^ z f — C% .^12)

Um dieses Ellipsoid mit der Fläche (1) zu identificiren, 
setzen wir c — C2 und

dx —— i 2̂1 —— ^12^13 “I- ̂ 22^23 ^32^’J3 j
dy HZ +  ̂ 22 +  ß!j2 bv ZZZ ^ 13^11 2̂3̂ 21 ^33̂ 31 (13)
Cl~ — b3 — ^ 11^12 ^21^22 "̂ "̂ 31̂ 32 ^

Demgemäss besteht zwischen der durch (2) bestimmten 
Determinante A  und der Determinante A, die durch (9) bestimmt 
ist, die Beziehung A  =  A2.
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1 1 1 2 J. F i n g e r ,

Ferner ergeben sich für die früher betrachteten Sub­
determinanten A xAy ..  den Gleichungen (13) entsprechend 
folgende Werthe

A x 
Ay 
A z 
Bx
By

Bz

Sind a %b%c% die reciproken Quadrate der Halbaxen des 
Ellipsoids ( 12), so ist bekanntlich

C2 =  ax +  ay +  a~ — ^ 1 +  4  +  Ä3i +
+  fl12 +  a22 +  a38-f‘a i3 +  a 23 +  a33 /

0 [ b ici + c*a*+atbll- \ = A x + A y + A z =  A \ x+ A \ x+ A l {+  ' ■••(15) 
+ Ä \2 -\-A22 -+Alz+A\.)-+-A \3+ Al, ^

CPaWc* =  A  =  A2

Substituirt man, um die Gleichung des dem Ellipsoid (12) 
adjungirten Ellipsoids zu erhalten, die Werthe (14) in die 
Gleichung (5), und setzt entsprechend c =  C2, so erhält die 
Gleichung dieses der Fläche (12) coaxialen und ihr adjungirten 
Ellipsoids, dessen Halbaxen \ / a z, \ / b % und y / c 2sind, die der 
Gleichung (12) analoge Form

(Ai ix •+■ A 12 y + A { 3 z)z -(- (A 2lx + A 22 y + A 23 z)~-h
A2-+- (A3, x +  A 32y + A 33z) — ~-2- .(16)

Die Kanten R {R 2R 3 des ursprünglichen Trieders V  sind 
mit drei conjugirten Radien des letzteren Ellipsoids (16) gleich­
gerichtet und diesen proportional, da, wenn man diese Kanten 
R tR zR 3 zu den Axen X Y Z  eines Axens3rstems wählt, die 
Transformationsgleichungen bestehen

dydz — bx — j  +  ̂ 4^ -f-̂ 4̂ 1
ciz^x— bv —— A z2-h A Z2-{- A 32
axay— b'l — A ‘lv,-i- Al>:,

bybz bxax —  ̂.4 12̂ 4 13 -{-A2ZA 23 + A 32̂ ±33
bz bx by ay —  A i3A ll +  A 23A 2i -+A33A 3l

bxbv bzaz —  Aj xA l2-\- A 2lA 22 A 3XA 32

.(14)
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* =  - £ X  + % - Y + ^ ZK% K3

, ,  ____ a iZ v  , a22 V ,  aZZ 7
Ky Kz K3

; =  ag X + - g Y + a£ Z
xtA K2 3

woraus folgt, dass

A =  A {lx + A lzy + A l3z

Y
A . — — A n x + A22y-\-A Z3 z 

z

A . — — A 3lx +  A 3Z y + A 33  ̂

ist, wonach für das Ellipsoid (16) auch die Gleichung besteht:

x *  y 2 z 2 _  1
+  — c 2 ‘(17)

Demgemäss sind, wenn C =  1 ist, die durch die Endpunkte 
MyMzM3 der Kanten R yR zR 3 des Trieders V  parallel zu den 
Gegenflächen desselben gelegten Ebenen, deren Abstände von
0 den Höhen N tNzN3 gleich sind, Berührungsebenen des Elli- 
psoids (16), wie auch dann die durch die Eckpunkte m lm zm 3 
des Trieders v parallel zu dessen Gegenflächen gelegte Ebenen, 
deren Abstände von 0 n [nzn3 sind, das coaxiale Ellipsoid (12) 
berühren. Setzt man demgemäss das ursprüngliche Trieder 
OMyMz M3 mit den Kanten 0,1/, z= R v 0M Z =  R z , 0M 3 — R., 
und den Kantenwinkeln (RZR 3), (i?37?(), (i?ji?2) a ŝ ein unverän­
derliches (starres) voraus, so ist auch die Form und Grösse der 
coaxialen Ellipsoide (16) und (12) eine unveränderliche, nur ist 
die L a g e  derselben von der Lage dieses Trieders abhängig, 
indem die r e l a t i ve  L a g e  d i e s e r  E l l i p s o i d e  zu  j e n e r  des  
T r i e d e r s  s t e t s  d i e s e l b e  bleibt .

Die dem Ellipsoid (16), beziehungsweise (12) entsprechende 
radial reciproke Fläche hat, wie sich durch Substitution der 
Werthe (14), beziehungsweise (13) in (4), beziehungsweise (6) 
ergibt, die Gleichung
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2T| +  A  | 3 C)2-+-(A2 t c+ ^422'/j -+- A 2S C)2 +

+  (A?[^ +  Al2Ti +  ̂ 33 0 2 — £ 2 (^2-}“ri2 +  C2)^
beziehungsweise

(an  £ -+- fl, 2rj -+- a , 3C)2 +  (ax (c -+- a.i2q -+- a i3Q 2 +  (a31 £ ■+ a 327] +  ö 33C)* =

=  C2(c24 - f - K 2)2.

Die Gleichung des Ellipsoids (12), beziehungsweise (16) 
in Ebenencoordinaten uviv  ergibt sich durch dieselben Sub­
stitutionen in die Gleichung (1'), beziehungsweise (5') und 
es lautet demgemäss die Tangentialgleichung der Fläche (12), 
beziehungsweise (16)

(An u + A. ,'V h- A , w)2 +  (A2, u +  A 22v +  A riiv)2 +
9 A2

(^3111 a~̂32 V ^33^^) — £'2 ’
beziehungsweise

(a {iu-\-a{ 2v -+- a ,,{w )2 +  (a2X u 4- a22v -f <z23 w)2 +
+  (a 3lv/ +  a 32t ’ +  a 33w ) 2 =  C 2

Es seien o!xa'a~ die Richtungscosinus irgend einer Richtung l'

der Halbaxe —  des Ellipsoids (12) [also auch jene der Halb-

axe \J c i2 des Ellipsoids (16)], so dass für einen der in dieser

Halbaxe gelegenen Scheitel x — — a'r, y  =  — a',, z ~  —  a.l ist.CV CL Cb
Da die Summe der durch Cz dividirten Quadrate der ein­
geklammerten Ausdrücke in (12) der Einheit gleich ist, so 
kann man diese durch C dividirten Ausdrücke nach Einsetzung 
der letzten Werthe einzeln genommen den Richtungscosinus 
a ro,,a~ einer bestimmten Richtung c gleichsetzen. Es ist sonach

1 1 1 4  J. F i n g e r ,

d  j La/x +  a lz  a(, a , 3 v!z a 2, a!x - h a 22 a[, +  a 2?> a'~

ou 1
= --------------------------------------/-“ / 7- =  7r- . (18)^31 4” ̂ 32 av -t- fl33 ou C ci

Da ferner die Richtung der Halbaxe \ J ~ y  des Ellipsoids 

(12) die Richtung der Normale im oberwähnten Scheitelpunkte
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haben muss, also die Richtungscosinus den nach xyz
genommenen partiellen Differentialquotienten des linken Theiles 
der Gleichung (12) proportional sein müssen, so ergibt sich bei 
Beachtung der Werthe (18) von a.x a.y rj.~ die Relation

n!x a'

Flächen zweiter Ordnung.  1115

rt I i rJ-x "F" ^ 2 1 a v “F  ^ 3 1 Q'Z 1 27. r +  ^ 2 2  r'l.y ~sr C l .^ rJ.~

7.~ 1

CI, -f- Cl̂ Cf.y -{- Ca .(19)

Die zuletzt angedeutete Gleichheit der drei ersten Verhält­

nisse mit -J— ergibt sich, wenn man Vorder- und Nachglied der Ca
drei ersten Verhältnisse einzeln mit a!xa!vn!z multiplicirt und das 
diesen Verhältnissen gleiche Verhältniss der Summe der Vorder- 
zur Summe der Nachglieder mit Rücksichtnahme auf (18) bildet.

r \Da, wie für die Halbaxe v / —g, auch ähnliche Gleichungen
V a  !~y

aus gleichen Gründen auch für die beiden anderen Halbaxen v
- / T V !’

und w  ~i des Ellipsoids (12) giltig sein müssen, so erhält man

den Gleichungen (18) und (19) analoge Gleichungen, wenn man 
a durch b, beziehungsweise c und gleichzeitig alle a und rt! 
entsprechend durch ß und ß', beziehungsweise y und 7' ersetzt, 
wofern (ß'.ß'ß'), beziehungsweise (7*7̂ 7-) die Richtungscosinus 
der Richtungen y/, beziehungsweise V der zwei anderen Halb­
axen und (ß.,.ß,.ß~), beziehungsweise (7*7,.7-) die in analoger 
Weise wie in (18) zu bestimmenden Richtungscosinus zweier 
neuer Richtungen yj, beziehungsweise £ bedeuten.

Die drei orthogonalen Richtungen (a!xc/!va!~), (ß.'-ß̂ ß'-) und 
(T-l-Tv7s) seien derart gewählt, dass die aus diesen neun Richtungs­
cosinus gebildete Determinante gleich 1, also das aus diesen 
Richtungen gebildete Axensystem mit dem ursprünglichen 
Coordinatenaxensystem xyz  congruent ist.

Da nun die Gleichungen (18) und (19) sich nur dadurch 
unterscheiden, dass (a,;a,,a-) durch (cr!xay y!l) und umgekehrt ersetzt 
und die zwei Indices der einzelnen Glieder der Determinante (9) 
permutirt sind und da die Gleichung (19) das nothwendige und 
hinreichende Kennzeichen dafür ist, dass l' die Richtung einer

Sit'/.b. d. muthein.-nalunv. C I . ; CI. Bd., Abth. II. a.
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Halbaxe des Ellipsoids (12) ist, so folgt in nothwendiger Weise

aus (18), dass auch c die Richtung einer Halbaxe \ J  und in

analoger Weise (ßA. ßv ßÄ), beziehungsweise (7*7,•7.*.) die Richtungs­
cosinus der Richtungen 7j und der beiden ändern Halbaxen

' 1 I Y
y /yy  und \ J  —1 jenes Ellipsoids sind, dessen Gleichung sich 

aus (12) durch Permutation der Indices ergibt, nämlich

(a n ;r +  at , r +  a.,, z)2 H- (fl, 2 *4- fl22 _r+  a32 z)2 4-
+  (fl | X  4- Cl2?t J ' 4~ fl3 3  %) 2 —  C 2. .(20)

Es sei dieses Ellipsoid als das  dem E l l i p s o i d  (12) con- 
j u n g i r t e  Ellipsoid bezeichnet. Die Halbaxen desselben sind 
jenen des Ellipsoids (12) an Grösse gleich, also die conjungirten 
Ellipsoide sind, wenn auch im Allgemeinen anders gelagert, so 
doch einander congruent, wie sich auch schon daraus ergibt, 
dass für das Ellipsoid (20), wenn man dasselbe auf die Form ( 1 ) 
bringt, c — C'i und

Clx — d~\ \ a\t ^ 2̂2 ^3y ""̂ "̂ 23̂ 33
Cly f l g  J “ f -  f l y y  +  f l ~ . ,  by ~ ö . j  |  Cl |  ,  +  f l . j g  f l  |  g  +  f l . j . j  f l  |  ;J

fl --flö | 4~ flijg 4~ fl.̂ .j b ~  - -  - Cl \ | fl,, | -f~ fl | g flyy 4~ fl | •» flg.)

(21)

ist, und sich demnach für fl.,-4-fl, 4-fl .4» + ^  4--4.-. und A, 
daher auch für a 2, b‘l, c% die mit (15) gleichlautenden Gleichun­
gen ergeben.

Aus den Gleichungen (18) und den diesen analogen, auf 
b und c sich beziehenden Gleichungen ersieht man sofort, dass

1
rJ-X 0t,. a: f l  | | a vi f l ,  3 <■ <■ a '

0
lJ-v

0
lJv

0
iJ ~ — Cl‘l \ l h t ^ 2 3

0 /
lJ.l-

0 /
lJr

0 / 
lJ -

7.1- 7.: ‘ *3. a :vi * 3 3 7-r l v

C:iabc C ’abc

ist, wo das Quadrat des letzten Productes zufolge (15) gleich 1 
ist. Soll also auch die ersterwähnte Determinante den Werth 
+ 1  haben, so müssen die bisher unbestimmt gelassenen 
Qualitätszeichen von a, b, c so gewählt werden, dass das 
Product abc mit A gleichbezeichnet, also
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abc — ist.

Es ist zu bemerken, dass die Lage des dem Ellipsoid (12) 
congruenten Ellipsoides (20) von  d e r  L a g e  des  a l s  s t a r r  
vorausgesetzten T r i e d e r s  OM{ Mz Ms u n a b h ä n g i g  ist; 
es haben nämlich, da (an a n al3), ( ^n azzazs), (a3la3Za33) die 
Coordinaten der Endpunkte der Kanten OMl — R y, OMz =  R ZJ 
ÖJ\L — R 3 sind, die Coefficienten in der auf die Form

axx '2-+- aYy l -+- a-~zl +  2 bxy  z +  2 bvzx-h  2 b~xy r r  C2

gebrachten Gleichung des Ellipsoids (20) — den Gleichungen (21) 
zufolge — folgende b l o s s  von der Gestalt dieses Tetraeders 
abhängige Werthe

ax — R'f, av — RI, a~ — Rl  \

b- — R {RZ cos (RyR^ , .(23)

Ax — ava~—b'x — R ZR':, sin2 (RzR.i), \

sonach ist auch, wenn man die drei im Punkte 0 zusammen- 
stossenden Grenzflächen jenes Parallepipeds, dessen Kanten 
R lRzR 3 sind, und dessen Volum A =  ± 6 F  ist, durch FiFzF3 
bezeichnet, zufolge (15)

Wie sich mit Zugrundelegung der Beziehungen (23) aus 
den Kantenlängen R {R ZR 3 und den Kantenwinkeln (RZR 3), 
(R3R {), (RyRz) das Ellipsoid (20) construiren lässt, kann als 
bekannt vorausgesetzt werden.

Für die unveränderliche relative Lage der Kanten R lR 2R 3 
des Trieders OMlMzMs gegen die Axen c'y/C7 des Ellipsoids ( 1 2), 
beziehungsweise (16) ergeben sich unmittelbar aus (18) und den 
analogen Gleichungen folgende Relationen:

A v — R'iR] sin2 (R3R t), A~ — R\F?l sin2 (RlR 2)

c \ a i -bb'i + c i) =  r \ + r i + r :. 
CHbW  +  c W + a W )  -  F)+F\->r F)

C ''. abc — A.
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cos (z'Ri) _  cos (rfRt) _ cos (£'#,) _  C
« a ,  ~~ b[ix ~  c'{x ~  R v j

cos (c'R2) _  cos (r/i?2) _  cos (c’R 2) _  C 1 _ {24)
aay ~~ b ßv C‘iy R 2 /

cos (cfR3) _  cos (r/Rn) _ cos (C'tf3)_ C ^
aa.z b ß ~ cy- i?3

Auch die ursprünglichen Coordinaten a n . a .,3 der Eck­
punkte M iM2Ms des Trieders OMyM2M3, also die Glieder der 
Determinante (9), die den Ausgangspunkt der ganzen Unter­
suchung bildete, lassen sich durch die Grössen und Richtungs­
cosinus der Halbaxen der beiden conjungirten Ellipsoide (12) 
und (20) mittels folgender aus (18) und (19) und den analogen 
Gleichungen leicht deducirbaren Beziehungen ausdrücken:

a n ~  C. [a a va'; +  b ßA.ß'.4- c 7.,.7.'] . 

a l2 =  C. [aa*a!y 4-b ß.rßj. +  cy.,-Yy] 
a ,3 =  C ,\an.xa!z + b ß xßz -hcyxy~] / 

a2l — C. (a a.y o!x +  b ß; ß'r +  c7,. 7'.) [ 
a 22 =  C.(ao.y n!y +  b ß_v ß' 4- c 7,, 7'*.) ) • (-0)

a23 =  C. ( a a,, a~ -4-b ßvß' 4- c7,. 7') 
fl3l =  C . (fl a- a'v4- b ß,ß'r 4- C(z 7'.) 
a32 —  C. (fl a. a' 4- b ß-ß(, 4- C7- 7'.) 
fl.t 3 =  C .{an.-. o!---\-b ß - ß~ 4- c 7- 7')

Es möge schliesslich jene mit dem Ellipsoid (20) coaxiale 
Fläche zweiter Ordnung in Betracht gezogen werden, deren 
Halbaxen den Quadratwurzeln der Halbaxen des Ellipsoids (20) 
gleich sind, also jene Fläche, deren auf die Hauptaxen cij £ 
bezogene Gleichung

fl-*4- brt2-\- 6-£2 =  ± 1  — k . (26)

ist, und diese Fläche möge kürzehalber die dem zugehörigen 
Ellipsoid (20) subj  u ng i r t e  F l äch  e benannt sein. Ihre Gleichung 
in Bezug auf das ursprüngliche Axensystem xyz  hat, wenn die 
Determinante (9) symmetrisch, also fl12 =  fl2], a 23 =  a32, a3, =  fl13 
ist, die Form

fl, ix l +  a \ y t + a 9Zz* +  2 at i y z +  2 a3{z x +  2 an xy  — kC, . (27)
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vv0 k — d=l ist, wie aus nachfolgender Betrachtung her­
vorgeht:

Da a l2 =  a2l, a23 — a.i2 und a 31 =  a l3 ist, so sind die 
Ellipsoide (12) und (20) identisch, sonach die Richtung (a'-o^aC)

der Halbaxe . /_! des Ellipsoids (12) mit der Richtung (arara ;)
V CT

der Halbaxe v A  des Ellipsoids (20) übereinstimmend oder 
y a %

ihr entgegengesetzt, daher

— ^  — . (28)
rJ-x *y *z

Beachtet man dies, so drückt die Relation (18) oder (19)

abgesehen vom letzten Gliede bekanntlich das nothwendige

und hinreichende Kennzeichen aus, dass (avOj.a~), beziehungs­
weise (a'-oc(.a') die Richtung einer Axe der Fläche (27) ist. 
Ferner ist, wenn A  die Länge dieser Halbaxe bedeutet, wie 
unmittelbar aus (28), (19) und (27) hervorgeht,

1 - a£ +  o£ +  af =  ±[ai-a,. +  aj.a,. +  a£a-] —

~  r t  i rtx-\-ci22ci\ +  ö.j.jOC;-+- 2 ci23d̂  a~ +  2 cizax~\~

Flächen zweiter Ordnung.  1 1 1 9

+  2 a [2axas] =  d= kC 1
'2 ^  A 2Cci ~  A W

also A 2 =   ̂ und ebenso bestehen für die beiden anderen 
a

Halbaxen B  und C der Fläche (27) die Gleichungen

B 2 =  | und C2 — 1 b c

Mit Hilfe der subjungirten Fläche (26) lässt sich nun leicht 
die für manche Untersuchungen der Astatik und der Elasticitäts- 
theorie wichtige Lage jener Strecke p  bestimmen, deren Pro- 
jectionen qxp xp r. auf die Coordinatenaxen durch die Gleichungen

P x  —  r t  < | \J x  +  a  t  1 [Jy  +  L l ?> , [ j y

Py — Cl | 2 [jX +  rtri[jy -f- Cl-Vl[jz -(29)
p. — d (:]rjy 4 - clrA[jy +  rt??>[j- ^
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bestimmt ist, wo p x py p z die Richtungscosinus einer gegebenen 
Richtung r  in Bezug auf die Axen xyz  bedeuten.

Zunächst sind nämlich die Richtungscosinus p i p r , p : dieser 
Richtung in Bezug auf die Hauptaxen 57] £ der Fläche (26) 
oder (20) bestimmbar aus

—  a  r p x -f- n.y fjy  p~

pr, =  Px +  ßy  py +  p z  p.z ■ ( 3 0 )

—  Y.V p x +  Tv Py +  7~ p:

und wenn r  den in dieser Richtung ( p ^ p r,p-;) gelegenen Radius der 
subjungirten Fläche (26) und wenn ferner (0; 0T 0?) die Richtungs­
cosinus des vom Mittelpunkte dieser Fläche aus auf die dem 
Endpunkte dieses Radius r  zugehörige Berührungsebene dieser 
Fläche geführten Lothes d bedeuten, so ist zufolge der Gleichung 
der Fläche (26)

k a p i f1 cos (rd) 
oTi =  kbp., r 2 cos (rd)

— k c p-: r z cos (rd)

wo 0 < (rd)<  und k entweder + 1  oder — 1 ist, je nachdem

a p X  +  b p \ - \ - c p \  positiv oder negativ ist, d. h. der reelle Radius r  

der Fläche a i2 -\-b-f2 ->r c^1 — 1 oder der Fläche a l 2 ->r br2 c^2 — — 1 
angehört.

Dreht man nun das Ellipsoid (20) in seine conjungirte Lage, 
welcher die Gleichung (12) entspricht, so dass dadurch auch 
die Hauptaxen £t]£ des ersteren Ellipsoids und der subjungirten 
Fläche (26) durch diese Drehung in die Hauptaxen 1't{^  des 
Ellipsoids (12) überführt werden, so erhält durch diese Drehung 
die frühere Normale d eine solche Lage d!, welche gegen die 
Axen ^'qrCf ebenso geneigt ist, wie d gegen c7j£, so dass o'<:±:o=, 
bTj' =  5Ti, 8{.z=:3>, also die Richtungscosinus -S'-o'o' von d' gegen 
xyz  gegeben sind durch o'. =  .o'./r +  oT.ß/r +  o; .7/r u. s. w. Sub-
stituirt man für 3=oTio; die früher erhaltenen Werthe, so findet 
man bei Berücksichtigung der Gleichungen (30) und (18) 
oder (19)
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cos Ö

=  k £  cos (rd) I>,, f>4- Üt2, p_v 4- a , , o, | l

Flächcn zweiter Ordnung.  112 1

r 2
=  k C

r %
=  li T

y'l
I k

. . . (31)

Aus (29) und (31) ersieht man, dass die S t r e c k e /<?./> 
die R i c h t u n g  de r  N o r ma l e n  cV h a t  und dass ferner

p =  , - ^ k w ,  -<32>

ist. Es bedarf nicht erst hervorgehoben zu werden, dass zwar 
nicht die Richtung, jedoch die Grösse von;? auch zufolge (29) 
und (20) durch die Länge

r
[j =  — =  r 2 cos (rd) . (33)

p

desjenigen Radius des Ellipsoids (20) bestimmt ist, der die 
Richtung (f>,x- -) hat.

Die oberwähnte Drehung, durch welche das Ellipsoid (20) 
in die Lage des ihm conjungirten Ellipsoids (12) überführt und 
mit demselben zur Deckung gebracht wird, muss, wofern diese 
Drehung von der Amplitude 9 im positiven Sinne auf kürzestem 
Wege, so dass also 0 < Ö < t: ist, erfolgen soll, um eine Rotations- 
axe stattfinden, deren Richtungscosinus <!>, <t>v<T> sind, wo

— 1.1 — (rj-x rJ-'.\ +  rjy rj'y -+- 7--. rj':, +  ß.\- ßx +  ßy Vy +  ß.r r. +  Y.r l'.v +  Yvly +  Yz )]

______________<f>, _
7.v aJr — a-aV +  ß.ß',— ß,ßV +  YvY= “Y.Yv ~ ~

<l>,
~  a- a'.—a r a'- 4- ß - ß'—  ß,- ß'; 4- Y, Y.'- — Y.v y'

_ _  _  1_  
— *r«j-4-ß.vßv— ßvß'i'+Y.rYv—YvY'- _  - sin 0

Es sei schliesslich nur noch bemerkt, dass, wie dies 
unmittelbar aus der Gleichung des Ellipsoids (20) und aus den 
Werthen (31) und (33) ersichtlich ist, für die Richtungscosinus
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vv.vv.vÄ der nach der äusseren Seite der Fläche (20) gerichteten 
Normalen v im Endpunkte des Radius p dieser Fläche die den 
Gleichungen (29) analogen Relationen bestehen:

kC , ,vx — o'x +  a Vi o\. -f- a , o'-

1122  J. F i n g e r,

{> cos (pv) 
IC  

P cos (py) 
kC

p  C O S  ( p v )

V,. — flgi ö' -i-ül-ggb'y-hclg.jö-  ̂ .(34)

V- üf.j| ö j g  ö7 . +

Bei der Anwendung dieser Untersuchungen auf astatische 
Probleme haben die massgebenden Glieder der ursprünglichen 
Determinante (9), die den Ausgangspunkt dieserUntersuchungen 
bildete, folgende Bedeutung:

«II —  «12 —  E(;l'"5 ), —  ' h( xZ)  I
«21 =  Z ( y X ) ,  att =  2(_>-Y), arA =  'L(yZ)  .(35)

«31 =  E( z X )> «32 — - (  S F )' «33 =  “ ( ~Z ) '

wo X Y Z  die zu den Coordinatenaxen parallelen Componenten
der im Punkte (xyz) angreifenden Kraft P  eines beliebigen, auf 
ein unveränderliches Punktsj^stem einwirkenden Kräftesystems 
bezeichnen.

Durch R xR yR~ seien die entsprechenden Componenten 
der Reductionsresultanten R  dieses Kräftesystems bezeichnet, 
so dass

R x — 'IX, Ry — vy ,  R-. — 'LZ . (36)
ist.

Reducirt man das Kräftesystem auf diese im Anfangs­
punkte O des Coordinatensystems angreifende Resultante R  
und drei Kräftepaare, deren astatische Arme die Länge 1 haben 
und mit den Coordinatenaxen xyz  gleichgerichtet sind, so 
ist die im Endpunkte eines dieser drei Arme einwirkende 
Seitenkraft des entsprechenden Kräftepaares bekanntlich durch 
die entsprechende geometrische Summe [ö,,] +  | a l2] -h [aVA\, 
[«2i 1 +  f«„] + 1 «23I’ I «311 + 1 «321 + 1 «331 bestimmt.
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Sind in Übereinstimmung mit (9) und (10) durch R lf R 2,R 3 
diese drei Seitenkräfte, deren astatischer Arm die Richtung der*-, 
beziehungsweise jy-, beziehungsweise s-Axe hat, bezeichnet, so 
besteht zwischen den durch die Gleichungen (21) bestimmten 
Grössen und diesen durch die Kanten R lR 2R 3 des früher 
betrachteten Trieders OM{M2M?t dargestellten Kräften die 
Beziehungen (23).

Werden nun die Richtungen sämmtlicher Kräfte des Kräfte­
systems ohne Änderung ihrer Angriffspunkte x y z  und ihrer 
Intensitäten in demselben Sinne um denselben Winkel gedreht, 
so ändern sich wohl die einzelnen Glieder der Determinante (9), 
jedoch behalten die Kräfte R lR2R.i und R  ihre Grösse bei, und 
es ändert sich auch die gegenseitige Lage der Richtungen der­
selben nicht, so dass den Gleichungen (21) und (23) zufolge 
auch das Ellipsoid (20), in dessen Gleichung die Constante C die 
unveränderliche Grösse der Reductionsresultanten R  bedeuten 
möge, d. i. das Ellipsoid

{a{Vx-\-a2Xy-\-a.tUz)'l +  (a{2x + a 22 jj'-!-tf32~)2 +
~r (ci13x c i 2., y -f- ; ~ ) 2 ci\X2 civy " -f-uZz2-f-

+  2 °bxy z  +  2 byz x +  2 bzxy  =  R \  . (38)

keine Änderung erfährt. Es ist dies das von der Lage des 
Kräftesystems unabhängige und von D a r b o u x  eingeführte 
» a s t a t i s c h e  C e n t r a l e l l i p s o i d «1 des Reductionspunktes O. 
Mit den Kräfterichtungen dreht sich in dem betrachteten Falle 
im selben Sinne und um dieselbe Drehaxe nicht nur die 
Reductionsresultante R, sondern auch das unveränderliche 
Trieder OM{M2M3, so dass durch dessen jeweilige Lage auch 
die entsprechende Lage des Kräftesystems genau bestimmt 
ist. Sollte umgekehrt der Körper, auf welchen die Kräfte ein­
wirken, seine Lage stetig ändern, die Kräfte dagegen ihre 
Grössen und Richtungen beibehalten, so hat man nur, um 
diesen Fall auf den früheren zurückzuführen, das bisher als 
ruhend vorausgesetzte Axensystem xyz mit dem beweglichen 
Körper in unveränderlicher Verbindung anzunehmen.

Wenn auch D a r b o u x  in der Gleichung des Centralellipsoids C =  1 
anniimnt, so empfiehlt es sich aus Gründen, die späterhin ersichtlich werden, 

=  R  zu setzen.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1124 .1. F i n g e  r,

Wählt man bei der astatischen Reduction derselben Kräfte 
auf die Reductionsresultante R  und auf drei Kräftepaare mit 
zueinander senkrechten astatischen Armen von der Länge 1 
diese Arme nicht in den Axen xyz, sondern parallel zu drei 
beliebigen anderen senkrechten Axen hnn,  die sich in dem­
selben Reductionspunkte O schneiden und deren Richtungs­
cosinus (X*XVX~), (;xr [Av|JLv), (v̂ -vvV-) sind, so haben bekanntlich1 
die in den Endpunkten dieser Arme wirkenden Seitenkräfte 
PiPmPn der drei Kräftepaare folgende zu xyz  parallele Com- 
ponenten \un ], : Es sind die Com-
ponenten von P/

Die Componenten der Kraft P,„ ergeben sich,
wenn in (39) überall j j ,  statt X und jene der Kraft P„, wenn v 
statt X gesetzt wird.

Die G r ö s s e n  dieser drei Kräfte P\PmPn sind bekanntlich, 
wie dies sofort aus (38) und (39) ersichtlich ist, durch die in 
den Richtungen Im n  gelegenen Radien des D a r b o u x -
schen Centralellipsoids (38) bestimmt, und zwar ist

so dass das Ellipsoid (38) diesbezüglich in der Astatik dieselbe 
Rolle übernimmt, wie das Trägheitsellipsoid in der Lehre von 
den Trägheitsmomenten. Schwieriger ist es, auf constructivem 
Wege die Richtungen dieser Kräfte PiPmPn festzustellen, 
welchem Zwecke die folgende Betrachtung dienen soll.

Zunächst sei hervorgehoben, dass diese Kräfte gleich­
gerichtet und proportional sind dreien einander conjugirten 
Durchmessern des Ellipsoids (16), welches dem zum Central- 
ellipsoid (38) conjungirten Ellipsoid (12) (wofern, was im 
Folgenden stets vorausgesetzt werden soll, überall C — R  
angenommen wird) adjungirt ist. Es ist nämlich die aus

111  1 d  J -J X l ;—f- i l  2 '> X y —f- C l X -
.(39)

R  — Pl[Jl — Pui[Jin — Pn[Jn-t

1 Siehe etwa Dr. Wilhelm S c h e i l ,  Theorie der Bewegung und der Kräfte, 
Aull., II. Bd., S. 245 u. f.
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u l[u n . . -u3. gebildete Determinante der Determinante A in (9) 
gleich, da sie denWerthen (39) zufolge das Product aus dieser 
letzteren und der aus den Richtungscosinus \ x . . v~ gebildeten 
Determinante, die den Werth 1 hat, gleichkommt. Ferner sind 
die den Gliedern u n u33 adjungirten Subdeterminanten 
Un ... C/33, wie leicht zu zeigen ist, durch Gleichungen bestimmt, 
die sich von den Gleichungen (39) nur dadurch unterscheiden, 
dass überall U statt u und statt an .a33 die adjungirten Sub­
determinanten A n . . .A 33 einzusetzen sind. Demgemäss ist für 
einen beliebigen Punkt (xyz)

(U{[x -hU n y-Jt-Un z)2-\-(Un x + Uzzy  +  Uzsz)2-h

+ (U3yx-\- u 3Z y  ~r ̂ 33̂ )2 — Ô-i i % -A12 y  ^  1.3 2
+  (Az + A n  y  +  A z:} z)2 4- (Ä3, x + A az y + A 33 z)2.

Nun zeigt dieselbe Betrachtung, die bei der Ableitung der 
Gleichung (17) angestellt wurde, wenn man überall a, A, R lR zR 3 
durch u, IJ, PiPmP n ersetzt, dass die drei eingeklammerten 
Summen der linken Seite der letzten Gleichung einzeln ge-

X  Y  Z
nommen die Bedeutung ^ " p r  > A-— besitzen, wofern die

Coordinaten X Y Z  sich auf ein im Allgemeinen schiefwinkliges 
Axensystem, dessen Axen die Richtungen der Kräfte PiPmPn 
haben, beziehen. Demgemäss nimmt die Gleichung des Ellip- 
soids (16) nunmehr die Form

X 2 Y 2 Z 2 _  1
P f  +  P j  +  P J ~  R l ‘(40)

an, wodurch die obige Behauptung nachgewiesen erscheint.
Dadurch ist auch nachgewiesen, dass das Ellipsoid (16) für 

eine gegebene Lage des Körpers und des ursprünglichen Kräfte­
systems von der Wahl des ursprünglich angenommenen Axen- 
systems, für welches in diesem besonderen Falle Pi =  R {, 
Pm — R zy P n =  R3 wird, vollkommen unabhängig ist. Dieselbe 
Unabhängigkeit besteht demnach auch für das dem Ellipsoid (16) 
coaxiale und diesem adjungirte Ellipsoid ( 12 ). Für das Central- 
ellipsoid (38) ergibt sich diese Unabhängigkeit schon aus dem 
obangeführten Umstande, dass R  — P/p, =z P m[jm ~  Pnpn ist. 
Die Richtungen der drei in Betrachtung gezogenen Seitenkräfte
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P/Pm und Pn kann man, wie aus der Übereinstimmung der Form 
der Gleichungen (39) und (31) hervorgeht, derart bestimmen, 
dass man in den Endpunkten L M N  derjenigen Radien r/r„,r„ der 
dem Centralellipsoid (20) subjungirten Fläche (26), beziehungs­
weise (27), welche mit den Axen lm n  gleichgerichtet sind, an 
diese Fläche Berührungsebenen legt, vom Reductionspunkte O 
die Lothe didmdn zu diesen Ebenen führt und hierauf das 
Centralellipsoid (38) in seine conjungirte Lage (12) dreht, 
wodurch dann die Lothe didmdn in die den Kräften PlP,„Pn 
gleich — beziehungsweise (wenn k =  — 1 ist) entgegengesetzt — 
gerichteten Lagen d'id',ud'n gelangen.

Dass es unter allen astatisch äquivalenten Reductionen für 
eine gegebene Lage des Körpers und des Kräftesystems und 
für einen gegebenen Reductionspunkt O nur eine gibt, bei 
welcher die Seitenkräfte PiPmPn zueinander senkrecht gerichtet 
sind, ergibt sich schon daraus, dass nach (40) diese Kräfte mit 
drei conjugirten Diametern des Ellipsoids (16) gleichgerichtet 
sind, welch’ letztere nur dann zueinander senkrecht sind, wenn 
sie mit den Axen dieser Fläche übereinstimmen. Da nun diese 
Fläche coaxial ist mit der ihr adjungirten Fläche (12), die hin­
wiederum conjungirt ist dem Centralellipsoid (38), so ist aus der 
zuletzt auseinandergesetzten geometrischen Bestimmungsweise 
der Richtungen der Seitenkräfte PiPmPn sofort zu entnehmen, 
dass in diesem besonderen Falle die astatischen Arme die 
Richtungen der Axen des Centralellipsoids und die zugehörigen 
Seitenkräfte P]PmPn die Richtungen der Axen des conjungirten 
Ellipsoids (12) annehmen müssen. Würde man demnac'h die 
Axen des Centralellipsoids für den Punkt O zu Coordinatenaxen 
wählen, so müssten drei Seitenflächen des zugehörigen, mit dem 
Axensystem sich ändernden Trieders mit den gegen
einander senkrechten Hauptschnittsebenen des Ellipsoids (12) 
übereinstimmen. Die drei von O ausgehenden Kanten des Tri­
eders wären in diesem Falle R t =  Ra, R z ~ R b ,  R :] =  R c , so

dass das Volum des Tetraeders 0M .M 9M., d. i. R ‘Äabc — -- A
4 " b 6

denselben Werth behielte, wie bei dem ursprünglichen Tetraeder,
ebenso zufolge (15) und (23) die Summe der Quadrate der drei
Kanten und der drei durch dieselben begrenzten Seitenflächen.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Flächen zweiter Ordnung 1127

Mit Hilfe der dem Centralellipsoid (38) des beliebigen 
Punktes O adjungirten Fläche (die D a r b o u x  als »drittes 
Centralellipsoid« bezeichnet), deren der Gleichung (16) analoge 
Gleichung

(.4n x -rA 2{ y  4- A.,, z) i -\-(Ä{2x ->r A 22 y + A 32z) 2 +

+  (A , 3 x +  A 2:iy-+- A 3iJ z)1 =  ^  .(41)

ist, lässt sich auch, wie im Folgenden gezeigt werden soll, die 
Lage des Centralpunktes des Kräftesystems und die Lage und 
Länge der Axen des diesem Centralpunkte zugehörigen Central- 
ellipsoids, das als » H a u p t c e n t r a l e l l i p s o i d «  bezeichnet sei, 
bestimmen.

Die Coordinaten x0y 0z0 des C e n t r a l p u n k t e s  des Kräfte­
systems, welcher der Mittelpunkt der zurReductionsresultanteni? 
parallelen Componenten sämmtlicher auf den starren Körper 
einwirkenden Kräfte ist, sind dieser Erklärung gemäss

_an R x +  a l2Ry +  a riR - __R tR  cos (RtR)
R z ~  R 2

 a2l R x+ a 22R v-{-ar}R z  R 2R  cos (R 2R )
y  o -  AJ2 ’ A)2

 rin, R x-ha.]2Ry +  a.yjR-  R :iR  cos (R:iR)
-  — ~R^ ~

.(42)

Aus den letzten Werthen ist unmittelbar zu ersehen, dass 
sich die Lage des Centralpunktes bei der Drehung des Kräfte­
systems nicht ändert.

Aus (42) folgt

.(43)

:t i ~V) — A'
K x

R l

_  _ A R y
32 a

R *

^  _ \ R z
^ ’r 2

Ouadrirt man diese Gleichungen und addirt dieselben, so 
gelangt man zur Gleichung (41), wodurch nachgewiesen ist, 
dass der C e n t r a l p u n k t  des  K r ä f t e s y s t e m s  in dem dem
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C e n t r a 1 e 11 i p s o i cl d e s b e 1 i e b i g e n P u n k t e s O a d j u n g i r t e n 
E l l i p s o i d  (41) (dem »dritten Centralellipsoid« D a r b o u x ’s) 
g e l e g e n  ist.

Die Entfernung des Centralpunktes vom Reductions- 
punkte 0  ist, wie die Vergleichung von (42) mit (12) sofort 
lehrt, gleich dem reciproken Werthe des in die Richtung der 
Reductionsresultanten R  fallenden Radius der dem Central­
ellipsoid conjungirten Fläche (12).

Die Lage des dem Centralpunkte zugehörigen Radius 
des Ellipsoids (41) lässt sich auf Grund der Gleichungen (42), 
die in ihrer Form mit (29) übereinstimmen, den an die 
letzteren geknüpften früheren Erörterungen gemäss etwa derart 
bestimmen, dass man an die der Fläche (26) conjungirte Fläche 
a£!'l -)rbr{~-*rc'Cj'1 — k, welche der Fläche (12) subjungirt ist, 
im Endpunkte des mit der Reductionsresultanten R  gleich­
gerichteten Radius eine tangirende Ebene legt, vom Mittel­
punkte 0  eine Normale zu derselben führt und hierauf die 
Fläche (12) in ihre conjungirte Lage (20), d. h. in die Lage des 
Centralellipsoids (38) überführt, wodurch diese Normale in die 
Richtung des gesuchten Radius gelangt.

Bezieht man, um auch die Lage und Grösse der Halbaxen 
des Hauptcentralellipsoids zu bestimmen, die in gleicherweise 
wie in (35) gebildeten Ausdrücke a \y. . a'., und ebenso die 
Coefficienten (21) nach Einführung der Werthe aus (42) auf 
ein mit dem früheren Axensystem gleichgerichtetes Axensj^stem 
x'y'z', dessen Anfangspunkt der Centralpunkt U'0 ist, so 
wird bei ungeänderter Lage des Körpers und des Kräftesystems

. ( 44 )
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in welch’ letzteren sechs Gleichungen man auch die Werthe 
von axa Yazbx bYb~ aus (23) substituiren kann.

Bildet man aus den ersten neun Werthen von a \r  .a'.v, 
die Determinante A' oder nach Art der Gleichung (2) aus den 
letzten sechs Coefficienten a'xa'Y. die symmetrische Determi­
nante A! — A/z, so ergibt sich A' =  0, indem zufolge der 
Werthe (44) und (42)

Flächen zweiter Ordnung.  1 1 2 9

a \[ cl\z a v\\ R$+Ri, —R xRy, R x R.

II a% i att Cl23 X ---RyRx, R l+ R l ,  — R yR .
| 3̂2 au ~ R ;R x , —R zRy, Rj-hR}

ist und der letzte Factor den Werth Null hat. Der Umstand,
dass A' 0 ist, hat der letzten Gleichung in (15) zufolge den
Sinn, dass einer der drei reciproken Werthe der Halbaxen 
des Hauptcentralellipsoids den Werth Null hat, also dass das 
Hauptcentralellipsoid, wie dies bekannt ist, in eine elliptische 
Cylinderfläche degenerirt. Sind a 2 und b\ die reciproken Werthe 
der Quadrate der beiden anderen Halbaxen, d. i. der Halbaxen 
des elliptischen Hauptschnittes dieser Cylinderfläche, so ist 
zufolge (15), (44) und (23)

Rl (ci\ + b*) —: a'x + a'y +  a'z — ux+ ay +  a 6t”-h j 1]H-~~) =

— R I +  R~> +  \xn +  J o +  ~ol’
also auch

^o +  ̂ u — (^-t-b'-hc* — Cr0 -h y -1- .  -(45)

Für die den Gliedern a'u .a'.y] in der Determinante A;
adjungirten Subdeterminanten ergeben sich aus (44) bei Berück­
sichtigung von (42) folgende Werthe:

R ,  -Ry 
A i , _ A U  
R.r ~  Ry
4 i
Ry ~  R^

A x%Rx+ A ltR r+ A lzR s
_  A’ . ~  R l
— dk — ^  ' R x + Ä rl Ry +  A^R^
~  R , “  R l
_ A L _  A ^ R . + A ^ R y + A ^ R ,  
~  R, ~  R 2
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nebenbei bemerkt lehren, dass allewelche Gleichungen 
drei durch die geometrischen Summen

[A( i] +  [ö,2] +  [A|3], [Agl H- Ci,vi +  ö2;j], L#31 +  A;J2 +

bestimmten Kräfte R'^R^R'^ zur Reductionsresultanten R  senk­
recht stehen.

Aus diesen Gleichungen ergibt sich weiterhin:

Q l -hA
R  +  12 R  R

Q  -hA -i- 4
~R 22 R  +  23 R4  =  4?-+-42  +  ̂ 2? =

AL = A ' ^ A g + A ^ ^

A

A., R.y
~R

■A0, Rs
R ,4  *1 

R .

.(47)

Nun ist analog der mittleren Gleichung (15), da c{) — 0 ist, 

R K alb l =  A'x+A'y+AL, . .(48)

daher, wenn man den mit der Reductionsresultanten R  gleich­
gerichteten Radius der zu (41) conjungirten Fläche, deren 
Gleichung (16) ist, durch rJR bezeichnet, so ist den letzten 
Gleichungen und der Gleichung (16) entsprechend

1 A2
R *-ai K - f a  R i>

also zufolge (22)

< b» =  R Ü .VR
a zb'Lc>-

?R
.(49)

Es lässt sich übrigens dieses Product a\b\ auch sowohl 
mit Hilfe des Centralellipsoids (38), als auch mit Hilfe des 
diesem adjungirten Ellipsoids (41) in einfacherWeise bestimmen.

Für die Richtungscosinus Xjxv der im Centralpunkte %0y 0z0 
zu der letzteren Fläche (41) geführten Normalen Ar0 ergeben 
sich nämlich aus (41) bei Beachtung der Gleichungen (43) 
folgende Werthe:

A, ^RA ~h_4,2 R A y ^ R z A 2yRx-\- A 22 Ry-tf-A^R:

__  A'r o + lJJ ,o +  v : o
. . ( 5 0 )

-4;ni?v + R y  + A^oRz
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Da nun X2 +  ;j,2 -4 - v 2 =  1 ist, so lässt sich aus diesen 
Gleichungen bei Beachtung von (47) folgern, dass

R 2\A'x+A'y-hA'z] :
(X^o+ixjj'ü +  vso)'

Ist sonach R 0 — \ / xl +  y l  +  z'o der Radius des Central- 
punktes im Ellipsoid (41), so ist der früheren Gleichung (48) 
und der letzten Gleichung gemäss

A2 a 2bV2
R K R ;  cos* (R0N0) R lc o sU R 0K ) ’ ' (° V>

also auch (JR=zRt) cos(R0N0). Da ferner der mit der Normalen 
gleichgerichtete Radius des Centralellipsoids (38) zufolge der 
anfänglichen Betrachtungen zu R 0 cos (R0N0) reciprok ist, so 
ist durch (51) auch die Beziehung des Productes a0b0 zum 
Centralellipsoid bestimmt.

Um nun darzuthun, dass auch die Lage der Hauptaxen 
des Hauptcentralellipsoids mit der dem Centralellipsoid (38) 
des beliebigen Punktes 0  adjungirten Ellipsoid (41) in einfacher 
Beziehung steht, seien die Axen des Centralellipsoids des 
Punktes O der Einfachheit halber zu Coordinatenaxen gewählt, 
so dass demgemäss

bx — bY — b~ — 0 und ax — R za 2, a v =  R zbz, a~ — R 2cz

ist.
Die Gleichung des Ellipsoids (41) nimmt dann die Form an 

* 2 y2 ^

Die Gleichung des Hauptcentralellipsoids in Bezug auf 
mit xyz  gleichgerichtete Axen x'y'z', deren Anfangspunkt der 
Centralpunkt ist, lautet übereinstimmend mit (38)

a'xxn -f- a\,yn +  a'zz'2 +  2 b'x. y'z' -+- 2 b \ . z'x' +  2 b'z . x'y' — R 2, ... (53)

wo a'x . . .bi die aus (44) bekannten Werthe haben. Für die 
unendliche Hauptaxe der Fläche (53), d. i. für die Axe dieser 
cjdindrischen Fläche ist demnach, wenn Xjxv deren Richtungs­
cosinus sind,

Sitzb. cl. nKithem .-nauinv C l.; CI. Bd., Abth. II. ;i. 76
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cl'v\+b'~\L +  byV — 0 

b~ X +  a'y jx -4- b’.x» — 0 

b\,X-4- b'xv +  a 'zv =r 0

sonach, wenn man die Werthe aus (44) einsetzt und bx — bv ~  
=  bz — 0 und ax — R 2a l, av — R 2b2 und a. =  R 2c2 setzt,

a l 'k <rv
—  —  =  =  \ x 0 +  | i +  v s 0 • • ( 04)
xo y  o

Diese Gleichung charakterisirt aber die Normale der Fläche 
(52), wodurch nachgewiesen ist, dass die g e o m e t r i s c h e  Axe 
der  dem Centralpunkte entsprechenden H a u p t c e n t r a l c y l i n -  
d e r f l ä c h e  im Centralpunkte n o r ma l  s t e h t  z u  j e n e m El l i ­
p s o i d ,  w e l c h e s  dem C e n t r a l e l l i p s o i d  des  be l i e b i ge n  
P u n k t e s  O a d j u n g i r t  i st ,  d a s s  d e m n a c h  die C e n t r a l ­
e b e n e  des  K r ä f t e s y s t e m s ,  d.i. die auf der unendlichen Axe 
dieser Cylinderfläche im Centralpunkte senkrecht stehende 
Ebene d i e s e s  a d j u n g i r t e  E l l i p s o i d  (41) im C e n t r a l ­
p u n k t e  t angi r t .

Die R i c h t u n g e n  der  b e i d e n  anderen in der Central­
ebene gelegenen H a l b a x e n  \ J  \ \ a 2 u n d  \ / 1 : b2 s t i mme n  
ü be r e i n  mit  den R i c h t u n g e n  d e r T a n g e n t e n  der  H a u p t ­
s c h n i t t e  d i e s e s  E l l i p s o i d s  (41), beziehungsweise (52), wie 
aus folgender Untersuchung hervorgeht.

Bekanntlich ist, wenn aß? die Richtungscosinus dieser 
Tangenten für den Centralpunkt *0j)'0~0 bezeichnen, der 
Gleichung (52) gemäss

r j X 0 _ Cj  y'o --  --
1 — n a 2 1 1 — 11 b2 1 — 11 cl

1 — 11 a l 1 — ub~ 1 — n c • (öo)

wo ii einen der beiden, jedenfalls reellen und positiven. Wurzel- 
vverthe der bezüglich 11 quadratischen Gleichung

l) 9  y

+  f8x +  Z~° t, = 0  ...(56)a2( 1 — 11 a2) b2( 1 — 1 1 b2) c2( 1 —•1 1 c2)
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bedeutet und der irgend einem dieser beiden Wurzelwerthe ent­
sprechende Hauptkrümmungshalbmesser p des Hauptschnittes 
ist dann bestimmbar aus

1— — u . 
f>

*0 —1— >0 
a 4  b 4

(57)

Durch Subtraction der Gleichungen (52) und (56) ergibt sich

+  r 4 i r  +  r 4 r r  =  — =• ■ m1— « f l 2 1 — 11  b ' 1 1 — 11  c l  11

Sonach ist, wenn p — *0a +  J'0ß-l-20Y die Projection des 
Radius R 0 des Centralpunktes auf die entsprechende Tangente 
des Hauptschnittes bedeutet, zufolge (55)

« - - »p i i . 9 = - » p  > f = -«p '''(59)
Diesen Werthen entsprechend ist, da in den Gleichungen (44) 

ax — R 2a2, av =  K lb%, az — R zcz und bx — bv — b ~ ~  0 zu setzen 
ist, bei Beachtung von (58)

a'x a +  b’~ ß +  b[ 7  b~ a a'y ß b'x 7  b\, a -f Z?'. ß +  a~ y  iv>2
a ß Y «

Diese für die Hauptaxen der Fläche (53) charakteristische 
Gleichung lehrt, dass in der That die den beiden aus (56) 
bestimmbaren Werthen von u entsprechenden Richtungscosinus 
aßy der Gleichungen (59) den Richtungen der beiden Halbaxen

T  ITv / —2 und W des Hauptcentralellipsoids (53) zukommen.
'  « I I  » i) |

Zugleich ersieht man aus der letzten Gleichung, dass n. — —
j " «0

und u% =  die beiden Wurzelwerthe der Gleichung (56) sein
0

müssen. In der That führt auch die Auflösung dieser Gleichung 
zu den früheren Relationen (45) und (51), wobei zu beachten ist, 
dass, wenn N0, wie früher, die im Centralpunkte x0y QzQ zur 
Fläche (52) geführte Normale bedeutet

R 0 cos (R() A:0) =
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Der Gleichung (57) zufolge ist auch, wenn und p& die 
entsprechenden Krümmungshalbmesser der Hauptschnitte des 
Ellipsoids (41), beziehungsweise (52) für den Centralpunkt 
bedeuten,

=  ?l, .R 0 cos (R0N 0) l (6Q)
b l  =  [jb . R q c o s  ( i ? 0 .V 0) )

wodurch eine neue Beziehung zwischen den reciproken Halb­
axen a0b0 des Hauptcentralellipsoids und der Fläche (41) 
bestimmt ist.

Es sei in Kürze noch bemerkt, dass durch die gefundenen

Werthe von u y — \  und nz =  , welche der quadratischen
o

Gleichung (56) für den Punkt *0j)’0s0 der Fläche (41), bezie­
hungsweise (52) Genüge leisten, zwei Flächen, nämlich ein ein­
flächiges und ein zweiflächiges Hyperboloid bestimmt sind, 
deren Gleichungen übereinstimmend mit (58) lauten

y %

-1 . b2— -  c2— - -
11 11 n

x 2 y 2

— 1 .

Diese beiden Flächen —̂ 5 -— 7, -+- ------=: 1 und
2 .8 a ~ al b ~ ai C ~ al

—ö~— , r/ H— 5— tö- =  1 s 'nd mit (52) homofocal und die er— b2— b2 c1— blü
Normalen dieser beiden Flächen sind gleichfalls mit den in der 
Centralebene gelegenen Axen des Hauptcentralellipsoids gleich­
gerichtet, wie dies leicht nachzuweisen ist.

Die Gleichung der Centralebene in Bezug auf das ursprüng­
liche beliebig gewählte Axensystem, dessen Anfangspunkt 0 
ist, ist, da diese Ebene den Centralpunkt %0y 0zQ enthält und 
ihre Normale durch die Richtungscosinus X jjlv bestimmt ist, 
(x— *0)X+ (_y—>'0) JJ.-i- (-—-0) v =  °> somit zufolge (50)

x  (-^11 R.x-h A ^ R  v-4-^4j3 R~) +  y  Ü42 {R x -4- A 2i R v A 23 R~) -i-
z (  A o ^ R x - ^  A. i z R  A ^ R z )  —  A

oder, was dasselbe besagt,
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* y
Rx fln «21 a 31 |
Ry a vi att aSi
R ~ al:l c723 a 33

.(61)

Dies ist zugleich die Gleichung der zum Hauptcentral- 
ellipsoid adjungirten Fläche, da die Halbaxen adjungirter Flächen 
gleichgerichtet und reciprok sind. Übrigens ersieht man dies 
auch aus der Gleichung (41), wenn man in derselben die Grössen 
A innxyzA durch A'm„x'y'z'M ersetzt, und beachtet, dass A '= 0 ,  
x' =  x —x ^ y '  — y —y 0, z' — z—z0 ist, wo für x0y 0z0 die Werthe 
aus (42) und für A'mn die Werthe aus (46) einzusetzen sind.

Für die der Centralebene (61) conjungirte Fläche, deren 
Gleichung die Form

hat, findet man, wenn man die Werthe aus (46) substituirt, die 
Gleichung Rxxr+ R vy ' + R zz' — 0, welche lehrt, dass diese 
Fläche mit der im Centralpunkte xQy 0zQ zur Reductionsresul­
tanten normalen Ebene identisch ist. Setzt man abermals 
x ' ~ x —x0, y  =  y —y 0, z '~ z -—z0 und setzt die Werthe aus (42) 
ein, so erhält die Gleichung dieser Fläche die Form

+  (ög3 +  ̂ 32) («31 « 13) -R- (fl *21 ) • ■ (62)
Wie aus der gleich zu Anfang erörterten Entstehungs­

weise des dem Centralellipsoid des Punktes O conjungirten 
Ellipsoids ( 12 ) hervorgeht, ist das letztere bloss von dem 
ursprünglichen Trieder OMxM%M?> abhängig und hat zu dem­
selben eine unveränderliche relative Lage, so dass, wenn bei 
der Drehung des Kräftesystems sich dieses Trieder nach 
Früherem im selben Sinne und um denselben Rotationswinkel 
dreht, sich auch das Ellipsoid (12) in gleichem Sinne, und zwar 
mit dem Kräftesystem um eine gleichgerichtete Axe dreht, und 
dass durch die jeweilige Lage dieses Ellipsoids auch die ent­
sprechende Lage, die das Kräftesystem bei dieser Drehung 
an nimmt, mitbestimmt ist.

(Rxx R vy R ~ z )  R 2 — ci ,̂ R{-\- Ry-j- fl33 Rz
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Soll nun das Kräftesystem bei dieser Drehung in eine 
Lage gelangen, bei welcher sich die Kräfte auf eine im Punkte 0 
angreifende resultirende Einzelkraft reduciren lassen, so muss, 
wenn sich die durch (35) bestimmten Glieder der ursprünglichen 
Determinante A auf diese Lage des Kräftesystems, die, wenn 
R=z 0 ist, zu einer Gleichgewichtslage wird, beziehen, bekannt­
lich a%3 =  a3z, a3l =  a[3 und alz — azl sein, so dass in diesem 
Falle die Determinante (9) zu einer symmetrischen wird und 
die dem Centralellipsoid (20) subjungirte Fläche die Form der 
Gleichung (27) annimmt. Es müssen dann die conjungirten 
Flächen ( 12 ) und (20) identisch sein und wenn die drei Halb- 

-j- ' j ' - j
axen V al ’ \J bz ’ V —2 dieser Flächen voneinander verschieden

sind, die Axen k'r('Cj der einen Fläche mit den Axen c7] £ der 
zweiten Fläche gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sein. Kurz, 
es muss dann, wie übrigens auch aus (18) und (19) zu ersehen 
ist, wenn K{KZK3 die Bedeutung von + 1  oder — 1 haben,

n' rt' ri’ QJ 9J n' r->1
V  —  ^  —  “i V  —  —  QL —  k l  V  —  ^ 1 —  —  iii .. } 2 'o o o ’ 3 n o

rJ-x rJ-y rj-z [Jx  H.v Hs rj-z [z

sein. Da nun sowohl die aus den Richtungscosinus ax . . .*(z, als 
auch aus a'-. . .yt gebildete Determinante den Werth + 1  haben 
muss, so muss auch KyK^K^ — 1 sein, d. h. es muss einer von 
folgenden vier Fällen eintreten: K x = 1 ,  Kz — 1 , K., =  1 oder 
K{ — 1 , Kz : — 1 , K:i — — 1 oder K { =  — 1, K2 =  — 1 , K3 =  1
oder schliesslich K { =  —1, Kt — 1, K3 =  —-1. Es gibt dem­
nach, wie dies bekannt ist, wenn az,bz,c2 voneinander ver­
schieden sind, nur vier Lagen des Kräftesystems von der 
besagten Eigenschaft.

Es braucht nicht erst auseinandergesetzt zu werden, wie 
beträchtlich sich infolge der Identität der conjungirten Flächen 
die früher betrachteten Constructionsregeln und Formeln in 
diesem Falle vereinfachen. Überhaupt empfiehlt es sich, in 
diesem besonderen Falle statt aller der bisher in Betrachtung 
gezogenen Flächen b l o s s  die dem Centralellipsoid subjungirte 
Fläche (27) allein der Betrachtung zu Grunde zu legen (wie 
dies der Verfasser schon in einer früheren Abhandlung für 
die Anwendung dieser Fläche für den besonderen Fall, dass 
aAi . a3S die Spannungscomponenten bedeuten, auf Probleme
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der Elasticitätstheorie1 vorgeschlagen hat). Soll nun bei der 
Drehung des Kräftesystems um irgend eine Drehaxe der 
Reductionspunkt O für diese Drehung als »Mittelpunkt der 
Kräfte« fungiren, sollen also die Kräfte sich stets bei dieser 
Drehung auf eine in 0  angreifende Resultante R  reduciren lassen, 
beziehungsweise soll, wenn R  — 0 ist, das ursprünglich vor­
handene Gleichgewicht bei dieser Drehung andauern, so muss 
die frühere Bedingung der Coincidenz des mit dem Kräfte­
system zugleich rotirenden conjungirten Ellipsoids (12) mit 
dem ruhenden Ellipsoid (20) während dieser Drehung stetig 
bestehen, was nur dann möglich ist, wenn das Centralellipsoid (20) 
ein Rotationsellipsoid ist und die Drehung um die geometrische 
Axe dieses Ellipsoids stattfindet. Eine solche Axe nennt M ö b i u s2 
bekanntlich eine »Axe des Gleichgewichtes«. Es ist jedoch 
hervorzuheben, dass, wenn auch die Gleichheit zweier Halb­
axen des Centralellipsoids für die Existenz einer Gleichgewichts- 
axe nothwendig ist, dieselbe keinesfalls, wie dies hie und d a :! 
behauptet wird, hiefür hinreichend ist; denn die Gleichheit zweier 
Halbaxen des Centralellipsoids (38) setzt bloss voraus, dass

(ay — az)bybz —bx(b-z— b}) — (az -  a:K)bzbx - b y (bl— b^ =
— (ax—ay)bxby — bz (by—bx) =  0 -(63)

ist, so dass zufolge der, wie man sich leicht überzeugen kann, 
in dem besonderen Falle der Gleichheit von ai3 — a3Z, Lh\ =  a iv 
al2 — a9A identischen Gleichungen

{a v—a~) bY bz —bx (b\—bj) —
—  L ( «  22 « 33)  «3 1  « 1 2  « 2 3  («1 2  « 3 | ) l '  ^

(az—ax) bz bx—by (b}:—bl) —
— —|(a;;;;—fl | |)ö |2«2:j—«:r(«!i — «i-)l V 

(ax— ay)bxby — bz (b].— bx) =
— — [(«I I — «22) «23 «31 — « I 2 («;!, — «32 )] • V

F i n g e r ,  »Über die Beziehungen der homogenen Deformationen fester 
Körper zur Reactionsfläche«. Diese Sitzungsber.,  Bd. LXXXIII, Jahrg. 1881.

Lehrbuch der Statik von August Ferd. M ö b i u s ,  I. Theil, S. 248 u. f. 
Leipzig 1837.

3 Siehe z. B. Theorie der Bewegung und der Kräfte, von Dr. Wilhelm 
S c h e l l ,  II. Bd., S. 250 und S. 255.
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die Bedingung (63) erfüllt ist, sowohl wenn die drei innerhalb 
der eckigen Klammer rechterseits stehenden Factoren sämmt- 
lich verschwinden, d. h. auch die gleichgerichteten Halbaxen 
der subjungirten Fläche (27) gleich sind, als auch, wenn der 
letzte Factor V der Gleichung (64), welcher die Bedeutung der 
Determinante

hat, verschwindet, d. h. wenn in der auf die einfachste Form (26) 
gebrachten Gleichung (27) jene zwei der Coefficienten abc, die 
sich auf die besagten Axen beziehen, entgegengesetzt gleich 
sind, also einer der Wurzelwerthe der bezüglich [i cubischen 
Gleichung

den Werth \j. =  f ln + ü !22 +  tf;!:) hat, während die beiden anderen 
Wurzelwerthe -f-\ J - ( A u-\-A%z +  A 33) u n d - \ / -~{An + Ä ri+ A 33) 
sind [wo der Gleichung (65) zufolge die Beziehung (a, , -{- a%t +  a33). 
.(^4n +^422h-^433) == A vorausgesetzt ist). In jedem Falle setzt die 
Existenz einer Gleichgewichtsaxe bloss das letztere, nämlich das 
Verschwinden der durch die Gleichung (65) bestimmten Deter­
minante V nothwendigerweise voraus. Es muss nämlich, wie 
leicht zu ersehen ist, der zur Gleichgewichtsaxe senkrechte 
Hauptschnitt der subjungirten Fläche (27) eine g l e i c h s e i t i g e  
H y p e r b e l  sein.

Auch die Behauptung, dass, falls das Centralellipsoid in eine 
Kugelfläche übergehe, alle Mittelpunktsaxen Gleichgewichts- 
axen seien (siehe Sche l l ,  »Theorie der Bewegung und der 
Kräfte«, II. Bd., S. 250) ist unrichtig (ausser man würde voraus­
setzen, dass der Halbmesser dieser Kugelfläche unendlich gross 
ist), wie dies sofort ersichtlich wird, wenn man alle Glieder der 
Determinante (9) verschwinden lässt, mit Ausnahme der als 
gleich vorausgesetzten au — a22 =  a33. Wohl bestehen aber 
unendlich viele Gleichgewichtsaxen, die in derselben Ebene 
gelegen sind, wenn die Fläche (27) ein Rotationshyperboloid

a22 a33 a

V a. Cl33 ö[|; #23
a 32, dyy C?22 I

.(65)

0 . (66)
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ist, welches durch Umdrehung einer gleichseitigen Hyperbel 
um eine der beiden Axen derselben entsteht, in welchem Falle 
das Centralellipsoid jedenfalls eine endliche Kugelfläche ist. 
Es sind nämlich in diesem Falle alle in der Äquatorialebene 
der Fläche (27) gelegene Mittelpunktsaxen Gleichgewichtsaxen. 
Es verschwinden dann nicht nur die durch (65) bestimmte 
Determinante V, sondern überdies die drei innerhalb der 
eckigen Klammern enthaltenen Factoren der Gleichungen (64),

was voraussetzt, dass, wenn die Quotienten ^31--lz ,
a a a%i a,nJ3_-31 durch uvw  und die Hälfte ihrer Summe durch 5 bezeichnet

a\%
wird, zwischen den Gliedern der Determinante (9) die Be­
ziehungen stattfinden: s — u —a n — v—azz~ i v —a.ir  Von den 
drei Coefficienten abc  der Gleichung (26) haben dann zwei den

Werth — -  und die dritte den Werth —-
K  XV

Wählt man den Centralpunkt 12 zum Reductionspunkt, die 

Centralebene zur cVj-Ebene und die Halbaxen v / Xr und v / AV a* V K
des Hauptcentralellipsoids zur c-, beziehungsweise vj-Axe, also 
die Axe dieser Cylinderfläche zur £-Axe, so lässt sich in bekannter 
Weise mit Zuhilfenahme jener drei durch irgend einen Punkt 
(frjC) hindurchgelegten homofocalen Flächen, deren Gleichung 

£2 Yi2 C2 1
+  — 0 -(6y)R ' a l - p  R '-b l - v .  R>

ist (wo irgend einen der drei reellen und positiven Werthe 
bedeutet, die dieser bezüglich cubischen Gleichung für den 
gegebenen Punkt cv]£ genügen), die Lage und Länge der Halb­
axen des diesem Punkte zugehörigen astatischen Central­
ellipsoids durch die Normalen dieser drei Flächen bestimmen.

Um schliesslich auch die Lage und Gestalt des dem 
beliebigen Punkte 0, d. i. dem Punkte (c7]£) für die gegebene 
Lage des Kräftesystems zugehörigen und für alle früheren 
Constructionen massgebenden Trieders OMyMzMz, für dessen 
drei von diesem Punkte ausgehenden Kanten R lR zR.] die Glieder 
der Determinante (9) die orthogonalen Projectionen auf die 
Axen sy]C sind, zu bestimmen, dazu diene folgende Betrachtung:
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Es sei die der gegebenen Lage des Kräftesystems entsprechende 
Richtung der Reductionsresultanten R, die nach Früherem zur 
Axe der dem Hauptcentralellipsoid conjungirten Cylinderfläche 
parallel ist, im entgegengesetzten Sinne genommen zur positiven

£'-Axe und irgend eine Richtung der Halbaxe y /  — dieser
V a {)

Fläche zur positiven Richtung der c-Axe eines neuen ortho­
gonalen Axensystems gewählt, so dass die positive Richtung

/ f
der rj '-A x e , d. i. der Halbaxe dadurch genau bestimmt ist,

dass von der Seite der positiven c'-Axe aus betrachtet die 
kürzeste Drehung, durch welche die positive i'-Axe in die 
positive Richtung der positiven -ff-Axe überführt werden kann, 
als eine positive Drehung erscheint. Dreht man diese conjungirte 
Cylinderfläche und hiemit auch das Kräftesystem irgendwie 
derart, dass durch diese Drehung diese Fläche irgendwie 
(in einer der vier früher betrachteten möglichen Hauptlagen) 
mit dem Hauptcentralellipsoid zur Coincidenz gelangt, so 
gelangen dadurch die früheren positiven Axenrichtungen z'rfZ' 
in die Lagen der Axen cv]£, deren positive Richtungen bisher 
noch unbestimmt gelassen worden sind, und zwar seien die 
nunmehrigen Richtungen der Axen z'rf'Cf zu den positiven 
Richtungen der Axen cYj£ gewählt. In der nunmehrigen Lage 
des Kräftesystems reducirt sich dasselbe auf die im Central­
punkte nach der negativen Richtung der Axe £ angreifende 
Resultante R, während die stets parallel zu den Axen c! bezie­
hungsweise 7]' wirkenden Seitenkräfte derjenigen Kräftepaare, 
deren astatischer, der Längeneinheit gleicher Arm die positive 
Richtung der Axe t, beziehungsweise -q hat, nunmehr längs der 
Axen z, beziehungsweise -q wirken und sich das Gleichgewicht 
halten. Bildet man für diese Hauptlage des Kräftesystems und 
für den Centralpunkt als Reductionspunkt in der durch (35) 
bestimmten Weise die Glieder der Determinante (9), die durch 
rt.mn bezeichnet seien, so ist, da a.x — — 7- =  1 ist und für
die betrachtete Hauptlage auch n!x — ßj, — 7! =  1 ist, zufolge 
(25), wo C — R, a ~ a 0, b — b{) zu setzen ist,

a , , =  I(cAT) =  R a 0, a 22 =  l ( r iY) =  R b0, .(68)
v\’ährend alle anderen Glieder verschwinden, und zwar auch a33,
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j a  c0 — 0 ist. Es sind sonach durch die Qualitätszeichen der 
Summen und E(y]Y) für diese Hauptlage auch die
Qualitätszeichen von a 0 und b0 nunmehr bestimmt.

Für die ursprüngliche Lage des Kräftesystems, die der 
Lage cf'rfC,' der Axen der dem Hauptcentralellipsoid conjungirten 
Cylinderfläche entspricht, ist, da abermals ax $y — y» =: 1 
und a — b — b0, c — cQ — 0 und C — R  zu setzen ist, und 
wenn die der jetzigen Lage des Kräftesystems nach Art der 
Gleichungen (35) entsprechenden, auf dieselben Axen c'/]£ 
bezüglichen Glieder der Determinante (9) durch fl(°) bezeichnet 
werden, zufolge (25)

afJ =  R a 0t!x, a f > = R a „ a'., a ^ — R a a^  ■
af) =  R \  ß i, am =  R b 0 ßj, af,  =  R  ßl (

tfjO): =  a §  =  0 und R x=  - R ' ('x, Ry =  — R f y , R s =  — R'('z )
Wählt man jedoch nicht den Centralpunkt ß, sondern, wie 

dies bisher stets geschehen ist, den beliebigen Punkt O, dessen 
Coordinaten cYjC sind, zum Reductionspunkt und die durch 0  
parallel zu cvjC gelegten und mit diesen gleichgerichteten Axen 
als die Axen eines neuen Systems, so ist — den Gleichungen 
(35), (69), (21) und (23) zufolge — für diese Axen xy z  und für 
dieselbe Lage des Kräftesystems

a n  =  a f }  —  Z R x  —  R [ a 0  a i+ c y i ] ,  a n  =  a l$  —  c R y  =  R [ a a a(,4-cy(,] \ 
a l ; i  = ; —  c R z  —  R [ a 0 c/.~ ->r  cy~] i

an =  a $ — r{Rx =  R[b0fc+riy.v], fl22 =  a $ — -qRy — R[b0$,+-qfy]
«23 =  « S  — 'Ti [*„ % +  Tj yl ] I

«:! 1 =  «ff — QRx =  R-Qix , «32 =  «3? — £Ry =  R . Cyj., I
a 33 =  — CA, ir: R .  ’CYz

ax — dln 4- a\t 4- ci\?t — i?z(a-4-c2) — R-, I
ay =  a \y 4- a\9 4- flg., — R 2(bl+-q2) — R\, j-
az — a31 4- a 32 4- fl2. — R 2Q2 — Rj j

bx — a9.a.u -f-a99a.,„4-a„.1öo.l =  R irqQ — cos (R9R^), I 
by ~  R 2Qi — R :iR { cos (R3Ri), bz -  R*£q =  R tR z cos (A,i?2) 1

Ax ~  R ’+bl'Q2 — R \R \  sin2(RZR,), A v =  R 'a 2C2 =  R \R ] sin2 (i?3A,), \ 
A z =  R*(a*bl +  ?bl +  -q*a$ =  R]R- sin2(AtA2) ' \

A u — R zbQQo!x, A IZ =  R zb0C,.yy , A ls =  R %b£n!z,
A — ci{ | A { ( 4- A|2 A n  4- al3 A l3 — R i . a^b^ C j

.(69)

. ( 70)
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Den ersten neun Gleichungen zufolge kann man — abge­
sehen vom constanten Factor R — das dem willkürlich gewählten 
Reductionspunkte O und der jeweiligen Lage des Kräftes3̂ stems 
entsprechende Trieder OMt M2M3, das sich gleichzeitig mit 
dem Kräftesystem und mit der dem Hauptcentralellipsoid con­
jungirten Cjdinderfläche mitdreht (ohne jedoch, wie dies die 
obigen, von a',a(,a~ßft . unabhängigen Werthe von axay a~ 
bxby bz lehren, seine Gestalt zu ändern), auf folgende einfache 
Art constructiv bestimmen:

Man trage auf der positiven Richtung der Axe £' von O aus 
die Strecke a0 auf (im Falle eines negativen a0 auf der negativen 
Richtung) und füge im Endpunkte parallel zur C;-Axe die Abscisse t 
des Punktes O an, wodurch man zum Punkte m v gelangt, ebenso 
füge man an die in der positiven Richtung der Axe gelegene 
Strecke b0 in der Richtung der Axe £; die Ordinate y], wodurch 
man zum Punkte m 2 gelangt; der dritte Punkt ist in der 
lf-Axe im Abstande £ von O gelegen. Dadurch erhält man das 
Tetraeder Om{in%m 3, dessen Kanten Omv Omz , Om3 man ohne 
Änderung ihrer Richtung mit der unveränderlichen Grösse R  
der Reductionsresultanten zu multipliciren hat, um das gesuchte 
Trieder dessen Kanten OMx,OMv OM3 die Längen
R vR %Ro haben, zu erhalten. Für alle Punkte, die in einer zur 
Centralebene parallelen Ebene gelegen sind, hat C, daher auch

das Tetraedervolumen =  anbX  einen constanten
b b

Werth, für alle Punkte der Centralebene reducirt sich das 
Tetraeder auf ein Dreieck und das Centralellipsoid für diese 
Punkte degenerirt, da die Determinante A =  0 ist, in eine 
Cylinderfläche, deren Axe zur Centralebene normal ist.
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