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Uber die gegenseitigen Beziehungen gewisser

in der Mechanik mit Vortheil anwendbaren

Flachen zweiter Ordnung nebst Anwendungen
auf Probleme der Astatik

Dr. Jos. Finger.

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Mai 1892.:

Die vorliegende Abhandlung, welche zum grossen Theile
den Zweck verfolgt, die von Darboux! gefundenen geo-
metrischen Resultate astatischer Probleme zu ergédnzen und zu
erweitern, soll als Einleitung dienen zu einer Reihe von Unter-
suchungen tiber den Kriftepol eines beliebigen auf ein starres
Punktsystem einwirkenden Kréftesystems, mit welchen Unter-
suchungen sich der Verfasser jahrelang eingehend beschéftigt
hat und die demnéchst zur Publication gelangen sollen. —

Fihrt man vom Anfangspunkte O eines unveranderlichen
und als rechtwinklig vorausgesetzten Axensystems xyz eine
Normale 72 zu irgend einer Berithrungsebene der Mittelpunkts-
flache zweiter Ordnung

ay. x*+ay. y2+a. 22420, ye+2b. cx+2b..xy =, (1)

so bestehen fiir den Fusspunkt <7l dieser Normalen n =
\/E_W+C‘, wofern xyz die Coordinaten des Beriihrungs-
punktes und » den zugehdrigen Radius der Fldche (1) bezeichnen,
folgende Gleichungen:

Mémoire sur l'equilibre astatique et sur l'effet que peuvent produire
des forces de grandeurs et de directions constantes appliquées en des points
déterminés d’un corps solide, quand ce corps change de position dans l'espace
(Mém. de la société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. II
(2me série, 2me cahier).
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Ay.x+by. y+by.2 = c& (E4+n*+0Y)
b..x+a,. y+by.z = c (20240
by x+by. y+a..z = cl (E+nP+0Y)

Lost man diese drei Gleichungen nach xyz auf und

bezeichnet man die den einzelnen Gliedern der symmetrischen
Determinante

la, b. by
! b. a, b, |=A4A (2)
l by by a.

adjungirten Subdeterminanten durch die gleichlautenden grossen
Buchstaben A, B, B, u.s. w., so findet man

A. v = A4+ B+ B, )c (E4+12+0%)
A. ¥y = (Bz€+A_v7)+ BxC)C (€2+'/]2+c2> . (3)
A . z—= (B),£+ B,\"’]'*‘A:,C)C (&:2_‘_.’]2_*_&2)

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit £7¢
und addirt dieselben, so ergibt sich, da die Normale # zur
Beriihrungsebene senkrecht steht, sonach (x—¢&)&+(y—n)q+
+(E—0C =0 oder xi+4 y1n+20 = &40 +L* ist, fiir den geo-
metrischen Ort der Fusspunkte &7{ aller dieser Normalen
folgende Mittelpunktsfldche vierter Ordnung:

A(’gz_}_,qz_'_cz)z —
= (A 4+ A4, P+ A+ 2B, +2B,L{+2B.2) . c. (4

Der Entstehungsweise der Flache (4) zufolge sind die drei
zu einander senkrechten Hauptschnittsebenen der Flache (1)
zugleich auch Symmetrieebenen der Flache (4) und die drei
orthogonalen Hauptaxen derFlache (1) zugleich auch Symmetrie-
axen der Flache (4).

Diejenige Flache nun, die in Bezug auf den Mittelpunkt O
als Pol zur Flache (4) radial reciprok ist, fiir welche also, wenn
xyz nunmehr die Coordinaten des zu &1 reciproken Punktes
und R den mit » gleichgerichteten Radius bedeuten, R.n =1,
daher

£

',C_,': % —n*= 52_{_,,12_,_@

i
y
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ist, hat zufolge (3) die Gleichung

; A
AP+ A+ A*+ 2B, y:+2Byzx+2B.xy = = - )

Da die Coefficienten A,4,. in der Gleichung dieser
Flache () die zu den Coefficienten a.a,... in der Gleichung (1)
adjungirten Subdeterminanten der Determinante (2) sind, so sei
diese Flache () in der Folge als die zur Fldche (1) adjungirte
Flache (Reciprocalfliche inBezugauf denMittelpunkt) bezeichnet.

Dieselbe ist, wie aus (5) hervorgeht, gleichfalls eine Flache
zweiter Ordnung, und zwar ist dieselbe, wie aus ihrer oben
erorterten Entstehungsweise sofort ersichtlich ist, mit der
Fliche (1) coaxial, sie ist ferner eine Fldche derselben
Gattung und ihre Halbaxen sind den Halbaxen der
Flache (1) reciprok.

Umgekehrt ist, wie aus dieser Entwicklung sofort erhellt,
die Flache (1) die zur Fliche (5) adjungirte Flache, was sich
iibrigens mit Zuhilfenahme gewisser Sétze der Determinanten-
theorie auch direct aus der Form der Gleichungen (5) und (1)
nachweisen lasst.

Es ist namlich die aus den Coefficienten A,d,. der
Gleichung (5) gebildete Determinante bekanntlich gleich dem
Quadrate A? der Determinante (2) und die den Coefficienten
4, A,A.B,B,B. adjungirten neuerlichen Unterdeterminanten
sind Aa,, Aa,, Aa., Ab,, Ab,, Ab.. Bildet man sonach in der-
selben Weise, wie aus der Form der Gleichung (1) jene der
Gleichung (5) entsteht, aus der letzteren eine neue Gleichung,
so lautet dieselbe:

daxt+Aay y*+da. 2+24b, y:+24bjex+24b.xy — A*: ?

und ist sonach mit (1) identisch.

Der geometrische Ort der Fusspunkte jener Normalen N,
die vom Mittelpunkte auf die Berlihrungsebenen der Flache (5)
geflihrt werden, ist die zu (1) radial reciproke Fldche

@+ ait+a. P+ 20+ 20,4+ 2b.50 = c (2P LL.(6)

Es bestehen stets fiir die dem Radius » der Fldche (1) ent-
sprechende Normale jenerBeriihrungsebene,deren Beriihrungs-
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punkt der Endpunkt des Radius # ist, d. i. den Radius 7 der
Fldache (4), ferner fur jenen Radius R der adjungirten Flache (5),
welcher mit 72 gleichgerichtet ist, und fiir die diesem Radius R
zugehorige und, wie sich leicht zeigen ldsst, mit # gleich-
gerichtete Normale N dieser Flache (5), d. i. den Radius N der
Flache (6) die einfache Beziehung

Rn—=v.N=1. (7

Sind z#vmw die Ebenencoordinaten, bezogen auf dasselbe
Axensystem, also #xr-+vy-+mwz—1 =0 die Gleichung der
Beriihrungsebene der Flache (1), welche Gleichung auch, da
€ n . .

1‘—1, 3, o die Richtungscosinus der Normalen 7 dieser Ebene

. . : 1 S . . .
sind, mit —x + —y + —2z—n — 0 identisch sein muss, so lehrt
n 1 n

die Identitat der beiden letzten Gleichungen, dass

==

vl

ist.
Es lauten sonach zufolge (3) die Transformations-
gleichungen
Ar = (du+ B.v+ Byw).c |
Ay = (B.n+A.v=+-Bow).c .(8)
Az = (Byu+ Byv+A4.w) ¢

Da nun stets wx-+vy-+mwz =1 ist, so ergibt die Multi-
plication dieser letzten Gleichung mit A nach vorgenommener
Substitution aus (8) als Gleichung der Flache (1) in Ebenen-
coordinaten [also als Tangentialgleichung der Flache (1))

A
A+ AP+ A nw* 4+ 2Boow+2Bwn-+2B.uv = — (1

d. i. eine Gleichung von dhnlicher Form wie die Gleichung der
Flache (5) in Punktcoordinaten.

Auf dieselbe Weise,wie aus (1) die identische Gleichung (1)
abgeleitet wurde, ldsst sich fiir die Flidche (5) die Gleichung in
Ebenencoordinaten aus (5) ableiten in der mit (1) Gibereinstim-
menden Form

, ayt+a vt +a. w4+ 2b v+ 2bwu4-2b.uv =c. ...(58")
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Vor dem Ubergange zu anderen Flichen zweiter Ordnung
empfiehlt es sich, gewisse Beziehungen zwischen den auf das
rechtwinklige Axensystem xyz und dessen Anfangspunkt O
bezogenen Coordinaten der Eckpunkte eines Triéders OM, M, M,
und seines Polartriéders zu deduciren.

Wenn die beliebig im Raume gelegenen Eckpunkte M, M, M,
eine derartige relative Lage haben, so dass von jener Seite der
Ebene OM,M,, auf welcher M, gelegen ist, die kiirzeste
Drehung von OM, nach OM, als eine positive erscheint, also
der Sinn dieser Drehung ibereinstimmt mit jenem der — von
einem Punkte der positiven z-Axe aus betrachteten — kiirzesten
Drehung von der positiven x- nach der positiven j-Axe, so ist
die aus den Coordinaten (@,,@,,a,3), (@@, @y3), (Ag(A59aAg5)
dieser drei Punkte M,, M,, M, gebildete Determinante

Ay dyp Ay
A=|a, a, a, (9)

a a

31 32 Ay

nothwendigerweise positiv, und zwar bestimml dieselbe das
sechsfache Volum V" des Tetraéders OM, M, M,, dessen Seiten-
kanten OM, = R,, OM, = R,, OM, = R, sind. Entspricht da-
gegen die relative Lage der Punkte M, M, M, nicht der obigen
Bedingung, so ist die Determinante A negativ und das Tetra-

. 1 .
édervolum durch: — @A bestimmt.

Sind nun N,.N,.\, die von M, M, M, aul die Gegenflichen
des Trigders gefallten Hohen und (a,b,c), (a,0,¢,), (aghyc,) die
Richtungscosinus dieser von diesen Gegenflichen nach den
Eckpunkten 2, M, M, gerichteten Lothe N|.N, V,, so ist, wofern
die zu (9) adjungirten Subdeterminanten durch die entsprechen-
den grossen Buchstaben bezeichnet werden,

a, b ¢ ___;____i
Ay T A, Ay RRysin(RyRy) A
S N N
4, 1y — A,, — RyR, sin (R,R)) A ’
a by e 1 N
4, T A, T A, RR,sn(RR) A
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Fiihrt man nun von O die mit N\ N, N, gleichgerichteten Kanten
—_ 1 o 1
Om, =r, =- -, OM; — vy — —
=" =y, N, T TN
man ein Polartriéder Om,m,m,, das als ein dem urspriing-
lichen Triéder adjungirtes Triéder bezeichnet sei. Die
Coordinaten der Eckpunkte e, m,m, sind zufolge (10)

(A A ﬁ@) (A_ A _xha) (A_ Ay :L)
VA AT A ’

O1442 =7, = so erhalt

A’ A A A’ A7 A
Sonach ist die aus diesen Coordinaten gebildete Determi-
nante, d. i. das 6fache Volum v des adjungirten Tetraéders

1
Om m,m, dem reciproken Werthe X der Determinante (9)

gleich oder demselben entgegengesetzt gleich, je nachdem A
positiv oder negativ ist. Die von mm,m, auf die Gegenflachen
des Tetraéders v gefithrten Hohen 11,7, sind mit R R, R,
gleichgerichtet, und zwar besteht, da die Subdeterminanten der
aus den Coordinaten von m m,n, gebildeten Determinante die
A’A‘?l — %L', A'AC:” = LlA‘-Z— u. s. w. haben, fiir die Rich-
tungscosinus (4,B,C,) der gegen m, gerichteten Normalen 1,
eine der ersten Gleichung in (10) analoge Relation, in welcher
nur die letztgenannten Subdeterminanten statt 4, 4,4, ein-
zusetzen sind und im letzten Gliede der Gleichung (10) .V

Werthe

1 .
durch »#;, und A durch — zu ersetzen ist, so dass

A
A4, _ B, _ G _

— = - = —unu
Ay Gy Gy

wird, woraus sofort erhellt, nicht nur, dass 1, mit R, gleich-

. . 1
gerichtet ist, sondern auch, dass 7, = —- und analog 1, = =,
] R, R,
n, — — ist.
3 R’;

Das aus v in gleicher Weise, wie v aus V entstanden ist,
gebildete polare Tetraéder ist offenbar das urspriingliche.

Jenes Ellipsoid nun, dessen Mittelpunkt O und dessen
conjugirte Halbmesser mit den Hohen N, N, N, des urspriing-
lichen Tetraéders V, also auch mit den Kanten 77,7, des
adjungirten Tetragders v gleichgerichtet und den letzteren pro-
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portional sind, hat in Bezug auf die mit diesen Kanten gleich-
gerichteten schiefwinkligen Axen XYZ die Gleichung

‘—(?+—,2»+——.,;:Cz, (1D
) Vs "3

wo C irgend einen als positiv angenommenen constanten Pro-
portionalitdtsfactor bedeutet.
Nun ist aber

¥ = a|X+£12Y+(l:;Z
¥y = b|X+b2Y+b:¥Z N
c= X+, Y+, 7

Setzt man in diese Gleichungen die Werthe aus (10) ein
und bestimmt dann aus denselben XYZ, so findet man

. X
NX = L= andta,y+age

!

. Y
N,Y= T At Ay Y+ ay

2

Z
N, Z = s — ay¥+ag, y+agz

Demnach nimmt die Gleichung (11) des Ellipsoids die
Form an

(@ ¥4+ Y +a,37) (@ X+ Gy ¥+ agy2)* +
+ (g ¥+ ag y+amz)? = C*? (12)

Um dieses Ellipsoid mit der Fldche (1) zu identificiren,
setzen wir ¢ = C?* und

— 2 2 2 _
Qy = ay +ayHay by = 0,03+ 00y, + g0y,
J— 2 2 2 I .
Ay = Ayt Ap+ag, by = 430, + 0,30, +aga (13)
2 2 2 _
a. = ay+ag+ay b= a,a,+a,a,,+aa;, )
Demgemiss besteht zwischen der durch (2) bestimmten

Determinante 4 und der Determinante A, die durch (9) bestimmt
ist, die Beziehung 4 — A2
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Ferner ergeben sich fiir die frither betrachteten Sub-
determinanten A,A4,.. den Gleichungen (13) entsprechend
folgende Werthe

-

Ay = aya.—b; = A} + Ay + A% \
Ay = a.a,—b; = A%+ A%+ A%,
A = awa—0 = A+ A+ A
By = bbby, = Ayl gt Agy Ay + Ay Ay
By = b.by—byay = Ay A+ Ay d,) + Ay
B, = byby—b.a, = Ay A+ Ay Ay Ay 4y,

S .(14)

Sind a®?c? die reciproken Quadrate der Halbaxen des
Ellipsoids (12), so ist bekanntlich

Cta* + b + %] = ay+ay+a, = a} +aj +aj +
+at,+al,+al,+ak,+al,+al, /
C b2+ tat+a%?) = A+ A+ A, = A + A+ A2+ - (19)
+A?2~}—A§2+A§2+A‘f;;—{-‘4§3+A33
CGGZbECZ — A — AZ'

Substituirt man, um die Gleichung des dem Ellipsoid (12)
adjungirten Ellipsoids zu erhalten, die Werthe (14) in die
Gleichung (5), und setzt entsprechend ¢ = C? so erhilt die
Gleichung dieses der Flache (12) coaxialen und ihr adjungirten
Ellipsoids, dessen Halbaxen \/c?, \/I? und \/c—2 sind, die der
Gleichung (12) analoge Form

(Ay v A v+ A3 9%+ (dy x4y v+ Ayy2)* +-
2

A
+(A311'+A325’+A335)2:‘C‘2 .(16)

Die Kanten R R, R, des urspriinglichen Triéders V' sind
mit drei conjugirten Radien des letzteren Ellipsoids (16) gleich-
gerichtet und diesen proportional, da, wenn man diese Kanten
R R,R, zu den Axen XYZ eines Axensystems wihlt, die
Transformationsgleichungen bestehen
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T A9y Lyt
xr = R1X+ R2Y+R3 Z

_ 9 “Y) oy £y)
v= Rl X+ Rzl R3Z

a a a
c=B X By T87

R, R, R3
woraus folgt, dass
X
Ao =4 v+A,y+4,;:
Rl
Y
A = = A, v+ 4, y+4,,x
2
Z
A=Ay v+ Ay y+ Ay, 2
R,

ist, wonach flir das Ellipsoid (16) auch die Gleichung besteht:

X oyr o zr |
FtE RO (17)

Demgemadss sind, wenn C = 1 ist, die durch die Endpunkte
M, M,M, der Kanten R R, R; des Triéders V parallel zu den
Gegenflichen desselben gelegten Ebenen, deren Abstdnde von
0 den Hohen N, N, N, gleich sind, Beriihrungsebenen des Elli-
psoids (16), wie auch dann die durch die Eckpunkte e 2, m,
des Triéders v parallel zu dessen Gegenfldchen gelegte Ebenen,
deren Abstdnde von O n,#1,n, sind, das coaxiale Ellipsoid (12)
beriihren. Setzt man demgemédss das urspriingliche Triéder
OM, M, M, mit den Kanten O/, = R, OM, = R,, OM; = R,
und den Kantenwinkeln (R,Ry), (R3R)), (R R,) als ein unveran-
derliches (starres) voraus, so ist auch die IForm und Grosse der
coaxialen Ellipsoide (16) und (12) eine unverédnderliche, nur ist
die Lage derselben von der Lage dieses Triéders abhidngig,
indem die relative Lage dieser Ellipsoide zu jener des
Triéders stets dieselbe bleibt.

Die dem Ellipsoid (16), beziehungsweise (12) entsprechende
radial reciproke Fldche hat, wie sich durch Substitution der
Werthe (14), beziehungsweise (13) in (4), beziehungsweise (6)
ergibt, die Gleichung
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(A S+ A+ A, 00+ (Ay s+ A+ 4530+
. mp A Lons
+(Ag S+ A+ Ay P = 1o G+
beziehungsweise
(@) &4 a,0+a,30%+ (ay 3+ ayy 1+ dy, 0P+ (A E - ay, 1+ ay,0)* =
Die Gleichung des Ellipsoids (12), beziehungsweise (106)
in Ebenencoordinaten #vm ergibt sich durch dieselben Sub-
stitutionen in die Gleichung (1/), beziehungsweise (5') und
es lautet demgemiss die Tangentialgleichung der Fliache (12),
beziehungsiweise (16)

(A Ao+ A, w2+ (A, u+ Ao+ A, ,w)2+
2

+ (Ay 10+ Ayyv+ Aygw)? = %, ,

beziehungsweise

. , 2 2
(a4 a,v+a W)+ (a, 1+ dyy v+ ayw)* +

+ (g1t 4 ag v+ ayw)t = C*

=

Es seien a}a,4% die Richtungscosinus irgend einer Richtung £

1 L )
der Halbaxe \/212 des Ellipsoids (12) [also auch jene der Halb-

axe \/a_2 des Ellipsoids (16)], so dass fiir einen der in dieser
Halbaxe gelegenen Scheitel v = %a{\,, gy = ‘1701_(,, = %Ufs ist,
Da die Summe der durch C* dividirten Quadrate der ein-
geklammerten Ausdriicke in (12) der Einheit gleich ist, so
kann man diese durch C dividirten Ausdriicke nach Einsetzung
der letzten Werthe einzeln genommen den Richtungscosinus
a0 einer bestimmten Richtung £ gleichsetzen. Es ist sonach

Oy . oy

'/“T*“ v T - ! T —=
A Oyt Oyt a0 Gy Ot Gyy Otays 0
Oz 1
- (18)

T Y | A
Ag Oyt dgy Wyt ayyo;  Ca

)

Da ferner die Richtung & der Halbaxe \/c% des Ellipsoids

(12) die Richtung der Normale im oberwiahnten Scheitelpunkte
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haben muss, also die Richtungscosinus 7.,’\,7._(,7.’: den nach xyz
genommenen partiellen Differentialquotienten des linken Theiles
der Gleichung (12) proportional sein miissen, so ergibt sich bei
Beachtung der Werthe (18) von o, 4,2, die Relation

ol o,
Ay Oy Tyt Qg 0z OOy, iy, 9
!
D 1
T atagntagr - Ca 19
13%n T gy Ty 7y a

Dic zuletzt angedeutete Gleichheit der drei ersten Verhalt-
L1 o .
nisse mit Ca ergibt sich, wenn man Vorder- und Nachglied der
a
drei ersten Verhiltnisse einzeln mit ofo} 2. multiplicirt und das
diesen Verhiltnissen gleiche Verhiltniss der Summe der Vorder-

zur Summe der Nachglieder mit Riicksichtnahme auf (18) bildet.
s
. 1 . .
Da, wie fur die Halbaxe \// oy auch dhnliche Gleichungen

'

aus gleichen Griinden auch fiirdie beiden anderen Halbaxen \ 7
— 0

und \/—2 des Ellipsoids (12) giltig sein miissen, so erhilt man
¢

den Gleichungen (18) und (19) analoge Gleichungen, wenn man
a durch b, beziehungsweise ¢ und gleichzeitig alle « und 2’
entsprechend durch f und #/, beziehungsweise 7 und ¢’ ersetzt,
wofern (3, 048L), beziehungsweise (747}7:) die Richtungscosinus
der Richtungen 1/, beziehungsweise ¢’ der zwei anderen Halb-
axen und (8,8.p:), beziehungsweise (.7,7:) die in analoger
Weise wie in (18) zu bestimmenden Richtungscosinus zweier
neuer Richtungen 7, beziehungsweise { bedeuten.

Die drei orthogonalen Richtungen (afaa), (B:813%) und
(revht) seien derart gewdhlt, dass die aus diesen neun Richtungs-
cosinus gebildete Determinante gleich 1, also das aus diesen
Richtungen gebildete Axensystem mit dem urspriinglichen
Coordinatenaxensystem xyz congruent ist.

Da nun die Gleichungen (18) und (19) sich nur dadurch
unterscheiden, dass (a,0,0.) durch (a5 22) und umgekehrt ersetzt
und die zwei Indices der einzelnen Glieder der Determinante (9)
permutirt sind und da die Gleichung (19) das nothwendige und
hinreichende Kennzeichen dafiir ist, dass ¢’ die Richtung einer

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl.; Cl. 3d., Abth. 1. a.
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Halbaxe des Ellipsoids (12) ist, so folgt in nothwendiger Weise
; . . 1 .

aus (18), dass auch < die Richtung einer Halbaxe \/a_2 und in

analoger Weise (§, 8, ), beziehungsweise (7,7, 7-) die Richtungs-
cosinus der Richtungen 7 und . der beiden andern Halbaxen

i

1 1 o _ .
\/ W und \/? jenes Ellipsoids sind, dessen Gleichung sich

aus (12) durch Permutation der Indices ergibt, ndmlich

(@ XAy 3+ dy 2) P4 (A, Y4 dyy 3 gy 2)* -
(¥ +ayy y+ayz)t = C* -(20)

Es sei dieses Ellipsoid als das dem Ellipsoid (12) con-
jungirte Ellipsoid bezeichnet. Die Halbaxen desselben sind
jenen des Ellipsoids (12) an Grosse gleich, also die conjungirten
Ellipsoide sind, wenn auch im Allgemeinen anders gelagert, so
doch einander congruent, wie sich auch schon daraus ergibt,
dass fiir das Ellipsoid (20), wenn man dasselbe auf die Form (1)
bringt, ¢ = C* und

2 2 2 — 7
Uy = ay + Ay dyy D == Ay dy Ay, dygy Fdygdyg |

o, 2 2 _ ] .
dy = @y = dyy +ay, by = aga +dg,dy+dgdg \ (21)
A =g agay b= agay g, dy, g dy,

ist, und sich demnach fur a,+a,+a A,+4,+4. und A4,
daher auch fir a? % ¢* die mit (13) gleichlautenden Gleichun-
gen ergeben.

Aus den Gleichungen (18) und den diesen analogen, auf
b und ¢ sich beziehenden Gleichungen ersieht man sofort, dass

4 [ ! !
P Py Py Gy dyp dyg } | e i 1 A
19, B &.1= o oulowl —
Py Pr Pr /= Uy dyy dyy Sr o o -C.{V, =
’ ’ - fabe — Ciabe
A I it B
e z 31 fae Ay O (0 .

ist, wo das Quadrat des letzten Productes zufolge (13) gleich 1
ist. Soll also auch die ersterwidhnte Determinante den Werth
+ 1 haben, so miissen die bisher unbestimmt gelassenen
Qualitdtszeichen von a, b, ¢ so gewdhlt werden, dass das
Product abc mit A gleichbezeichnet, also



Flichien zweiter Ordnung. 1117
A M )
abc = c? ist. . (22)

Es ist zu bemerken, dass die Lage des dem Ellipsoid (12)
congruenten Ellipsoides (20) von der Lage des als starr
vorausgesetzten Triéders OM, M, M, unabhingig ist;
es haben ndmlich, da (@, a,,d;), (d,,d5,ay3), (A5,a5,a5,) die
Coordinaten der Endpunkte der Kanten 67!7, =R, OTJz =R,
OM, = R, sind, die Coefficienten in der auf die Form

acx*+a,yt+a. 2t +2b, yz+2bzy+2b.xy = C*?

gebrachten Gleichung des Ellipsoids (20) — den Gleichungen (21)
zufolge — folgende bloss von der Gestalt dieses Tetraéders

abhdngige Werthe

a, =R}, a, = R}, a. = R} :
by = R, R, cos (R, R,), b, = R R, cos (RyR)), )

b. = R/R, cos (R|R,) .(23)
Ay = aya.—b; = R; R} sin* (R, R,), \

A, = R:R?sin* (R, R)), A- = RiR;sin* (R|R,)

sonach ist auch, wenn man die drei im Punkte O zusammen-
stossenden Grenzflichen jenes Parallepipeds, dessen Kanten
R,R, R, sind, und dessen Volum A = =61 ist, durch F| F, F,
bezeichnet, zufolge (13)

C*(a*+b*+c*) = R+ R+ K3,
CHb*?+caP+-a®h?) = Fi+ Fy+ F3,
C?.abc = A.

Wie sich mit Zugrundelegung der Beziehungen (23) aus
den Kantenldngen R R,R, und den Kantenwinkeln (R,R,),
(B3 R)), (R R,) das Ellipsoid (20) construiren lidsst, kann als
bekannt vorausgesetzt werden.

Fir die unverdnderliche relative l.age der Kanten R R, R,
des Trieders OM, M, M, gegen die Axen&" /¢’ des Ellipsoids (12),
beziehungsweise (16) ergeben sich unmittelbar aus (18) und den
analogen Gleichungen folgende Relationen:
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cos (¢R;) _ cos (‘q’R,) cos ({R,) _ C
ady o b, Cx Rl
cos (¢’R,) _ cos ('q’RZ) cos(@R,) _C' (24)
as,  bpy ¢ty R, ’
cos (¢'R,) _ cos ('r,’R3) cos ((Ry) _ C S
ao,  bB. ¢t Ry

Auch die urspriinglichen Coordinaten a,, .a,, der Eck-
punkte M, M, M, des Triéders OM,M,M;, also die Glieder der
Determinante (9), die den Ausgangspunkt der ganzen Unter-
suchung bildete, lassen sich durch die Grossen und Richtungs-
cosinus der Halbaxen der beiden conjungirten Ellipsoide (12)
und (20) mittels folgender aus (18) und (19) und den analogen
Gleichungen leicht deducirbaren Beziehungen ausdriicken:

a,, = C.lan 2403 Br+cr7t]

a,, = C.[aa,o) +b3,8 +cre1h]

a3 = C.[an ol +DBBL+cyert]

ay, = C.(aoyal +b 3B+l

gy = C. (oo +b3 B 41y 71) -(29)
ayy = C.(aoyol +0BBL+crl)

ag, = C.(ao o0 3.LL +cr:1h)

ag, = C. (a2 00+ b 3B} +cr:711)

Ayy = C. (@2, 0L +bB.BL + 7 710)

Es mdge schliesslich jene mit dem Ellipsoid (20) coaxiale
Fliche zweiter Ordnung in Betracht gezogen werden, deren
Halbaxen den Quadratwurzeln der Halbaxen des Ellipsoids (20)
gleich sind, also jene Flidche, deren auf die Hauptaxen <7 ¢
bezogene Gleichung

A bt et = £l =k - (26)

ist, und diese Fliche moge kiirzehalber die dem zugehdrigen
Ellipsoid (20) subjungirte Flachebenannt sein. Ihre Gleichung
in Bezug auf das urspriingliche Axensystem xyz hat, wenn die
Determinante (9) symmetrisch, also a,, = a,,, @,3 = dy,, ay = a,,
ist, die Form

Ay ¥+ at, i gy Bt 2ay, ye+2ay v 2a,, vy = kG, (27)
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wo # = =1 ist, wie aus nachfolgender Betrachtung her-
vorgeht:

Da a,, = a,,, dy3 = a3, Und ay, = a,; ist, so sind die
Ellipsoide (12) und (20) identisch, sonach die Richtung (s 2554

der Halbaxe \/ lq des Ellipsoids (12) mit der Richtung (2..9,2;)
/ a~

der Halbaxe \ 412 des Ellipsoids (20) tbereinstimmend oder
a

ihr entgegengesetzt, daher
oh dh ol

e — - — _= )
== ==l .(28)

i

Beachtet man dies, so driickt die Relation (18) oder (19)

. l . .
abgesehen vom letzten Gliede -5~ bekanntlich das nothwendige

Ca
und hinreichende Kennzeichen aus, dass (2,2,%;), beziehungs-
weise (o, a2%) die Richtung einer Axe der Fldche (27) ist.
Ferner ist, wenn 4 die Lange dieser Halbaxe bedeutet, wie
unmittelbar aus (28), (19) und (27) hervorgeht,

= +v +ol = |+ oa] =
= = (@040t a0+ 2a,0,.0.+2a,a.a.+

Ca
) Y
+2apaca) = i—A?Ca A

1 . .
also 4% — und ebenso bestehen flir die beiden anderen
a

Halbaxen B und C der Flache (27) die Gleichungen
2 1 2
Bt = und C* =
b

Mit Hilfe der subjungirten Flidche (26) lasst sich nun leicht
die fiir manche Untersuchungen der Astatik und der Elasticitits-
theorie wichtige Lage jener Strecke p bestimmen, deren Pro-
jectionen ¢,p,p. auf die Coordinatenaxen durch die Gleichungen

P = Aty py-ay 0
Pr = APt Qoo+ dypls .(29)

P = ety + Agap:
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bestimmt ist, wo p,p,p. die Richtungscosinus einer gegebenen
Richtung » in Bezug auf die Axen xyz bedeuten.

Zunéchst sind ndmlich die Richtungscosinus p: s, p: dieser
Richtung in Bezug auf die Hauptaxen &n{ der Fliche (20)
oder (20) bestimmbar aus

= Dyt Oy 0y |
—n 20y
= Bt (30,

TPt et 1500

l l

und wenn r den in dieser Richtung (p: o, 22) gelegenen Radius der
subjungirten Fliche (26) und wenn ferner (3:3, 4:) die Richtungs-
cosinus des vom Mittelpunkte dieser Fldache aus auf die dem
Endpunkte dieses Radius - zugehorige Berlihrungsebene dieser
Fldche geflihrten I.othes d bedeuten, so ist zufolge der Gleichung
der Flache (26)

= kap:1r* cos (rd)
% = kbp,r? cos (rd)

= kcp-r* cos (rd)

wo 0<(1d) < % und % entweder +1 oder —1 ist, je nachdem

apt+bpi+co? positiv oder negativ ist, d. h. der reelle Radius r
derFldche ad*+ b +4-c2* =1oder der Fliche ad? 42 4+ c* = —1
angehort.

Dreht man nun das Ellipsoid (20) in seine conjungirte Lage,
welcher die Gleichung (12) entspricht, so dass dadurch auch
die Hauptaxen &7 des ersteren Ellipsoids und der subjungirten
Flache (26) durch diese Drehung in die Hauptaxen &/ des
Ellipsoids (12) tiberfiihrt werden, so erhélt durch diese Drehung
die frithere Normale 4 eine solche Lage 4'; welche gegen die
Axen &7/ ebenso geneigt ist, wie d gegen £7Z, so dass 3L =3,

Uy ==y, 04 =23:, also die Richtungscosinus ?)’ 3101 von d' gegen
xyz gegeben smd durch 8} = 3:. o438, . fL~+3-. 4% u. s. w. Sub-

stituirt man fir 3:9,6: die frither erhaltenen Werthe, so findet
man bei Berlicksichtigung der Gleichungen (30) und (18)
oder (19)
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r? ,
=%k 7 o8 (rd) ) patdyy oot ay o: /
7,‘2 i o
=k 7+ Cos (rd)[a,potay,pag, p:| ... (31)
2
1 o ;
— ¢ ©08 (rd) @yt agypotayp.]

Aus (29) und (31) ersieht man, dass die Strecke 4.p
die Richtung der Normalen 4’ hat und dass ferner
C
r* cos (rd)

p = .(32)

ist. Es bedarf nicht erst hervorgehoben zu werden, dass zwar
nicht die Richtung, jedoch die Grosse von p auch zufolge (29)
und (20) durch die Ldnge

P C 2 .
== r* cos (rd) .(33)

desjenigen Radius  des Ellipsoids (20) bestimmt ist, der die
Richtung (p.p.p-) hat.

Die oberwahnte Drehung, durch welche das Ellipsoid (20)
in die l.age des ihm conjungirten Ellipsoids (12) Giberfiihrt und
mit demselben zur Deckung gebracht wird, muss, wofern diese
Drehung von der Amplitude 6 im positiven Sinne auf kiirzestem
Wege, so dass also 0<<fi << ist, erfolgen soll, um eine Rotations-
axe stattfinden, deren Richtungscosinus ®,®,® sind, wo

714

cos b = | [1— (w04 ap o+ 2ot b B B+ By B+ B et +

@,

v N T T - AT SV e |
T D= D= Py o3 Py 0z =y

. ([)\, o

— i T - ’—l——'——
g —a ol B8 — BB At
7 S SR i b Pl I} Rl

D, 1

2 sin b

’ ! P A A A
A R T e e o o (e T

Es sei schliesslich nur noch bemerkt, dass, wie dies
unmittelbar aus der Gleichung des Ellipsoids (20) und aus den
Werthen (31) und (33) ersichtlich ist, fiir die Richtungscosinus

174

=T

/

Z

)]
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veYyv; der nach der dusseren Seite der Fliche (20) gerichteten
Normalen v im Endpunkte des Radius ¢ dieser Fldche die den
Gleichungen (29) analogen Relationen bestehen:

rC N
_C__,. V= a“o"l,—f—algg".-{—al‘} 3l
o cos (p) ot /
kC o 5 5
Yy =y Bl By VB (3
¢ cos o) : &
kC .

v, = ay B ay, O 4 ay,
v cos (pv) e ’

Bei der Anwendung dieser Untersuchungen auf astatische
Probleme haben die massgebenden Glieder der urspriinglichen
Determinante (9), die den Ausgangspunkt dieser Untersuchungen
bildete, folgende Bedeutung:

a,, = X(2X), a,, = E(xY), a,, = X(x2)
a, = 5(yX), a,, = L(»Y), ay;, = E(1%) .(39)

dy = X(2X), ay, = 5(2Y), a5 = X(22)

wo XYZ die zu den Coordinatenaxen parallelen Componenten
der im Punkte (xyz) angreifenden Kraft P eines beliebigen, auf
ein unveranderliches Punktsystem einwirkenden Kraftesystems
bezeichnen.

Durch R.R,R. seien die entsprechenden Componenten
der Reductionsresultanten R dieses Kriftesystems bezeichnet,
so dass

R, =XX, R, =XY, R. =XZ .(36)
ist.

Reducirt man das Kriftesystem auf diese im Anfangs-
punkte O des Coordinatensystems angreifende Resultante R
und drei Kréaftepaare, deren astatische Arme die Ldnge 1 haben
und mit den Coordinatenaxen xyz gleichgerichtet sind, so
ist die im Endpunkte eines dieser drei Arme einwirkende
Seitenkraft des entsprechenden Kriftepaares bekanntlich durch
die entsprechende geometrische Summe |a,,]-+[a,]+ [a,],
[ay 14[ag, | +1ay,], [ay, |+ [ag,]+[a,,] bestimmt.
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Sind in Ubereinstimmung mit (9) und (10) durch R,, R,, R,
Jiese drei Seitenkréfte, deren astatischer Arm die Richtung der -,
peziehungsweise y-, beziehungsweise z-Axe hat, bezeichnet, so
pesteht zwischen den durch die Gleichungen (21) bestimmten
Grossen und diesen durch die Kanten R R, R, des friher
betrachteten Triéders OM M, M, dargestellten Kriften die
Beziehungen (23).

Werden nun die Richtungen simmtlicher Krafte des Kréfte-
systems ohne Anderung ihrer Angriffspunkte xyz und ihrer
Intensitiaten in demselben Sinne um denselben Winkel gedreht,
so dndern sich wohl die einzelnen Glieder der Determinante (9),
jedoch behalten die Krifte R R, Ry und R ihre Grésse bei, und
es andert sich auch die gegenseitige Lage der Richtungen der-
selben nicht, so dass den Gleichungen (21) und (23) zufolge
auch das Ellipsoid (20), in dessen Gleichung die Constante C die
unverdnderliche Grosse der Reductionsresultanten R bedeuten
moge, d. i. das Ellipsoid

(@, x+dy, y+dy2) 4 (a, ¥+ dyy y--ay, =)+
(A ¥y Y dyen)? = axt4a, a2+
+2b, yr4+2bzx+2b.xy = RY, .(38)

keine Anderung erfihrt. Es ist dies das von der Lage des
Kriftesystems unabhéangige und von Darboux eingeflihrte
»astatische Centralellipsoid«! des Reductionspunktes O.
Mit den Krafterichtungen dreht sich in dem betrachteten Falle
im selben Sinne und um dieselbe Drehaxe nicht nur die
Reductionsresultante R, sondern auch das unverdnderliche
Trieder Oﬂ/[leMa, so dass durch dessen jeweilige Lage auch
die entsprechende Lage des Kriftesystems genau bestimmt
ist. Sollte umgekehrt der Korper, auf welchen die Krifte ein-
wirken, seine Lage stetig dndern, die Krifte dagegen ihre
Grossen und Richtungen beibehalten, so hat man nur, um
diesen Fall auf den fritheren zuriickzufiihren, das bisher als
ruhend vorausgesetzte Axensystem xyz mit dem beweglichen
Korper in unverinderlicher Verbindung anzunehmen.

Wenn auch Darboux in der Gleichung des Centralellipsoids C =1
annimmt, so empfiehlt es sich aus Griunden, die spiterhin ersichtlich werden,
C= R zu setzen.
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Waihlt man bei der astatischen Reduction derselben Krifte
auf die Reductionsresultante R und auf drei Kréftepaare mit
zueinander senkrechten astatischen Armen von der Lidnge 1
diese Arme nicht in den Axen xyz, sondern parallel zu drei
beliebigen anderen senkrechten Axen /mn, die sich in dem-
selben Reductionspunkte O schneiden und deren Richtungs-
cosinus (Mo Avhs), (afhyhs), (Va¥v:) sind, so haben bekanntlich !
die in den Endpunkten dieser Arme wirkenden Seitenkréifte
P, P, P, der drei Kraftepaare folgende zu xyz parallele Com-
ponenten [z, 16, 2,51, |1y, g 1oy, (g2, 15,1 Es sind die Com-
ponenten von P,

1, = @y Ay hutag h: |
Uy = Gy Moty hy-t-agy hs .(39)

Iy = Qghet gy hy gy ks

Die Componenten u,,1u,,1,, der Kraft P,, ergeben sich,
wenn in (39) tberall p. statt A und jene der Kraft P,, wenn v
statt A gesetzt wird.

Die Gréssen dieser drei Krifte P, P, P, sind bekanntlich,
wie dies sofort aus (38) und (39) ersichtlich ist, durch die in
den Richtungen /mn gelegenen Radien g;p,,0, des Darboux-
schen Centralellipsoids (38) bestimmt, und zwar ist

R = PIPI = Pm."m:PuPn,

so dass das Ellipsoid (38) diesbezliglich in der Astatik dieselbe
Rolle tibernimmt, wie das Tragheitsellipsoid in der Lehre von
den Tragheitsmomenten. Schwieriger ist es, auf constructivem
Wege die Richtungen dieser Krifte P, P, P, festzustellen,
welchem Zwecke die folgende Betrachtung dienen soll.
Zunéchst sei hervorgehoben, dass diese Krifte gleich-
gerichtet und proportional sind dreien einander conjugirten
Durchmessern des Ellipsoids (16), welches dem zum Central-
ellipsoid (38) conjungirten Ellipsoid (12) (wofern, was im
Folgenden stets vorausgesetzt werden soll, {iberall C = R
angenommen wird) adjungirt ist. Es ist ndmlich die aus

1 Siehe etwa Dr. Wilhelm Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte,
Aufl,, II. Bd., S. 2435 u. f.
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1y Uy - -1y, gebildete Determinante der Determinante A in (9)
gleich, da sie den Werthen (39) zufolge das Product aus dieser
letzteren und der aus den Richtungscosinus .. .v, gebildeten
Determinante, die den Werth 1 hat, gleichkommt. Ferner sind
die den Gliedern 1,y adjungirten Subdeterminanten
U,,...Uyy, wie leicht zu zeigen ist, durch Gleichungen bestimmt,
die sich von den Gleichungen (39) nur dadurch unterscheiden,
dass Uberall U statt # und statt @, .a,, die adjungirten Sub-
determinanten 4,,...4,, einzusetzen sind. Demgemaéss ist fiir
einen beliebigen Punkt (xyz)

(U x4+ Uy y+ U 2)* + Uy v+ Uyy y+ Upg2)* +
+(Uyx+Up y+Up2)® = (A v+4,, y+4,;2) +
+ (A v+ Ay v+ Ayy2)*+ (Ag x4+ Ay y+Ay39)%

Nun zeigt dieselbe Betrachtung, die bei der Ableitung der
Gleichung (17) angestelit wurde, wenn man tberall a, 4, R, R, R,
durch u, U, P/P, P, ersetzt, dass die drei eingeklammerten
Summen der linken Seite der letzten Gleichung einzeln ge-
nommen die Bedeutung A-%; A‘g‘; 8z besitzen, wofern die

I m [
Coordinaten XYZ sich auf ein im Allgemeinen schiefwinkliges
Axensystem, dessen Axen die Richtungen der Krafte P, P,, P,
haben, beziehen. Demgeméss nimmt die Gleichung des Ellip-
soids (16) nunmehr die Form
X* Y*r Zz*

P[zr -+ PT?, - Pg = ]zl)—z (LLO)
an, wodurch die obige Behauptung nachgewiesen erscheint.

Dadurch ist auch nachgewiesen, dass das Ellipsoid (16) fiir
eine gegebene Lage des Korpers und des urspriinglichen Kréfte-
systems von der Wahl des urspriinglich angenommenen Axen-
systems, fiir welches in diesem besonderen Falle P, = R,
P, = R,, P, = R, wird, vollkommen unabhéngig ist. Dieselbe
Unabhédngigkeit besteht demnach auch fir das dem Ellipsoid (16)
coaxiale und diesem adjungirte Ellipsoid (12). Fiir das Central-
ellipsoid (38) ergibt sich diese Unabhéangigkeit schon aus dem
obangefiihrten Umstande, dass R = Pjp, = P,,p,, = P,p, ist.
Die Richtungen der drei in Betrachtung gezogenen Seitenkrifte
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P,P,, und P, kann man, wie aus der Ubereinstimmung der Form
der Gleichungen (39) und (31) hervorgeht, derart bestimmen,
dass man in den Endpunkten LMN derjenigen Radien 77,7, der
dem Centralellipsoid (20) subjungirten Fldche (26), beziehungs-
weise (27), welche mit den Axen /mn gleichgerichtet sind, an
diese Fldache Beriihrungsebenen legt, vom Reductionspunkte O
die Lothe d;d,,d, zu diesen Ebenen fiihrt und hierauf das
Centralellipsoid (38) in seine conjungirte Lage (12) dreht,
wodurch dann die Lothe d,d,,d, in die den Kriften P, P,, P,
gleich — beziehungsweise (wenn 2 ——1 ist) entgegengesetzt —
gerichteten lagen djd), d) gelangen.

Dass es unter allen astatisch dquivalenten Reductionen fiir
eine gegebene Lage des Korpers und des Kriftesystems und
fiir einen gegebenen Reductionspunkt O nur eine gibt, bei
welcher die Seitenkrifte P, P, P, zueinander senkrecht gerichtet
sind, ergibt sich schon daraus, dass nach (40) diese Krafte mit
drei conjugirten Diametern des Ellipsoids (16) gleichgerichtet
sind, welch’ letztere nur dann zueinander senkrecht sind, wenn
sie mit den Axen dieser Fldche {ibereinstimmen. Da nun diese
Flache coaxial ist mit der ihr adjungirten Fliache (12), die hin-
wiederum conjungirt ist dem Centralellipsoid (38), so ist aus der
zuletzt auseinandergesetzten geometrischen Bestimmungsieise
der Richtungen der Seitenkrifte P,P,, P, sofort zu entnehmen,
dass in diesem besonderen [alle die astatischen Arme die
Richtungen der Axen des Centralellipsoids und die zugehorigen
Seitenkrafte P, P, P, die Richtungen der Axen des conjungirten
Ellipsoids (12) annehmen miissen. Wiirde man demnach die
Axen des Centralellipsoids fir den Punkt O zu Coordinatenaxen
wihlen, so missten drei Seitenflichen des zugehorigen, mit dem
Axensystem sich dndernden Triéders OM, M, M, mit den gegen
einander senkrechten Hauptschnittsebenen des Ellipsoids (12)
tibereinstimmen. Die drei von O ausgehenden Kanten des Tri-
eders wiren in diesem Falle R,—=Ra, R,—=Rb, R,=Rc¢, so
é RPabec — (I)A
denselben Werth behielte, wie bei dem urspriinglichen Tetraeder,
ebenso zufolge (15) und (23) die Summe der Quadrate der drei
KKanten und der drei durch dieselben begrenzten Seitenflichen.

dass das Volum des Tetraeders OM M, M, d.i.
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Mit Hilfe der dem Centralellipsoid (38) des Dbeliebigen
punktes O adjungirten Fliache (die Darboux als »drittes
Centralellipsoid« bezeichnet), deren der Gleichung (16) analoge
Gleichung
“4||'t‘:'“42IQ]"+A:nz)2+(,Algi’-’r[/lzz_jr’+44322)2+

A2

, A
+(Ax+A,, y+ Ay, — I (41)

ist, lasst sich auch, wie im Folgenden gezeigt werden soll, die
Lage des Centralpunktes des Kriftesystems und die Lage und
Linge der Axen des diesem Centralpunkte zugehorigen Central-
ellipsoids, das als »Hauptcentralellipsoid« bezeichnet sei,
bestimmen.

Die Coordinaten x, 3,2, des Centralpunktes des Krifte-
systems,welcher der Mittelpunkt der zurReductionsresultanten R
parallelen Componenten sdmmtlicher auf den starren Korper
einwirkenden Krafte ist, sind dieser Erklarung geméss

ayRi+a,Ry+a,R. _RRcos(RR) -

P

[ R? I R?
dy Ri+ay, R +a,,R. RZR cos (R,R) (42)
o= —"— R? R? / ’
L _dyRetay Ri+agu R R R cos (ByR) \
~y — R? o )22

Aus den letzten Werthen ist unmittelbar zu ersehen, dass
sich die Lage des Centralpunktes bei der Drehung des Krifte-
systems nicht dndert.

Aus (42) folgt

R,
Anxo"'AziJ'n"'A:nzo:A'ﬁ‘(

R, Lo
Ap vy Ay Ay 5 = ARz [ - (43)

0 |

Ay gy o+ Ay, = Aoy

Quadrirt man diese Gleichungen und addirt dieselben, so
gelangt man zur Gleichung (41), wodurch nachgewiesen ist,
dass der Centralpunkt des Kréaftesystems in dem dem
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Centralellipsoid desbeliebigen Punktes O adjungirten
Ellipsoid (41) (dem »dritten Centralellipsoid« Darboux’s)
gelegen ist

Die Entfernung des Centralpunktes vom Reductions-
punkte O ist, wie die Vergleichung von (42) mit (12) sofort
lehrt, gleich dem reciproken Werthe des in die Richtung der
Reductionsresultanten R fallenden Radius der dem Central-
ellipsoid conjungirten Flache (12).

Die Lage des dem Centralpunkte zugehdrigen Radius
des Ellipsoids (41) ldsst sich auf Grund der Gleichungen (42),
die in ihrer Form mit (29) dbereinstimmen, den an die
letzteren gekniipften fritheren Erdrterungen geméss etwa derart
bestimmen, dass man an die der Fliache (26) conjungirte Flache
a&?+b*+ct'* =k, welche der Fliche (12) subjungirt ist,
im Endpunkte des mit der Reductionsresultanten R gleich-
gerichteten Radius eine tangirende Ebene legt, vom Mittel-
punkte O eine Normale zu derselben fiihrt und hierauf die
Flache (12) in ihre conjungirte Lage (20), d. h. in die Lage des
Centralellipsoids (38) iiberfiihrt, wodurch diese Normale in die
Richtung des gesuchten Radius gelangt.

Bezieht man, um auch die Lage und Grosse der Halbaxen
des Hauptcentralellipsoids zu bestimmen, die in gleicher Weise
wie in (35) gebildeten Ausdriicke aj, . .aj, und ebenso die
Coefficienten (21) nach Einflihrung der Werthe aus (42) auf
ein mit dem friitheren Axensystem gleichgerichtetes Axensystem
¥y, dessen Anfangspunkt der Centralpunkt (v, 1,z,) ist, so
wird bei ungeédnderter Lage des Korpers und des Kriftesystems
ay, = a, —x, Ry, dy, = a,— 3, Ry, aly, = uy—z R,

Wy = A% Ry, ay, = dyy— 9y Ry, aly, = ag,—2, R,

b

4 — P o} [ J— ; I -
iy = ‘113_11)1‘.‘-7 dyy = ‘12:14)'0R‘—: @y — n33—’“0R?

Ll,’r = Ll'l"f+cl"f+d’1§ = ad,— \"1I;

P 2 9 ] P
al = al+al+ak = a,—RY? L(44)

/ ) )

al = a:’j+a:’;§+a{;§ = a. —Rza‘l‘)

r_ 1 ;o oo 2., .
by = Ay, Ay + Ay Ay, + Ay ayy = by — Ry 2,
— P2 .
3 b_\‘ R Zo Yy

LA | ! ' ! !
by = a} @l +al,a),+ay,dl
— 2. .,
by = 0. —R Yoo

/
n! -
O = a\ a, +a),d,+al,a

I
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in welch’ letzteren sechs Gleichungen man auch die Werthe
von a,a,a:b,b,b. aus (23) substituiren kann.

Bilciet man aus den ersten neun Werthen von af,. .al,
die Determinante A’ oder nach Art der Gleichung (2) aus den
letzten sechs Coefficienten afa’..  die symmetrische Determi-
nante A’ = A%, so ergibt sich A’ = 0, indem zufolge der
Werthe (44) und (42)

l Ay @y dyy Ri+R: —R.R,, —R\R. i
RN = | Ay, dyy gy | | —RR,, R4+ R, —R\R. |
@y dgy gy —R.R,, —R.R,, Ri+R;"

ist und der letzte Factor den Werth Null hat. Der Umstand,
dass A’ = 0 ist, hat der letzten Gleichung in (13) zufolge den
Sinn, dass einer der drei reciproken Werthe der Halbaxen
des Hauptcentralellipsoids den Werth Null hat, also dass das
Hauptcentralellipsoid, wie dies bekannt ist, in eine elliptische
Cylinderfliche degenerirt. Sind @ und &} die reciproken Werthe
der Quadrate der beiden anderen Halbaxen, d. i. der Halbaxen
des elliptischen Hauptschnittes dieser Cylinderfliche, so ist
zufolge (15), (44) und (23)

R (ai+ b)) = di+d\+d. = ar+a,+a.—R* (4 vir2d) =
= R}+R}+R;—R*|x.+ ) +z8,
also auch

U4y = P 0 (i ). .(43)

Fur die den Gliedern af, .al, in der Determinante A’
adjungirten Subdeterminanten ergeben sich aus (44) bei Bertick-
sichtigung von (42) folgende Werthe:

Al AL, Al AR+ A,R+A,R.

R R R R? /
Ay Ay Ay A Rerdp R d R
R TR TR R

A Al Al AyR+ Ay R AR

R~ R?
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welche Gleichungen — nebenbei bemerkt — lehren, dass alle
drei durch die geometrischen Summen

(@} 0+ [al] +[ais) [a5,+ag,+ayl, |ag +aj, +a,]
bestimmten Krifte RIR,R, zur Reductionsresultanten R senk-

rechit stehen.
Aus diesen Gleichungen ergibt sich weiterhin:

R,\f R\' R 2
A = AR+ A+ A% = [An b3 +4, R + A, ]’é

R, R, R.|*\
Al = Aty A A”:[Azl oy oy S ()
12
A _A“+A“+A“:|A pA, B g B

31 R 2 p 3R
Nun ist analog der mittleren Gleichung (15), da ¢, =0 ist,
R*.alb: = AL+ A+ AL, ..(48)

daher, wenn man den mit der Reductionsresultanten R gleich-
gerichteten Radius der zu (41) conjungirten Flache, deren
Gleichung (16) ist, durch pgr bezeichnet, so ist den letzten
Gleichungen und der Gleichung (16) entsprechend
A2

R* L‘Lf)b" = ‘;1%; ']Aﬁ,

also zufolge (22)
A2 2b202

aiO = iy 5= .(49)

Es lasst sich tibrigens dieses Product a?b} auch sowohl
mit Hilte des Centralellipsoids (38), als auch mit Hilfe des
diesem adjungirten Ellipsoids (41) in einfacher Weise bestimmen.

Fir die Richtungscosinus 2wy der im Centralpunkte %, 3,2,
zu der letzteren Fldche (41) gefithrten Normalen .V, ergeben
sich namlich aus (41) bei Beachtung der Gleichungen (43)

folgende Werthe:

Iy Y, '
A4, R, +4,, R, +.—l|°R —A R, A A,y R+ AﬂR '
_ Y R Axo'*‘PJo"l:o \

T Ay R+ Ay, R+ Ap R A

.(50)
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Da nun A*4-p?4v* =1 ist, so lasst sich aus diesen
Gleichungen bei Beachtung von (47) folgern, dass
A?

( Ko+ Yy+Y :0)2

R A+ A+ AL =

Ist sonach K, — \/i§+)/§+z;‘, der Radius des Central-
punktes im Ellipsoid (41), so ist der fritheren Gleichung (48)
und der letzten Gleichung gemaéss

212_ A2 - aZbZCZ 51
Dol = R3.R:cos*(Ry,N,) ~ Rjcos®(R)N,)’ 1)

also auch pr = R, cos (B, N;). Da ferner der mit der Normalen N,
gleichgerichtete Radius des Centralellipsoids (38) zufolge der
anfinglichen Betrachtungen zu R, cos (R,N,) reciprok ist, so
ist durch (51) auch die Beziehung des Productes a,b, zum
Centralellipsoid bestimmt.

Um nun darzuthun, dass auch die Lage der Hauptaxen
des Hauptcentralellipsoids mit der dem Centralellipsoid (38)
des beliebigen Punktes O adjungirten Ellipsoid (41) in einfacher
Beziehung steht, seien die Axen des Centralellipsoids des
Punktes O der Einfachheit halber zu Coordinatenaxen gewdihlt,
so dass demgemaiss

by=b,=b,=0 und a,= R%? a, = R%? a.= R%*
ist.
Die Gleichung des Ellipsoids (41) nimmt dann die Form an

x y z -
-—2+~J—-+—2:1. ...(d2)

Die Gleichung des Hauptcentralellipsoids in Bezug auf
mit xyz gleichgerichtete Axen #/4/2/, deren Anfangspunkt der
Centralpunkt ist, lautet iibereinstimmend mit (38)

A X al 4 al P4 20, Y 420, A 20, Ay = RY, ... (53)

wo af...b. die aus (44) bekannten Werthe haben. Fiir die
unendliche Hauptaxe der Flache (53), d. i. fir die Axe dieser
cylindrischen Fldche ist demnach, wenn Apy deren Richtungs-
cosinus sind,

Sitzb. d. mathem.-naturw Cl.; CI. Bd., Abth. L. a. 76
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AN+ b+ by =0
Vot alyp+ by =0
Vih+ by +aly =0

sonach, wenn man die Werthe aus (44) einsetzt und b, = 4, =
= b. = 0 und a, = R** a, = R** und a, = R%* setzt,

, 2y _
— == = Ay vz, . (34

Diese Gleichung charakterisirt aber die Normale der Fldche
(52), wodurch nachgewiesen ist, dass die geometrische Axe
der dem Centralpunkte entsprechenden Hauptcentralcylin-
derfldche im Centralpunkte normal steht zu jenem Elli-
psoid, welches dem Centralellipsoid des beliebigen
Punktes O adjungirt ist, dass demnach die Central-
ebene des Krdftesystems, d.i. die auf der unendlichen Axe
dieser Cylinderfliche im Centralpunkte senkrecht stehende
Ebene dieses adjungirte Ellipsoid (41) im Central-
punkte tangirt.

Die Richtungen der beiden anderen in der Central-
ebene gelegenen Halbaxen \/l_af, und \/l—b_j stimmen
tiberein mit den Richtungen der Tangenten der Haupt-
schnitte dieses Ellipsoids (41), beziehungsiveise (52), wie
aus folgender Untersuchung hervorgeht.

Bekanntlich ist, wenn «f3+ die Richtungscosinus dieser
Tangenten fiir den Centralpunkt x, 35,2, bezeichnen, der
Gleichung (52) gemdss

S N 5"0__,( 0
l—ua? " 1—ub? 1—nct

.

N 9 “
) ¥, Yy “o 35
= (2%, -5y, % ., b 4+ el (DD
(2% =+ B9 +113) 1—a? —ub° 1—uct (59)

wo 7 einen der beiden, jedenfalls reellen und positiven Wurzel-
werthe der bezliglich # quadratischen Gleichung

) )

. / S T
at(l—ua®)  PPA—ub?)  E(1—uc)
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pedeutet und der irgend einem dieser beiden Wurzelwerthe ent-
sprechende Hauptkrimmungshalbmesser ¢ des Hauptschnittes
ist dann bestimmbar aus

1 B S .
1’ =u .[——“ + b*? + C—‘: 2 .(37)

Durch Subtraction der Gleichungen (52) und (56) ergibt sich

1’»"' )!‘ 2 1
. 2 . 2 . 2 — -(98)
l—una 1—ub l—unc 1

Sonach ist, wenn p = x;,%+ y,B-+z,7 die Projection des
Radius R, des Centralpunktes auf die entsprechende Tangente
des Hauptschmttes bedeutet, zufolge (55)

¥ By z _
0= —71)1—_—"—0, p= —u;vl_ﬁE S = —up 1__‘;102 ...(39)
Diesen Werthen entsprechend ist, da in den Gleichungen (44)
= R%a? a, = R*?*, a.—= R**und b, = b, = b. = 0 zu setzen
1st bei Beachtuno von (98)
ala—+blB+ by b’d+a(|’$+b,'\,-’[_bj,1+bi.(j+aé'(_R2

2 B "t o
Diese fiir die Hauptaxen der Flache (53) charakteristische
Gleichung lehrt, dass in der That die den beiden aus (56)
bestimmbaren Werthen von 7 entsprechenden Richtungscosinus
7[’( der Glelchunoen (59) den Richtungen der beiden Halbaxen

\ —2 und \/ ; des Hauptcentralellipsoids (53) zukommen.
0

. 1

Auglelch ersieht man aus der letzten Gleichung, dass », =
a

0

1
und 7, — -b_‘ die beiden Wurzelwerthe der Gleichung (56) sein

miissen. In der That fihrt auch die Aufldsung dieser Gleichung
zu den fritheren Relationen (45) und (51), wobei zu beachten ist,
dass, wenn N, wie frither, die im Centralpunkte x, 5,2, zur
Fliche (32) gefithrte Normale bedeutet

9 2 <

¥ A

. Ty — |t T

R, cos (R,N,) = o + ot o

!
el

6
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Der Gleichung (57) zufolge ist auch, wenn und p, die
entsprechenden Kriimmungshalbmesser der Hauptschnitte des
Ellipsoids (41), beziehungsweise (52) fiir den Centralpunkt
bedeuten,

at = p..Rycos (R, N,) |

0= , .(60)
B: =g . R, cos (RyN,) |

wodurch eine neue Beziehung zwischen den reciproken Halb-
axen ayb, des Hauptcentralellipsoids und der Fldche (41)
bestimmt ist.

Es sei in Kiirze noch bemerkt, dass durch die gefundenen

1 1 .
Werthe von #, = o und 7, = welche der quadratischen

b by’
Gleichung (56) fir den Punkt x, 3,5, der Fldche (41), bezie-
hungsweise (52) Geniige leisten, zwei FFlaichen, ndmlich ein ein-
flichiges und ein zweifldichiges Hyperboloid bestimmt sind,
deren Gleichungen tibereinstimmend mit (58) lauten

.2 2 ~2
¥ ! =
+—2 =1

2 ! 2 ! 2 1

at—— ——

1 u 1

. 22 p -2
Diese beiden Flichen —y—— + 53— + -,——5 =l und
. ) , a*—ay br—aj  cf—al
¥ y 2

oy + E— + P — 1 sind mit (52) homofocal und die

Normalen dieser beiden Fldchen sind gleichfalls mit den in der
Centralebene gelegenen Axen des Hauptcentralellipsoids gleich-
gerichtet, wie dies leicht nachzuweisen ist.

Die Gleichung der Centralebene in Bezug auf das urspriing-
liche beliebig gewdhlte Axensystem, dessen Anfangspunkt O
ist, ist, da diese Ebene den Centralpunkt x,,z, enthidlt und
ihre Normale durch die Richtungscosinus Apv bestimmt ist,
(r—20) A4 (y— ) 0+ (2—2,)v = O, somit zufolge (50)

x(A Ri+A,Ry+ A, R)+ y(Ay RetAp R+ A, R.) +
+3(Ay R+ Ay R+ Ay R) = A

oder, was dasselbe besagt,
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Ry a; ay ay

I T S |
=o. .(61)

R, ap a, ag
R. ay ay ay
Dies ist zugleich die Gleichung der zum Hauptcentral-
ellipsoid adjungirten Fléche, da die Halbaxen adjungirter Flidchen
gleichgerichtet und reciprok sind. Ubrigens ersieht man dies
auch aus der Gleichung (41), wenn man in derselben die Grossen
AunxyzA durch A, 22/ A" ersetzt, und beachtet, dass A’=10
W =x—xy, ¥ = y—1,, & = z—z, ist, wo fir x, ¥z, die V\’elthe
aus (42) und flr A’ die Werthe aus (46) einzusetzen sind.
Fiir die der Centralebene (61) conjungirte Flidche, deren
Gleichung die Form
(Al o+ ALy + Al (AL Y + Ay, '+ A5, )+
+(A X +A,}2_y +A/ 'J) - —I?j =
hat, findet man, wenn man die Werthe aus (46) substituirt, die
Gleichung R.x'+R, 3 +R.2 = 0, welche lehrt, dass diese
Flache mit der im Centralpunkte x,y,z, zur Reductionsresul-
tanten normalen Ebene identisch ist. Setzt man abermals
¥ =x—2x,, ¥ = y—y,, & ==2—=, und setzt die Werthe aus (42)
ein, so erhilt die Gleichung dieser Flache die Form

(Ryx+R,y+R.2)R* = a, | Ri+a,, R} +a,; R:+
+(agg+agy) Ry R.4-(ay, 4+ a,3) R: R+ (a, +ay,) Ry Ry -(62)

Wie aus der gleich zu Anfang erorterten Entstehungs-
weise des dem Centralellipsoid des Punktes O conjungirten
Ellipsoids (12) hervorgeht, ist das letztere bloss von dem
urspriinglichen Triéder OM, M, M, abhingig und hat zu dem-
selben eine unveridnderliche relative l.age, so dass, wenn bei
der Drehung des Kriftesystems sich dieses Triéder nach
Fritherem im selben Sinne und um denselben Rotationswinkel
dreht, sich auch das Ellipsoid (12) in gleichem Sinne, und zwar
mit dem Kriftesystem um eine gleichgerichtete Axe dreht, und
dass durch die jeweilige Lage dieses Ellipsoids auch die ent-
sprechende Lage, die das Kréftesystem bei dieser Drehung
annimmt, mitbestimmt ist.
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Soll nun das Kréftesystem bei dieser Drehung in eine
Lage gelangen, bei welcher sich die Krafte auf eine im Punkte O
angreifende resultirende Einzelkraft reduciren lassen, so muss,
wenn sich die durch (35) bestimmten Glieder der urspriinglichen
Determinante A auf diese Lage des Kriftesystems, die, wenn
R =0 ist, zu einer Gleichgewichtslage wird, beziehen, bekannt-
lich a,3 = a,,, a5, = a,; und a,, = a,, sein, so dass in diesem
Falle die Determinante (9) zu einer symmetrischen wird und
die dem Centralellipsoid (20) subjungirte Flache die Form der
Gleichung (27) annimmt. Es miissen dann die conjungirten
Flachen (1‘)) und (90) identisch sein und wenn die drei Halb-

axen \/ \/ bt —- dieserFldchen voneinander verschieden

sind, die Axen é’q’g’ der einen Fldche mit den Axen £4{ der
zweiten Flache gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sein. Kurz,
es muss dann, wie {ibrigens auch aus (18) und (19) zu ersehen
ist, wenn K, K, K, die Bedeutung von +1 oder —1 haben,

nof B
K= "=—=-,K=r=+=-, K= —=~-==
Dy Py Iz P Py 2 %z Pz T

sein. Da nun sowohl die aus den Richtungscosinus 2. . .7, als
auch aus 2. . .7, gebildete Determinante den Werth +1 haben
muss, so muss auch K K, K, — 1 sein, d. h. es muss einer von
folgenden vier Fillen eintreten: K, =1, K, =1, K, — 1 oder
K=K =—1 K,=——loder Ki=—1, K, = —1, K; =1
oder schliesslich K, = —1, K, =1, K; = —1. Es gibt dem-
nach, wie dies bekannt ist, wenn a?b%c* voneinander ver-
schieden sind, nur vier Lagen des Kréftesystems von der
besagten Eigenschaft.

Es braucht nicht erst auseinandergesetzt zu werden, wie
betrachtlich sich infolge der Identitdt der conjungirten Flachen
die frither betrachteten Constructionsregein und Formeln in
diesem Falle vereinfachen. Uberhaupt empfiehlt es sich, in
diesem besonderen Falle statt aller der bisher in Betrachtung
gezogenen Flachen bloss die dem Centralellipsoid subjungirte
Fldache (27) allein der Betrachtung zu Grunde zu legen (wie
dies der Verfasser schon in einer fritheren Abhandlung fiir
die Anwendung dieser Fldche fiir den besonderen Fall, dass
a,, .ay, die Spannungscomponenten bedeuten, auf Probleme
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der Elasticititstheorie! vorgeschlagen hat). Soll nun bei der
Drehung des Kriftesystems um irgend eine Drehaxe der
Reductionspunkt O fiir diese Drehung als »Mittelpunkt der
Krifte« fungiren, sollen also die Kréfte sich stets bei dieser
Drehung auf eine in O angreifende Resultante R reduciren lassen,
beziehungsweise soll, wenn R = O ist, das ursprilinglich vor-
handene Gleichgewicht bei dieser Drehung andauern, so muss
die frihere Bedingung der Coincidenz des mit dem Krifte-
system zugleich rotirenden conjungirten Ellipsoids (12) mit
dem ruhenden Ellipsoid (20) wéhrend dieser Drehung stetig
bestehen, was nur dann moglich ist,wenn das Centralellipsoid (20)
ein Rotationsellipsoid ist und die Drehung um dje geometrische
Axe dieses Ellipsoids stattfindet. Eine solche Axe nennt Mo bius?
bekanntlich eine »Axe des Gleichgewichtes«. Es ist jedoch
hervorzuheben, dass, wenn auch die Gleichheit zweier Halb-
axen des Centralellipsoids fiir die Existenz einer Gleichgewichts-
axe nothwendig ist, dieselbe keinesfalls, wie dies hie und da®
behauptet wird, hieflir hinreichend ist; denn die Gleichheit zweier
Halbaxen des Centralellipsoids (38) setzt bloss voraus, dass

(@y—a.)byb. —b (b2—b2) = (@z— a)b.by—by(bi—b2) =
= (ay—ay)byby—b.(B—b)) =0 .(63)

ist, so dass zufolge der, wie man sich leicht Giberzeugen kann,
in dem besonderen Falle der Gleichheit von a,; == a,,, a;,=a,,,
a,, = a,, identischen Gleichungen

(@y—a:)byb, —b, (b:—0b}) =
= —(@g—ayy) a3 ay,—ayy (ai, —al)]. U
(@-—ay,)b,by— b, (by—bi) = .
= —l(ag—a,)a,ap,—ay, (@}, —al,)] ¥ &
() byby— b (b)) =
= —[(a)—ay,)ayay,—ay, (a3, —al,)]. V

.(64)

Finger, »Uber die Beziechungen der homogenen Deformationen fester
Korper zur Reactionsfliche«. Diese Sitzungsber., Bd. LXXXIII, Jahrg. 1881.
Lehrbuch der Statik von August Ferd. M6bius, I. Theil, S. 248 u. f.
leipzig 1837.
3 Siehe z. B. Theorie der Bewegung und der Krifte, von Dr. Wilhelm
Schell, II. Bd., S. 250 und S. 255.
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die Bedingung (63) erfiillt ist, sowohl wenn die drei innerhalb
der eckigen Klammer rechterseits stehenden Factoren sammt-
lich verschwinden, d. h. auch die gleichgerichteten Halbaxen
der subjungirten Flache (27) gleich sind, als auch, wenn der
letzte Factor ¥V der Gleichung (64), welcher die Bedeutung der
Determinante

33, Ayas Ay
v = dyys —da—a,, Ayq .(65)
315 Ay9s A by

hat, verschwindet, d. h. wenn in der auf die einfachste Form (26)
gebrachten Gleichung (27) jene zwei der Coefficienten abe, die
sich auf die besagten Axen beziehen, entgegengesetzt gleich
sind, also einer der Wurzelwerthe der beziiglich p. cubischen
Gleichung

ap—, Ay a3
Do L =0 -(66)
' Ay A3y, dgzg—

den Werth p. == a,, +«,, +u,,; hat, wihrend die beiden anderen
Wurzelwerthe ,—\/77(;41,?}-?47?—}—4433) und—\/—~(4,,+ 4, + A4y,
sind[wo der Gleichung (65) zufolge die Beziehung (a,, + a,, +a,,).
(4, +A4,,+ A,,) = A vorausgesetzt ist). In jedem Falle setzt die
Existenz einer Gleichgewichtsaxe bloss dasletztere, ndmlich das
Verschwinden der durch die Gleichung (65) bestimmten Deter-
minante ¥ nothwendigerweise voraus. Es muss ndamlich, wie
leicht zu ersehen ist, der zur Gleichgewichtsaxe senkrechte
Hauptschnitt der subjungirten Flache (27) eine gleichseitige
Hyperbel sein.

Auch die Behauptung, dass, falls das Centralellipsoid in eine
Kugelflache {tibergehe, alle Mittelpunktsaxen Gleichgewichts-
axen seien (siehe Schell, »Theorie der Bewegung und der
Krifte«, II. Bd., S. 250) ist unrichtig (ausser man wiirde voraus-
setzen, dass der Halbmesser dieser Kugelflache unendlich gross
ist), wie dies sofort ersichtlich wird, wenn man alle Glieder der
Determinante (9) verschwinden ldsst, mit Ausnahme der als
gleich vorausgesetzten a;, = a,, = a;;. Wohl bestehen aber
unendlich viele Gleichgewichtsaxen, die in derselben Ebene
gelegen sind, wenn die Fldche (27) ein Rotationshyperboloid
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ist, welches durch Umdrehung einer gleichseitigen Hyperbel
um eine der beiden Axen derselben entsteht, in welchem Falle
das Centralellipsoid jedenfalls eine endliche Kugelfliche ist.
Es sind ndmlich in diesem Falle alle in der Aquatorialebene
der Flidche (27) gelegene Mittelpunktsaxen Gleichgewichtsaxen.
Es verschwinden dann nicht nur die durch (65) bestimmte
Determinante %/, sondern iberdies die drei innerhalb der
eckigen Klammern enthaltenen Factoren der Gleichungen (64),

. . Agylyy  yyd
was voraussetzt, dass, wenn die Quotienten 212 ; 23
a
23 31
a
%3931 qurch wow und die Halfte ihrer Summe durch s bezeichnet
a
12

wird, zwischen den Gliedern der Determinante (9) die Be-
ziehungen stattfinden: s=«—a,, =v—a,, =w—a,,. Von den
drei Coefficienten abc der Gleichung (26) haben dann zwei den

Werth —I% und die dritte den Werth j%
Wahlt man den Centralpunkt £ zum Reductionspunkt, d1e
, . /1
Centralebene zur <7-Ebene und die Halbaxen \/—— und \/ b

des Hauptcentralellipsoids zur ¢-, beziehungsweise 7-Axe, also
die Axe dieser Cylinderfliche zur {-Axe, so ldsst sich in bekannter
Weise mit Zuhilfenahme jener drei durch irgend einen Punkt
(€40) hindurchgelegten homofocalen Fliachen, deren Gleichung
52 .’]2 'CZ 1

R*a;—y. - RBI—p TR

=0 (67)

ist (wo u irgend einen der drei reellen und positiven Werthe
bedeutet, die dieser beztliglich ¢ cubischen Gleichung fiir den
gegebenen Punkt £ geniigen), die Lage und Lénge der Halb-
axen des diesem Punkte zugehorigen astatischen Central-
ellipsoids durch die Normalen dieser drei Flachen bestimmen.

Um schliesslich auch die Lage und Gestalt des dem
beliebigen Punkte O, d.i. dem Punkte () fir die gegebene
Lage des Kriftesystems zugehorigen und fiir alle fritheren
Constructionen massgebenden Triéders OM, M, M,, fiir dessen
drei von diesem Punkte ausgehenden Kanten R, R, R, die Glieder
der Determinante (9) die orthogonalen Projectionen auf die
Axen £7¢ sind, zu bestimmen, dazu diene folgende Betrachtung:
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Es sei die der gegebenen Lage des Kriftesystems entsprechende
Richtung der Reductionsresultanten X, die nach Fritherem zur
Axe der dem Hauptcentralellipsoid conjungirten Cylinderfliche
parallel ist, im entgegengesetzten Sinne genommen ZLll positiven

/-Axe und irgend eine Richtung der Halbaxe \/ ;- dieser
l)
Fliche zur positiven Richtung der &-Axe eines neuen ortho-

gonalen Axensystems gewihlt, so dass die positive Richtung
T

der 1/-Axe, d. 1. der Halbaxe \/b' dadurch genau bestimmt ist,

dass von der Seite der positiven &-Axe aus betrachtet die
kirzeste Drehung, durch welche die positive &-Axe in die
positive Richtung der positiven 1-Axe Uberfithrt werden kann,
als eine positive Drehung erscheint. Dreht man diese conjungirte
Cylinderfliche und hiemit auch das Kréftesystem irgendwie
derart, dass durch diese Drehung diese Flache irgendwie
(in einer der vier friher betrachteten moglichen Hauptlagen)
mit dem Hauptcentralellipsoid zur Coincidenz gelangt, so
gelangen dadurch die fritheren positiven Axenrichtungen '+
in die Lagen der Axen £v¢{, deren positive Richtungen bisher
noch unbestimmt gelassen worden sind, und zwar seien die
nunmehrigen Richtungen der Axen &+’ zu den positiven
Richtungen der Axen <7{ gewihlt. In der nunmehrigen Lage
des Kriftesystems reducirt sich dasselbe auf die im Central-
punkte nach der negativen Richtung der Axe { angreifende
Resultante R, wéhrend die stets parallel zu den Axen & bezie-
hungsweise ' wirkenden Seitenkrifte derjenigen Kraftepaare,
deren astatischer, der Ldngeneinheit gleicher Arm die positive
Richtung der Axe ¢ beziehungsweise 4 hat, nunmehr lings der
Axen ¢, beziehungsweise 7 wirken und sich das Gleichgewicht
halten. Bildet man fiir diese Hauptlage des Kriftesystems und
fir den Centralpunkt als Reductionspunkt in der durch (33)
bestimmten Weise die Glieder der Determinante (9), die durch
2,,, bezeichnet seien, so ist, da =, = By = 'L — 1 ist und fur
die betrachtete Hauptlage auch o = f, = 4. =1 ist, zufolge
(25), wo C = R, a=a,, b="0, zu setzen ist,

o, = X({X) = Ra,, a,, = X(qY) = Rb,, .(68)

wihrend alle anderen Glieder verschwinden, und zwar auch 2,,,
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da ¢, = O ist. Es sind sonach durch die Qualititszeichen der
summen X(¢X) und X(qY) fur diese Hauptlage auch die
Qualitéitszeichen von a, und &, nunmehr bestimmt.

Fur die urspriingliche Lage des Kréftesystems, die der
Lage &'t der Axen der dem Hauptcentralellipsoid conjungirten
Cylinderflache entspricht, ist, da abermals 2, {, =71.=1
und @ = a,, b = by, c = ¢, = 0 und C = R zu setzen ist, und
wenn die der jetzigen Lage des Kraftesystems nach Art der
Gleichungen (325) entsprechenden, auf dieselben Axen <1
beziiglichen Glieder der Determinante (9) durch a(® bezeichnet
werden, zufolge (25)

a = Ray7), a\) = Ray;, al) = Ra, 4. l
aQ = R by B, al) = Rb,B,, af = Rb, B S (69)
a0 = a) = af) = 0 und R, = —Ryk, R,= —R}, R.=—Ry, |

Wihlt man jedoch nicht den Centralpunkt €, sondern, wie
dies bisher stets geschehen ist, den beliebigen Punkt O, dessen
Coordinaten &f’qC sind, zum Reductionspunkt und die durch O
parallel zu £ gelegten und mit diesen gleichgerichteten Axen
als die Axen xyz eines neuen Systems, so ist — den Gleichungen
(35), (69), (21) und (23) zufolge — flir diese Axen xyz und fur
dieselbe Lage des Kraftesystems

ay = a\) —iR, = Rla, %487, ay, = @iy —<R, = Rlay + 1]
a,=al)—iR. = R[aod A |
a4y = al)—R, = R[boﬁ’m—qr gy = af)—0Ry = R[5y +171]
Ayy = af) —NR; = R[b, Bl +77z]
ay = a)—C(R, = R.(1y, ay = ad —(R, = R.Cyj,
ayy = af) —LR. = R.Cy.
a, = al, + a, +al, = R¥a}+&) =
d).:(lgl+(l§2+d“, = R¥bi+1?) = /--'(70)
a, = aj +aj, +al, = R*(* = R; !
by = @y, Ay, Ay Gy + Ay gy = RPN = R,R, cos (R,Ry),
by = R*(¢ = R,R, cos (R,R)), b~_R2:q_RR cos (R, R,)
= R*D)(* = RERYsin* (R,R,), A, = R*%(* = RXR*sin* (R,R)),
A, = R*(azb +\2b°—-q al) = RR, st(R RZ) ‘
A, = Rybytaly, A, = R¥*L.o, A, = R,
A=apdy+apdptagdy = R a,b,t /
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Den ersten neun Gleichungen zufolge kann man — abge-
sehen vom constanten Factor R — das dem willkirlich gewé&hlten
Reductionspunkte O und der jeweiligen Lage des Kriaftesystems
entsprechende Triéder OM, M, M,, das sich gleichzeitig mit
dem Kriftesystem und mit der dem Hauptcentralellipsoid con-
jungirten Cylinderfliche mitdreht (ohne jedoch, wie dies die
obigen, von =ioyalfl. unabhidngigen Werthe von a.a,a,
b, b, b. lehren, seine Gestalt zu dndern), auf folgende einfache
Art constructiv bestimmen:

Man trage auf der positiven Richtung der Axe & von O aus
die Strecke g, auf (im Falle eines negativen a, auf der negativen
Richtung)und fiige im Endpunkte parallelzur {-Axe die Abscisse&
des Punktes O an, wodurch man zum Punkte mz, gelangt, ebenso
flige man an die in der positiven Richtung der Axe 1/ gelegene
Strecke b, in der Richtung der Axe ' die Ordinate 1, wodurch
man zum Punkte mz, gelangt; der dritte Punkt mz, ist in der
Z-Axe im Abstande ¢ von O gelegen. Dadurch erhilt man das
Tetraéder Om, n1,1m,, dessen Kanten Om,, Om,, Om, man ohne
Anderung ihrer Richtung mit der unverdnderlichen Grosse R
der Reductionsresultanten zu multipliciren hat, um das gesuchte
Trieder OM, M, M,, dessen Kanten OM,, OM,, OM, die Lingen
R R, R, haben, zu erhalten. Fiir alle Punkte, die in einer zur
Centralebene parallelen Ebene gelegen sind, hat {, daher auch
das Tetraédervolumen %A:—é-RS a, b, einen constanten
Werth, fir alle Punkte der Centralebene reducirt sich das
Tetraéder auf ein Dreieck und das Centralellipsoid fiir diese
Punkte degenerirt, da die Determinante A = 0 ist, in eine
Cylinderfldche, deren Axe zur Centralebene normal ist.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1892
Band/Volume: 101_2a

Autor(en)/Author(s): Finger Josef

Artikel/Article: Uber die gegenseitigen Beziehungen gewisser in der
Mechanik mit Vortheil anwendbaren Flachen zweiter Ordnung nebst
Anwendungen auf Probleme der Astatik. 1105-1142


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35710
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=184855



