Uber die Multiplicatoren eines Systems linearer,
homogener Differentialgleichungen
(I. Mittheilung)

G. v. Escherich,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Mai 1892.)

Forschungen nach der eigentlichen Quelle, aus der die
von Clebsch angegebene Transformation der zweiten Variation
des allgemeinen isoperimetrischen Problems fliesst, haben mich
zu einer eingehenderen Untersuchung der Multiplicatoren eines
Systems linearer homogener Differentialgleichungen gedringt.
Die hiebei gewonnenen Ergebnisse, die den Zusammenhang
der Integral- und Multiplicatorensysteme, die Reduction des
gegebenen Formensystems aus der Kenntniss von Integral-
und Multiplicatorensystemen etc. klarzulegen versuchen, haben
ein durchaus selbstandiges Interesse, wesshalb ich sie in einer
eigenen Abhandlung der Darstellung ihrer Anwendung auf die
Transformation der zweiten Variation voranschicke.

L.

Sucht man zu einem Systeme von 7 homogenen linearen
Differentialausdriicken der ersten Ordnung

_dx \
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WO ¥, ¥, ... %, die abhédngigen Variablen und # die unabhéangige
Veranderliche bezeichnen, Multiplicatoren: g, p,. .p,, welche

die Summe
AW W S S

zu einem vollstdndigen Differentialquotienten nach £ machen, so
findet man leicht, dass die gesuchten Grossen die # Gleichungen

dp,
Y=g L (@ gyt anipy) =0
dp,
P2 = d— + (A0t Agapyt oo Ay2py) =0
;o
__dp, .
= dt -+ (ﬂm(! +agupy+ . +a1mpn) =0
befriedigen.

Diese Eigenschaft ist aber nur die Folge einer allgemeineren
Beziehung, welche zwischen den f und ¢ besteht und durch
die Gleichung

phitmfat . oSty e+ 0 =
a
:d_t(xolxi'*'(‘zxz'*" Py
ausgedriickt wird. Aus dieser Relation ergibt sich aber:
»Befriedigen die n Grossen p, p, die 7 Gleichungen
v, =0, ¢, =0. .0, =0,

so bilden sie ein System Multiplicatoren fiir die Ausdriicke:
f‘u'fz -,fu;

befriedigen hingegen die 7= Grossen z,, %, x, die
1 Gleichungen

=0 ,=0. .f,=0,

so bilden sie ein System Multiplicatoren fiir die Ausdriicke:

-6

L Ppe -Pud

Nennt man daher das System (II) wegen seiner Eigen-
schaft die Multiplicatoren von (I) zu bestimmen, das diesem
adjungirte System, so ist auch umgekehrt (I) zu (II) adjungirt.
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I
Bilden g, p,. .. ein System Multiplicatoren von (I), so
gilt fiir jedes Integralsystem x, x,. .%¥, von

fi=0,f,=0. .f,=0 (1)

die Gleichung:
d
7 (o) F py 2y -+ +pux,) =0

oder
0%, F ¥+ +pur, = Const.

Ist diese Constante nicht Null, so kann man durch dieselbe
jedes x dividiren und erhalt flir dieses neue Integralsystem
ENE R

nx P+ paw, = 1

Hat man noch ein zweites Integralsystem &, §, so
ist fiir dieses die zugehorige Constante entweder 0, oder, wenn
dies nicht der Fall, kann man aus diesem System ein anderes
&, & . .&, ableiten, wofiir

(‘l&l+{)2&2+ +Pn‘§u =1
Aus den beiden Gleichungen folgt aber
Pl(xt_El)“"‘Pz(xz—&z)"" o (¥p—Ey) =0

und es ergibt sich also aus dieser Bemerkung: Aus # linear
unabhidngigen particuldren Integralsystemen ! von (1) kann man
stets 7z andere
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herleiten, welche in den Beziehungen stehen:
+p Xy

1 . A —_
Lx p ¥, +ox, =0 A

2 2 ¥ -
nx Fmx, + +ov;, =0

(11D

oI gt 4puatt =0

AL 1L Ul —
pxy Fpgxy + +palt =1

Jedes andere particulidre Integralsystem §,5,. .§,
von(l),welches mitdem g,,p,. .p, durch die Gleichung

pl£[+{12£2+ +P;1.Eu = O

verknlpftist,hidngtlinearvondem (z—1)erstendieser
Systeme ab.
Aus den Gleichungen (III) lassen sich die g, 5,. .p, durch
die Elemente der z linear unabhéangigen Integralsysteme von (1)
bestimmen, und zwar findet man, wenn X die Determinante
Yxx . dieser Systeme bezeichnet:
18X 1 8.X 1 83X

0, == —= ——, [, = Oy = = .
fDEX b T X by TN

Sind 7 Grossen @ durch die Gleichungen (III) mit den
1 particuldren Integralsystemen von (1) verbunden, so erhélt
man fiir dieselben, indem man die Gleichungen nach ¢ differentiirt
und fiir die Ableitungen der x nach ¢ die Werthe aus (1) ein-
setzt, wegen X # 0 wieder das Gleichungssystem (II).

HédngendienlinearunabhéngigenlIntegralsysteme
von (I) mit # Grossen g, p, .py durch das Gleichungs-
svstem (III) zusammen, so bildet diese ein System
Multiplicatoren von (I).

sollen linear unabhiingig heissen, wenn nicht die Glieder jeder Colonne dieser
Determinante dieselbe homogene Gleichung mit constanten Coéfficienten

£ g2 Sno—
oy Sl 4o $t =0

befriedigen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung hiefiir ist bekannt-
lich, dass die Determinante dieser Grossen nicht identisch verschwindet.
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Wegen der Reciprocitit, die zwischen den Systemen ()
und (II) besteht, ldsst sich jedem der hier aufgestellten Sitze
ein reciproker an die Seite stellen.

1L

Der eben gefundene Zusammenhang zwischen den Inte-
gralen der Gleichungssysteme (1) und (II), sowie eine Ableitung
dieses aus jenen ergibt sich auch in einfacher Weise aus der
Zusammensetzung der Coéfficienten a in (I} durch die Elemente
von # linear unabhingigen Integralsystemen von (1).

1. Bezeichnen wieder

1 o1 A
Xy, Xy WX

-2 -2 ]
x, Xy, x
A A7 Wi
¥, 2y A

7 linear unabhéngige Integralsysteme von (1) und ist X ihre
Determinante, so erhdlt man

[lﬁf[\, i
AR
| dx} i !
7 My Ay
fo= ¥ dt
d;‘:n
N4 A7
a0 M X,

Die Determinanten, welche die verschiedenen Formen
fi» fo- . fu darstellen, unterscheiden sich also nur in ihrer
ersten Colonne. Bezeichnet man daher mit X,j die Subdetermi-
nante des Elementes ¥/ in X und bildet die Summe

n

7 =z i ; /
X[+ X fot oo+ X fu = Z XSy

k=1



so ergibt sich
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n
N ,
‘/_Xk T Xy
k=1
1
\l‘ i dftli
_ 1 ‘i-JXkd—t’x: .;V,I,
f - X k=1
7 "
\1 ! @L an g
pa k dt 77 ]

Addirt man in dieser Determinante zur ersten Colonne,

i

d X,
nachdem man sie durch X dividirt hat, die mit — —- multi-

dt X

plicirte (2 + 1)te und verfahrt so mit allen auf die erste folgenden
Colonnen, so geht die obige Gleichung in
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je nachdem

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl; CIL. Bd., Abth. IL a.

Nun ist aber
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ist. Es verschwinden somit in der ersten Colonne obiger Determi-
nante saimmtliche Elemente bis auf das erste, und man hat daher

i i i

\" xi 4\ Ak
2= XG ) o
k=1 k=1
oder
i xi a \”ﬁ X
il = — ialid Xr
Z X Je dt L= X
k=1 k=1
, X %
v, x X
= (—1)"-1% % e P

k-1 41
RN % L

xt, A} Xy
Es sind daher die # Grossen
i

. P P n
911:715 92—72 PZ—Y

Multiplicatoren von (I).

Man ersieht hieraus:

Die Subdeterminanten der Elemente einer jed-
weden Zeile in X bilden ein System Multiplicatoren
von (I).

Man erhalt also aus den #» linear unabhéngigen Integral-
systemen von (I) # Systeme von Multiplicatoren:

1 1 1
P Pg-vPu

2 2 2
pp pz Sy 3

RN A
welche in dem frither angegebenen Sinne linear unabhéngig von
einander sind, da deren Determinant P mit X durch die Relation

XP—=1

zusammenhangt und somit nicht Null sein kann.
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2. Jedes dieser Systeme von Functionen geniigt demselben
System von # linearen homogenen Differentialgleichungen der
ersten Ordnung. Man erhilt dieses entweder auf der in (II)
angegebenen Weise, indem man von der Relation

n

>_JPkfk dtzr)k‘fk

k=1

ausgeht oder unmittelbar aus der Gleichung

Denn hieraus folgt:

k=1
oder
113 n
i
? ;1{}'- (ﬁ — 12 ﬁ
2Tk adt ko4t
k=1 k=1
n X,é d'tk
L X dt

Um aus den # Gleichungen, die man hieraus fiir . =1, 2...n
erhalt, die Differentialquotienten

dof dej  dp

dt dt dt

Zu bestimmen, multiplicire man die pte mit X% ; nachdem
man jede mit dem zugehorigen Factor mult1p11cut hat, ergibt
die Addition

.1 n n
dp, 1  dx
—= P — T {0 S
dtZXk’”i‘—' XZXkZXA T
k=1 p=1 A=1
- XZX Z Xy dt

82*
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oder da
1
5
> X=X
Lk
k=1
und
n
Rl Xf dxi)f
yp = —_
M LUX dt
p=1
ist:
dii
e\ ;
_?[? p— L_«a”p)"

3. Nach der Bedeutung der Grossen p ist

7 n

)Y : ~
VITRPS U W ¢

L =X Z%Ak

k=1 k=1

_%0
S

je nachdem p.7#7 oder p. = 7 ist. Indem man nun hierin dem 7
die Werthe 1, 2. .1 beilegt, erhdlt man » Gleichungen, aus
denen sich, weil die Determinante P nicht verschwindet, die
Grossen x%, #4. . berechnen lassen. Bezeichnet man mit P,
die Subdeterminante von p} in P, so erhilt man

P
und hieraus erhellt wieder die Reciprocitiat, die zwischen den
Grossen x und p und damit zwischen den Systemen (I) und (II)
besteht.

v

Die bisher entwickelten Formeln ergeben auch unmittel-
bar das allgemeine Integralsystem der # simultanen linearen
Differentialgleichungen

ﬁ:bl’ﬁ‘.:bz"'ﬁl:bﬂa

wo die b,, b,. .b, Functionen bloss von ¢ sind, wenn das von
1 2 )

£i=0,f=0. .f,=0 (1)

ermittelt ist.
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Denn sind wieder

1 1 A

Xi, Xy X
2 0 2
¥, X, X
-1l i 123
r ey xlk

1 linear unabhdngige Integralsysteme von (1), so sind auch
1 linear unabhangige Multiplicatorensysteme

11 1
Py Pe Pn
2 2 2
P P2 P
n i n
oy, Py -0,
von
.f]) f;g' '.flL

bekannt. Ist p;, p,. .p, irgend eines derselben, so ist

- d
Aolf-]'*"Pz.ﬁz'*" ‘{—Pufu:dt((llxl"F(lzﬂfz-{- RO

und daher

d
Ef(p]xl‘l‘()zxz-*— +P1M¢”) — Plbl+p2b2+ +Pltbn-

n
Bezeichnet man Z prbr mit S und unterscheidet die ver-
k=1
schiedenen S, welche den verschiedenen Systemen der p zuge-
horen, durch Anfiigung des gemeinsamen oberen Index der p
an S unten rechts, so erhdlt man zur Bestimmung von EE A
die 72 Gleichungen:

pla +pix,+ L Hphr, = fS,dt
piu oyt o, = fS,dt

pha +pix,+ L +pty, = fS,dt
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Da nun

so ergibt sich hieraus:
v = x} S di+x S, di+. . 4247 (S, dt.
v

Ist nun p,, p, . . . ps €in Multiplicatorensystem von (I), so ist
nach dem Vorhergehenden:

n

d
Z prfr = at (P2 + Py + . o Hpuka).
k=1

Bildet man mit Hilfe dieser Gréssen p aus (I) das System
von (#—1) linearen homogenen Ausdriicken:

dx

1 1 A Prn—R1ay ; A, n—10—8 3 Pn—1 i
fil= T ¥— .— Tye
t fn Pu
2 1 dx, Ao n—A20 [ v g, u—1Pn—a2uPn—1 X
2 = — AT e - n=1
at Pu fn
fl = dx,—y Ap—1,10u—%n—1, 1[4 v Ay—1, n—1Pn—%n—1, uPn—lx '
n—1 = — r—. .— =l
dat P Pu

so stehen die Multiplicatoren #|, 7,. .7,y dieses neuen Systems

mit denen des urspriinglichen in enger Beziehung. Denn wie
das zu diesem adjungirte System:

e g
@y At +a, 7+ .+a,,_1,11’,,_1——(611!" 4. +a'u—1,n7’n—l)
n

J
p
1 ar, ; Pa .
(Fz—_‘ﬁ + a7+ +dn—1,21u—l—p—(al,n71+ N e Vn—l)
i

V!
di +ay,1r+. Ay 11—

d
Q1 =

(111—1

(@y,ury+ @yt Tt
Pn
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zeigt, werden die Gleichungen
¢t =0 ¢ =0. ¢}, =0
durch die Grossen

/ / ! ! ! !
- PiPn—L P yo — Pzpn—pgpy_ e Pu—1Pu—Pu—1pPn
1= y Vo — ’ -1 = ——

Pn Pn Pn
befriedigt, wenn auch
P Par Pl
ein System Multiplicatoren von (I) sind: es sind also dann

O AR

Multiplicatoren des Systems f,‘, f21  Si—1
Jedes Losungssystem x,, %,. .x,_y von

=0 A=0... A=
liefert mit

O O —1
x,,:—{—‘x,—. Pt

fu P
ein Ldosungssystem von

£,=0,f,=0...f,=0.

Und umgekehrt: Jedes Losungssystem x,, %,. .%,
dieses letzteren Gleichungssystems, das Uberdies
der Relation

LY %+ . AHpu¥, =0
genligt, ergibt ein Loésungssystem: x,, %,...%,1 von
=0 f'=0. .fii=0.
VL

Da 7, 7,..7.,—1 ein System Multiplicatorenvon £, f;'... fiius
sind, so ist nach III (2)
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n—1 n—1

a Al
ZV"f”l—di D i
k=1 L_l

_d X Ok P— Pk Pn

— i ﬁ [
d |ph o
= 21N me
dat Puﬁ
Hieraus folgt, da
" l n
d
N thfi = yr z PR
k= k=1
ist,
n—1 n n n
3 d
v1’kfk b vPkfk Y‘Pifk“" S‘Pk X b
py b= =t i1 dt p bu

n—1
dJn
_Z”’”fk < Pkk)dt?
I

Berticksichtigt man nun, dass
n n
d
Z pr fr = T 5‘ Pr¥e
k=1

ist, so erhdlt man hieraus:

n 1
a
Z pSfe= 2 Pre
k=1 k=1
n—1
n—1 Z 7y ,fk\

=1
d),‘ d g, p”
dat P

n—1

n—1 7y Ji
a 1 d -| a kL='1

[y a0 T

dt p,
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Hat X wieder dieselbe Bedeutung wie in (III) und wahlt man

_Lex_ X,
X BT X

k
so ist
’ n n—l_ n—1~ru
o Pk{/u—(lizpu . 1 IYL'X” Xk Xu
i — d
Pn X Xv’z;
02X

drtoxgn—1
“nTk
- 0.X
G
“n

Man erhalt somit

r ) 02X i
n n— _— |
‘BX d 1 Bx"ax;j_l
Vp’vf’v /_wf" 0X Z XS
k=1 k=1 [ — _
ol B\ T am
dt 0X
L \ Bx”
1
%X
1
U 0xt 8ap—1
IR S
_d o
dt 0X
/Bn—l\
dl
ar\ 89X
VG

Bildet man mittelst der 7, die Ausdriicke %, ;% .- fi_e

auf analoge Weise wie die f}', /3! . fil-1 mittelst der pp aus
Ju» Sy -« fu hergeleitet wurden, so findet man
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BZX auX
L d 1 N 2
fe=7 12X | L X i
w a| Wyt by 87—
dt %X
\ 31n oxn— 1
n—1
X
n- axu oxn—1 axn -2
S-‘ 1n—1 f(l)
= 2K ‘
i| B 042!
dt 92X
4| o
dt 02X

oxn Bx"—l
T u—1

Substituirt man diesen Ausdruck in die obige Formel fiir

7}

Z or S,

k=1

so erhidlt man vermdge der Identitat

hieraus:

i3

11
Z OrSr = =
k=1

X , BX
B 04 —1 072 d ”}': i dx—1oan—2
X FTa o X W
a1 ox—1 oxt oxn—!
, BX
7m— L —
1 i 1 d \1 31"3%2—1 3;,];—2
X |\ di 72X dt &, *X
daf W~ a| denT 8707~
di| 8x dt\ o°X
EXT \ Baiaan=1
n

n—1

It
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\ X
n—
v dxn xi—1 0y —2 "
- X Ti
q I gl T e
dat X at | X
a| w7 d oo
dt\ o X dat X
o) dx)y 87—
2.
7 — -
v Bx;: 3,1’}(’_1 P
;,/f X g
al ox
Tt X
d( 3xn—1
7l
dt, X

ox™
“n

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhdlt man bei
A-maliger Wiederholung desselben:

%‘ n 3X
L o= ) g i =
k=1 = K
o oal
dt| X
ax
11
9+l Y
h—u
a LAY axt. .Hx;;:;:j-_iaxg_x )
dt »X dt = X %
i 34;; 3’453153”23“\ 31;; Bm;ijigax;ﬁ:i%
dt X )

Hn—h+2

Al—h42 Q11 —h41
.0x 8’111 —r41
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d 1 a
dt 0.X dt
1n—1
df
dt 0X
dr
n
X P+ X
n—
i ,n—)+1 n—Nh
d 1 v oxy. O T iowy Fo-
dt [ "X \ = B"X k
| 1L n—=A+2Qan—Nh " =142 Q4 t—r+1
i' 8’1'1;' ax H—"at 1| 15 dxlh—h—l—{)alll—)i]
dt 07‘X
1] 1—h2 Yt —h+1
LR L
92X
d i1 it gan—1
! v “n "7k
o X - 0X ke
o 5=\
n
dt‘\ X
\ g
i

Die hierin vorkommenden Gréssen f§, f. . f#_ werden

offenbar aus f|, f,. . fu— erhalten, indem man in diesen die

Grossen ¥,_yt1, ¥y—_pyo. .%, aus den Gleichungen

0X D¢ X .
i ¥+ 527 Bt oh o = 0
n
0X 0X 0X
x, =0

Br”—i ¥+ dpn—1 :lf2+ + 9gn—1 7
1 e “n

DX DX X,
axlll—].l.-l-l *+ Qpi—r+! ¥, + + 31:11—;1-1-1 Y=
z

einsetzt.
VIL
Ebenso wie sich aus der Kenntniss von Multiplicatoren-
systemen von (I) eine Reduction des Formensystems £, /,. .fu
erzielen ldsst, kann eine solche auch mittelst eines Systems

particuldrer Integrale
Eu

g
all
™~
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der Gleichungen

fi=0f,=0. f,=0

bewerkstelligt werden.
Denn setzt man

73
No— Xy =,
Eu

so geht bekanntlich das obige Gleichungssystem in ein anderes
aus nur (z—1) Gleichungen zwischeny,,7,. . .3, Uber, deren
linke Seiten die Ausdriicke:

n-—1

" &nf-l El f;l _ d}'1 e Y‘ al'r,&u_a'n).él_ By
T &n dt — & '
=1
n—1
P ‘gufu—l gn—lfn _ Yy N Ay —1, weu— ﬂu,/sn—l Py
vin-1— é — (I]t e & IN
n = n
darstellen.

1. Bezeichnet man ein System Multiplicatoren dieses
Formensystems mit 7, 7,. .75,_1, SO geniigen sie dem adjun-
girten System

dr n—1
¢;‘:d—’;+§1“”’§%ua"’;"k A=1,2. .1—1

b

k=1

d’l’ v Dy, ‘w : e
=7 + anm. __57,__&”
k=1

>..

H

Wird nun mit 7, die Grosse bezeichnet, die durch die

Gleichung
n
v &A’ 7y =
2

bestimmt wird, so nimmt dieses die einfachere Gestalt an:

n
A
b= ,d’t* + \aur O=1,2.. n—1)

—
k=1
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Diese Ausdriicke bilden aber in Verbindung mit
QenVk

v
at L
k=1

das adjungirte System von (I) und es ist daher

§by+Ebp+ .o HE = 7 (& +v&+. +vé,)

= 0.

Somit:
Befriedigen die Grdssen 7, 7,. .r,, die in der
Beziehung

=

A

Ekrk:O

[\

3
i

stehen, die Gleichungen
by =0, ¢ =0. 941 =0,
so genligen sie auch der Gleichung
b = 0,

und sind daher Multiplicatoren des Systems (I).
Und umgekehrt:
Von jedem System Multiplicatorenr,#,...7,von (),
das die Gleichung

&,1’1 +€27’2+ . FE =0

befriedigt, sind

¥, Ty Tn—t

Multiplicatoren von @y Pp- Pt
Bildet man mit diesen Multiplicatoren 7,, #,. .#,_1 von

P> Pp- Pu—1:

n—1
Ve Pk,
k=1
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so findet man
n—1 n 1 —1

Z iy — Z Yo fr =

k=1 k=1

\'
dtL Ve Ve

Also:
Ist &, &. .§ ein Integral- und 7, 7,. .7, ein Multi-
plicatorensystem von
=0, =0. .f,=0,
die in der Beziehung
§r +6 1+ . 48y, =0

stehen, so ist

i n—1

2 refi = \W élﬂk_vnék

gﬂ
k=1 k=1

Es wird somit fiir jedes Integralsystem %, #,. .x, von

fi=0 £=0. .f,=0

n—I1
‘1
» 1y = Const.
L
k=1
Diese Constante wird aber, wie aus

n—1 n

Y xk&n_ruck
7, = V v YrX
Z Ik Lo e, &, y B

k=1 k=1 k 1

hervorgeht, dann und nur dann Null, wenn

ist.
Also:
Jedes Integralsystem x,, x,...x, von

fi=0,,=0.../,=0
ergibt ein Integralsystem y,,%,. .¥,—1 von

=0, 0,=0. .¢,_1=0.
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Dieses steht aber dann und nur dann mit dem
Multiplicatorensystem #, #,. .7,y in der Beziehung
Y Ty Yyt V1 V1 =0,

wenn die %, #,. 4, die Gleichung
VxR 1yx, = 0
befriedigen.
2. Bilden g, p,. .ps ein anderes Multiplicatorensystem

von f, f. . fu, woflr
P+ b+ Hpb =0
ist, so stellen nach dem Vorangehenden
PPy Pu—t
ein System Multiplicatoren von ¢, ¢,. .%,_1 dar. Es ist daher
nach (VI):

n n—1 4 n-—l
Z1’kﬁ = z TR — CT[ ‘>— T Vi
k=1 k=1 k=1 )
_d 1 dx
A R
Tatd o dail,
dt Pn—l =t
n—2
B
}\RI\’J“\'
d =i

T dt d (""*‘5’
dt n—1
R, = eV —1—7% Pn—1
-1

Wwo

gesetzt wurde.
Oder, wenn man fiir y, seinen Werth einsetzt:

n

1 d 1'k&n_&k):n
5 Tefe = dt T T g
k=l dt Pu—1
n—2
\ RI"']D/\
d Py
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Bezeichnet man mit ¢{. .¢}_» die Formen, welche mittelst
O By Pt auf dieselbe Weise aus ¢, ©,. .¢,_; hergeleitet
werden, wie in (V) £' .fi-1 aus fl,fz...fm so bilden
. e b ) X )
R, R,. .R,—2 ein System Multiplicatoren von el e, ph_y
und es ist

n—2 n—2
d )
S r= Y
(= r=1
Sind nun &, &. .&, die Glieder eines Integralsystems von

f,=0. f, =0, welche die Gleichung
4+ 41,8, =0
befriedigen, so bilden

& i

& ) 2

i :& Sy Mn—1 = Sy — = Cu -1
Eu én

Fiir dieses ist

Pl 1yl A1ty = 0

und
o+ Pyt +Pn—1Mn—1
- {’IE: —+ {‘2&’2_" -1 &1

!
n

—_— é— (('1&1 +(12 ‘52+ . +Pn—1£n—l)
n
— PISII"'Pz&,z’*" +publ.
Genligt daher das Integralsystem &, &,. .§,_; der Relation

! ! R
o+ &+ +paén =0,
so wird auch
Pl T+ o pu—1Tu—1 = 0
und
Ry +Ryt+ ... +Ry_17%, 2= 0.
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CL. Bd., Abth. 1. a. 83
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Da nun p, p, on—1 ein Multiplicatorensystem von
©, Py -Pu—1 bilden, so ist wegen der ersten der beiden voran-
stehenden Gleichungen 7, M,. .7Mu—2 nach (V) ein Integral-
system von

"
v

=0,

;ll: 0. -'?1[1—2

-G

und wegen der letzteren nach S. 1241:

n—2 n—3

N Regh = 4\ Ry D2 T
- dt L Tin—2

k=1 k=1

Nun ist aber

XpSn—5Sr ¥y Xp—28p—<Su—2%y,

= )

iy Vn—2 . n Sn
N . - :, A & ;I 6’ & £ =/
fiky Nn—2 SkSn—8kSn Sn—28n—8n—28,
- T T b 2
Cu S
o Lo
Yo — T ny ¥p2— Xy, Xy
Sn "
= & Skoay o ozy Sn—2:7 =4
sk~ & Suy Sp—2— 7{";117 Sn
7 Su
0 0 1
v, " ;
Yiy Xu—2, Tu | 1
et & 3
= | &k, &u—2, &u ?T
Sn

und daher

3
Welin—2— V-2 _ [ Sks

N N =7
Nn—2 ! Sn—2, &n

Substituirt man diesen Ausdruck in die frithere Formel
S. 1242, so geht derselbe iiber in
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P Xk, Xu—2, Xy

| &, o, €

{11/ y 1 i"{ij l €k, &11—‘27 E,, ;
I:{ S dt i Tn—t at ‘—/'1' * E$L~2) &71 |
- at Pu—t - &n—?; En |
n—2
N R
d it
@ djn)
at pp—i

3. Ist ein drittes Integralsystem &/, &) .&) von (I) gegeben,

das mit dem » und p in der Beziehung

i

n

Al O
Vil =0 Yaldl =0

k=1

—

k=1

steht, so ergibt sich zunidchst aus den drei Gleichungen

& 18+ . +1,8, =0
e &ll + 1, é(d +. -+ 7’:;52 =0
gl Y/ A
”1C| +12§_) + +7Il,€ll -
Die Relation
&oogn &l =1 =
1n—3 | Sky Sn—2, Su i on—1y sn—2,
\ T zl 1 &
\ 8" &k, Si—2; Sn +1/H—1‘ En—1, Sn-2,
— s & s & :
k=1 Sk, &11—2, S ! Sn—1, sSn—2,

aus den drei anderen Gleichungen

¢ S
018 + P8y +
=I ‘I
08 F 0,8, +

sy 21t
98+ P&, +

+popsn =0
-

s A+pug =0
&
sy =

folgt:
R R s sl
n—3 Sk su—2y sn 1 Su—1; Su—2,
\ - N , R
s s 2 2/ &t
\,\ [k ( Sky Sn--2, &n ‘ -+ fn—1 ' Sn—1, Sn—2,
k=1 8y Sn—25 Su ‘ ‘ Su—1, &n—2,

g o
T =3

ST

N
on |

€y
83*

& |
|
‘

Il



1246 G/ Escherich,

und aus den beiden gewonnenen Gleichungen:

nogn o gn

7n—3 ky Sn—2, Sn
el &/ / —_
Rk gk; Sin—2, &n | = 0.
& & I
k=1 ‘Ek; Sn—2y Sn |

Vermoge dieser Gleichung geht daher der Ausdruck

n—3 Xy Xu—2, Xy
ZRI.' ck: gn—"y /l
k=1 &, Gu—z, &y

iiber in einen Bruch, dessen Nenner
14 n I/
n—3, Su—2, &,,

& ! /
511—3: n—2, nl

‘Sn -3 5/1—2 v S

und dessen Zihler

[ 4/ I/
Sn—3, Sn—2, Sn

!
S‘RL &, &z, & | | 8, Gy 8 | —
Ery Epe, &y | & En—2, &y

. . |
n—4 Xpy Xp—2, %y

1/ /4 " . -
ks gn—da [ |1u—3, Xp—2, Xy )

! / &l
- &ky §/1—2; [} &ufﬂ% sn_), ‘Su

Sk, §1172; &y | EH—S; &/1—2) &Il 5

ist.

Die in der Klammer enthaltenen Determinanten sind aber

Subdeterminanten der Elemente in

Xky Xn—3, ¥n—2, ¥y
g1 c&n s n
Sk &1:—3; n-—-2, Sun
El &/ &l !

By Su—3, Su—2, Su

ék’ S =3, &n—2, éu ]

und zwar der Reihe nach von §,_3, v, 7,3, &, wesshalb die

Differenz in der Klammer gleich



Xr, X¥n—3, ¥n—2, X
gi,; Eu—-S; En——Z; §4f E
.;M ‘ggt—lh é:{t—?, c:il :j
é.-k; é’u—S, 5/;-—2, Eu
ist. Somit ist
I Xy Xpu—2, Xn
é.,k; €5l-—2; gl{
”‘T‘:iR k) 511.—‘27 éu .
k—:l ¢ :5;——2; é.‘ln
Eu-—ﬂ, é:u
s ' Xy X3, ¥y—-2,
"n—: ’
Vg, | dis, E,
Lo Ess o,

und der Ausdruck in (2)

n

3
S V},vﬂ:
il

k=1
] 1 A n—4
‘ V'R |°©
[lt d 1’u—1 dtL,
k=1
dt Pn—1 |
|
u“—‘_!
\' Ry
d ;1
dt d v,y

dt p,—

Multiplicatoren.

geht {iber

¥n—3,
</
Sn—3s
&l
gn —3

s
=

n—3,

-
Sn—2,

in:

Yn—2,
=/
Sn—2
zl

Snu=2

Sn -2

=2y Sn
-
-2y Sn
X E”
et n—3y
n 1
Sn—
E' = 11—3y
n é—
B = n—3
~ b
Sn
Yu 11
£ Sn—3»
S 13 f’
Py ! Sn—3,
C. n ’ E
2 1n—3

</
Sn—2,

Sn—2,

-
Sn—2,
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