
Über dieMultiplieatoren eines Systems linearer, 
homogener Differentialgleichungen

(I. Mittheilung)

G. v. Escherich,
c. M. k. Akad.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Mai 1892.)

F orschungen  nach der eigentlichen Quelle, aus der die 
von C l e b s c h  angegebene Transform ation  der zweiten Variation 
des allgemeinen isoperimetrischen Problems fliesst, haben mich 
zu einer eingehenderen U ntersuchung der Multiplicatoren eines 
S yste m s  linearer hom ogener Differentialgleichungen gedrängt. 
Die hiebei gewonnenen Ergebnisse , die den Zusam m enh ang 
der Integral- und M ultiplicatorensysteme, die Reduction des 
gegebenen Form ensystem s aus der Kenntniss  von Integral- 
und Multiplicatorensystemen etc. klarzulegen versuchen, haben 
ein durchaus selbständiges Interesse, w e ssh a lb  ich sie in einer 
eigenen Abhandlung der Darstellung ihrer A n w end u ng a u f  die 
Transform ation der zweiten Variation voranschicke.

I.

Sucht man zu einem Syste m e von 11 homogenen linearen 
Differentialausdrücken der ersten Ordnung
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wo x v  x %.. .  x . „  die abhängigen  Variablen und t  die unabhängige 
Veränderliche bezeichnen, Multiplicatoren: p i , p 2 . . p „ ,  w elche 

die Sum m e
P i f i +  Pz f z +  +  P n f i

z u  einem vollständigen Differentialquotienten nach t  machen, so 
findet man leicht, dass  die gesuchten Grössen die n  Gleichungen

d o  - \
'f1 =  -jj-  +  (anPi~^~azi Pz~*~ • • • + ö«i pn) — 0 1

?2 =  +  (a i iP \  ~ ^ a zzpz  +  • * ’ + a ii2pn) =  0  \d t  v ,

d o n 1
'f// =  +  (&lnPi + a 2nPz~^~ • + a nnpn) —  0

befriedigen.
Diese E igenschaft  ist aber nur die Fo lge  einer allgemeineren 

Beziehung, w elche zw isch en  den f  und cp besteht und durch 
die Gleichung

P i f i  +  Pz f z  +  • + P  » f i + x \ ?  i +  x z ' h  +  +  x n ? «  =

_  d  /
— ~ d t  1 ^  X %  ' ~ r ^ 11X "

ausgedrückt wird. A u s  dieser Relation ergibt sich aber:
»Befriedigen die n  G rössen  p v  p z  die n  Gleichungen

cp, —  0 ,  '£>z  ~  0 .  . <p„ =  0,

so bilden sie ein System  Multiplicatoren für die A usdrücke: 

f v f z
befriedigen hingegen die n  Grössen x x, x z  x „  die

11 Gleichungen

f i  =  °> f z  =  0  • - f i  —  0, 

so bilden sie ein System  Multiplicatoren für die A usdrücke:

Nennt man daher das Sj^stem (II) w egen seiner E ig e n ­
schaft die Multiplicatoren von (I) zu bestimmen, das diesem 
a d j u n g i r t e  S j ' s t e m ,  so ist auch umgekehrt (I) zu (II) adjungirt.
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1224 ('r. K s c h c r i c h ,

II.

B ilden pp p2 . . p„ ein System  Multiplicatoren von (I), so 
gilt für jed es  Integralsystem x v  x t . . x n  von

/ | = 0 , / t  =  0 .  . / „  =  0  (1)
die G leichung:

cl
— (p , j +  p2 'r 2 +  +  1° " * H ) ~  0

oder
Pi#i -+■ p2' 2̂ ~ ~  Const.

Ist diese Constante nicht Null, so kann man durch dieselbe 
jedes  x  dividiren und erhält für dieses neue Integralsystem
Xy ,  x z  . X i, .

pl X l -+- P2 ,r2 4- -f- p„ -V,( —  1.

Hat man noch ein zweites Integralsystem  £2 so
ist für dieses die zugehörige Constante entweder 0, oder, wenn 
dies nicht der Fall, kann man aus diesem System  ein anderes 
I ,, ableiten, wofür

pt£( +P2^2-*- — 1-

A u s  den beiden Gleichungen folgt aber

p, ( x x — ) +  p2(,r2 — £2) -f- +  p;t ( x n — i „ )  ■ =  0

und es ergibt sich also aus dieser B em erkung : A u s  n  linear 
unabhängigen  particulären In tegra lsystem en 1 von (1) kann man 
stets 11 andere

x [ x { x l ■Ar p ^2 . • >
9  9  9

x j ,  x - . . x f , ;

n  particuläre Integralsysteme

: 1 c[
’ 2̂ ‘ ‘

:|1 4 *n
tt  c'l
*1 ’ V  *’ * *11
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Multiplicatoren. 1225

herleiten, welche in den Beziehungen stehen:

4- +  — 0

+ P i x l  +  — 0

( in )

J e d e s  a n d e r e  p a r t i c u l ä r e  I n t e g r a l  S y s t e m  
v o n ( 1 ), w  e 1 ch e s mi t  d e m  p, , p2 . . p;t d u r c h  d i e G 1 e i c h u n g

v e r k n ü p f t  ist ,  h ä n g t  l i n e a r  v o n  d e m  ( n  —  1) e r s t e n  d i e s e r  
S y s t e m e  ab.

A us  den Gleichungen (III) lassen  sich die pp p2 . . p„ durch 
die Elem ente der n  linear unabhängigen  Integrals37steme von (1) 
bestimmen, und zw ar findet man, w enn Ar die Determinante 
X-i- x \ x l .  . x n  dieser System e bezeichnet:—  I i n  J

Sind 11 Grössen p durch die Gleichungen (III) mit den 
n  particulären Integralsystemen von (1) verbunden, so erhält 
man für dieselben, indem man die Gleichungen nach t  differentiirt 
und für die Ableitungen d e r #  nach t  die Werthe aus ( 1)  ein­
setzt, w egen  X  ^  0 wieder das Gleichungss\rstem (II).

H ä n g e n  d i e  n  l i n e a r  u n a b h ä n g i g e n  I n t e g r a l s y s t e m e  
v o n  (I) m i t  n  G r ö s s e n  pn p2 .p;( d u r c h  d a s  G l e i c h u n g s ­
s y s t e m  (III) z u s a m m e n ,  s o  b i l d e t  d i e s e  e i n  S y s t e m  
M u l t i p l i c a t o r e n  v o n  (I).

sollen linear unabhängig heissen, wenn nicht die Glieder jeder Colonne dieser 
Determinante dieselbe homogene Gleichung mit constanten Coefficienten

1 ö l  _  1 d X  

X  0^» ’ b «

1 3AA

+  =  0

oetriedigen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung hiefür ist bekannt­
e n ,  dass die Determinante dieser Grössen nicht identisch verschwindet.
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1226 G. E  s c h e r i c h ,

W e g e n  der Reciprocität, die zw ischen  den System en  (I) 
und (II) besteht, lässt sich jedem  der hier aufgestellten Sätze 
ein reciproker an die Seite stellen.

III.

Der eben gefundene Zusam m en h an g zwischen den Inte­
gralen der G le ichungssystem e (1)  und (II), sow ie eine Ableitung 
dieses aus  jenen ergibt sich auch in einfacher W eise  aus der 
Z u sam m ensetzu ng der Coefficienten a  in (I) durch die Elemente 
von n  linear unabhängigen  Integralsystem en von (1).

1. Bezeichnen w ieder

x ,  x

x t , X .

x 1' x l !  . x vi ’ i  ii

n  linear unabhängige  Integralsystem e von (1) und ist X  ihre 
Determinante, so erhält man

/ *  =

dXf;

"d t  ’ X l  

d x [ .  . 

d t  ’

. x .

. x

d x 11ii

~ d t  ’

Die Determinanten, w elche die verschiedenen Formen 

f v  f z -  • f n  darstellen, unterscheiden sich also nur in ihrer 
ersten Colonne. Bezeichnet man daher mit X ' k  die Subdetermi­
nante des E lem entes x lh  in X  und bildet die Sum me

11

x[fi +xilf%+... +X‘f„ = V X'jt ,
i-=l
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so ergibt sich

L x ‘> f = - k
fc=i

V .v *
—  * d t  '  '
l ’ =  1

v  v i d x l
! d t  ’ 1

X

, ^

' d t  ’ 1
\

. x ,

. X

Addirt man in dieser Determinante zur ersten Colonne,
d  X.*

nachdem man sie durch X  dividirt hat, die mit - — —  multi-
d t  X

plicirte (k - b  l ) te und verfährt so mit allen a u f  die erste folgenden 
Colonnen, so geht die obige G leichung in

y  x i f * =
k=\

V
k=\

V./
Är=l

V
k=\

X l  d x k  

X  d t
Xk

d t \ X

X l  d x l  t d  ( X l

X  d t  +Xldt\x

X l  d x l  ^  M  d  ( X l  

X  d t  k d t \ X

über. Nun ist aber

V
fc=i

x i d 4  

X  d t

j i .  d  X l  

X k  d t  X

d

d t

*=i

X l

X

j e  nachdem
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1 2 2 8 G. v. E s c h e  r i e h ,

ist. E s  verschw inden somit in der ersten Colonne obiger Determi­
nante säm mtliche Elemente bis a u f  das erste, und man hat daher

xi

oder
fe=l

E s  sind daher die n  Grössen

X !  x i

Pl — ]£  > P2 —

#1, % • ■ %n

x \ , x \2 • %1I

*1 >
yyk--1 k-1  

. . Xn
jyk~f“l 
% \ ’

Jfc+1 
• %n

^n -y1l
2

n
• •#»

i
P» X

Multiplicatoren von (I).
M an ersieht hieraus:
D ie  S u b d e t e r m i n a n t e n  d e r  E l e m e n t e  e i n e r  j e d ­

w e d e n  Z e i l e  in X  b i l d e n  e i n  S y s t e m  M u l t i p l i c a t o r e n  
v o n  (I).

Man erhält also aus den n  linear unabhängigen Integral­
system en  von (I) n  System e von Multiplicatoren:

\> P2
i> p I

Pu
p l

11 CiU
i ? I 2 ’ i n

w elch e in dem früher angegebenen Sinne linear unabhängig von 
einander sind, da deren Determinant P  mit X  durch die Relation

X P -  1

zusam m enhängt und somit nicht Null sein kann.
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2. Je d e s  dieser Syste m e von Functionen genügt demselben 
System von n  linearen hom ogenen Differentialgleichungen der 
ersten Ordnung. Man erhält dieses entweder a u f  der in (II) 
angegebenen W eise , indem man von der Relation

k=\ k= 1

ausgeht oder unmittelbar aus der Gleichung

x i

^ = x -

Denn hieraus folgt:

i Z p**s =  °
k=i

oder

y v ^ = - y y — ^Z  dt Z  k dt
k=l k=i

/ i X  dt
k - i

Um aus den n  G leichungen, die man hieraus für [jl =  1, 2 . . . n  

erhält, die Differentialquotienten

dpi dp2 dp ii
dt dt dt

zu bestimmen, multiplicire man die [ite mit X £ ; nachdem
man jede mit dem zugehörigen Factor multiplicirt hat, ergibt
die Addition

fe=l jx= 1 X=1
/<•

1 v-i \  i d x £

—  —  —  >  x t  )  x ? - ±
X  Z —' x Z_i k  d t

X=1 (JL=l

82*
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1 2 3 0 G. E s c h e r i c h ,

oder da

und

__  ' k  k

k = 1

_  v X * d x >
au- —  /

X  d t  
,,=i

ist:

dA -  v
d t

) . =  1

3. Nach der Bedeutung der Grössen  p ist

V x ' ^ i  =  i  y  X‘! X ;X:ktJk ~  x  Z_j 
k =  1 *=1

0

1

j e  nachdem [1 7 i i  oder \ i  —  i  ist. Indem man nun hierin dem i  

die W erthe 1 , 2 .  . 1 1  beilegt, erhält man n  G leichungen, aus 
denen sich, weil  die Determinante P  nicht verschwindet, die 
G rössen  x £ ,  x % .  . x ^  berechnen lassen. Bezeichnet man mit P f11 £ 11 K
die Subdeterminante von f>£ in P ,  so erhält man

i t  -  P

und hieraus erhellt wieder die Reciprocität, die zwischen den 
G rössen  x  und [j  und damit zw ischen den System en  (I) und (II) 
besteht.

IV

Die bisher entwickelten Formeln ergeben auch unmittel­
bar das allgemeine Integralsystem der n  simultanen linearen 
Differentialgleichungen

f l  —  b v  f z — b 2 ■ ’ - f n —  h l ,

w o  die b v  b % . . b n  Functionen bloss von t  sind, wenn das von

f i  =  0 , f = 0 .  . f n —  0  ( 1 )
ermittelt ist.
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Denn sind wieder

Multiplicatoren. 1231

x u ■v}2

x l
*)

Xl ■ x \

n  linear unabhängige Integralsystem e von (1), so sind auch
11 linear unabhängige Multiplicatorensysteme

p!> p i  p«

p?> &  p»

Pi*» P" • • 9 'n
von

/ i . / 2 - - f n

bekannt. Ist p v  p2 . . p n  irgend eines derselben, so ist

Pl/l +P2/2 +  * -’rpnjn — ^  (Pi*i +  P2 *2 +  • +P»''t;«)

und daher 

d
— (prr , + p 2,r24- +P»*/;) — P i^ i+ P 2^2_,~ + P n b n -

n

Bezeichnet man ^ p k b k  mit 5  und unterscheidet die ver- 
fe=i

schiedenen 5 , w elche den verschiedenen System en der p z u g e ­
hören, durch A nfü gu ng des gem einsam en oberen Index der p 
an 5  unten rechts, so erhält man zur Bestim m ung von x v  x 2 . . . x n  

die 11 Gleichungen:

p!*i +  [Ji x% +  • "5"[Jnxn — j S y dt
p\ xi +  P2 X2 +  • +  p» xu =  J S 2dt

p'lx \ +  p2Xz +  • + P n  x n  —  S S n d t .
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Da nun

./ _  P *
X k p  ’

so ergibt sich h ieraus:

X k  - -  x \ .  x \  J S z d t +  . . +  x ^  J  S „  d t .

V

Ist nun pj, p2 . . . pM ein Multiplicatorensystem von (I), so ist 
nach dem Vorhergehenden:

11

y  Pkfk =  ^  (Pî i +  fVr 2 +  • • +  P»*«)-
fc=l

Bildet man mit Hilfe dieser G rössen  p aus (I) das System  
von ( n  —  1) linearen hom ogenen A usd rücken :

_f i   --✓Kj 17/1"i ^1,n—lPn nPn—1
J , = —  :  ^

^2, ii — 1 P« ^2 « pn—1 
X .  . . . % n - \

Pn

1 2 3 2  G. E s  c h e r i  c h,

p» ii p\
dt Pn

C4II 2̂1 P11 ^2 ii P i
Pn

I T &n— 1, 1 p/t 1,7! Pi &n—1,11—1 Pn Cln—l,nPn—\M
---------- - %n~ I'

d t  p;t p n

so stehen die Multiplicatoren r , ,  r z . . i dieses neuen S yste m s 
mit denen des ursprünglichen in enger Beziehung. Denn w ie 
das zu  diesem adjungirte S yste m :

t — d r \ Pi / \¥i =  H +  . + a n -i, 11 1 \  4- .  . . n T n — i)

i _  d r z P 2 / \<p2 — ~ T ,  + d n — i t 2 ^ n — l  (#1, „ f n_i)
p;/

P«
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zeigt, werden die Gleichungen

cp) =  ° ,  <p{ —  0 .  =  0

durch die Grössen

PiP« P| pn _ P2 P11 P2 P" p)i — lp« P»—l p n
—  ----------------------> 1 2 —  : > 1 — -----------------------------

P n  Pn  Pn

Multiplicatoren. 1 23 3

befriedigt, w enn auch
r '  r> r>Pp P% - • P«

ein System  Multiplicatoren von (I) sind: es sind also dann

 ̂p  ̂2 ■ ■ ■ ^ 1

Multiplicatoren des Sj^stems / / ,  / 2‘ . 1.
J e d e s  L ö s u n g s s y s t e m  * 2 . v o n

/ /  =  0 ,  / 2 =  0 .  . . / , / _ !  =  0

l i e f e r t  mi t

Pi Ph—1 „_i
.  . #

p7( P»

e i n  L ö s u n g s s j ' s t e m  v o n

/ i  =  ° >  f z  ~  0 ■ • ■ / «  =  °-

U n d  u m g e k e h r t :  J e d e s  L ö s u n g s s y s t e m  * 2 . 
d i e s e s  l e t z t e r e n  G l e i c h u n g s s y s t e m s ,  d a s  ü b e r d i e s  
de r  R e l a t i o n

P \ X \  +  p 2 X 2 ~ >r • • "*“ P ^  

g e n ü g t ,  e r g i b t  e i n  L ö s u n g s s y s t e m :  x v  % z . .  . x n — \  v o n

A l =  o , f 2' = : 0 .  =  0.

VI.

Da  r t, r 2 .. r .  „ _ i  ein S yste m  Multiplicatoren von / j 1, / 2l . . ./ ,/_  1 
sind, so ist nach III (2)
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1234 G. v. Es e h e r  i c h ,

n —1

k = 1
d t

d t

d

d t

/t — 1 

V
2 _  r k x k

k ^ Ä

11

V  P k P n — p k p n

9n

n n

p n
—  /  P k * k  

P n ^ i

— - yd t  L -
k =

pk*k

H ieraus folgt, da

k=i k=i
ist,

fc=l 
7J—1

*i=i \fc=i 

B erücksichtigt man nun, dass

d t  p , i

V  s  d  V

fe=l fc=l
ist, so erhält man hieraus:

11 11

Z pfê = djZ p*** ife=l fe=l
H — 1

d t

d

d t

11 — 1 
1 V "

d  (pnz s L rkf£
d t  \ p n

k=\

1 d
II — 1

r f /p { A  

d t  \ p nJ

y  n f k —  —
6?̂  1 6?

6?/ P/t
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Hat X  w ieder dieselbe B edeutung w ie in (III) und w ählt man

_ ^ d X _ X l  

p k  ~  X  " ö x ' l  —  X

1 i X  _ ^ C _1
X  8 X ” - 1 X  ’

k

so ist

. . \ r l l - y l l  — 1 y  18 -  1 y «
  pk[Jn [JkPn __ 1 ^  k n fe 11

V n  x »

82x
d x "  8#'/—1  n k

—  8 X  

8x nn

Man erhält somit

V  f  -  V  ^  r  _  ±
/  , P *  h  /  0 r u  J k  d t

k=l f c =  1 '  k

1

Z X  V 

c l  l  d x ' 1- 1 )U ii

d t  1 d X  

 ̂ i x ' 1 '

n — 1

V
/  ,

k  =  1

82X

8#» i x } - 1
n  k

8 X

d x tl

f l

/ n —i
82AT

d

d t

sr \ i x ’1 i x } —1
\  n  k

k  =  1
d X  

i x Tl

f k

l
8 X

d  I i x ' 1 - 1u  I n
J t 1 Z X

 ̂ i x ' 1

Bildet man mittelst der r k die A usdrücke /,2, / 22 . . / , 2_ 2 

auf analoge W eise  w ie  die / / , / 2‘ . f , l ~ \  mittelst der aus
f v  f z . .  .  f n  hergeleitet wurden, so findet man
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1236 G. E s c h e r i c h ,

11 —1

y
* = i

%zx

d x 11 8 a.'” - 1 d11 k r[ __ u-Jk —3 X

8*”
d t

d

d t

/ 8 2X

I d x 11%xn~ 2 11 11 — 1
3 2X

 ̂ d x 11 d x 1l~ \  11 11—1

n - 2
f r ‘X

\~ \ d x 11 %Xn~J  3#” —2\  n n—1 k

k =  1
3 2X

8*M 3#” ? ii ii— i

■/f>

d t

Substituirt man diesen A usd ruck  in die obige Formel für

1l)

y  p k / k ,

k ~ \

so erhält man vermöge der Identität

3 3X  3 3X
i i— 2 —----- -------—--------„ n —2
v h  d x 11 d x 11 \ ^ x ] 1 2 d  %xn <)xn \ ^ x 1! ~ 2^  ft « — 1 ^ -2 ___ u- ^  ii 11 — |  &

Z - i  3 * x  J k ~— J t ^ L  W x  Xkk = 1 -------- :—- fc = l ----------------  
"dX11 d x 1' - }  %Xn d x n~]ii 11—1 11 i i—l

h ieraus:

Y j  f ^fe=l / —  \ ; w « - i3 1̂l
J Y

dx11

d

d t

11 —  z

V/ ,
k — 1

W X  

3 * 7t 8#n—J d x 1! ~ 211 u — l k
d * X

d x 11 d x 1l~~]ii 1 1 —l
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d
dt

d
dt

d X
dxn~ l11

d X
i x "

Multiplicatoren 

/  1 1 -  2

d_
dt

dzX

V
, /  , ■
k = \

dx"dx1l-\ dx '/—2 11 11 — 1 k
d2X

dx" dx11-\ 11 11 — 1

d
dt

d * X

dx" dxn ~211 n - i
d2X

dx11 dxn~

1237

f i "

( i i —i 
V
fr =  l

d
dt

d2X
dx11 dx, n—l

dt\

d X
dx '1

d X
dx« - i

dX_ 
dx«

fk

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man bei 
X-maliger W iederholung desselben:

d d  d x" . .d x"—): + \dx"—̂
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Die hierin vorkommenden Grössen _/>, _/>. - f £  werden 
offenbar aus f v  f % . . erhal ten,  indem man in diesen die 
Grössen x n ^ + h  x n - ^ + 2 - - x n  aus den Gleichungen

0 X  0a  s x

85- * ‘ +  I r f  * 2 +  - +  f t ?  x " =  °
0 X  0 X  d X

*1 +  ^ 7 - T  *2 +  +  ^ - 7 7 - i  %n =  00.r',—1 " 1 0 *"- 1  * ö#“ _1

d X  d X  i X
g ^ q r + r ^ i +  j ^ i = i r + i ^  +  + g  -  0

l ' !s 11

einsetzt.
VII.

E benso  w ie sich aus der Kenntniss  von Multiplicatoren- 
system en von (I) eine Reduction des F o r m e n s y s t e m s / 2 . , f n  

erzielen lässt, kann eine solche auch mittelst eines System s 
particulärer Integrale

Sp ?2 • ’
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Multiplicatoren. 1 23 9

f y  —  0 , f z  —  0 .  f „ - - 0

der Gleichungen

bewerkstelligt werden. 
Denn setzt man

£>.
—  T~ X n = > ' / . ,

so geht bekanntlich das obige G le ichungssystem  in ein anderes 
aus nur ( n  —  1) G leichungen z w i s c h e n ^ , y 2 . . über, deren
linke Seiten die A usdrücke:

11 — 1 . ^
_ Sy; f \  h k f i i  __ \ ^

71 = ü “  ~dt ”  _  E  >v
>.= 1

11—1 . .
  ^11 f l l —  1 i l l  —  l j l l  d y n  — 1 C ln _ l t x£/; — 1

'p,,- 1 =  i n  ~ ~ d t  /L  i ;  iv
>.=i

darstellen.
1. Bezeichnet man ein System  Multiplicatoren dieses 

Form ensystem s mit r , ,  r % . . r n _ i, so genügen sie dem adjun­
girten System

ii— i

d T + L -------- 5 --------- n  x  =  1’ 2 ' - ” - 1
k = l

_ di\ vn a ">- c
—  —J T  +  > a k ) J \ ------- e— )  ik  1'k •

d t  ^  £ „  z _
A-=l *=1

W ird nun mit r„  die G rösse bezeichnet, die durch die 
Gleichung

11

Y  itn = o
k = l

bestimmt wird, so nimmt dieses die einfachere Gestalt an:
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Diese A usd rücke bilden aber in Verbindung mit

n

<K —  —j j  +  y  &knVk 

k = l

das adjungirte System  von (I) und es ist daher

d

+ ^ 2 ^ 2 +  • • • ^  (Vl̂ l + v2^2+ • +  V»£»)

=  0.

Somit:
B e f r i e d i g e n  d i e  G r ö s s e n  r t ,  r 2 . , r n , d i e  in d e r  

B e z i e h u n g
II

y  ikrk = 0

s t e h e n ,  d i e  G l e i c h u n g e n

<l>, =  0, <1>2 =  0 . . 4»«— i =  0,

s o  g e n ü g e n  s i e  a u c h  d e r  G l e i c h u n g

<|>» -  0 ,

u n d  s i n d  d a h e r  M u l t i p l i c a t o r e n  d e s  S y s t e m s  (I).
U n d  u m g e k e h r t :

V o n  j e d e m  S y s t e m  M u l t i p l i c a t o r e n r 1, ^2 . . . r „  v o n  (I), 
d a s  d ie  G l e i c h u n g

b e f r i e d i g t ,  s i n d

r v r 2 . . r 1t- 1

M u l t i p l i c a t o r e n  v o n  cpl3 <f2 . . cp,t_i.
Bildet man mit diesen Multiplicatoren r v  r 2 . . r „ _  1 von 

¥ i> ? 2- •¥»-1;
11 —  1

^  n<p*,
*=1
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so findet man

V m t = V r t f ,  =  ± V n y t .

k = l  fe=l fe=l
A lso :
Ist S2 . . i n  ein Integral- und r v  r 2 . , r n 

plicatorensystem von

fl = °> ft =  0 • • fn =  0,
die in der Bezieh ung

iyVy +^2 2̂"*“ • • • ~̂~̂nrn — 0
stehen, so ist

y r i f i  - d ’\ r i  

fe=l fe = l

E s  wird somit für jedes  Integralsystem  x v  x z .

fi = 0, / 2 =  0 . .fn— 0
11—1

V  r k y k  —  Const.
I__I
k=l

Diese Constante wird aber, w ie  aus

11 —  1 n  .  . n

Z V '  x >&n— %n£k V '
n y k =  > r k --------------=Z )  r k x k

Z_i  S/t ^— i
fe =  l ifc=l fc=l

hervorgeht, dann und nur dann Null, wenn

11

V  n.**. =  0
ist.

Multiplicatoren.

n * k

k= i

A lso :
J e d e s  I n t e g r a l s y s t e m  #1} v o n

f l  ~  °> /*  =  0 • ■ • f n  =  0  

e r g i b t  e i n  I n t e g r a l s y s t e m  yvyz. .yn- i v o n

<Pi =  °> r-Pz =  0 • • ?»-i =  °-

1241

ein Multi-

. x n  von
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D i e s e s  s t e h t  a b e r  d a n n  u n d  n u r  d a n n  mi t  d e m  
M u l t i p l i c a t o r e n s y s t e m  r v  r 2 . . r „ _ i  in d e r  B e z i e h u n g

1\ y \  —  0,

\ v e n n  d i e  x x, x z . x n  d i e  G l e i c h u n g

^ ' \ X \ "2^2 ■ +  1'n X ji zzz  0

b e f r i e d  i g e n .
2 . B ilden p v  p 2 . . p „  ein anderes Multiplicatorensystem 

von  f v  f z -  - f n  wofür

P i ^1 +  P 2 ^2 "*■ • P » ^

ist, so stellen nach dem Vorangehenden

P i P * -  - P h - 1

ein S } rstem Multiplicatoren von cpt, cp2 . . cp„_i dar. E s  ist daher 
nach  (VI):

11 11 —  1 71— 1

j \ r * f k = v ^  y  
*•=1 i’ = l  Ä; =  1

11 —  1

1 2 4 2  G. E s c h e r i c h ,

d 1 d
d t

1 *+^
1^37

11^

d t  p n —l
n —2
y

d A - =  1

d t d / v „ - i \ ’
d t  V , o , i _ i /

k =  1

W O

D pfc^«—1— r k  p;;—1
— --------------------------------

P«—1
gesetzt wurde.

Oder, w enn man f ü r >7. seinen Werth einsetzt:

1 d  _  Xj-^j,

y ^ r k ^ '  ~  d t  d  r „ _ ,  d t R k

k =  1
d t  p n —1
7; - 2

V ä

^  jfe =  l

d t  d  f  T 1t _ 1 
d t \ p n _ \
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Bezeichnet man mit cp}. . < p },—2 die Formen, welche mittelst 

pi '  tJ ‘i  ■ ’ Ph-i a u  ̂ dieselbe W e ise  aus cp,, cp2 . .cp„_i hergeleitet 
werden, w ie in (V) / /  . 1  aus so bilden
i?p i?2 . . R n- 2 ein S yste m  Multiplicatoren von cp{, cp2 . .cp},_2 

und es ist
11 —2 ;; —2

^  V  R t f l .

k = 1 £ =  1

Sind nun 6'. die Glieder eines Integralsystem s von 
f  =  0 .  / „  =  0, welche die Gleichung

^  -+-1 \  i'z +  • • • -+- 1'n in  —  0

befriedigen, so bilden

Er  Ä/ >̂11 r „ __ H ’ II -
fjj —  n—1 —  £;i—1 Z"~ in  -I

S/l

ein Integralsystem von

cp, = 0 ,  « 2 =  0 .  . ' f „ _ t  =  0  

Für dieses ist

r l  r k ~ ^ ~ r 2.r k ~ * ~  " • + p / ; — l r i » — 1 =  ^

und

—  P l  1̂ ■J<“  P z  2̂ P «  - 1  1

in ■ -
—  «T (Pl^l+P2^2+  • +  p//-l£;;—l)

S//

—  P l  p 2  ^ 2  P I I  ■

Genügt daher das Integralsystem  der Relation

Pl^l +  P 2 ^ +  ~^[Jni'n —  0,
so wird auch

P1 Tl 1 +  P2TI2 • • +  P» -  i r/»-i — 0
und

i?]Tji-l-i?2T|2-1- . . . + R . „ _ iTj„ 2 =  0.
S i t z b .  d. m a t h c m . - n a l u i w .  CU.; C I .  B d . ,  A h l l i .  II. a. 8 3
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12 44 G. K s c h c r i c h ,

Da nun p,, p2 p„_i ein Multiplicatorensystem von 
? 2 - -T»-i bilden, so ist w egen  der ersten der beiden voran­

stehenden Gleichungen y],, y]2 . .y ]„ _ 2 nach (V) ein Integral­
system  von

's\  =  0,  —  0 .

und w egen  der letzteren nach S. 1 2 4 1 :

n - 3

/
k = \

d t  Z .
k — l

V

Nun ist aber

yk,y„~ 2 
'% 2

'sk'^n %n — 2 S;t s«—2^//

s/; S/i

S/t S/; £/;—2?// 5;/.—2 ?/t

i n Sh

SA’ S//—2
— ^// —2 “ AT/ / , ;l'/j
S// S//

> / i / Sy;—2 4 / 4 /
i S //) S /*—2 “ s  n > ? n
S/J S/i

0

und daher

%n — 2 >

f', ■='
S  Ä’  J 's  II —

SA’, i n —2, i n

y k ' f ] n - 2 — y , i - 2 ' f \ k __

t y , - 2  ~

vn j
1

> /t j
i n

> ii

Xk , X n - 2 , X n

¥ k , i n - 2, i n

i k , i n — 2 , i n

I c-/ c/
1 £ ii —2 j £ n

S;/—2;

Substituirt man diesen A usd ru ck  in die frühere Formel 
S. 12 4 2 ,  so geht derselbe über in
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Multiplicatoren. 1245

-  __ d_
Z  Y k J k  ~  d t  d  r n - \  d t

J t = l  T ,  ----------  k =  1
d t  p/(—i

1
11 —3

i .  V r „

%n—2 > Xn 

i k t  6 n — 2 > 6 n  

i n —2; i n  

Z n - 2, Sn | 

6 » -2 ,  6;/

y  R „ f k

_d ^  k=_i______
d t  ci i 7̂ ji—f \

d t  ..p„._ J

3. Ist ein drittes Integralsystem i \ ' ,  i "  von (I) gegeben, 
das mit dem r  und p in der B ez ieh u n g

V rki{! = 0 V rJk i’l — 0
t = i

steht, so ergibt sich zunächst aus den drei Gleichungen

^ 1 ^ 1  ^ 2  ^ 2 +  ' “ I-  r n in —  0

^ 1 ^ 1  ^ 2  *»2 ■+" ' -+-r ni'n —  0

+  ^ / i 6 h =  o

Die Relation

11 — 3

V r i

k =  1

£//  £ / /  c ' /  
SA:) ±ii—  2? S n  |

c /  c /  c /  I 
? *»//.— 2? £//

—2 ? s// 1

+  r n -

Ä// , i "  „ c'/ 
s «  —1> '*n— 2i s ;i

1 | £/l—1> 5//.-- 2) 5n 1 --  0)

5»—1) £//—2) Sn

aus den drei anderen Gleichungen

P l 6 l -V- +  P //*/;• =  o

P l ^ l  l ° 2 ^ . -+- +  P h S »  — 0

folgt:
P l ^ + P a ^ ? " * * +  P > / £ »  =  0

// — 3
t u  ;// i//1 Sjt> sn—2; 's//

£// £// ;// 
's// — 1 ,  SH—2 )  S//.

y . |  6j -;  i n — 2 j  in +  [Jn - 1 |  £ / / — 1) S h —2) 6 h j  —  0

k =  1 ik> i n — 2) s » J 5;;—1 j i n — 2) 6 h  [

83*
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und aus den beiden gew onnenen Gleichungen:

1 24 6  G. E s c h c r i c h ,

n  - 3 ü i ,
5 "S;/-2,

Z * i ' k , i n -  2 , i ' n =  0 .

k =  1 i k , i n - 2 , i n

V erm öge dieser G le ichung geht daher der A usdruck

n - 3

I *
*=1

X k ,  X , i—2 > X n 

i i ,  i ' „  

i k ,  i n —2 ,  i n

über in einen Bruch, dessen Nenner

t u  t u  t uS/| — 3) S// —2) S//
t !  t f  t !  *5//— 3." 'rill— 2,  S/(

i n — 3,  i n —2,  i n

und dessen Zähler

11 —4 ( X-n—2, XA n t u
r>n—3 , i ' i ' , -2, i "  s n

Z** i i - , H i - 2, i 'n i ' n - 3, i ' n - 2,
VS/,

k = l  ( i k , i n —2, i n i n - i n —2, i n

i i S / / -2 , i 'h A'ii—lU T IC xn
i 'k, i n —2 , i'n S//—O J

t f
S / / - 2 , i ' n

i k , i n -  2, y £ n—3; i n -  2, i n

ist.
Die in der Klam m er enthaltenen Determinanten sind aber 

Subdeterminanten der Elem ente in

#//_;{, X n_ 2 ,  X„ 
t u  t u  t u  t u
S k ,  S ii—3 , S / / - 2 ,  S ;/ 

£ k > i n —3? s  n —2? £ n 

i k i  ^ —!]} i n —2? i n

und zw ar der Reihe nach von i , , ^ ,  x k , ,r„.-3 , w essh alb  die 
Differenz in der Klam m er gleich
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Xn—3 j Xn—2,

ft1,
eil
t»-S, i'n— 2, SÄ

14,  ̂/i— 3; & - 2,
’r

? «— 3 > C»*-2, ^ n

i ' n - 2, 'i'n 

Zn —2: i n

ist. Somit ist

ii —3

V f i ,

k = 1

Xk, Xn—2, X,i
■'/
?Jkj i'n- 2 ,  £»

i n —2,

■? /j—2 , n

Zu—2, i n

ii —4

= V ä
.fe =  1

Xk j #/i—3? -l'/f—2j
h 
Ii

i'n

i'k, i 'n -Z,  

^ k ,  ? II—3;

c t
>/

cii
2 ,

? & > ? n—3 ,

und der A usd ruck  in (2) geht über

n

V  n - f t  =

9  £-2 5 'S II

in :

k=\

u — 4

t .V a
d t  d  r n_  i d t  /  i

jfc =  id t  p „ _ ,

;/ —2

Xn—3 , -l';;—2 , Xn
>//
^fc5 i n - 3» i n - 2, i"n

f t , f t - 3 , i ' n - 2, 'i'n

f t ) 4 »—3 ) i n  -2, ?  //

* = 1d

d t  d  r, i—i

d t  Pn—i

t u —3,

4 /j— 3 ,

's II—2; II

•-H
■? n—3 j 

t  «—3 j

•n-
v 

'A 
v 

.r> 
/' 

v 
v
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