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1. Mit J soll eine Involution #-ten Grades, k-ter Stufe auf
einem Tréager vom Geschlechte Eins bezeichnet werden; wenn
jedoch 2 = n—1, so wollen wir der Ktirze halber die Involution
statt mit J,—; nur mit J” bezeichnen.

Eine J" ist durch eine ihrer Gruppen vollkommen und un-
zweideutig bestimmt.

Wir haben in der dritten Mittheilung tber Raumcurven
finfter Ordnung vom Geschlechte Eins! einen Beweis dieses
Satzes von # auf (n+1) geliefert. Dass der Satz fir » = 2 giltig
ist, haben wir sowohl fiir ebene Curven dritter Ordnung,? Raum-
curven vierter,® fiinfter* Ordnung, sowie fiir den ganz all-
gemeinen Fall einer Curve beliebiger Ordnung vom Geschlechte
Eins bewiesen.?

An der ersterwdhnten Stelle! wurde ein Vorgang mit-
getheilt, nach welchem man die durch eine Gruppe gegebene
J" vervollstdndigen, d. h. zu irgend (n—1) Elementen das die
Gruppe schliessende Element construiren kann. Es sind hiebei

1 Diese-Sitzungsberichte, Bd. XCVII, 1l. Abth., S. 606.
2 Ibid. Bd. LXXXVII, II. Abth., S. 843.
3 Ibid. Bd. LXXXVIII, S. 459.
41bid. Bd. XC, II. Abth., S. 220.
Ibid. S. 209.
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J"™=2 zur Verwendung gekommen. Man kann in ganz dhnlicher
Art J#—" verwenden, da es sich aber um die Vervollstindigung
handelt, so diirfte es wohl am angezeigtesten sein, J? zur An-
wendung zu bringen. Dies kann in folgender Art geschehen.

Es sei also auf einem beliebigen Triager vom Geschlechte
Eins eine willktirlich gewdéhlte Gruppe von # Elementen
a; (i =1, 2,. .u) gegeben, welche einer J" anzugehoren hat;
ferner sei eine Gruppe von weiteren beliebig gewéhlten (z—1)
Elementen &, (¢ = 1,..n—1) auf demselben Trager gegeben,
und es soll jenes Element &, construirt werden, welches die
(n—1) Elemente &, zu einer Gruppe der durch die # a; be-
stimmten J"* erginzt.

Wir betrachten irgend ein Paar der Elemente a, z. B. a,, a,.
Alle Paare, welche die Gruppe der iibrigen (7—2)-Elemente a
zu Gruppen der J" ergéanzen, bilden eine J? (siehe diese
Sitzungsber., Bd. XCVII, II. Abth., S. 606), welche durch das
Paar a,, a, vollkommen bestimmt erscheint. In dieser J? con-
struiren wir das zu einem der 4-Elemente, z. B. zu b, gepaarte
Element; es sei ¢,. Dann stellt b,c,a,a,. .a, ebenfalls eine
Gruppe der J" dar. Aus dieser Gruppe scheiden wir das
construirte Element ¢, und eines der a-Elemente, z. B. a; aus;
die Paare, welche die {ibriggebliebenen (12--2)- Elemente
ba,a;. ..a, zu Gruppen der J* ergénzen, bilden die durch das
Paar ¢;, a, bestimmte J* In dieser J? construiren wir das zu
einem der tibrigen &, z. B. zu b, gepaarte Element; es sei c,.
Dann stellt also b,b,c;a,a,. .a, wieder eine Gruppe der J” dar.
Ebenso construiren wir in der durch das Paar ¢;a, bestimmten
J* das zu b, gepaarte Element ¢,, so dass b,b,b,c,a,. .a, auch
eine Gruppe von J" ist; dann werden in derselben Weise die
in den Involutionen J? welche durch die Paare ¢, a;, ¢, a,.
Cy—1 ay, respective bestimmt sind, die den Elementen b, b,
b,—o, respective gepaarten Elemente c;, ¢;. .c,—y respective
construirt, so dass schliesslich auch &,6,0, .b,_sc,_1a, eine
Gruppe der J* darstellt. Die sammtlichen Paare nun, welche
die (n—2)-elementige Gruppe &, b,. .b,_; zu Gruppen der
J* ergédnzen, bilden die durch das Paar ¢, a, bestimmte J?
Wenn man also in dieser J*das zu b, _; gepaarte Element b, auf-
sucht, so ist auch &,b,...b,_ b, eine Gruppe unserer J”. Hie-
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durch ist somit unsere Aufgabe, und zwar in linearer Weise
gelost.

Es ist selbstverstdndlich, dass die Anordnung der a-Ele-
mente, wie sie in die Construction eintreten, eine ganz beliebige
ist; ebenso konnen die b-Elemente in beliebiger Ordnung in die
Construction eingefiihrt werden. Es ist jedoch jedes & und
jedes & nur einmal zu verwenden.

2. Verlegt man die J" auf eine ebene Curve dritter Ord-
nung C,, so ist die Vervollstindigung der Gruppe 0.5.. .b,_;

4]

Fig. 1.

aus der gegebenen, die J* bestimmende Gruppe a,4,. .a, durch
ncbenstehende (schematische) Figur ausgedriickt.

Um &, (in der Figur ;) zu finden, verbinde man irgend
zwei Punkte a (in der Figur a,a,), suche den dritten Schnitt-
punkt (o,) der Verbindungsgeraden mit C,, verbinde diesen mit
irgend einem &-Punkte (&,), suche den dritten Schnittpunkt (¢,),
verbinde diesen mit einem weiteren a-Punkte (a;), suche den
dritten Schnitt (o0,), verbinde diesen mit einem weiteren &-Punkte
(by), suche den dritten Schnitt ¢;, welcher mit einem weiteren
a-Punkte (a,) verbunden wird, was den Punkt o, dann die
Geraden 63b3c,;, ¢, a;0, U. s. w., liefert. Endlich gelangt man

Sitzb. d. mathem.-naturw. ClL.; CI. Bd., Abth. 1I. a. 97
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zum Punkte o,_; (in der Figur o,), welcher mit &, (in der
Figur b,) zu verbinden ist; der dritte Schnittpunkt der Ver-
bindungsgeraden mit der Curve C, ist der gesuchte Punkt &, (in
der Figur b;).

In der That haben wir die im vorigen Artikel auseinander-
gesetzte Construction von &, auf C, als Trdger der durch die
Gruppe a,. .a, bestimmten J” durchgefiihrt. Denn die Punkte-
paare der J", welche durch das Paar a,a, bestimmt ist, liegen
auf Strahlen durch den Punkt o,' so dass der dem Punkte &, in
dieser J* zugeordnete Punkt ¢, ist; die durch das Paar ¢,a,
bestimmte J* hat ebenso o, zum Centrum, so dass in ihr dem
b, der Punkt ¢, entspricht u. s. w. Die letzte zur Verwendung
kommende J? ist jene durch das Paar ¢,_; a, bestimmte, welche
0,—1 zum Centrum hat, so dass die Gerade Oy_1b,—; die C, in
dem gesuchten Punkt &, schneidet.

Wie schon gesagt wurde, kann die Anordrung der Punkte
in der Gruppe a,a,...a,, sowie der Punkte in der Gruppe
b,b,. .b,_1 beliebig gedndert werden.

Eserscheint der Curve C, ein einfaches, nicht geschlossenes
Polygon a,0,¢,0,c,0,c,0,. .Cy—10,—1b, von 2 (n—1)-Seiten ein-
geschrieben, und es sind die Punkte a,a,a,. .a, die dritten
Schnittpunkte seiner ungeradstelligen Seiten mit der Curve C,,
wahrend die Punkte b,6,b,0,. .b,_; die dritten Schnittpunkte
seiner geradstelligen Seiten mit der Curve C,; sind. Wenn wir
a, als den Anfangspunkt und &, als den Endpunkt des Polygones
bezeichnen, so konnen wir den folgenden fruchtbaren Satz als

9.

bewiesen ansehen:

Wenn einer allgemeinen ebenen Curve dritter
Ordnung ein (nicht geschlossenes) Polygon von
2 (n—1)-Seiten eingeschrieben wird, so bildet der
Anfangspunkt mit den dritten Schnittpunkten der
ungeradstelligen Seiten mit der Curve eine Gruppe,
und der Endpunkt mit den dritten Schnittpunkten
der geradstelligen Seiten mit der Curve eine zweite
Gruppe von je n Punkten, und diese beiden Gruppen
gehdren einer und derselben J, ; auf C, an.

1 Siehe: »Uber eindeutige Beziehungen auf einer allgemeinen ebenen
Curve dritter Ordnung.« LXXXVIL Bd., S. 842.
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Wird der Curve C, ein geschlossenes Polygon mit
gerader Seitenanzahl eingeschrieben, so fillt &, mit @, zusammen,
so dass der Punkt a, (= &,) sowohl von der (#—1)-elementigen
Gruppe a,a,. . .a,, als auch von der (n—1)-elementigen Gruppe
b,b,...b,—1 zu Gruppen der J" erganzt wird. Es miissen somit!
die beiden (n—1)-elementigen Gruppen a,ag. ay, bb,. b,y
einer und derselben J#—! angehéren.

Wenn wir statt (1—1) wieder # setzen, so konnen wir den
Satz aussprechen:

Wenn einer allgemeinen ebenen Curve dritter
Ordnung C; ein geschlossenes 2n-Eck eingeschrieben
wird, so bilden die dritten Schnittpunkte der un-
geradstelligen Seiten eine m-punktige Gruppe auf
C,, und ebenso bilden die dritten Schnittpunkte der
geradstelligen Seiten eine n-punktige Gruppe auf C,,
und diese beiden Gruppen gehoren einer und
derselben Involution mten Grades (m—1)ter
Stufe J,_; an.

3. Lasst man in dem eingeschriebenen geschlossenen
2n-Eck die erste Ecke mit der zweiten, die dritte mit der vierten,
allgemein die (22-—1)te mit der kten zusammenfallen, so stellen
die ungeradstelligen Seiten des 2n-Eckes die Tangenten der
Curve in den Ecken eines derselben eingeschriebenen n-Eckes
dar, wahrend die geradstelligen Seiten des 2n-Eckes durch die
n-Seiten des n-Eckes dargestellt werden. Wir haben also den
Satz:

Wenn man einer allgemeinen ebenen Curve
dritter Ordnung C;ein geschlosseneseinfachesn-Eck
einschreibt, sobildendie dritten Schnittpunkteseiner
Seiten eine n-punktige Gruppe auf G, und die
Tangentialpunkte seiner Ecken bilden eine zweite
n-punktige Gruppe auf C,, unddiesebeiden Gruppen
gehdren einer und derselben J,_; an.

Oder:

LLegt man durch jeden von #-beliebigen Punktena
der Curve C, an sie je eine Tangente, so erhdlt man

1 XCVIL Bd,, S. 606; fiir = 1.
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7 Berlihrungspunkte #; betrachtet man die letzteren
als Ecken eines einfachen, der C; eingeschriebenen
n-Eckes, so gehoren die n dritten Schnittpunkte der
Seiten dieses n-Eckes mit C; einer J,/_; an, welcher
auch die #-punktige Gruppe a angehort.

Beliebige n-Punkte von C;n>38 sind Ecken fiir
3 4.5. .n—1 einfache, der C; eingeschriebene n-Ecke.
Die Gruppen der dritten Schnittpunkte der Seiten
dieser mn-Ecke mit der Curve sind 3.4.. .n—I1-
Gruppen einer J, i, welcher auch die Tangential-
punkte der n-Ecken als Gruppe angehdren.

Anmerkung I. Aus der Definition des Geschlechtes von C,
folgt bekanntlich der Satz, dass von den 3 £-Schnittpunkten der
Curve C, mit einer Curve der kten Ordnung (3 k—1) beliebig auf
C, gewihlte, den Zkten Schnittpunkt eindeutig bestimmen, so
dass die Schnittpunktgruppen der C; mit Curven kter Ordnung
eine Jiy_; auf der C, bilden.

Der zweite Satz des zweiten Artikels, aus welchem die
Sitze dieses Artikels gefolgert wurden, ergibt sich sofort aus
der eben gemachten Bemerkung. Die beiden Systeme der
geradstelligen und der ungeradstelligen Seiten eines einfachen,
der C, eingeschriebenen 2 n-Eckes stellen ndmlich zwei Curven
nter Ordnung dar. Das vollstindige Schnittpunktsystem von
C, mit jeder dieser Curven wird nun gebildet aus den 2 nz-Ecken
und den # dritten Schnittpunkten der geradstelligen, respective
der ungeradstelligen Seiten. Diese beiden z-punktigen Gruppen
der dritten Schnittpunkte ergidnzen somit in einer und der-
selben Js2_; eine und dieselbe Gruppe der 2 n-Ecken zu 3 7-
punktigen Gruppen und miissen somit (I. c.) einer und der-
selben J,_; angehoren.

Anmerkung II. Nimmt man auf C; eine beliebige un-
gerade Anzahl willkiirlicher fester Punkte p; (i == 1. .2%k—1)
an, und geht man nun von einem beliebigen Punkte a, der C,,
aus der mit p, verbunden o, als dritten Schnittpunkt von C; mit
p,a, liefert, bestimmt man dann ebenso den dritten Schnitt c,
von C, mit o, p,, den dritten Schnitt o, von ¢,p; u.s. w,, so dass
C4.0y4,¢,,0,. die dritten Schnittpunkte von C; mit o, p,, ¢;p;.
03> C4P,-  sind, so wird man nach einmaligem Durchlaufen
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der Punkte p, .p2p—1 zu dem Punkte o,_; gelangen, mit
welchem wir wieder so wie mit @, verfahren, indem wir ihn mit
p, verbinden, den dritten Schnittpunkt der erhaltenen Geraden
mit p, verbinden, den dritten Schnitt dieser Geraden wieder mit
p, verbinden u. s. w. Wenn wir so alle Punkte p; in derselben
fritheren Reihenfolge durchlaufen haben, so werden wir zu
einem Endpunkte b, gelangen, von welchem gezeigt werden
soll, dass er mit dem Anfangspunkte a, identisch ist. Wir haben
vor uns ein der C, eingeschriebenes 2 [2k—1] = (4 k—2)-Eck,
fiir welches die Punkte p; die dritten Schnittpunkte sowohl der
geradstelligen, als auch der ungeradstelligen Seiten darstellen,
so dass nach dem ersten Satze des zweiten Artikels diese
Punkte nicht nur mit dem Anfangspunkte a¢,, sondern auch mit
dem Endpunkte b, eine Gruppe der durch die Gruppe a,p,p, .
por—1 bestimmten J2* bilden miissen.

Nun wird aber die (22 —1)-punktige Gruppe p,p,.. -P2r—1
nur von einem Punkte zu einer Gruppe einer J2* ergdnzt, so
dass also b, mit @, identisch sein muss. Hiemit ist der bekannte
Satz ! bewiesen:

Nimmt man eine ungerade Anzahl m von Fun-
damentalpunkten auf C; an, und beginnt mit einem
beliebigen Anfangspunkte ein Polygon der C, ein-
zuschreiben, dessen Seiten der Reihe nach durch
jene Fundamentalpunkte gehen, indem nach Er-
schopfung der Reihe der Fundamentalpunkte die-
selbe noch einmal in derselben Reihenfolge ver-
wendet wird, so schliesst sich das Polygon nach
zweimaligem Durchgang durch die Fundamental-
punkte und bildet also immer ein geschlossenes, der
Curve C, eingeschriebenes 2m-Eck.

Anmerkung IIL. Es sei ¢, ein beliebiger Punkt von C,;
g, sein Tangentialpunkt, g, der Tangentialpunkt von g, g, jener
von ¢, u.s.w, allgemein g, der kte Tangentialpunkt von g,.
Wir verfolgen die Reihe bis zu einem beliebigen geradstelligen
Tangentialpunkt g2(,—y). Die in den Punkten ¢,9,4,. .g24-3s an

1 Siehe: H. Schroter, Die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung.
Leipzig 1888, S. 269.
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C, gelegten Tangenten bilden ein einfaches, der C, ein- und
umgeschriebenes 2 (n—1)-Eck, wobei ¢, als Anfangspunkt und
g2(u—1) als Endpunkt auftritt. Wendet man den ersten Satz des
zweiten Artikels auf dieses 2 (w—1)-Eck an, so erkennt man,
dass durch die Gruppe ¢,¢;9; . - - @21 —3g2 (1—1) €ine J>" bestimmt
ist, welcher auch die den Doppelpunkt g, enthaltende Gruppe
909092949 - - 92n—4 angehort. Den Doppelpunkt ¢,¢, kann man
durch das auf irgend einem durch ¢, gezogenen Strahle liegende
Punktepaar ersetzen.

Wenn sich die Reihe der Tangentialpunkte g,q,4q,.
schliesst, wenn also g, sein eigener 2 (z—1)te Tangentialpunkt
ist, so konnen wir auf das ein- und umgeschriebene 2 (#—1)-
Eck ¢,9,9,.-.g2,—3 den zweiten Satz des zweiten Artikels zur
Anwendung bringen und erhalten das Resultat:

Ist ein einfaches 2m-Eck der Curve C; zugleich
ein- und umbeschrieben, so gehdren die 2zwei
m-punktigen Gruppen der geradstelligen und der
ungeradstelligen Eckpunkte einer und derselben
J" an.

Anmerkung IV Ein der C, eingeschriebenes einfaches
Polygon von ungerader Seitenanzahl kann man durch Hinzu-
fligen der Tangenten in einer ungeraden Zahl der Eckpunkte
(indem man dieselben als eingeschobene Polygonseiten be-
trachtet) in ein Polygon mit gerader Seitenanzahl verwandeln
und dann die Sitze des Artikels 2 zur Anwendung bringen.

Sind z.B. 1, 2, 3, 4 beliebige vier Punkte von C; und
betrachtet man das einfache dreiseitige (ungeschlossene)
Polygon 1234, welches man durch Einschaltung der Tangente
z. B. des Punktes 2 zu einem Viereck macht, so ergibt sich aus
Artikel 2 sofort, dass der Punkt 1, der dritte Schnitt von 12 und
der dritte Schnitt von 23 ein Tripel, und der Tangentialpunkt
von 2 nebst 4 und dem dritten Schnitt von 34 ein zweites
Tripel bilden, welche zwei Tripel einer und derselben J} ange-
horen. Ebenso erhdlt man fiir geschlossene eingeschriebene
Polygone von ungerader Seitenzahl durch Einschalten von
Tangenten verschiedene Sétze nach Artikel 2; z. B.:

Ist der C; ein geschlossenes einfaches (27 —1)-Eck ein-
geschrieben, so gehort der Tangentialpunkt eines Eckpunktes
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und die dritten Schnitte der geradstelligen Seiten (wenn man
die von ihm ausgehenden zwei Seiten als die erste und die
letzte betrachtet) zu einer Gruppe, wahrend die dritten Schnitt-
punkte der ungeradstelligen Seiten zu einer zweiten Gruppe
einer J,_; gehdren, welche durch eine dieser Gruppen be-
stimmt erscheint.

4. Wenn p, g die Fundamentalpunkte fiir Steiner’sche,
der C, eingeschriebene 2n-Ecke, so ist der eine der beiden
Punkte der dritte Schnitt fiir alle geradstelligen Seiten eines
solchen 2#n-Ecks, wihrend der andere Fundamentalpunkt der
dritte Schnitt fiir alle ungeradstelligen Seiten ist. Es stellt also
jeder der beiden Fundamentalpunkte eine aus 7 zusammen-
fallenden Punkten bestehende Gruppe einer J,_; dar.

Wir haben also den Satz:

Die zwei Fundamentalpunkte fir Steiner'sche
2n-Ecke aufeinerallgemeinen ebenen Curve dritter
Ordnung sind n-fache Punkte einer und derselben
Involution nten Grades (#-—1)ter Stufe J,_;.

Da die J* durch ein n-faches Element vollkommen bestimmt
ist, und da jede J" n* n-fache Elemente besitzt,! so er-
kennen wir:

Wenn ein beliebiger Punkt einer C, als ein Fun-
damentalpunkt fir Steiner’sche 2n-Ecke gewdhlt
wird, so gehdren zu ihm (»*—1) zweite Fundamental-
punkte; es sind dies die librigen n-fachen Punkte
jener J,_;, welche durch den ersten Fundamental-
punkt, wenn man ihn als einen n-fachen Punkt
betrachtet, bestimmt erscheint.

Da jede J,_; durch Projection aus einem Punkte von C,
auf C, wieder in eine zweite J,_; {ibergeht, so zwar, dass die
Projectionen der n-fachen Punkte der einen Involution n-fache
Punkte der anderen werden, so erkennt man auch sofort, dass
durch Projection zweier Fundamentalpunkte fiir Steiner’sche
2 n-Ecke aus irgend einem Curvenpunkte auf die Curve wieder
zwei Fundamentalpunkte fiir Steiner’sche 2#-Ecke zum Vor-

1 Siehe: »Uber die Anzahl der n-fachen Elemente eines J:;;l“ u. s.
Monatshefte fir Mathem. und Physik, II. Jahrg., Wien 1891.
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schein kommen, so dass man aus einem Paare unendlich viele
andere Paare durch solche Projection ableiten kann.

5. Es seien 4, B irgend zwei Gruppen einer J" auf einem
Triager vom Geschlechte Eins; die Gruppe (4B) enthdlt 2n-
Elemente und bestimmt somit eine J2%. Man erkennt nun leicht,
dass je zwei andere Gruppen A’, B’ von J" als 2n-elementige
Gruppe (A’B') aufgefasst, eine Gruppe der J?" darstellen.

Wenn wir die Elemente A zu Gruppen der J27" ergidnzen,
so bilden die ergdnzenden Gruppen eine J” und zwar offenbar
die durch die Gruppe B bestimmte, also unsere urspriingliche J*,
so dass auch (AB') eine Gruppe der J2" ist.

Die #u-elementigen Gruppen nun, welche die Gruppe B’
ergidnzen, bilden die durch A bestimmte, also wieder unsere
urspriingliche J”, so dass auch (4’B’) eine Gruppe der J2" ist.

Jede Gruppe der J* stellt somit (B=A4), wenn man ihre
Elemente als Doppelelemente ansieht, eine Gruppe der J2* dar,
so dass jede Gruppe von J" eine Gruppe von Doppelelementen
von J2" ist. Die J2/ ist offenbar durch eine solche # Doppel-
elemente enthaltende Doppelelementgruppe vollkommen be-
stimmt.

Wird der Curve C, ein geschlossenes 2u-Eck einge-
schrieben, so wird durch die Gruppe der z-Tangentialpunkte
seiner Ecken eine J2" bestimmt. Wir haben in Artikel 3
gesehen, dass die dritten Schnittpunkte der Seiten des Polygons
eine zweite Gruppe derselben Involution darstellen. Nach
Artikel 2 bilden jedoch die dritten Schnittpunkte der gerad-
stelligen und der ungeradstelligen Seiten zwei Gruppen einer
Jm und da diese zwei Gruppen eine Gruppe jener J2* bilden,
so ist die J”, welche durch die Gruppe der dritten
Schnitte der geradstelligen (oder der ungerad-
stelligen) Seiten eines der C, eingeschriebenen
geschlossenen 2n-Ecks bestimmt wird, die Involu-
tion der Doppelpunktsgruppen der J2” welche durch
die Gruppe der Tangentialpunkte der Ecken des
2n-Ecks bestimmt erscheint.

6. Den Sétzen der vorhergehenden Artikel kann man noch
eine andere Fassung geben. So kann der zweite Satz des
zweiten Artikels folgendermassen ausgesprochen werden.
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Wenn a; und b, (i, #=1,2,3. .1) zwei Punkt-
gruppen einer J;—; auf einer ebenen Curve dritter
Ordnung sind, und man construirt von irgend
einem Punkte der Curve umgehend ein derselben
eingeschriebenes Polygon, dessen Seiten ab-
wechselnd durch je einen Punkt der Gruppen «; und 2,
hindurchgehen (wobei jeder Punkt der Gruppen nur
einmal zur Verwendung zu kommen hat), so erhalt
man immer ein geschlossenes 2#nu-Eck, d. h. man
kommt, wenn alle Punkte a; und &, erschdpft sind,
wieder zu dem beliebig gewdhlten Anfangspunkte
zurtick.

Lasst man die Gruppe &, mit der Gruppe @, zusammen-
fallen, so erhdlt man den Satz:

Sind @; (i =1,2. .n) beliebige #-Punkte von C,
und construirt man, von irgend einem Punkte der C,
ausgehend, ein 2n#-Eck, von dessen Seiten durch
jeden der Punkte eine geradstellige und eine un-
geradstellige Seite hindurchgeht, so erhdlt man
immereingeschlossenes, derCurve eingeschriebenes
2u-Eck.

Der Satz in Anmerkung II ist ein specieller Fall des soeben
ausgesprochenen, Lidsst man alle a zusammenfallen und ebenso
alle b, so erhdlt man wieder den Satz {iber Steiner’sche
Polygone.

7 Es sei a; eine Gruppe von 2 beliebigen Punkten der C,;
durch dieselbe wird eine J?# bestimmt.

Um eine J" zu bestimmen, von der Art, dass irgend zwei
Gruppen derselben eine Gruppe der J?” darstellen (d. h. so,
dass J" die Involution der Doppelelementengruppen von J2*
wird), hat man aus jedem der Punkte @; an C, eine Tangente
zu legen; die 2n-Berlihrungspunkte derselben kdnnen als
Ecken fir 3. 4. 5.. .21#—1 einfache 2#u-Ecke angesehen
werden (27> 3) und dann stellen nach dem Satze des Artikels 5
die dritten Schnittpunkte sowohl der geradstelligen, als auch
der ungeradstelligen Seiten eines solchen 2mn-Eckes je eine
Gruppe der fraglichen J* dar. Solcher Gruppen erhdlt man
also 2. 3.. .2n—1; jede von ihnen bestimmt die J".
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Handelt es sich nur um eine von diesen Gruppen, so kann
man sie offenbar erhalten, wenn man die 27-Bertihrungspunkte
paarweise durch # Gerade verbindet und deren dritte Schnitt-
punkte mit C, aufsucht; diese stellen dann eine Gruppe jener J*
vor, weil man die Geraden als die geradstelligen oder ungerad-
stelligen Seiten eines der 2#-Ecke betrachten kann.

8. Es sei auf einem Trager vom Geschlechte Eins eine J*
gegeben; wir vereinigen irgend p Gruppen 4, 4,. .4, dieser J*
zu einer kp-elementigen Gruppe, durch welche dann eine J*»
bestimmt erscheint. Dann kann leicht bewiesen werden, dass
beliebige p-Gruppen der J* eine Gruppe der J* bilden. Man
kann namlich jede der p-Gruppen A4; ({ =1, 2,. .p) durch
irgend eine Gruppe B, von J* ersetzen, denn alle Elemente,
welche die k(p—1) = kp—% Elemente (4, 4,...4,-1) zu
Gruppen der J*» ergdnzen, miissen nach dem oft schon ver-
wendeten Hauptsatze eine J* bilden, und zwar die gegebene,
weil ja die % in 4, enthaltenen Elemente auch eine ergédnzende
Gruppe bilden. Es ist somit, wenn B irgend eine Gruppe der J*
bedeutet, auch 4,4,...4,_1B, eine Gruppe der J*». Ebenso
kann man Ap_.l durch eine beliebige andere Gruppe B,_;
der J* ersetzen u. s. w,, so dass also, wenn B, B,. .B),beliebige
p-Gruppen der J* sind, die simmtlichen %zp-Elemente in B B, . .
B, eine Gruppe der J*? bilden. Ldsst man alle die B zusammen-
fallen, so wird jedes Element von B p-faches Element sein und
somit B eine Gruppe p-facher Elemente von J*7. Es ist also J*
die Involution der Gruppen p-facher Elemente von J* (oder
kiirzer die Involution p-facher Elemente).

Die J* ist selbstverstindlich durch eine Gruppe der J*
vollkommen bestimmt, da man irgend p-Gruppen der J* zu-
sammenfassen kann zu einer (die J* schon bestimmenden)
Gruppe der J*r; von diesen p-Gruppen kann man beliebig viele
zusammenfallen lassen.

9. Wir stellen uns nun die Frage: Wenn auf einem Triager
vom Geschlechte Eins eine J" gegeben ist, und wenn sich # in
die zwei Factoren &, p zerlegen ldsst, n = k.p, wie viele Invo-
lutionen p-facher Elemente gibt es in J*?

Wenn wir eine Gruppe von % Elementen finden, welche
p-fach genommen (jedes Element als p-faches Element be-
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trachtet), eine Gruppe der J” darstellt, so wird durch diese
k-elementige Gruppe eine J* bestimmt, welche nach fritherem
eine Involution p-facher Elemente von J” darstellt. Wihlen wir
also (#—1) beliebige Elemente, betrachten jedes als p-faches
Element, so dass alle diese Elemente eine Gruppe von
p (k—1) = pk—p Elementen darstellen und vervollstindigen
diese Gruppe zu Gruppen der J*; die vervollstindigenden
Gruppen enthalten also 7n—(pk—p) = p Elemente und bilden
also eine J7r. Diese hat aber p® p-fache Elemente;' wenn wir
ein solches p-faches Element zu den obigen (—1) p-fachen
Elementen hinzufiigen, so haben wir eine Gruppe der J" vor
uns, welche aus % p-fachen Elementen besteht und folglich eine
Involution J* von p-fachen Elementen der J" bestimmt.

Da nun die p? p-fachen Elemente einer J» alle von ein-
ander verschieden sein miissen,? so erhélt man p* von einander
verschiedene Gruppen von je 2 p-fachen Elementen der J”; jede
dieser Gruppen bestimmt eine J* von p-fachen Elementen. Wir
haben also den Satz:

In jeder J* gibtes p* Involutionen J¥ von denen
jede aus Gruppen p-facher Elemente besteht, d. h.
jede solche J* hat die Eigenschaft, dass irgend
p Gruppen derselben zusammen als Gruppe be-
trachtet, eine Gruppe der J* darstellen. Alle diese
p? Involutionen J* sind von einander verschieden.

Selbstverstidndlich gibt es ebenso #% Involutionen J*, von
denen jede eine Involution k-facher Elemente der J*7 ist.

Wir wollen eine Involution kten Grades J* welche die
Eigenschaft hat, dass beliebige p Gruppen derselben eine

1 Siehe: »Uber die Anzahl der n-fachen Elemente einer J; _ « u.

Monatshefte fiir Mathematik und Physik, II. Jahrgang. Wien, 1891.

2 Wenn von den p? p-fachen Elementen ciner /¥ zwei zusammenfallen
wirden, so miissten in jeder J» zwei p-fache Elemente zusammenfallen.
Denn denkt man sich die J als Punktinvolutionen auf einer C;, so kénnen je
zwei JP durch Projection (siehe Artikel 10) einem Curvenpunkte o in
einander Ubergefiihrt werden. Man braucht nur o als den dritten Schnittpunkt
von Cy mit der Verbindungsgeraden eines p-fachen Punktes der einen J¥ mit
einem p-fachen Punkte der anderen J¥ aufzufassen. Wenn also eine J? zwei
zusammenfallende p-fache Punkte hiitte, so miisste dies in allen J der Fall
sein, so dass jede J¥ nur p2—1 p-facher Punkte hiitte, was nicht angeht.
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Gruppe der J*r darstellen, als eine aus der Involution kpten
Grades J* abgeleitete Involution kten Grades bezeichnen.

Aus jeder Involution kpten Grades kann man also dem
letzten Satze gemiss p? Involutionen kten Grades und k2 Involu-
tionen pten Grades ableiten.

Jede Gruppe der abgeleiteten Involution kten Grades besteht
nach Fritherem aus & p-fachen Elementen der J*#, so dass also
die %* k-fachen Elemente der abgeleiteten Involution zugleich
kp-fache Elemente von J* sind:

Die %% k-fachen Elemente einer abgeleiteten In-
volution kten Grades sind zugleich &Zp-fache Elemente
der Jk»

Die p* abgeleiteten J* liefern so die k*p? kp-fachen Ele-
mente von J*¥ und wir sehen:

Die k*p* kp-fachen Elemente einer J* ordnen
sich in p* k*-elementige Gruppen und in &* p*-elemen-
tige Gruppen; die ersteren sind die Gruppen der
k-fachen Elemente der p* abgeleiteten Involutionen
kten Grades, und die letzteren sind die Gruppen der
p-fachen Elemente der k* abgeleiteten Involutionen
pten Grades.

Lassen sich die Zahlen %, p wieder in Factoren zerlegen,
so gruppiren sich nach demselben Satze die zusammenfallenden
Gruppen der abgeleiteten Involutionen wieder zu Untergruppen
in den neuerdings abgeleiteten Involutionen.

Ist # eine Primzahl, so gibt es in einer J” keine abgeleiteten
Involutionen.

9. Sind auf dem Tridger vom Geschlechte Eins zwei Invo-
lutionen J*, J* der Grade &, respective %' gegeben, und ver-
bindet man irgend eine Gruppe A der einen mit irgend einer
Gruppe A’ der anderen zu einer (kB-+£#')-elementigen Gruppe
A+ A’ so wird durch diese eine Involution J*+* vom Grade
k4% bestimmt. Dann wird! eine jede Gruppe von J* durch
jede Gruppe von J* zu einer Gruppe der J*+¥ erginzt. Wir
sagen, dass sich die beiden Involutionen J* J* im Bereiche
der Jk+H gegenseitig ergédnzen. Ist die J", n = k+# gegeben,

Siehe Bd. XCVII, S. 608.
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so wird jede J* im Bereiche der J" durch eine J" -* erginzt.
Ist ¥ = %, also #» = 2%, so kann die Frage nach jenen J*, die
sich selbst ergdanzen, gestellt werden; dies flihrt zu den 2% = 4
aus der J2* abgeleiteten J*, als zu sich selbst ergdnzenden J*

Ist J* gegeben, 1 = k+7%, und zerlegt man irgend eine
Gruppe der J" in zwei Gruppen von %, respective &' Elementen,
so bestimmen letztere zwei sich im Bereiche von J* ergdnzende
[nvolutionen J*, J*'

In derselben Art kann man irgend eine Reihe von Involu-
tionen JEJ¥J¥'  zu einer Involution J*+E'+&"+--- verkniipfen,
so zwar dass, wenn man aus jeder der Involutionen eine be-
liebige Gruppe herausgreift, alle diese Gruppen zusammen eine
Gruppe der JEFF+E'+--- darstellen. Ist umgekehrt eine J*
gegeben und # = k+%+k'+ ..., so kann die J" in sich
erginzende J*, J*, J*" aufgelost werden; man kann in der
Reihe dieser Involutionen alle bis auf eine beliebig wahlen, und
diese letztere erscheint dann durch die angenommenen unzwei-
deutig bestimmt.

10. Wenn aufeinem Trdger vom Geschlechte Eins
eine J* und eine J* gegeben ist und man construirt
zu allen Elementen jeder Gruppe a,a, .a* der J* die
ihnenin der J? gepaarten Elemente 2,0,...0,, so bilden
die Gruppen &, wiederum eine Involution kten Grades,

Wir betrachten eine Gruppe a,a,. .4, von J* und con-
struiren die Elemente b,b,. .b;, so dass ab, a,b,. .a;b;
k-Elementenpaare von J* werden; die Gruppe by, by, .byp
bestimmt eine Involution kten Grades J'*. Die 2k-Elemente
ai...a,, b, ..bp als 2k-elementige Gruppe bestimmen eine
Involution 2kten Grades J2* fiir welche die J? offenbar eine
der %? abgeleiteten Involutionen zweiten Grades ist (weil
% Elementenpaare von J? eine Gruppe der J2* bilden). Es wird
also durch irgend % Paare der J*? eine Gruppe der J2* dar-
gestellt. Anderseits wird nach dem Vorhergehenden jede Gruppe
einer der beiden Involutionen J* J’* durch die Gruppen der
anderen zu Gruppen der J?* ergidnzt. Wenn wir also eine
beliebige Gruppe ajaj. .aj von J* betrachten und zu ihren
Elementen die in der J* entsprechenden ¥ b,. .b} aufsuchen,
so muss das Element, welches die Gruppe der (2k---1) Elemente
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alal...al, b\b,. .bi_1 zu einer Gruppe der J** ergénzt, einer-
seits jenes sein, welches die Gruppe b)b...b,—1 zZu einer
Gruppe der J’* ergédnzt, und anderseits muss es jenes sein
welches zu dem Elemente aj, in der J* gehort, also muss es ¥,
sein, womit unsere Behauptung erwiesen ist.

Es werden also durch die Involution J?* die
Involutionen J* gepaart und ist (da J* aus J'* genau
so hervorgeht wie J'* aus J*) jedes Paar J% J'* durch
eine der dasselbe bildenden Involutionen kten Grades
gegeben.

Man kann somit die Gesammtheit aller der Involutions-
paare J¥J'¥ wieder als eine Involution zweiten Grades erster
Stufe betrachten; diese Involution von Involutionen ist durch
ein Paar der letzteren vollkommen gegeben.

Wenn die Involutionen J*J/* durch die J* gepaart er-
scheinen, so leitet man aus jeder Gruppe a; von J* eine
Gruppe b; von J'* ab, so dass die beiden Involutionen gruppen-
weise eindeutig aufeinander bezogen erscheinen. Fallen in der
Gruppe a; z. B. X Elemente zusammen in a, etwa, so werden
auch in der Gruppe b; ) Elemente in b, zusammenfallen. Ins-
besondere werden also die k* k-fachen Elemente der J* mit den
k* k-fachen Elementen der J'* k* Paare der J* bilden. Wenn
also o eines der k-fachen Elemente der J* und o' eines der
k-fachen Elemente der J'* ist, so hat man nur a9’ als ein Paar
eines J? anzusehen, um eine J? vor sich zu haben, durch
welche J* und J'* gepaart erscheinen. Da die %* k-fachen
Elemente einer J* alle von einander verschieden sein miissen,
und da man ein ¢ mit jedem der k% o/ combiniren kann, so haben
wir den Satz:

Es gibt ** von einander verschiedene Involu-
tionen J?% durch welche eine J*¥ mit einer J'* gepaart
erscheint.

Macht man J'* identisch mit J*, so hat man: Es gibt
k*von einander verschiedene J? durch welche eine J*
sich selbst gepaart erscheint. Es sind dies offenbar
jene J* welche man erhdlt, wenn man eines der %% k-fachen
Elemente der J* mit allen anderen k-fachen Elementen und mit
sich selbst paart.



Vervollstandigung von Involutionen. 1473

Wenn k& gerade ist, etwa k= 2), so ist 2* = 4\* durch
vier theilbar. Betrachtet man eines der k-fachen Elemente als
Doppelelement einer J? wodurch diese auch bestimmt er-
scheint, so muss diese J?eine aus der J* abgeleitete sein, d. h.
irgend A Paare der J? stellen eine Gruppe der J* dar. Denn in
der That kann man das Doppelelement der J* h-fach gezihlt
als  Paare der J* darstellend betrachten, und da es zugleich
k-faches Element der J* ist, so ist J? eine der A\* abgeleiteten
J*-Involutionen (siehe Artikel 9). Es werden also die tibrigen
drei Doppelelemente dieser J2 ebenfalls k-fache Elemente der J*
sein, so dass sich die %&* k-fachen Elemente der J* (¢ = 2)) in
A% Quadrupel ordnen, von denen jedes aus den vier Doppel-
elementen einer der A* aus J* abgeleiteten J? besteht.

Greift man irgend eine dieser A\* J? heraus, so sind also
ihre vier Doppelelemente vier k-fache Elemente von J* und die

7,2

librigen %*—4 k-fachen Elemente miissen sich in Paare

2
der J? gruppiren, da ja jedes k-fache Element der J* durch
die J* wieder in ein k-faches Element iibergefiihrt wird.

Wenn % ungerade ist, etwa 2= 2A+1, so ist auch
k* = 4N 44 h+ 1 = 4(k*+Ek) + 1 eine ungerade Zahl, und wenn
man eines der k* k-fachen Elemente als Doppelelement einer J?
betrachtet, so ist es eine der 2* J? durch welche die J* sich
selbst gepaart erscheint, und zwar geht jenes Element in sich
selbst tiiber, wiahrend die anderen #*—1 k-fachen Elemente
der J* durch die J? gepaart erscheinen.

Im Falle einer geraden 2= 2\ gibt es ausser den A?
abgeleiteten J? noch 3)\* J% durch welche die J* in sich selbst
Ubergefiihrt wird; durch jede solche J? erscheinen die %2 k-fachen
2

k

Elemente in Paare geordnet.

<

11. Verlegt man die Involutionen der letzten Betrachtungen
als Punktinvolutionen J* auf eine ebene Curve dritter Ord-
nung C, vom Geschlechte Eins, so ergeben sich die folgenden
von uns theilweise schon ausgesprochenen Sétze.

Projicirt man die Gruppen einer J* aus einem festen
Punkte von C, auf C,, so erhdlt man die Gruppen einer
zweiten J1* der feste Punkt paart in dieser Art die simmt-
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lichen einem #% entsprechenden J* auf C,. Wenn man die
Gruppe der k* k-fachen Elemente einer J* aus einem festen
Punkte der C; auf C; projicirt, so erhdlt man die Gruppe der
k? k-fachen Elemente einer zweiten (der gepaarten) J/~

Verbindet man die £* k-fachen Punkte einer J* mit den
saimmtlichen %* k-fachen Punkten einer zweiten J’* durch
Gerade, so erhalt man %* gerade Linien, welche die C; in
k* Punkten schneiden, so zwar, dass von den 2* Geraden je %*
durch jeden dieser #* Punkte hindurchgehen. Da man diese
k? Punkte offenbar erhilt, wenn man die %* k-fachen Punkte
einer der beiden Involutionen aus einem der %? k-fachen Punkte
der anderen auf C, projicirt, so sind sie nach Obigem selbst
wieder die k* k-fachen Punkte einer dritten J”*.

Solche drei Gruppen von je k% Punkten sind nichts Anderes
als drei connexe Gruppen?! (welche jedoch in Gruppen von
connexen wenigerelementigen Gruppen zerfallen, wie wir sehen
werden).

Die %* Punkte einer der drei Gruppen sind die Centra fiir
jene J?, durch welche die beiden J¥, denen die anderen zwei
Gruppen entspringen, in einander iibergefiihrt werden. Die
Verbindungsgerade irgend zweier k-fachen Punkte einer J*
schneidet C; im Centrum einer J? durch welche die J* in sich
selbst libergeflihrt wird; die tibrigen k-fachen Punkte liegen
paarweise auf Strahlen durch dieses Centrum oder sind Be-
rithrungspunkte von durch das Centrum gehenden Tangenten.
Solcher Centren gibt es &% sie liegen auf den Verbindungs-
geraden der k-fachen Punkte und sind auch Tangentialpunkte
derselben. Ist % gerade, etwa gleich 22X, so zerfallen die
k* k-fachen Punkte in A\* Quadrupel, von denen jedes einen
gemeinsamen Tangentialpunkt besitzt; diese Z* Tangential-
punkte (welche, wie wir spater sehen werden, A-fache Punkte
einer J* sind) gehoren unter jene k% = 4)\* Centren, so dass
ausser ihnen noch weitere 3A* Centren auftreten.

Ist & ungerade, so ist auch k% ungerade, und die #* Centren,
von denen oben die Rede ist, sind die Tangentialpunkte der

1 Siehe Kiipper, Uber Steiner’sche Polygone Prager Ab-
handlungen, 1873.
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rt k-fachen Punkte. Durch den Tangentialpunkt eines k-fachen
21
Punktes gehen dann —5 Strahlen, welche die Gibrigen (#*—1)

<

k-fachen Punkte paarweise enthalten.

Macht man £ =2, so ergeben sich sofort die Sitze:
Schneidet ein sich um einen Punkt o, von C; drehender Strahl
die Curve C; in dem Punktepaar x, ¥, welches von dem festen
Curvenpunkte o auf C, projicirt das Punktepaar y, y liefert, so
dreht sich die Gerade y, ¥ um einen festen Punkt o, der Curve.
Man sieht sofort, dass der Tangentialpunkt von o der dritte
Schnittpunkt der Curve mit der Geraden o,0,.

Sind also zwei J? mit den beliebigen Centren 0,0, gegeben,
so ist der Bertihrungspunkt o einer durch den dritten Schnitt-
punkt von oE gehenden Curventangente Centrum flr eine J2,
durch welche die beiden gegebenen J? in einander iibergefiihrt
werden. Dies gibt die vier J? von denen jede die beiden
gegebenen J? in einander Gberfiihrt.

Lassen wir o, mit o, zusammenfallen, so erhalten wir die
vier Involutionen J# welche eine gegebene Involution J2, deren
Centrum o, ist, in sich selbst iberfithren. Es ist dies erstens
die gegebene J? selbst (was auch unmittelbar klar ist) und die
drei Involutionen, deren Centra jene drei Curvenpunkte sind,
welche mit o, denselben Tangentialpunkt besitzen. Hieraus
folgen dann die bekannten Sétze {iber das Viereck der Be-
riihrungspunkte der durch einen Curvenpunkt o, gehenden vier
Tangenten, dass z. B. die drei Punkte, welche mit o, gemein-
samen Tangentialpunkt haben, die Diagonalecken jenes Vier-
eckes sind u. s. .

Bezliglich des Falles # = 3 verweisen wir auf die Ab-
handlung: »Ein Beitrag zur Gruppentheorie auf den Curven
vom Geschlechte Eins«, Bd. LXXXVIII, S. 436—444. Fur k=4
(l. c. S. 444—448) hat man es mit einer J* zu thun. Dieselbe
besteht aus den sémmtlichen Punktquadrupeln der C,, welche
einen gegebenen Gegenpunkt o haben. Sind # (1 =1, 2, 3, 4)
die Berithrungspunkte der durch o an C, gelegten Tangenten
und ¢, (R =1,2,3,4) die Berlihrungspunkte der vier durch #
an C, gelegten Tangenten, so sind 4 (4, k=1, 2, 3, 4) die
sechzehn vierfachen Elemente der J* Jedes der vier Quadrupel

Sitzb. d. mathem.-naturw. ClL.: CI. Bd. Abth. 1L . 08
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tititid;, (1 =1,2,3,4) ist auch ein Quadrupel der J* weil es
ja o zum Gegenpunkte hat. Die Punkte #; sind die Centra jener
vier (aus J* abgeleiteten) J%, durch welche die J* so in sich
selbst Ubergefiihrt wird, dass vier vierfache Punkte in sich
selbst {ibergehen. Es ist ja jeder Punkt £ ein Diagonalpunkt fiir
jedes der drei Vierecke t; = 4, k=1, 2, 3, 4), so dass durch
ihn zwei Gegenseiten eines jeden dieser drei Vierecke hindurch-
gehen; das gibt durch #; drei Strahlenpaare, welche die zwolf #;,
paarweise enthalten. Wenn man also irgend zwei vierfache
Punkte, welche demselben Quadrupel angehdren, verbindet, so
ist der dritte Schnittpunkt immer einer der Tangentialpunkte #,
der anderen drei Quadrupeln. Verbindet man zwei #;;, welche
verschiedenen zwei Quadrupeln angehoren, so erhdlt man einen
dritten Schnittpunkt, aus welchem durch Projection diese beiden
Quadrupel und ebenso die beiden anderen in einander tiber-
gehen. Der Tangentialpunkt dieses Projectionscentrums wird
ein Punkt sein, welcher mit o gemeinsamen Tangentialpunkt
hat. Wenn man also die drei Punkte aufsucht, die mit o gemein-
samen Tangentialpunkt besitzen und aus ihnen an C; die
Tangenten legt, so sind deren zwdlf Berlihrungspunkte die
Centra fiir die zwdIf {brigen J?, durch welche die J* in sich
sclbst tibergefiihrt wird.

Es haben somit die Centra der sechzehn J? welche eine J*
in sich selbst tiberfithren, einen gemeinsamen zweiten Tangen-
tialpunkt (ndmlich den ersten Tangentialpunkt von o), und folg-
lich sind sie vierfache Punkte jener J* welche den Tangential-
punkt von o zum Gegenpunkte hat.

12. Es seien auf einem Tridger vom Geschlechte Eins zwei
beliebige k-elementige Gruppen a,a,. .a;, b,b,. .b, und eine
Involution J, dritten Grades zweiter Stufe gegeben. Wir bilden
aus den Elementen a und b % Paare, so dass jedes Paar ein a
und ein & enthdlt und jedes Element nur in einem Paare vor-
kommt, also etwa a,b,, a,b,,. .a;b;, und nun construiren wir
die Elemente ¢,c,...ct, welche jene % Paare zu Tripeln der
gegebenen J? erginzen. Die Gruppe a bestimmt eine Involution
kten Grades, welche wir Jé’u) nennen wollen; ebenso sind durch
die Gruppen b und ¢ zwei weitere Involutionen kten Grades J’(V'm,
J*  bestimmt.

(©)
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Wir behaupten nun, dass, wenn man die Gruppen a, b
Jdurch zwei beliebige Gruppen a’, ¥’ der Involutionen Jfa), J([f)‘
ersetzt, die Gruppe ¢ in eine Gruppe ¢’ der Involution JE,
ibergeht.

Die drei Gruppen abc enthalten 3% Elemente und bestimmen
als Gruppe eine J3*; da jedoch die & Tripel a;b;c; derselben J*
angehoren, so ist diese J* eine der k* abgeleiteten J? der J¥¥,
und es werden somit beliebige (k—-1) Tripel dieser J* durch
irgend ein ktes Tripel derselben J? zu einer Gruppe der J**
vervollstandigt.

Anderseits wird die Gruppe von 2% Elementen, welche
sich aus irgend einer Gruppe a’ von J(‘;” und irgend einer
Greuppe ' von J(‘L) zusammensetzt, durch die Gruppen von J(‘L’_)
zu Gruppen der J3* erginzt. Wenn wir also die (8%k—1)-
elementige Gruppe ajajal. .aj, b\b,. .bi, c\cy...ch_1 zu einer
Gruppe der J3* vervollstdndigen, so muss das Element ¢}, einer-
seits jenes sein, welches das Paar afbj, zu einem Tripel der J¥,
und anderseits muss es jenes sein, welches die (k—1)-elementige
Gruppe c|c,. .ck—1 zu einer Gruppe der J¢, vervollstandigt.
Dadurch ist aber unsere Behauptung bewiesen.

Da man die Gruppen a, b durch die beliebigen Gruppen a/, o’
der Involutionen J(f’,)J(’;}) ersetzen kann, so kdénnen wir auch
von diesen Involutionen ausgehen und sehen aus dem Voran-
gehenden, dass durch eine Involution dritten Grades J* die
sammtlichen Involutionen eines und desselben Grades % in
Tripel geordnet erscheinen, so zwar, dass durch irgend zwei
Involutionen kten Grades die dritte Involution kten Grades voll-
kommen bestimmt erscheint. Wie man sieht, ist jede der drei
Involutionen J¥ |, Jj,, J i, die aus den beiden anderen vermittelst
der J? abgeleitete, so dass in jedem Tripel zwischen den drei
Involutionen Vertauschungsfahigkeit herrscht. Wir kdnnen
somit sagen, dass die Tripel der Involutionen J(‘:”J“ JF wieder

@Y7 (o)
eine Involution (von Involutionen) dritten Grades zweiter Stufe

bilden.

Ist a ein k-faches Element von J(’jl) und b ein k-faches
Element von J@)' so wird das Element ¢, welches mit a& ein
Tripel der J* bildet, ein k-faches Element von J(‘L_) sein; dies
folgt unmittelbar aus dem Voranstehenden.

98+
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Sind also Jé',), J(‘l",), ‘/ﬁ»u irgend drei Involutionen kten Grades
und a, b, ¢ drei von ihren respectiven k-fachen Elementen, so
wird die durch das Tripel abc bestimmte J3 eine solche sein,
dass durch sie jede der drei erstgenannten Involutionen aus
den beiden anderen abgeleitet erscheint.

Wenn wir das Element a festhalten, so kénnen wir aus
den k? k-fachen Elementen & und den %? k-fachen Elementen ¢
im Ganzen %2 Paare bc bilden; die 2 Paare ab werden durch £ ¢
zu Tripeln der J?3 erginzt, so dass die in diesen % Tripeln vor-
kommenden % Paare bc, weil mit demselben a Tripel der J?
bildend, % Paare einer J? darstellen, welche offenbar eine der
k% J* ist, durch welche J(‘;)) und J(“") in einander ibergefiihrt
werden. Wenn man also irgend ein Paar dieser J? mit a zu
einem Tripel vereinigt, so ist durch dieses Tripel eine J?
bestimmt, durch welche aus zwei der drei J* die dritte
abgeleitet erscheint.

Man erhilt also, vom Elemente a ausgehend, % J?¥ der
eben besprochenen Art; ersetzt man a durch ein anderes
k-faches Element a’ von Jfl'l), so erhidlt man dieselben %% J*,
denn man erkennt leicht, dass jede J3 durch welche eine der
drei J* aus den beiden anderen abgeleitet erscheint, noth-
wendig unter den bereits gefundenen k* J3 enthalten sein muss.
Denn es wird ja durch eine solche J? auch das Element a als
ein, ein Paar bc zu einem Tripel ergdnzendes hervorgehen
missen.

Wir haben also den Satz:

Es gibt #*J3% durch welche von drei gegebenen J*
jede aus den beiden anderen abgeleitet erscheint.
Wihit man aus jeder der J* ein k-faches Element,
so bestimmt das Tripel derselben eine solche J?%;
die tibrigen k-fachen Elemente gruppiren sich eben-
falls zu Tripeln dieser J* so zwar, dass jedes k-fache
Element in %% solchen Tripeln vorkommt.

Die Ergebnisse von Artikel 10, sowie das letzte Ergebniss
kann man folgendermassen ausdriicken:

Sind zwei J* gegeben, und verbindet man jedes
k-fache Element dereinen mit jedem k-fachen Element
der anderen zu einem Paare, so erhdlt man k%.%% das
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ist #* Elementenpaare, so dass jedes Element in
Pt Paaren vorkommt Diese %k* Paare ordnen sich in
k*J% so zwar, dass jede dieser J* k*von jenen Paaren
enthilt. Diese J?* sind jene, durch welche die zwei J*
in einander tibergefiihrt werden.

Lisst man die beiden J* identisch werden:

Verbindet man jedes der k-fachen Elemente
einer J* mit den ibrigen und mit sich selbst zu
Paaren, so erhdlt man %* Paare (darunter %#* Doppel-
elemente), welche sich in 2* J? ordnen u. s. w. Diese J?
sind jene, durch welche die J* in sich selbst iiber-
geflihrt wird.

Sind drei J* gegeben und bildet man aus den
k-fachen Elementen derselben Tripel, so zwar, dass
jede der drei J¥ in jedem Tripel durch ein k-faches
Elementvertreten erscheint, so erhdlt manim Ganzen
ktk% k% das ist k% Tripel, so zwar, dass jedes der
k-fachen Elemente in A%.2k* = £* Tripeln vorkommt.
Diese ¥* Tripel ordnen sich in %% J3 so zwar, dass in
jeder dieser J*k* Tripel vorkommen.

Lisst man zwei der drei J¥ mit einander identisch werden,
so dass eine doppelt zu zihlen kommt, so werden die Tripel
bestehen entweder aus irgend zwei k-fachen Elementen der
doppelt zu zihlenden und einem k-fachen Elemente der einfach
zu zdhlenden J*, oder aus einem doppelt zu zéhlenden k-fachen
Elemente der doppelt zu zdhlenden und einem k-fachen Elemente
der einfach zu zéhlenden J* Aber wieder erhilt man %% durch
diese Tripel bestimmte J* Werden alle drei J* identisch, so
erhdlt man den Satz:

Es gibt #* J* von der Art, dass ¢ine gegebene J*
durch eine solche J3 als aus sich selbst abgeleitet
erscheint. Sind abc irgend drei k-fache Elemente der
J* so ist eine J*® der eben besprochenen Art durch
das Tripel abc bestimmt. Eine solche J?ist aber auch
bestimmt durch das Tripel aabd oder endlich durch
das Tripel (dreifaches Element) aaa (oder bbb, ccc. .).

Die Beziehung zwischen der J* und einer solchen J? ist
also die folgende: Sind a,a, .ay, b0, b, irgend zweli
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Gruppen der J* und erginzt man die Paare a,b,, a,b,,. .a,b,
in der J* zu Tripeln, so erhdlt man die Elemente ¢,¢,. .c,
welche wieder eine Gruppe der J* bilden.

13. Wir verlegen die Betrachtungen des letzten Artikels
auf eine C,. Dann ergibt sich zundchst, wenn wir aus irgend
zwei Punktinvolutionen Jt’;'l)Jl‘,',) die Involution J(‘L_] mittelst der
Fundamentalen J? der geraden Tripel ableiten, der Satz:

Wenn auf einer C, zwei Punktinvolutionen kten
Grades k—1ter Stufe J(‘('!)J(’;',) gegeben sind und man ver-
bindet je einen Punktirgend einer Gruppe a der einen
mit je einem Punkteirgendeiner Grupped deranderen,
so erhilt man % Geraden, welche die C, in # Punkten ¢
zum drittenmale schneiden, welche 2 Punkte eine
Gruppe einer gewissen dritten Punktinvolution J*(c)
bilden. Jede der drei Involutionen erscheint durch
die Fundamentale J? der geraden Tripel aus den
beiden anderen abgeleitet.

Die k%-elementigen Gruppen der k-fachen Elemente dieser J*
sind offenbar drei connexe Gruppen; wir koénnten also die drei.J*
auch als drei connexe J* bezeichnen.

Macht man J*(a) = J{», so erhilt man den Satz:

Verbindet man die %2 Punkte einer beliebigen
Gruppe einerJ*aufCymitden kPunkteneinerbeliebigen
zweiten Gruppe dieser J* durch 2 Geraden, so bilden
die dritten Schnittpunkte derselben mit C, eine
Gruppe einer zweiten J'*. Diese erscheint aus der
gegebenen J* durch die Fundamentale J* gerader
Tripel abgeleitet.

Die Verbindungsgerade irgend zweier k-fachen Punkte der
gegebenen J* schneidet C; zum drittenmale in einem %-fachen
Punkte der in obiger Art abgeleiteten J'*.

Lisst man die beiden Gruppen der J* identisch werden
und verbindet man jeden Punkt der Gruppe mit sich selbst, so
erhilt man den Satz:

Die £ Tangentialpunkte der Punkte der Gruppen
einer J* bilden wieder eine J'*, nimlich die aus der
J*¥ mittelst der Fundamentalen J* gerader Tripel ab-
geleitete J'*k,
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Ist 2 gerade, so kann man jede Gruppe der J* verschieden-
artig in zwei Gruppen mit geraden Anzahlen von Elementen
zerlegen; sucht man nun zu den Punkten der einen Partial-
gruppe die Tangentialpunkte und verbindet man die Punkte der
anderen Partialgruppe paarweise durch Gerade, so bilden jene
Tangentialpunkte und die dritten Schnittpunkte dieser Geraden,
jeder der letzteren doppelt gezihlt, eine Gruppe der abge-
leiteten J/*

Der zweite Satz in Artikel 2 ist ein besonderer Fall dieses
Satzes, wenn man nédmlich die Gesammtgruppe als die zweite
Partialgruppe betrachtet.

Ist 2 ungerade, so kann jede Gruppe der J* in verschiedener
Art in zwei Partialgruppen zerlegt werden, von denen die eine
eine ungerade Anzahl von Punkten enthélt, wiihrend die Punkte-
zahl der anderen gerade ist. Die Tangentialpunkte der ersten
Partialgruppe und die doppelt gezédhlten Schnittpunkte der
paarweisen Verbindungsgeraden der zweiten Gruppe stellen
nach Obigem eine Gruppe der abgeleiteten J’* dar.

Wenn man die 2 Elemente einer Gruppe einer J?* irgend-
wie in k Paare theilt, jedes Paar durch eine Gerade verbindet
und deren dritten Schnittpunkt mit C, aufsucht, so erhilt man
A Punkte, welche als Doppelpunkte aufgefasst, cine Gruppe
der J’2* bilden; sie bestimmen als A-punktige Gruppe eine .J7,
welche, wie wir wissen, die Involution der Doppelelementen-
gruppen der J* ist. Wenn also a einer der 2 k-fachen Punkte
der J?* ist, so ist sein Tangentialpunkt a’ ein A-facher Punkt
dieser J*. Hieraus folgt, nebenbei gesagt, mit Riicksicht auf
Artikel 4, der bekannte Satz:

Wenn a b Fundamentalpunkte fir Steiner'sche
4n-Ecke sind, so sind deren Tangentialpunkte a’?’
Fundamentalpunkte fiir Steiner’'sche 2n-Ecke.

14. Es seien nun auf einem Trager (m—1) Involutionen
kten Grades J(f,) J(kb). .J(":,») gegeben; ausserdem eine Involution
aten Grades J™.

Wir wihlen aus jeder der(m—1) Involutionen je eine
beliebige Gruppe a,a,...ay, b\b,. .by. .x%,. .1 und bilden
nun aus ihnen # solche (m—1)-elementige Gruppen, dass in
jeder Gruppe jede der Involutionen durch ein Element vertreten



1482 E/'Weyr,

ist, und alle Elemente erschopft werden, also etwa abc,. .x,
agby ... %, .apbp. .. Jededieser (m—1)-elementigen Gruppen
ergdnzen wir zu einer Gruppe der J™; dies liefert die Elemente
AJ,. o respective. Wir beweisen nun, dass die sémmtlichen
Gruppen v, .y, die man so erhalten kann, wenn die
Gruppen abc. in ihren Involutionen beliebig variiren, einer
miten Involution J(’f,.) kten Grades angehoren, welche wir als die
mittelst der J* aus den (mz—1) Involutionen J(ﬁ,} Jf},) .Jé;) ab-
geleitete bezeichnen. Es ist dann, wie man sofort sieht, jede der
m Involutionen J) Jh by J(":’..) die aus den tbrigen durch
die J™ abgeleitete.

Die 2 Gruppen ab ..xy als eine Gruppe von mk Elementen
bestimmen eine J"*; da die mk Elemente aus # Gruppen der J "
bestehen, so ist die J" eine der %* abgeleiteten Gruppen
der J* (siehe Artikel 8), und es werden also irgend (k—1)
Gruppen der J™ durch eine Gruppe der J zu einer Gruppe
der J™* ergédnzt. Anderseits miissen die (m—1)k Elemente von
den (m—1) Involutionen Jiy Jiy. .J% beliebig entnommenen
Gruppen (a), (b). .(x) durch Gruppen jener Jf:\.) ergédnzt werden,
welche durch die Gruppe »,4,. .3% bestimmt erscheint. Wenn
wir also die Gruppen ab .x durch andere a/d’ &' ersetzen,
und aus ihnen die Gruppe y’ ableiten, so muss v}, weil es die
(mk—1)-elementige Gruppe ala,...ap b\b,. b .xjx]. .
MYy Ve—r zu einer Gruppe der J"* erginzt, zugleich das
kte Element in der Gruppe (¥/) der ./f\. sein. Hiemit ist unser
Satz erwiesen.

Auch hier haben wir den Satz:

Es gibt #* Involutionen J”, durch welche jede
von m gegebene J* als aus den anderen abgeleitet
erscheint. Man gelangt zu ihnen genau so, wie zu den J3
des vorletzten Artikels.

Die Gruppen der Involutionen J* welche mit einer
gegebenen J” in obiger Weise verknlipft sind, kann man als
eine Involution mten Grades von Involutionen ZXten Grades
bezeichnen.

Insbesondere hat man auch den Satz:

Es gibt 2% Involutionen J", durch welche eine J*
als aus sich selbst abgeleitet erscheint.
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Wenn man aus den £-fachen Punkten der J¥irgend
cine m-elementige Gruppe constituirt, wobei jedes
der k-fachen Elemente mehrmals in der Gruppe aut-
treten kann, so bestimmt eine solche Gruppe eine
Jmn, durch welche die J¥ als aus sich selbst abgeleitet
erscheint.

Weitere Ausfiihrungen und Anwendungen auf Curven vom
Geschlechte Eins, insbesondere auf ebene Curven dritter Ord-
nung sollen spéter mitgetheilt werden.
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