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Uber Vervollstandigung von Involutionen auf
Tragern vom Geschlechte Eins und tiber
Steiner’sehe Polygone
(II. Mittheilung)

Emil Weyr,
M. k. Akad.

(Mit 3 Textfiguren.;

1. Wir haben gezeigt, wie bei der Vervollstdndigung einer
durch eine Elementengruppe a,a,...a, auf einem Trdger vom
Geschlechte Eins gegebenen J* Involutionen J*~! und Involu-
tionen J? verwendet werden kénnen.! Man kann in derselben
ArtInvolutionen beliebiger Grade 2 << # zur Anwendung bringen.
Soll die Gruppe b,b, . . . b, _y durch Construction des Elementes b,
vervollstdndigt werden, so wahle man unter den Elementen
a,a,. .a, beliebige % (also & < n) z. B. a,a,...a;, so wird
durch diese k-elementige Gruppe eine J* bestimmt; alle Ele-
mente, welche die Gibrig bleibenden n-£ Elemente ap..1dp42. ..,
zu Gruppen der J" vervollstindigen, bilden jene J*, welche
durch die Gruppe a,a,...a; bestimmt ist. Wenn man also das
Element ¢, aufsucht, welches mit &,b,.. .5,y eine Gruppe der
J* bildet, sostellt b,b, .bp_y cpary1. -a, ebenfallseine Gruppe
der J* dar.

Nun verbinde man ¢, mit beliebigen #—1-Elementen aus
der Gruppe a@pi1api2. @y, 2. B. mit apyyapqe. apyr—1 2ZU
der %'-elementigen Gruppe ¢ @py1- . - @pyr—1, durch welche eine

Siehe: »Uber Raumcurven fiinfter Ordnung vom Geschlechte Eins.«
III. Mittheilung. Sitzungsber. Bd. XCVII, S. 606, und »Uber Vervollstindigung
von Involutionen u. s. w.« Sitzungsber. Bd. CI, S. 1457.
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J* bestimmt erscheint, und construire jenes Element ¢ p_,
welches die ¥’ —1 Elemente bpbpiy1. . bryr—2 zU einer Gruppe
der J*¥ ergidnzt, so bilden die Elemente b,b,by. by 2, Cpapr—_y,
apyrr. -a, wieder eine Gruppe der J. In derselben Art kann
man weiter gehen und wird &, als das Element erhalten, welches
eine gegebene Gruppe von #"—1 Elementen zu einer Gruppe
einer gegebenen Involution kMten Grades ergénzt.

Von den Zahlen %, %, %" .k koénnen auch einige oder
alle gleich sein.

Fiuk=F¢="% = = 2 erhdlt man die in Bd. XCVII,
S. 606 der Sitzungsberichte gegebene Vervollstindigung.

Wird die J" als Punktinvolution auf einer ebenen Curve
dritter Ordnung C; behandelt, so konnen statt der geradlinigen
Polygone (siehe L. c¢.) auch solche verwendet werden, deren
Seiten Curven zweiter oder hoherer Ordnung sind.

Ista,a,. .a, die Gruppe, welche die J" bestimmt, und soll
zu bb,...b,_; der Punkt &, construirt werden, so legen wir
durch a,a, und drei beliebige feste Punkte 2, m,, m, von C,
einen Kegelschnitt C,, welcher C; noch in einem sechsten
Punkte o, schneiden wird; der durch o,b, und m,m,m, gehende
C, trifft C, zum sechsten Male in ¢,. Dann gehdren a,a, und
b,c, einer J* an und somit bilden die Punkte b,c,a,a,. .a, eben-
falls eine Gruppe der J" Der durch c,a,m m,m, gelegte C,
schneidet C; noch in o,, der durch o,b,m n,m; gelegte C,
schneidet C; noch in ¢; u. s. w. Wir erhalten so (212—3) Kegel-
schnitte, welche sémmtlich durch #z,m,12, hindurchgehen und
welche C, der Reihe nach noch in den Tripeln a,a,0,, 0,b,c,,
Cul30y, 0,b,¢4. .Cy_1a,0,_1 Schneiden; der durch e 1,
0,—1 und b, ; gehende Kegelschnitt wird C, noch in b,
schneiden.

Wir konnen die sich so ergebende Figur als ein einfaches
der C,; eingeschriebenes 2(z—1)-Eck betrachten, dessen Seiten
Kegelschnitte sind, welche durch die drei festen willkiirlichen
Punkte nz m,m, von C; hindurchgehen. Die Punkte a,0,c,0,.
Cn_10,—1by treten als Ecken auf; a,a,a,...a, sind dann die
letzten (sechsten) Schnittpunkte von C; mit den ungeradstelligen
Seiten, und bb,. .b,_; sind die letzten Schnittpunkte von C,
mit den geradstelligen Seiten dieses Polygons. Wenn die Seiten
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eines Polygons Kegelschnitte (G,) sind, so sollen sie C,-Seiten,
das Polygon ein C,-Polygon heissen.

Wir kénnen nun sagen:

»Ist einer C; ein nichtgeschlossenes C,-Polygon
von 2(n—1) Seiten eingeschrieben, dessen Seiten
durch dieselben drei Punkte von C, hindurchgehen,
so bildet der Anfangspunkt mit den letzten Schnitt-
punkten der ungeradstelligen Seiten eine Gruppe,
und der Endpunkt mit den letzten Schnittpunkten
der geradstelligen Seiten eine zweite Gruppe von
je n Punkten, und diese beiden Gruppen gehoren
einer und derselben J* an«.

Ist das C,-Polygon geschlossen, d. h. fillt &, mit b, zu-
sammen, so miissen die beiden Gruppen a,a,. .a, und bb,.
b, einer J*—! angehoren; setzt man 7 statt #—1, so hat man
den Satz:

»Ist einer C, ein geschlossenes C,—2n-Eck ein-
geschrieben, dessen Seiten durch dieselben drei
Punkte von C; hindurchgehen, so bilden die letzten
Schnittpunkte der geradstelligen und der ungerad-
stelligen Seiten je eine n-punktige Gruppe auf C,
und diese beiden Gruppen gehdren einer J” anc.

Wenn drei Punkte von C, mit drei anderen Punkten a1z, 2,1,
von C; in einem C, liegen, so liegen sie mit je drei Punkten
ne my,my, welche eine Gruppe der durch das Tripel mz,m,11,
bestimmten J? bilden in einem C,. Man kann also die drei
Punkte me m,m, ersetzen durch irgend ein Tripel derselben J*
und kann die beiden letzten Séatze allgemeiner so aus-
sprechen:

»Wenn die (,-Seiten eines nichtgesschlosenen,
der C, eingeschriebenen C,-Polygons von 2(nz—1)
Seiten durch Tripel einer J3 hindurchgehen, so bildet
der Anfangspunkt mit den letzten Schnittpunkten
der ungeradstelligen Seiten u. s. we.

»Ist einer C, ein geschlossenes C,-2n-Eck ein-
geschrieben, dessen Seiten durch Tripel einer J? hin-
durchgehen, so bilden die letzten Schnittpunkte der
geradstelligen und der ungeradstelligen Seiten je

1
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einen-punktigeGruppeauf C;unddiese zwei Gruppen
gehdren einer und derselben J" an«.

2. Die Kegelschnitte, welche als Seiten des eingeschriebenen
Polygons auftreten, kann man durch Curven C, beliebiger (pter)
Ordnung ersetzen und hat dann ein eingeschriebenes C,-Polygon.
Wihlt man dann auf C, beliebige feste 3 p—3 Punkte ms, so
werden alle C,-Seiten durch diese Punkte zu legen sein. End-
lich kann man die 3 p—3 festen Punkte bei jeder Seite ersetzen
durch irgend eine Gruppe einer J3P—3 und hat dann all-
gemein:

»Wenn die C,-Seiten eines nicht geschlossenen,
der C, eingeschriebenen C,-Polygons von 2(n—1)
Seiten durch Gruppen einer J37—3 hindurchgehen, so
bildet der Anfangspunkt mit den letzten (3pten)
Schnittpunkten der nichtgeradstelligen Seiten eine
Gruppe, und der Endpunkt mit den letzten Schnitt-
punkten der geradstelligen Seiten eine zweite Gruppe
von je n Punkten, und diese beiden Gruppen gehéren
einer und derselben J" anc.

»Ist der C; ein geschlossenes C,—2n-Eck einge-
schrieben, dessen Seiten durch Gruppen einer J3/—3
hindurchgehen, so bilden die letzten Schnittpunkte
der geradstelligen und der ungeradstelligen Seiten
je eine n-elementige Gruppe auf C;, und diese beiden
Gruppen gehoren einer und derselben J" anc,

3. Auch diese letzten Sétze stellen sich als Specialfdlle der
folgenden allgemeinen Satze dar.

Auf C, wahlen wir beliebige 27—1 Punkte, die wir
1,2,3. .2n—1 nennen wollen, wobei wir den Anfangspunkt 1
auch mit ¢, und den Endpunkt 2z—1 auch mit & bezeichnen.
Diese Punkte betrachten wir als Ecken eines der Curve ein-
geschriebenen nichtgeschlossenen 2 (n—1)-Eckes, dessen Seiten
Curven C, vom Grade p sein sollen. Wir legen also durch 1
und 2 irgend eine C, als erste Seite; sie schneidet C,; ausser in
1 und 2 noch in 3p—2 Punkten, welche Gruppe wir ¢, nennen
wollen. Die beliebig durch 2 und 3 gelegte C, wird ebenso die
Gruppe b, von 3p—2 Punkten auf C; bestimmen, die durch 3
und 4 gelegte Curve C, liefert die Gruppe a, u. s.w., endlich
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wird auf der durch 2#—2 und 2#-—1 gelegten letzten Seite die
Gruppe b,—1 von 3p—2 Punkten liegen.

Die zwei 3g-punktigen Gruppen, in denen C, von irgend
zwei Curven gter Ordnung geschnitten wird, gehdren einer J34
an (und zwar jener Fundamentalen, welche man erhilt, wenn
man die 3¢ Punkte, in denen irgend g Gerade die C; treffen, zu
einer Gruppe vereinigt und durch diese die J37 bestimmt). Nun
stellen die (#—1) ungeradstelligen Seiten unseres C,-Polygons
eine Curve (n—1) pter Ordnung dar, und ebenso die gerad-
stelligen. Es gehoren folglich die beiden 3 (n—1)p-punktigen
Gruppen: 12a,34a,56a4. .(2n—3)(2n—2)a,—y und 23D,
45b,670;. .(2n—2)(2n—1)b, 1 einer und derselben J3—1»
an, und da beide Gruppen die 212—3 Elemente 2345. .(2n—2)
gemeinsam haben, so gehOren die beiden (n—1)(3p—2)+1-
punktigen Gruppen (wenn a, b statt 1 und 2#—1 geschrieben
wird):

aaay. -ay_q; bby. .b,_1b

einer und derselben J—DEr—2+1 an,

Wir haben also den Satz:

»Ist der C; einem nichtgeschlossenen C,-Polygon
von 2(1n—1) Seiten eingeschrieben, so bildet der An-
fangspunkt mit den Schnittpunkten der ungerad-
stelligen Seiten und der Endpunkt mit den Schnitt-
punkten der geradstelligen Seiten je eine Gruppe von
(n—1)(3p—2)+1 Punkten und diese beiden Gruppen
gehoren einer und derselben Involution [(n—1)(B8p—2)
+1Jten Grades, (n—1)(3p—2)ter Stufe an«.

Macht man das Polygon zu einem geschlossenen, so
hat man:

»Wird der C; ein einfaches geschlossenes C,—2nu-
Eck eingeschrieben, so bilden die Schnittpunkte der
ungeradstelligen Seiten, und die Schnittpunkte der
geradstelligen Seiten je eine Gruppe von n(3p—2)
Punkten und diese beiden Gruppen gehéren einer und
derselben J"®r=2 ane.

Wenn man jede der (3p—2)-punktigen Gruppen a; b; in
zwei Gruppen o, 9}, p; Bf respective zerfillt, von denen die erste
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7 Elemente und die zweite #/ Elemente enthélt (r+7' = 3p—2),
so gehoren die Gruppen:

! / ! . / ! !
o, 00,0, . . 0u_y0y_1; BB 130 Bu—1Ph1D
einer und derselben J®—18r—2+1 an,
Wenn nun die zwei »(z—1)-punktigen Gruppen:
040y Op_1; @lﬁz' . '@71—1

einer und derselben J”®—1 angeh&ren, so miissen die beiden
' (n—1)+1-elementigen Gruppen

! . plol /
(7.2. SOp—1, B]l"g' . Il—ll7

—_—~

ao.

ebenfalls einer und derselben J"#—D+1 angehoéren, wobei wie
schon bemerkt, »/+7 = 3p—2 ist:

»Wenn auf C; zwei beliebige Gruppen einer Invo-
lution (m—1)rten Grades gegeben sind und man zer-
fallt jede in beliebiger Art in (#—1) Gruppen von
je v Punkten, und construirt nun ein einfaches, nicht-
geschlossenes, der C, eingeschriebenes C,—2(n—1)-
Eck [3p >>#] so, dass seine Seiten abwechselnd durch
eine Partialgruppe der einen und der anderen (z—1)7-
elementigen Gruppe hindurchgehen, so bildet der
Anfangspunkt des Polygons mit den {ibrigen Schnitt-
punkten der ungeradstelligen Seiten eine Gruppe
von (3p—r—2)(n—1)-+1 Punkten, und der Endpunkt
bildet mit den ibrigen Schnittpunkten der gerad-
stelligen Seiten eine zweite solche Gruppe und diese
beiden Gruppen gehoren einer und derselben Invo-
lution [(Bp—»r—2)(n—1)+1]ten Grades an«.

Lésst man das Polygon ein geschlossenes 2n-Eck werden,
so hat man:

»Wenn auf C, zwei beliebige Gruppen einer In-
volution nrten Grades gegeben sind und man zerfallt
jede in beliebiger Art in # Gruppen von je » Punkten,
und construirt nun ein einfaches geschlossenes
C,—2n-Eck [83p—2>7] so, dass seine Seiten ab-
wechselnd durch eine Partialgruppe der einen und



Vervollstindigung von Involutionen. 1701

der anderen nv-elementigen Gruppen hindurchgehen,
so bilden die sammtlichen {ibrigen Schnittpunkte
der ungeradstelligen Seiten des Polygons mit C;
eine n(3p—r—2)-elementige Gruppe, und die tubrigen
Schnittpunkte der geradstelligen Seiten bilden eine
zweite solche Gruppe, und diese beiden Gruppen
gehoren einer und derselben Involution n(3p—»r—2)ten
Grades an«.

Es ist selbstverstandlich, dass alle die Partialgruppen, und
zwar jede nur einmal zur Verwendung kommen miissen.

Wir bemerken, dass die beiden Gruppen, von denen im
Fingange des letzten und vorletzten Satzes gesprochen wird,
identisch werden kénnen, so zwar, dass man von beliebigen
(n—1)r (vorletzter Satz), respective n# (letzter Satz) festen
Punkten der C; ausgehen kann, deren Gruppe dann in doppelter
Art beliebig in (#—1), respective n Partialgruppen zerlegt
werden kann,

Man kann auch eine Gruppe von beliebigen » Punkten der
C, (n—1)-fach, respective n-fach gezihlt, zum Ausgange nehmen
und erhalt dann sofort die Satze:

»Gehen die Seiten eines nichtgeschlossenen ein-
fachen, der C; eingeschriebenen C,—2(n—1)-Ecks
durch dieselben » << 3p—2 festen Punkte von C,; hin-
durch, so bildet der Anfangspunkt mit den iibrigen
Schnittpunkten der ungeradstelligen Seiten eine
Gruppe und der Endpunkt bildet mit den Ubrigen
Schnittpunkten der geradstelligen Seiten eine zweite
Gruppe, und diese beiden Gruppen gehéren einer
und derselben Involution [(3p—r—2)(n—1)+1]ten
Grades anc,

»Gehen die Seiten eines gechlossenen, der G
eingeschriebenen, einfachen C,—2#-Ecks durch die-
selben » < 3p—2 festen Punkte von C; hindurch, so
bilden die tubrigen Schnittpunkte der ungerad-
stelligen Seiten eine Gruppe, und die Gbrigen Schnitt-
punkte der geradstelligen Seiten eine zweite Gruppe
und beide gehdren derselben Involution (3p—»r—2)nten
Grades anc.
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Endlich kann die Gruppe der » festen Elemente erseizt
werden durch jede andere Gruppe der durch erstere bestimmten
J7r; dies gibt die Sitze:

»Enthidlt jede Seite eines einfachen nichtge-
schlossenen, der C, eingeschriebenen C,—2(12—1)-
Ecks eine Gruppe einer J', r<<3p—2, so bildet der
Anfangspunkt mit den. u.s. w.«

»EnthiltjedeSeite eines einfachen geschlossenen,
der C, eingeschriebenen Cp—2mn-Ecks eine Gruppe
einer J", r<=<3p—2, so bilden die lbrigen Schnitt-

punkte der ungeradstelligen Seiten. u. s w.
4. Den letzten Satz kann man auch folgendermassen aus-
sprechen:

»Es seien auf C; zwei Punktgruppen einer Invo-
lution n+/ten Grades gegeben. Wir zerfdllen die eine
Gruppeinbeliebiger Artinn Gruppenvonje# Punkten,
welche Gruppen a,a,. .a, heissen sollen, und ebenso
seien bb,. .b, n in beliebiger Art aus der zweiten
Gruppe gebildete Partialgruppen von je +/ Punkten.
Nun gehen wir von einem beliebigen Punkte x, der C,
aus und verbinden ihn mit einer der a-Gruppen, z. B.
mit den +/ Punkten g, durch eine Curve pter Ordnung,
wobei 3p—2>+/, also etwa 3p—2 =#/4r sein mag.
Diese Curve wird die Cyjausserinz, und den Punkten g,
noch in weiteren 3p—1—» = r+1 Punkten schneiden,
von denen wir einen, %,, absondern, um ihn miteiner
der 6-Gruppen, z. B. mit b, durch eine Curve pter Ord-
nung zu verbinden, welche entweder durch die
iibrigen # Punkte oder durch eine Gruppe von 7
Punkten hindurchgeht, welche eine Gruppe jener J”
bilden, die durchjene » Punkte bestimmt erscheint.
Diese Curve wird C; ausser in diesen » Punkten,
dann in den + Punkten 5, und in jenem einzelnen
Punkte, noch in weiteren 3p 1=1, d.i in
einem Punkte, x;, schneiden, welchen wir in der-
selben Art mit einer weiteren a-Gruppe, z. B. mit a,
und einer Gruppe jener J7%, durch eine C, verbinden,
dies liefert wieder einen letzten Schnittpunkt, x,, den

r—r!
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wir mit b, und einer beliebigen Gruppe der J" durch
eine C, verbinden u. s. w. Wenn so alle a- und
b-Gruppen abwechselnd verwendet und erschopft
sind, wobeijede nur einmal zur Verwendung kommen
darf, so muss man wieder zum Ausgangspunkte x,
zurickkehren, so zwar, dass x,4 1 =%, wirde,

5. Wenn einer C, ein einfaches, geradliniges, geschlossenes
2n-Eck eingeschrieben ist, so bilden die dritten Schnittpunkte
der ungeradstelligen Seiten eine Gruppe und die dritten Schnitt-
punkte der geradstelligen Seiten bilden eine zweite Gruppe
einer Involution nten Grades (siehe Bd. CI, S. 1461).

Auch diesen Satz kann man zur Vervollstandigung einer J”
anwenden. Ist a,a,. .a, die gegebene, und b b,. .b,_; die
durch Construction von &, zu vervollstindigende Gruppe, so
verbinde man einen beliebigen Punkt x, von C; mit a,, den
dritten Schnitt #, von x,a, und der Curve verbinde man mit b,,
den dritten Schnitt x; von x,b, verbinde man mit @, u.s. w,;
verwende der Reihe nach die Punkte b,, a,, b, @, u. s. w,, so
wird man nach dem Durchgange durch a, zu einem Punkte xs,
gelangen; dann schneidet die Gerade xy,1; die Curve C, in dem
gesuchten Punkte b,,.

Anmerkung. Aus der Definition des Geschlechtes folgt
bekanntlich sofort, dass alle Curven nzter Ordnung, welche durch
beliebige 372—1 feste Punkte einer allgemeinen ebenen Curve
dritter Ordnung C; hindurchgehen, diese Curve noch in einem
3nten festen Punkte schneiden miissen. Der letzte Schnittpunkt
kann nicht beweglich sein, weil sonst die durch jene 3n—1
festen Punkte von C; und durch weitere beliebig, ausserhalb C,

1 (1—3)

gewdhlte feste Punkte hindurchgehenden C,, ein

Biischel bildend, die C, in variablen einzelnen Punkten schnitten,
so dass die Punkte der C; eindeutig auf die Curven jenes
Blischels bezogen wdren, und C,; rational wére. Von den 37-
Schnittpunkten der C, mit einer C, ist also einer durch die
tibrigen 32— 1, die man beliebigwéahlen kann, eindeutig bestimmt.

»Es bilden also die 3wm-punktigen Gruppen, in
welchen C, von Curven nter Ordnung geschnitten wird,
eine J%¥ «
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»Diese J3" ist offenbar identisch mit jener, welche
man erhilt, wenn man C; mit beliebigen # Geraden
zum Durchschnitte bringt und die 3# Schnittpunkte
zu einer Gruppe, welche die J¥ bestimmt, vereinigt.«
Jene n Geraden stellen namlich auch eine C, dar.

Lasst man die » Geraden zusammenfallen, so erkennt man,
dass die drei Schnittpunkte von C, mit einer Geraden, als n-fache
Punkte aufgefasst, auch eine Gruppe der J3* bilden.

»Es ist also die J® der geraden Punktetripel eine
der n* aus der J3* abgeleiteten J3«!

Schneidet man C, mit zwei beliebigen C,, so erhélt man
zwei Punktgruppen dieser J3. Wenn man also von irgend
einem Punkte von C; als erster Ecke eines der C, einge-
schriebenen b,-Eckes ausgeht, dessen Seiten abwechselnd
durch einen Punkt der einen und anderen Gruppe hindurch-
gehen, wobei jeder Punkt jeder der beiden Gruppen nur einmal
zur Verwendung zu kommen hat, so wird das b,-Eck immer
ein geschlossenes sein (vergleiche die Abhandlung von Herrn
P H. Schoute im 95. Bande des Crelle’schen Journal: »Die
Steiner’schen Polygone« [Nachtrag] S. 324).

Auf Grund der bisherigen Betrachtungen ergibt sich eine
einfache Losung der

Aufgabe: »Von den 3z Schnittpunkten der C; mit
einer C, sind 3n—1 gegeben, man soll den letzten
(3uten) Schnittpunkt construiren.«

Die gegebenen Punkte seien b,8,. .b3, 1, der gesuchte bs,.
Wenn wir C; mit beliebigen # Geraden schneiden, so erhalten
wir 322 Punkte, welche mit a,a,. -as, bezeichnet werden sollen;
ihre Gruppe bestimmt die J*, in welcher die Gruppe b, .b3,_1
von dem gesuchten b3, ergidnzt wird. Ist also x, ein beliebiger
Punkt von C; und ziehen wir die Gerade x,a,%, (wobei x, den
dritten Schnittpunkt von C; mit der Geraden xa, bezeichnen
soll) und ziehen wir weiter die Geraden x,b,x,, x,a,%,, %,b,%;,
X5a3%, U. S. w., endlich xg,_1a3, ¥6,, SO muss die Gerade x5,
die C; zum drittenmal in dem Punkte &3, schneiden.

1 Siehe: »Uber Vervollstindigung von Involutionen u. s. w. Sitzungsber.
vom 20. October 1892, Art. 8.
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Wir konnen die 7 Geraden in eine zusammenfallen lassen,
so dass die 37 Punkte @ durch die drei Schnittpunkte a,a,a,
von C, mitirgend einer Geraden dargestellt werden. Manlege dann
in a,a,a, der Reihe nach auch a,a.a;, a,a.a,. . .a3,_2as,_1as,.
Dann hat man also zu ziehen die Geraden x,a,x,, v,b,%,, %,a,%,,
Xybyxs, Xiayg, Xebyx,, x.a\%y, XbXg, Xo@a¥,g. Non—1@3% s, SO
wird x5, %, die C; in b3, schneiden.

Lisst man die Gerade in eine Inflexionstangente iibergehen,
so fallen a,a,a, in dem Wendepunkte zusammen.

Wenn also @ ein Wendepunkt von C, ist, so stellt sich die
Construction von b3, folgendermassen dar. Es sei ¥, ein
beliebiger Punkt von C,; wir ziehen die Geraden x,ax,, x,b,%,,
Xya%,, ¥,0,%;, X a%y, Yby¥,. Xgy_1a%,, SO schneidet xg, %,
die C, in b3,

6. Wir wenden uns nun zu der Vervollstindigung der J"
auf einer Raumcurve R, vierter Ordnung, erster Species.

Eine durch ein Paar a,a, bestimmte J?2 ist folgendermassen
zu vervollstindigen.! Eine durch a,a, gelegte Ebene schneidet
R, in zwei Punkten, deren Verbindungsgerade S sei. Dagnn ist
der mit dem Curvenpunkte x, ein Paar bildende Punkt der vierte
Schnittpunkt x, von R, mit der Ebene Sx,. Die Geraden x,x,
sind Erzeugende eines durch R, gehenden Hyperboloides, und
die Geraden S bilden die zweite Erzeugendenschaar desselben
Hyperboloides (1. c.)

Wenn wir zwei Paare von R,, wie a,a,, x%,, deren Ver-
bindungsgeraden Erzeugenden desselben Systems eines durch
R, gehenden Hyperboloides als zwei »hyperboloidische
Punktepaare« bezeichnen, so ist also eine J* die Gesammt-
heit aller Paare, welche mit einem und demselben Paare (also
auch untereinander) hyperboloidisch sind.

Ist nun auf R, durch eine gegebene n-punktige Gruppe
a,a,. ..a, eine J" bestimmt, und soll man den Punkt b, con-
struiren, welcher mit den gegebenen #—1 Punkten &,0,. .2, ;
eine Gruppe dieser J” bildet, so hat man nach dem allgemeinen
Verfahren folgendermassen vorzugehen. Wir construiren den

I Siehe: »Ein Beitrag zur Gruppentheorie auf den Curven vom Geschlechte
Lins«. Sitzungsber. Bd. LXXXVIII, S. 459.
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Punkt ¢,, so dass b,c, und a,a, zwei hyperboloidische Paare
sind; dann ist, da man in der Gruppe a,a,a,. .a, jedes Paar
durch ein mit ihm hyperboloidisches ersetzen kann, auch
bica,a,. .a, eine Gruppe der J”. Nun suchen wir die Punkte
€3y Cye v -Cy—yg, SO dass bycy mit cyay, bye, mit ca,, b,cy mit c,a,
u. s. w., endlich b,_q¢c,_1 mit ¢,_ga,_1 hyperboloidisch ist. Dann
ist nach Fritherem auch b,b,c,a,a,. .a, eine Gruppe von J”,
ebenso b,b,b,c,a,. .a, u. s. w, endlich ist also auch 4,5,0,. .
bu_s¢,—1a, eine Gruppe. Wird nun schliesslich der Punkt 4, so
gefunden, dass die Paare &,_1b,, ¢,—1a, hyperboloidisch sind,
so ist auch #,b,. .b,—1b, eine Gruppe der J*, also b, der
gesuchte Punkt.

Oy

i)

£
o

Fig. 1.

Wir konnen die Construction durch die schematische
Figur 1 verbildlichen. Es haben hyperboloidische Lage die
Paare (Sekanten von R,) a,a,, b¢,; ¢,a3, ¢3b,; cia,, ¢,b,; ¢ya;,
&b, ciay, byb, und die beiden Sextupel @ a,a.a,a.a,, b, b,b.b,b.b,
gehoren einer und derselben J° an.

Wird ein Punkt @ von R, mit einem zweiten & und dieser
mit einem dritten ¢ verbunden, so bilden die zwei Paare ab, bc
(oder die zwei Sekanten abd, bc) ein offenes Tripel abc. Aus
drei Punkten kann man offenbar drei offene Tripel (abc, bea, cab),
aber nur ein geschlossenes Tripel bilden. Jedes der Tripel kann
man in einem oder in dem entgegengesetzten Sinne durchlaufen
denken. Die beiden offenen Tripel abc, cba sind identisch,
jedoch in verkehrtem Sinne zu durchlaufen; in beiden ist &
Mittelelement, im ersten @, im zweiten ¢ Anfangselement, im
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ersten ¢, im zweiten a Endelement, im ersten ab erstes, bc zweites
Paar, im zweiter ¢b erstes, ba zweites Paar.

Zwei offene Tripel abc, def sollen hyperboloidisch (ver-
kniipft) heissen, wenn das zweite Paar bc des ersten Tripels
hyperboloidisch mit dem ersten Paar des zweiten Tripels ist.

Dann haben wir in unserer Construction eine Reihe von
hyperboloidisch verkniipften, offenen Tripeln: b,c,a,, b,cya,,
bye,a;. . by,_ic,—1a,, SO zwar, dass jedes mit dem folgenden
hyperboloidisch ist. Das Paar 4,4, ist hyperboloidisch mit dem
ersten Paar b c, des ersten Tripels, und das Paar b, 1b, ist
hyperboloidisch mit dem zweiten Paar ¢, _ja, desletzten Tripels.
Wir kénnen also sagen:

»Istauf R, eineReihevonoffenen Tripeln gegeben,
von denen jedes mit dem folgenden hyperboloidisch
ist, so bilden die Anfangspunkte mit einem zum
zweiten Paar des letzten Tripels hyperboloidischen
Paar eine Gruppe, und die Endpunkte bilden mit
einem zum ersten Paar des ersten Tripels hyper-
boloidischen Paare eine zweite Gruppe von Punkten,
und diese beiden Punktgruppen gehodren einer und
derselben Involution an.« Sind n—2 Tripel in der Reihe,
so ist die Involution vom Grade 1.

Wenn die beiden Paare a,a,, b,_1b, einen Punkt gemein-
schaftlich haben, wenn also z. B. a, =b,, =, so bilden die zwei
(n—1)-punktigen Gruppen a,a,. .a,, bb,. .b,_y mit einem
und demselben Punkte ¢ Gruppen einer J” und folglich gehoren
sie einer und derselben J*—! an. In diesem Falle ist b,_;ca, ein
Tripel, welches sowohl mit dem ersten, als auch mit dem letzten
Tripel der Reihe der tibrigen Tripel hyperboloidisch liegt. Wir
haben also den Satz (wenn wir 7 statt #—1 setzen):

»Ist auf Ry eine Reihe von # offenen Tripeln von
der Art, dass jedes mit dem folgenden und das letzte
mit dem ersten hyperboloidisch ist, so bilden die
Anfangspunkte und die Endpunkte je eine Gruppe
von n# Punkten und diese beiden Gruppen gehéGren
einer und derselben J" an.«

Die schematische Figur 2 oder Figur 3 stellt uns die Be-
ziehung der offenen Tripel dar; die Reihe derselben ist in Fig. 2:
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a,¢,by, ay6,b,y, aycsby, ayc,b,, asc by und die Quintupel a,a,a,a,a.
b,b,b,b b, gehodren einer J® an. In Fig. 3 sind sieben offene
Tripel: ac/b,, a,cb,. .a,c;b, und die beiden Gruppen a;, b,
(i=1 .7) gehoren einer J7 an.

b, (%
a 2
: b

Fig. 2.

Die Vervollstandigung einer durch die Gruppe a,a,. .a,
gegebenen J* d. h. die Construction des Punktes 7,, wenn
bb,. .b,_; gegeben sind, kann nun auf die Herstellung der

[
Y b
2
b7 \I a
\\ / 3
[
a, <, 1 G of b,
b C ¢ a,

[4 6 % (2
I

Tripelreihe a,c,b,, a,c,b,. .a,c,b, zurlickgefiihrt werden, in
welcher Reihe jedes Tripel mit dem folgenden und das letzte
mit dem ersten hyperboloidisch ist.

Zu dem Behufe kann man ¢, auf R, beliebig wihlen, wo-
durch das Tripel a,c,b, gegeben ist; aus ¢ folgt ¢,, weil ja ¢,a,
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mit ¢, b, hyperboloidisch sein muss. Ebenso wird man ¢,e, .¢,
erhalten, und nun ergibt sich &, aus der hyperboloidischen Lage
von ¢, b, mit a,c,.

7 Hat man n offene Tripel, von denen jedes hyper-
boloidisch ist, mit dem folgenden, und das letzte mit dem ersten,
und bezeichnet man sie, von irgend einem ausgehend, mit a,c,b,,
a,Cyby, ayc,b, . .a,c b, so sind also ¢ b, und a,c, zwei hyper-
boloidische Paare, d. h. Paare einer J? wenn wir also eine
E-Beziehung dadurch festsetzen, dass wir dem @, den Punkt b,
zuordnen (wir wollen dann diese E-Beziehung mit E (a,b,)
bezeichnen), so entspricht nach dieser E-Beziehung! dem
Punkte ¢, der Punkt ¢,, Man erkennt ebenso, dass dem ¢, der
Punkt ¢, in der E (a,b,) und allgemein dem ¢, der Punkt ¢4 in
der E (a,by) entspricht, endlich entspricht in der E (a,b,) dem
¢, der Ausgangspunkt c,.

Wenn man also die Elemente aus zwei beliebigen Gruppen
einer J" zu n Paaren, etwa a,b,, a,b,. .a,b, vereinigt, so dass
in jedem Paare jede der beiden Gruppen durch einen Punkt ver-
treten erscheint und alle Punkte zur Verwendung kommen, und
man geht von einem beliebigen Punkte ¢, aus, zu welchem man
nach der E (a,b,) den entsprechenden ¢, aufsucht, zu diesem
den nach der E (a,b,) entsprechenden ¢ zu diesem den nach
der E (a,b,) entsprechende ¢, u.s.w., endlich zu dem Punkte ¢,
den nach der E (a,b,) entsprechenden, so wird dieser letztere
der Punkt ¢, sein.

Wenn man fiir einen beliebigen Tridger vom Geschlechte
Eins zwei Paare, welche derselben J? angehoren, als hyper-
boloidisch bezeichnet, so erkennt man sofort, dass die Betrach-
tungen des letzten und dieses Artikels fiir beliebige Tréager
(Curven, Fldchen) vom Geschlechte Eins Geltung haben. So
kann man also allgemein sagen:

»Ist auf einem Trager vom Geschlechte Eins eine
Reihe von 7 offenen Elemententripeln, von denen
jedes mit dem folgenden und auch das letzte mit dem
ersten hyperboloidisch ist, so bilden die Anfangs-

1 Siehe: »Uber eindeutige Beziehungen auf einer allgemeinen ebenen
Curve dritter Ordnung«. Sitzungsber. Bd. LXXXVIII, S. 856.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CL. Bd., Abth. II. a. 114
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elemente eine Gruppe und die Endelemente eine
zweite Gruppe einer J".«

»Sind auf einem Trager vom Geschlechte Eins
zwei Gruppen a,a,. .a,, bb,. .b, einer J" gegeben
und man construirt, von einem beliebigen Elemente ¢
ausgehend, die Elementenreihe ¢ ¢,¢c,¢,...c,y, so dass
dem ¢, das Element ¢4 in der eindeutigen E-Be-
ziehung E (a,b;) entspricht, so entspricht dem ¢, in
der E (a,b,) wieder das Anfangselement ¢,.«

Dabei ist es jedoch nicht nothwendig, dass die Elemente ¢,
alle von einander verschieden sind, nur kann nie ¢, mit ¢, zu-
sammenfallen (¢,.{=¢,), weil eine E-Beziehung keine sich
selbstentsprechenden Elemente hat, ausser es sind alle Elemente
sich selbst entsprechend.

Wenn alle g, identisch werden mit einem Elemente ¢ und
ebenso alle b, identisch mit einem Elemente &, so sind also a
und & zwei n-fache Elemente der J". Alle die Beziehungen
E (a,b;) werden identisch mit der Beziehung E (ab), welche
also die Eigenschaft hat, dass, wenn man von einem Elemente ¢,
ausgeht, und die Reihe ¢,¢c, .¢, construirt, so dass jedes Ele-
ment dem vorangehenden als nach der E (ab) entsprechendes
Element zugeordnet ist, dann dem Elemente ¢, wieder das Ele-
ment ¢, entspricht. Die E (ab) ist also eine cyclische
E-Beziehung:

»Wenn man zwei n-fache Elemente einer J" als
einander entsprechende Elemente einer E-Beziehung
betrachtet, so ist dieselbe immer cyclisch.«

Aus der obigen Betrachtung geht hervor, dass ¢, 1 identisch
ist mit ¢;; es kann aber geschehen, dass schon ¢y (B <)
mit ¢, identisch wird, so dass sich der Cyclus ¢,c, .c¢, wieder-
holen wird. In diesem Falle muss also % ein Theiler von # sein.
Wenn # eine Primzahl ist, so kann dieser Fall nicht eintreten
und wird also jeder Cyclus ¢,¢,. .¢, aus n von einander ver-
schiedenen Elementen bestehen.

Wenn 72 = kw ist, so gibt es m® Involutionen kten Grades J*#,
welche aus der J" abgeleitet werden konnen.! Die k-fachen

1 Siehe: »Uber Vervollstindigung der Involutionen auf Triagern u. s. W.«
Sitzungsber. vom 20. October 1852, Art. 9.
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Elemente jeder dieser Involutionen sind auch n-fache Elemente
der J*. Ist nun % eine Primzahl und sind a, b k-fache Elemente
einer solchen J* so wird die E (ab) aus k-elementigen Cyclen
bestehen.

8. Wir stellen uns nun die Frage: »Wann sind zwei
Punkte von C; oder von R, n-fache Punkte einer J"«

Auf C; moge ein beliebiger Punkt a als n-facher Punkt
einer J” angenommen werden, wodurch die J” bestimmt er-
scheint. Einen zweiten, zunichst beliebig gewihlten Punkt &
von C, betrachten wir als (#—1)-fachen Punkt der J* und con-
struiren nach Art. 5 den Punkt 2,, welcher mit dem (z—1)-
fachen Punkt & eine Gruppe von J" bildet. Zu dem Behufe
gehen wir von einem beliebigen Punkte x, der C; aus, und
ziehen die Geraden « cmz, x,bx, xa%,, %, b,t, .A«A),,‘ldﬂf‘),,, S0
wird die Gerade x,19, die Curve C, zum drittenmal in dem
gesuchten Punkte &, schneiden. Soll nun & ein n-facher Punkt
der J" sein, so muss b, mit b zusammenfallen, und wir haben
ein (Steiner’sches) 2n-Eck x4,%,. .49, vor uns, dessen Seiten
abwechselnd durch @ und & hindurchgehen.

Man erkennt sofort, dass in der Reihe x x,v,. .a9,_1%, jeder
Punkt dem vorangehenden als entsprechender in der E (ab) zu-
geordnet ist, widhrend in der Reihe x,x,x,. .x9,%, jeder Punkt
dem folgenden in derselben £ (ab) zugeordnet ist.

Es sind also xx,75. .42, und ap,_1¥,_3. .2 %%, zwel
cyclische n-punktige Gruppen in der cyclischen E-Beziehung
E (a, b).

Wenn umgekehrt auf C, eine cyclische, 1z-elementige Cyclen
liefernde E-Beziehung gegeben ist und wenn in derselben dem
Punkte a der Punkt & entspricht, so sind @ und b zwei n-fache
Punkte einer und derselben J".

Denn construirt man, von irgend einem x, ausgehend
durch Ziehen von x,bx,, v,ax,, x,bx, die Punktreihe x,x,x,xg

in welcher jedem Punkte der folgende nach der E (ab) ent-
spricht, so muss sich die Reihe, weil die E (ab) nach Voraus-
setzung cyclisch ist, mit dem nten Punkte a9, schliessen, d. h.
dem w9, entspricht wieder #, nach der E (ab)-Beziehung. Die
hierbei auftretenden Punkte wxg,_149,_3. .22, Dbilden einen
zweiten Cyclus der E (ab) und es sind der Construction geméss

114
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'(nach Fritherem) a, b zwei n-tache Punkte einer und derselben
J' w. z.b. w.

Unsere cyclische E (ab) kann auch als E (x,x,), E(x,x,) u.s.wv.
aligemein E (v, ¥2p49), oder als E (¥o,—1, ¥24—3), oder E (x,x,),
E (v,x), E(x,29, 1) allgemein E (¥op.41 42 1) bezeichnet werden.

Hat man in der cyclischen E-Beziehung irgend zwei Cyclen
KX, Xy, Aoy, Hoy_ide,_3. .47, und sind a, b die driLen Schnitt-
punkte von C; mit x,#, und #,x,, so muss auch x;x, durch g
gehen, denn es sind x,r, und ab zwei Paare einer E-Beziehung,
so dass also #,b und x,a sich in einem Punkte von C, schneiden
miissen, aber #x,b geht durch x,, also geht x,@ auch durch z,,
oder x,v, geht durch a; ebenso sieht man, dass auch x.x,, ERN

.xg,,_;x.T,, durch a und ZI, 10‘1; .:\,’2,,,1’; durch & gehen
miissen, d. h. a,b sind Fundamentalpunkte eines Steiner’schen
2n-Eckes, in welchem x,1,%4,. .¥2, die paaren, und x, v, .
x9,_1 die unpaaren Ecken sind.

Durch Projection von x, und #, aus #, auf C, haben wir ab
erhalten; der Punkt x, entspricht dem #, in der E (ab). Aber in
derselben E (ab) entspricht dem «x; der Punkt x,, wenn man
also x,x; aus x, projicirt, so erhalt man wieder ein Paar der E(ab).
Nun gibt x; zur Projection den Punkt & und es wird also der
dritte Schnittpunkt von C; mit x,v, der Punkt ¢ sein, welcher
dem b in der E (ab) entspricht. Man sieht, dass durch Pro-
jection von x,x,%, .42, ausx, aufdie Curve G, eine n-punktige
Gruppe abc. .hklm entsteht, so dass jeder Punkt dem folgen-
den und der letzte (1) dem ersten (a) in der E(ab) als ent-
sprechender zugeordnet ist. Es ist also abc. .lm auch ein
Cyclus der E (ab). Da man durch Projection von x, aus x, wieder
den Punkt a erhilt, so wird dieselbe Gruppe abc...hklm zum
Vorschein kommen, wenn man die Gruppe ¥,%;, .%2,_1%, aus
¥y, oder x;x, .y, _14,% aus .r, U.S.w. projicirt.

Es erscheint so jeder Punkt der Gruppe x,%,. .x», mit
jedem Punkte der Gruppe ¥ %, w2 durch eine Gerade ver-
bunden; die sich ergebenden 2? Geraden schneiden die C; in
den n Punkten abc...m, so dass durch jeden dieser Punkte 7
von den Geraden hindurchgehen.

Aus den beiden beliebigen Cyclen Xy Ko, K. oA,y ist
so der dritte Cyclus abc. .m abgeleitet; man sieht sofort, dass
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jeder der drei Cyclen aus den beiden anderen abgeleitet ist. Wir
haben drei connexe Involutionsgruppen vor uns. (Siehe
Kiipper: »Uber Steiner’sche Polygone auf einer Curve dritter
Ordnung u. s. w.« Abhandlung der koénigl. bohm. Gesellsch. der
Wissenschaften, VI. Folge, 6. Bd., oder Mathem. Annalen, Bd. 24,
S. 18).

Irgend zwei Cyclen einer cyclischen E-Beziehung kann
man als die paaren, respective unpaaren Ecken eines Steiner'-
schen 2n-Ecks hetrachten, dessen Fundamentalpunkte irgend
zwei aufeinanderfolgende Punkte a, & der dritten, mit den
beiden ersten connexen, Gruppe sind. Dies folgt unmittelbar
aus dem Vorhergehenden.

9. Ist auf C, eine cyclische E-Beziehung mit n-punktigen
Gruppen gegeben, und ¢,c,. .c¢, ein Cyclus von Punkten dieser
E-Beziehung, so gelangt man, wenn man die £ zweimal nach
einander anwendet, vom Punkte ¢, zum Punkte ¢y, von ¢, zu ¢,
u. s. w. aligemein von ¢, zu ¢p49; wendet man E dreimal nach-
einander an, so wird dem ¢, der Punkt ¢,, dem ¢, ¢,, u. s. w,
dem ¢, der Punkt ¢, 43 als entsprechender zugeordnet sein. Die E,
welche entsteht, wenn man unsere cyclische E-Beziehung p-mal
EEE. | E

p-mal
oder mit E? bezeichnen. In der E¥ entspricht also dem Punkte ¢,
der Punkt cpyp, dem cpqp der Punkt cpqs,, diesem der Punkt

nacheinander zur Anwendung bringt, kann man mit

(,‘/,_',31, u. S. w.

Da ¢, identisch ist mit ¢, ¢, 42 identisch mit ¢, u. s. w,,
allgemein ¢, identisch mit ¢, also auch ¢4, identisch mit ¢,
(n eine positive oder negative ganze Zahl), so wird der Punkt
Crinp Mit ¢, identisch, sobald pp ein Vielfaches von 7 wird, also

XD}
p

Wenn p und # relativ prim sind, so muss A=pund p=mn
werden, damit ¢, mit ¢, identisch wird. Wir haben somit den
geschlossenen Cyclus ¢p, Ciyp, Ch+2p- -+ Crym—1yp, i welchem
jedes Element dem folgenden und das letzte dem ersten in der
E? entspricht (dem letzten Element c;i(,—y), entspricht cpy,p,
aber cp4,p ist mit ¢, identisch). Es ist also die E? ebenfalls eine
cyclische Beziehung mit nz-elementigen Gruppen, von denen jede

pp = Az oder p —
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auch eine n-elementige Gruppe der E ist. Ist p ein Theiler von #,

7 e .
also — —wv, so wird fiir p. = v pp = vp = n und somit schon

M

Citvp identisch mit ¢;. Es ist also schon der v-elementige Cyclus
Clts Chps Cip2p- - Chy—1p geschlossen, indem ¢pi,p = Gy = ¢
ist. Die E? ist also wieder cyclisch, liefert aber nur v-elementige
Cyclen.

Fiir p = # entspricht dem ¢, das Element ¢, aber dieses
ist mit ¢, identisch, so dass also die E" die fundamentale E-
Beziehung ist, nach welcher jeder Punkt von C; sich selbst
entspricht.

Wenn p > n etwa p = n+4-p’ wire, so kann man, da
Chpntp' = Cptpr, p durch p’ ersetzen. Man kann also, wenn auch
der Fall p =, da er zu der identischen E-Beziehung fiihrt,
ausgeschlossen wird, p < n voraussetzen. Wir haben somit das
Resultat:

»Wenn E eine cyclische Beziehung mit #-elemen-
tigen Gruppen ist, so ist E” ebenfalls eine cyclische
Beziehung. Ist p kein Theiler von #n, so hat die E?
ebenfalls #-elementige Cyclen und jeder Cyclus von E
ist zugleich Cyclus von E”, nur mit anderer Anord-
nung der Elemente. Wenn p ein Theiler von n ist,

. . . . .,on
so ist Ef eine cyclische Beziehung mit -—-elemen-
4

tigen Cyclen.«

Wenn 7 eine gerade Zahl ist, und wenn p = gesetzt

n
2
n . . .o .

wird, so liefert die E" zweielementige Cyclen, sie ist also eine
der drei fundamentalen E-Beziehungen, in denen Vertauschungs-
fahigkeit der Elemente herrscht.!

»Enthalten die Cyclen einer cyclischen E-Be-
ziehung eine gerade Anzahl # von Elementen, so ist

1
die Ez eine der drei fundamentalen E-Beziehungen,
in welchen Vertauschungsfdahigkeit der Elemente
herrscht. Auf einer C, sind dann ¢, und cpy, zwel
o9

correspondirende Punkte (Punkte mit gemeinsamem

1 Siehe Sitzungsber., Bd. XC, S. 213 und Bd. LXXXVII, S. 846.
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Tangentialpunkte) eines der drei Systeme. Es sind
dann fir beliebige ¢ und % ¢ und ¢ _n correspon-

N —

2

dirende Punkte desselben Systems. Jeder Cyclus der

. n .
E setzt sich also aus -5 Paaren correspondirender

Punkte desselben Systems zusammenc«.

Ebenso erkennt man allgemein:

»Enthalten die Cyclen einer cyclischen E-Be-
ziehung 7/p Elemente, so setzt sich jeder Cyclus aus
p Cyclen einer cyclischen E-Beziehung mit #n/-ele-
mentigen Cyclen zusammen.«

10. Aus dem Gesagten geht hervor, dass, wenn ¢,¢,. .c;. . ¢,
ein Cyclus einer cyclischen E-Beziehung mit n-elementigen
Gruppen auf C, ist, zwei Punkte ¢, ¢p4, dann Fundamental-
punkte flir Steiner’sche eigentliche 2#-Ecke sind, wenn p kein
Theiler von # ist; ist jedoch p Theiler von 7, so sind ¢y, cpyp

. , . . 2n
Fundamentalpunkte fiir Steiner’sche eigentliche — - Ecke,
p
weil sie ja auch zwei Punkte eines Cyclus einer E-Beziehung
..o n . .
mit — -punktigen Gruppen sind.
p

Bekanntlich gibt es nur drei cyclische E-Beziehungen mit
zweielementigen Cyclen (auf der C; dargestellt durch die drei
Systeme conjugirter Punkte), dann vier cyclische E-Beziehungen
mit dreielementigen Cyclen (auf der C, den vier Wendedrei-
seiten entsprechend); wir werden uns bei einer anderen Gelegen-
heit mit der Frage nach der Anzahl der cyclischen E-Beziehungen
mit z-elementigen Cyclen zu beschaftigen haben, und werden
erkennen, dass es sechs solche Beziehungen mit vierelementigen
Cyclen gibt, zwolf mit flinfelementigen Cyclen u. s. w.

Die E(ab) wird cyclisch mit vierelementigen Cyclen, wenn
ab als Punkte auf C, aufgefasst, einen gemeinschaftlichen
zweiten Tangentialpunkt besitzen (ohne dass sie schon den
ersten gemein haben); sie wird cyclisch mit achtelementigen
Cyclen, wenn a, b den dritten Tangentialpunkt gemeinsam haben
(ohne einen vorhergehenden gemeinsam zu haben); allgemein
ist E(ab) cyclisch mit 2*-elementigen Cyclen, wenn a,b den
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Men Tangentialpunkt gemein haben (ohne einen vorhergehenden
gemeinsam zu haben).

11. Ist auf einer Raumcurve vierter Ordnung erster Species
R, durch die Punktgruppe «,a, a, eine J" gegeben, und
soll b,b,. .b,—1 durch Construction von b, zu einer Gruppe
der J" vervolistindigt werden, so hat man die Reihe der
Punkte ¢ ¢,. .c, so zu construiren, dass bei beliebig gewidhltem
¢ die Paarecc,, c,cy, c4c,  .cy_ic, Paare entsprechender Punkte
der Beziehungen E(a,b,),E(a,b,). .E(a,—1b,-1) sind, d.h. also
so, dass die Secantenpaare b,c,, a,6,; b,¢,, @,Cy; byCy, ayc,.
by—1€y.-1, @y—1¢, hyperboloidisch sind. Dann wird dem ¢, der
Punkt ¢, in der E (a,b,) entsprechen, d. h. b, ist jener Punkt
von R,, welcher auf der durch ¢, gehenden, mit a,c, hyper-
boloidischen Secante liegt (so dass die Paare a, ¢, b,c, hyper-
boloidisch sind). Vergl. Art. 7

Fallen alle Punkte a,a, .a, in einen Punkt a, und
bb,. .b,_y alle in b zusammen, so hat die J" den Punkt a
zum n-fachen Punkte und der (1 -—1)-fache, beliebig gewihlte
Punkt & wird von jenem Punkte ' =1b,, den die obige Con-
struction liefert, zu einer Gruppe der J* erginzt. Wir haben
also von einem beliebigen Punkte ¢, auf R, auszugehen, ¢ b zu
ziehen, dann durch a die mit ¢,b hyperboloidische Secante ac,
zu ziehen, ferner bc, zu ziehen, durch a zu b¢, die hyper-
boloidische Secante ac, zu ziehen u. s. w., die Punkte ¢,c;. .c,
aufzusuchen, so dass ac, zube,, ac, zube, ..acpzube.
ac, zu bc,_1 hyperboloidisch ist; wird dann durch ¢, die Se-
cante gezogen, welche mit ac, hyperboloidisch ist, so ist ihr
zweiter Schnittpunkt mit R, der gesuchte Punkt &’ Fillt &’ mit b
zusammen, so ist & ebenfalls ein n-facher Punkt der J".

»Wenn a,b zwei n-fache Punkte einer J* auf R,
sind, und man construirt von einem beliebigen
Punkte ¢, von R, ausgehend, die Punkte c¢e,. .oy
auf R,, so dass die Secantenpaare: ac,, b¢,; ac,, be,.
acy, bey—y...ac,, bc,_y hyperboloidisch sind (jedes mit
R, auf einer F, liegend), so ist dann auch das Paar
ac,, be, hyperboloidisch.«

Die Gruppe c¢,c,...c, bildet offenbar einen Cyclus von
Punkten in der cyclischen E (ab).
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Léasst man ¢, mit @ zusammenfallen, so wird ¢, mit & zu-
sammenfallen, und weil bc, die Tangente von & wird, so ist ¢,
jener Punkt, in welchem die durch a gehende, zur Tangente
von b hyperboloidische Secante K, schneidet; dann sind
c,C;. .cy SO zu construiren, dass die Secantenpaare bc,, ac,;
be,, ac, .bc,_jac, hyperboloidisch sind, und da endlich auch
bc, mit ac, hyperboloidisch sein muss, und ac, die Tangente
von a ist, so-ist also bc, mit der Tangente von a hyperboloidisch.
Die Punkte a, b,¢,,¢, .c, oderalso ¢, c,. .c,bilden den aus a
abgeleiteten Cyclus der cyclischen E (ab).

»Ist cjc,. .¢, ein Cyclus einer cyclischen E-Be-
ziehung auf R, und sind C, C, .C, die Tangenten
von R, in cic,. .c¢y 1‘especive, so ist ?“2 hyperbHoloi-
disch mit G, und ebenso ¢, mit Gy, allgemein ¢pcpyo
hyperboloidisch mit Cyyy und endlich ¢,¢, hyper-
boloidisch mit C,.«

Es ist dieser Satz nur eine specielle Anwendung des
folgenden:

»Ist ¢, .c, ein Cyclus einer cyclischen E-Be-
ziehung auf R,, so sind die beiden Secanten “cpc,
Cky1¢—1 hyperboloidisch.«

Denn in der E-Beziehung sind ja cpcpy1, ¢1—1 ¢; zwei Paare
entsprechender Punkte, so dass die beiden Paare cyc;, cpq161—1
einer J* angehoren miissen.

Macht man 2 = 2, so erhdlt man den vorletzten Satz, da
die Secante ¢, ¢, die Tangente von R, in ¢, ist.

Wendet man den letzten Satz auf das Paar ¢,1¢,—1 an, so
findet man, dass auch c¢,p2¢; o mit cpp16—1 hyperboloidisch ist,
und durch m-fache Anwendung ergibt sich:

»Ist ¢,c, .c, ein Cyclus einer cyclischen E-Be-
ziehung aut R,, so sind ¢¢;, CrymCi—m zwei hyper-
boloidische Secanten«. Hiebei ist ¢pry, identisch mit ¢;.

Es ist also z. B. die Reihe der Secanten c¢p¢, Cr=1Ci1,
Cr+2Ciz2, Ci+3C3 U. S. w. eine Reihe von Erzeugenden eines
und desselben durch R, gehenden Hyperboloides; ebenso
gehoren die Tangente von R, in ¢, und die Secanten cpy.1cp—1,
Cry2Cr—2. als Erzeugende einem und demselben Hyper-
boloide an.
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Es seien ¢ c,c, die Punkte eines Cyclus einer cyclischen
E-Beziehung mit dreielementigen Gruppen, so muss, wenn
C, G, C; die Tangenten von R, in ¢,c,¢; sind, nach der letzten
Bemerkung C, mit c,c;, C, mit ¢,c, und C; mit c,c, hyper-
boloidisch sein.

12. Es seien a, b zwei dreifache Punkte einer J?* auf der R,.
Es muss dann, wenn ¢, ein beliebiger Punkt von R, ist, und
wenn man ac, hyperboloidisch macht zu bc,, ferner ac, hyper-
boloidisch zu b&c,, auch ac, hyperboloidisch zu bc, sein. Man
hat also die drei Paar hyperboloidischer Secanten bc,, ac,;
be,, ac, und bey, ac,.

Lédsst man ¢, mit @ zusammenfallen, so féllt ¢, mit & zu-
sammen; ac, wird die Tangente 4 von a und bc, die Tangente B
von b, und nun ist bc; mit A und ac; mit B hyperboloidisch:

»Sind a,b zwei dreifache Punkte einer J* auf R,
und sind 4, B deren Tangenten, so schneidet die
durch a gehende, zu B hyperboloidische, und die
durch & gehende zu A hyperboloidische Secante
die R, in demselben Punkte c¢c(=cy).

Da die Punkte abc (d. h. ¢,c,c;) einen Cyclus der E (ab)
bilden, so muss nach der Schlussbemerkung des letzten Artikels
die Tangente C von ¢ hyperboloidisch sein zur Secante ab; so-
mit sind auch b, ¢ (oder a, ¢) zwei dreifache Elemente einer J3,
d. h. ¢ ist ebenfalls dreifaches Element der J* welcher ¢ und &
als dreifache Elemente angehéren.

Die drei Punkte abc bilden ein der R, eingeschriebenes
Dreieck von der Beschaffenheit, dass jede seiner Seiten zu der
Tangente der Gegenecke hyperboloidisch ist.

»Wenn von den Seiten eines der R, eingeschrie-
benen Dreieckes zwei hyperboloidisch sind mit den
Tangenten ihrer Gegenecke, so ist auch die dritte
Seite hyperboloidisch mit der Tangente der Gegen-
ecke. Die drei Ecken sind dreifache Punkte einer
und derselben J? auf R,.«

»Das Tripel der Ecken ist ein Tripel jener J3
fiir welche die Ecken dreifache Punkte sind.«

Bezeichnet man @ als dreifaches Element der J®mit a,, a,, ag,
ferner & mit &, und ¢ mit &, und construirt nun by, so dass 4,5, b,
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ein Tripel von J* wird, so hat man von dem beliebigen Punkte ¢,
von R, ausgehend, die Punkte ¢,¢; so zu construiren, dass a,c,
zu b,c,, a,c, zu b,c, hyperboloidisch ist. Dann ist b, der zweite
Schnittpunkt von R, mit der durch ¢; gehenden, zu a,c, hyper-
boloidischen Secante. Legt man ¢, in b, so kommt ¢, in &, und ¢,
wieder in b, zu liegen, so dass b, mit a identisch wird, w. z. b. w.

Es sei d der vierte Schnittpunkt der Ebene abc mit R,; so
ist abed ein Quadrupel der Fundamentalen J*, welche aus R,
durch die sammtlichen Ebenen des Raumes geschnitten wird.
Betrachtet man irgend einen Punkt von R, als dreifachen Punkt
in dieser J* so wird er durch den Schnittpunkt seiner
Schmiegungsebene zu einer Gruppe der J* erginzt. Wir be-
zeichnen die Punkte des Quadrupels abcd mit o,2,4,2, und
betrachten einen der drei Punkte a, b, ¢, z. B. a als dreifachen
Punkt 8, = B, = §; = @, und construiren den Punkt 8,, welcher
mit §,, ein Quadrupel der J* bildet, die durch die Gruppe «,,a,0,
bestimmt erscheint. Geht man von einem beliebigen Punkte 7,
von R, aus und construirt 1,7,7, 50, dass &7, mit a,7,, By, mit
%7y, Byvy Mit ayy, hyperboloidisch ist, so wird die durch v, zu
a7, hyperboloidisch gelegte Secante R, in {3, schneiden. Legt
man (da 7, willkiirlich auf K, gew#hlt werden kann) den Punkt 1,
nach a,, so fallt auch v, nach e, wihrend 7, nach «, und 7,
wieder nach o, fallt. Die durch 7, zu 2,7, hyperboloidische Se-
cante ist (weil 7, =7, = a,) dieselbe Gerade a,7,, oder also a,7,,
so dass {3, mit =z, identisch wird.

Es schneidet also die in a zu R, gelegte Schmiegungs-
ebene die Curve im Punkte d; dasselbe gilt von den Schmiegungs-
ebenen der Punkte &, c.

»Ist abc ein Cyclus einer cyclischen E-Beziehung
auf R,, so gehen die Schmiegungsebenen dieser drei
Punkte durch den vierten Schnittpunkt ihrer Ebene
mit der Curve.«

Es bilden also abc ein sogenanntes Punktetripel auf R,.
(Siehe: H. Schroter, »Grundziige einer rein geometrischen
Theorie der Raumcurve vierter Ordnung, erster Species«, Leipzig
1890, S. 25.)

13. Betrachten wir eine cyclische E-Beziehung auf R,
welche vierpunktige Cyclen liefert. Wenn a,a,a,a, ein Cyclus
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derselben ist, das einfache eingeschriebene Viereck a,a,a,a,
bildend, so muss nach Fritherem das Secantenpaar a,a,, a,a,
und ebenso das Secantenpaar a,a,, a,a, hyperboloidisch sein.
Ausserdem muss die Secante a,a, hyperboloidisch sein mit der
Tangente in a, und mit jener in a,, und die Secante a,a, ist
ebenso hyperboloidisch mit den Tangenten in a, und a,:

»Jeder Cyclus einer cyclischen E-Beziehung mit
vierpunktigen Cyclen auf R, bildet ein der Curve
eingeschriebenes, einfaches Viereck, in welchem je
zwei Gegenseiten hyperboloidisch sind; ausserdem
ist jede Diagonale hyperboloidisch mit den Tan-
genten in den Endpunkten der anderen Diagonale.
Je zwei Gegenecken sind correspondirende Punkte
von R, (weil ihre Tangenten hyperboloidische LLage haben).«
»Die beiden Gegeneckenpaare a,a,, a,a, gehdren als
Paare correspondirender Punkte demselben (von den
drei Systemen) an.«

Denn weil a,a, und a,a, hyperboloidisch sind, so wird
jede Secante S von R,, welche m schneidet, auch (Ta,4
schneiden, und jedes der Paare a,a,, a,a, erscheint als Pro-
jection des anderen aus der Secante \S.

Ein vierpunktiger Cyclus a,a,a,a, als Gruppe einer J* auf-
gefasst, bestimmt diese J*; wenn wir nun einen der Punkte,
z. B. a, als dreifachen Punkt mit »,5,0, bezeichnen und b, so
suchen, dass b,b,b,b, ebenfalls eine Gruppe der J* wird, so hat
man bei beliebigem ¢, die Punkte ¢,c,c, so zu finden, dass die
Secantenpaare b ¢, a,c,; b,¢,, aycyi bycy, a,c, hyperboloidisch
sind, so wird die durch ¢, gehende, zu a,c, hyperboloidische
Secante R, in b, schneiden. Legt man ¢, in a,, so fillt auch c,
in a,, ferner fillt ¢; in @, und ¢, in a,, so dass also b, in a,,
d. h. in die Gegenecke von a, féllt.

»In der J* elche durch einen vierpunktigen
Cyclus bestimmt erscheint, wird jeder Punkt des
Cyclus als dreifacher Punkt aufgefasst, von jenem
Punkte des Cyclus, welcher zu ihm correspondiren-
der Punkt ist, zu einer Gruppe ergidnzt.«

Man erkennt ebenso leicht, dass je zwei aufeinander-
folgende Punkte des Cyclus, wenn man jeden von ihnen als

A

2
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Doppelpunkt auffasst, ebenfalls eine Gruppe der J* darstellen,
welche durch den Cyclus als Gruppe bestimmt erscheint.

14. Wenn die Punkte a, b von R, n-fache Punkte einer J*
sind, und man construirt, von einem beliebigen Punkte ¢, von K,
ausgehend, die Reihe ¢ ¢,c,. .c,, so dass die Secantenpaare
bey, ac,; be,, acy. .be, -1, ac, hyperboloidisch sind, so muss end-
lich auch b¢, mit ac, hyperboloidisch sein.

Léasst man ¢, in a fallen, so fillt ¢, in b und bc,, ac, werden
die Tangenten von K, in b, respective a. Die Gruppe ¢,¢, .¢,
stellt einen Cyclus in der cyclischen E (ab) dar.

13. Es seien auf einem Trager vom Geschlechte Eins eine J*
und eine E(ry) gegeben; zu jeder Gruppe x,%, .x, der J”
konnen wir die Elemente 3,3,  y, construiren, welche den
Elementen xv,. .x, respective nach der E(xy) zugeordnet
sind. Man erkennt sofort, dass alle die Gruppen 3,4,. .%,
wieder eine J’” bilden, die aus der J” durch die E (1) abge-
leitetist. Denn es bilden die Gruppen ¥, (k=1,2. 1) einesolche
(n—1)-fache Mannigfaltigkeit, dass jede derselben durch 7—1
ihrer Elemente bestimmt erscheint. In der That wahlt man
Y ¥y - Vu—1 beliebig, so sind durch die E(xy) auch die Ele-
mente x4, ..x,_; und somit auch x, gegeben, welch’ letzterem
nach der E(xy) das Element y, zugeordnet erscheint.

Auch erkennt man sofort, dass aus den n-fachen Elementen
der J* durch die E(ry) die n-fachen Elemente der J'" abge-
leitet erscheinen.

Soll also eine gegebene J” in eine gegebene J/* durch
eine E-Beziehung Ubergefiihrt werden, so hat man nur irgend
einem der n-fachen Elemente x von J" irgend eines der n-fachen
Elemente y von J'" als entsprechendes zuzuweisen, so wird
durch die E(ry) die J" in die J'" tibergefiihrt werden.

Geht man von einem n-fachen Elemente » der J#* aus, so
kann ihm jedes der n? n-fachen Elemente y der J'* als ent-
sprechend zugewiesen werden, wodurch man 7n? von einander
verschiedene E-Beziehungen erhalt, von denen jede die J” in
die J/ {iberfiihrt.

»Es gibt n* (von einander verschiedene) E-Be-
ziehungen, durch welche eine gegebene J" in eine
gegebene J/* iibergefiihrt erscheint; man erhilt sie,
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wenn man einem der n-fachen Elemente der J# der
Reihe nach jedes der n#* n-fachen Elemente der J/n
als entsprechend zuweist.«

Ldsst man J’# identisch werden mit J* und sieht man von
der identischen E-Beziehung ab, welche jedes Element sich
selbst zuweist, so hat man sofort den Satz:

»Es gibt (n*-—1) von einander verschiedene E-Be-
ziehungen, durch welche eine gegebene J" in sich
selbst Gibergefiihrt wird; man erhidlt sie, wenn man
einem der n-fachen Elemente der J" der Reihe nach
jedes der Ubrigen (n*—1) n-fachen Elemente der J”
als entsprechend zuweist.«

Der frither bewiesene Satz, dass die E-Beziehung, welche
man erhdlt, wenn man zwei n-fache Elemente einer J* ein-
ander als entsprechende zuweist, eine cyclische sein misse,
xann auch unmittelbar aus dem vorletzten Satze abgeleitet
werden.

Denn sind a, b zwei n-fache Elemente einer J", so wird
die J* durch die E (ab) in sich bergefiihrt, es wird also das
dem Elemente & entsprechende ¢ ebenfalls ein n-faches Element
der J" sein, und in der Reihe der Elemente a, b, ¢, d, ¢. in
welchem jedes dem folgenden, auch der E(ab) entspricht, wird
jedes ein n-faches Element der J* sein; da nun die J"* eine
endliche Anzahl 7% von n-fachen Elementen besitzt, so muss
sich die Reihe abcd. schliessen. Sie muss sich aber mit
dem Elemente a schliessen; denn wiirde das dem Endelemente /
entsprechende nicht a, sondern z.B. d sein, so wiirde in der E(ab)
nicht nur dem ¢, sondern auch dem / das Element & entsprechen,
was nicht moglich ist, da jedem Elemente nur ein einziges zu-
geordnet ist. Die Reihe abc. ..l stellt dann einen Cyclus der
E (ab) [oder der E(be), E{cd). . .] vor.

16. Wenn wir sagen, ¢,¢,...c, bilden einen Cyclus auf
einem Trdger vom Geschlechte Eins, so soll dies bedeuten, dass
jedes Element dem vorhergehenden, und das erste dem letzten
in einer E-Beziehung (die also cyclisch ist) als entsprechend
zugeordnet ist. Wir sagen dann, dass der Cyclus dieser E an-
gehort. Jedes Element ist dann in einem durch dasselbe
bestimmten Cyclus der dieser K angehdrt, enthalten. Wenn ange-
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deutet werden soll, dass eine cyclische E-Beziehung n-elemen-
tige Cyclen liefert, so soll sie mit E, bezeichnet werden.

»Je zwei einander in einer E, entsprechenden
Elemente sind n-fache Elemente einer und der-
selben J".«

Es seien a,b zwei solche Elemente und ¢/c,. .c, irgend
ein Cyclus der E,. Wir betrachten a als n-faches Element
einer J", wodurch dieselbe bestimmt ist, und fragen nach jenem
Elemente 5,, welches das als (17 —1)-faches Element aufge-
fasste & zu einer Gruppe derselben J ergidnzt. Die Reihe
¢,6,. .c¢y ist nach Voraussetzung so beschaffen, dass die Paare
be,, acy; bey, acy. .bey,_y, acy; bey, ac; hyperboloidisch sind
(siehe Art. 11) und man wird nach Art. 11 das Element b, als
jenes erhalten, welches b, ¢, zu ac, hyperboloidisch macht. Nun
sind aber bc, und ac, hyperboloidisch, also ist b, identisch mit &,
d. h. b ist ebenfalls u-faches Element derselben J" w. z. b. w.

Die sammtlichen Elemente eines n-elementigen
Cyclus sind n-fache Elemente einer und derselben J".«

Denn je zwei aufeinanderfolgende sind ja entsprechende
Elemente einer E,.

»Die sammtlichen Elemente eines n-elementigen
Cyclussindvn-fache Elemente einer und derselben J¥4,
wobei v eine beliebige, positive, ganze Zahl be-
deutet.«

Denn es stellt ja jeder u-elementige Cyclus v-mal durch-
laufen auch einen vu-elementigen Cyclus dar. In dieser Art
kann jede E, auch als eine E,, betrachtet werden.

Der letzte Satz folgt auch aus der Bemerkung, dass zwei
n-fache Elemente einer J" auch vn-fache Elemente einer J¥*
sind, namlich jener, fiir welche die J” eine der v? abgeleiteten ist.

Ist 22 durch p theilbar, so sind in einem Cyclus ¢,c,. .c,

. /]
cpund ¢4 entsprechende Elemente einer £, und somit — -fache
n » P
— P
Elemente einer J” (Siehe Art. 9.)

»Ist # durch p theilbar, so sind in jedem n-ele-

. .on
mentigen Cyclus ¢, .c, die ]7 Elemente ¢ crrp Cryop.
n

7 . "
Crrm—1p — -fache Elemente einer und derselben J»
p
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»Wenn a,b zwei n-fache Elemente einer J* sind,
und wenn 7 prim ist, so liefert die E(ab) n-elemen-
tige Cyclen, d. h. sie ist eine E,.«

Wir wissen nach Friiherem, dass, wenn man von einem
Elemente ¢, ausgehend, die Reihe cc,...c, so construirt, dass
jedes Element dem vorangehenden in der £ (ab) entspricht, dem
Element ¢, das Element ¢, zugeordnet erscheint ¢, .1 =c,
(Art. 7), d. h.,, dass die E(ab) eine cyclische ist. Der Cyclus
C\Cs kénnte sich nur dann frither z. B. mit ¢, schliessen,
wenn ¢ ein Theiler von a wire, weil ja ¢;417= ¢}, €442 == ¢, U.S.W.
Coq+1 = €y, Cog2 = C, U.S. W. sein miisste, und da ¢, einmal auch
als ¢,41 wiederkehren muss, so miisste in der Reihe c,.1, coq4 1

. 1 .
.Cyg41 €inmal vg = 12, also ¢ = — werden. Da aber 7 Prim-
v

zahl ist, so kann nur v == 1 sein und g = .

Wenn 7 nicht prim ist, also etwa 12 = vg, so gibt es v J9,
welche aus der J" abgeleitet sind (siehe die erste Mittheilung
tiber diesen Gegenstand, dieser Band, Sitzung vom 20. October
1892, Art. 8). Sind um a, b zwei g¢-fache Elemente einer
solchen J9, so sind sie auch n-fach fiir die J*, aber die E (ab)
wird, falls g eine Primzahl ist, nur g-elementige Cyclen liefern.

»Ist n =vg und ¢ eine Primzahl, und sind a, o
zwei n-fache Elemente einer.J" und zugleich g-fache
Elemente einer der v* aus der J" abgeleiteten J9, so
ist die E(ab) eine E,, d. h. sie liefert g-elementige
Cyclenc.

Da nun je zwei Elemente eines g-elementigen Cyclus
g-fache Elemente ciner J7 sind, so kdnnen wir sagen:

»Wenn a,b zwei n-fache Elemente einer J* sind,
ohne ¢g-fache Elemente einer der aus der J" abge-
leiteten JY zu sein, so liefert die E(ab) n-elementige
Cyclen.«

17 Wenn man zwei n-fache Elemente einer J* als ent-
sprechende einander zuweist, so erhdlt man eine cyclische
E-Beziehung; und umgekehrt sind je zwei einander ent-
sprechende Elemente einer cyclischen E-Beziehung mit #-ele-
mentigen Cyclen n-fache Elemente einer J”. Wir werden also
die sammtlichen cyclischen E-Beziehungen auf einem Triger
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vom Geschlechte Eins erhalten als jene E (ab), in denen @ und b
n-fache Elemente einer J” sind. Wenn 7 eine Primzahl ist, so
wird die E(ab) n-elementige Cyclen liefern; ist dagegen » keine
Primzahl, so kann die E (ab) auch p-elementige Cyclen liefern,
wenn p einen Theiler von 72 bedeutet.

Esmogebemerktwerden,dass,wenn eine E(ab)1-elementige
Cyclen liefert, auch andere E-Beziehungen existiren, welche
dieselben Cyclen mit anderer Anordnung der Elemente liefern.

Es sei ¢,c,cy. .c, ein Cyclus der E(ab), welche wir also
auch als die E(cc,), E(c,c,). allgemein E(cpcry1) bezeichnen
konnen, oder mit Hinblick darauf, dass sie n-elementige Cyclen
liefert, mit E,.

Die E (ba) oder allgemein E(cp+1c¢y) wird offenbar denselben
Cyclus liefern, nur dass die Elemente in umgekehrter Aufein-
anderfolge durchlaufen erscheinen, ¢ ¢ ci_1ch—2. .¢;¢,; wir
kénnen sie mit (—E,) bezeichnen.

Wenn man den Process E, zweimal anwendet, so gelangt
man zu der E-Beziehung, die wir mit E; bezeichnen, und welche
dem Elemente ¢, das Element ¢, zuordnet, diesem ¢, diesem c;

allgemein dem ¢, das Element ¢p42. Wenn 2 kein Theiler
von 72 ist, so gibt die E} denselben Cyclus, nur in der Aufein-
anderfolge ¢ c ¢, €4 6y¢, - +Cyp—1. Ebensoliefert die (—E}) den-
selben Cyclus.

Wird der Process E, p-mal nach einander angewendet, so
erscheint dem ¢, das Element ¢i, ), diesem ciy9, u. s. w. zuge-
ordnet, und die sich so ergebende E liefert [sowie die (—E&8)],
wenn p kein Theiler ist, denselben Cyclus wie E,,.

»Ist E, eine cyclische Beziehung mit n-elemen-
tigen Cyclen, so liefert die E?, wenn p kein Theiler
von 7 ist, dieselben Cyclenc.

Es ist klar, dass die E/*! mit der E, identisch ist, ebenso
die E!+% mit der E} u. s. w., allgemein ist Ef+" = E?’ und
Epttr = Er Ebenso erkennt man, dass die (—E,) identisch ist
mit £~ die (—E}) mit der E'—% u.s. w,, allgemein die (—EZ)
identisch mit der E—F Wir kdnnen also die (—E¢t) auch als
die E}'=P bezeichnen, oder, wenn wir die Gleichung Ef+¢"=E»
auch fiir negative p gelten lassen, so kann statt (—E?) auch E;»
geschrieben werden.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CIL Bd., Abth. IL. a. 115
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Die E; oder EF*" ist die identische Beziehung, welche
jedes Element sich selbst zuweist.

»Die E-Beziehungen, welche dieselben Cyclen
liefern, wie die E,, sind, wenn # keinen Theiler
besitzt (also Primzahl ist): E,E;!, EZE 2 EJE;S.

n—1 n—1

2 5 2
Eﬂ EIL
Denn es ist z. B.:
n—1 n-+1 u+1 /—1
— +1 — — —it —| —)
2 — 52 —fp2 — 2 S W
E" = E”, = E” = E” u. s, w.
n—
Ihre Anzahl ist 7z—1, und sie zerfallen in —— Paale derart,

2
dass jede von zwei Gepaarten dieselben verkehrt ange-
ordneten Cyclen wie die andere liefert.

Diese (n—1) Beziehungen, welche dieselben Cyclen liefern,
sollen als eine Gruppe dquivalenter E,-Beziehungén
bildend bezeichnet werden.

Untersuchen wir nun die Frage: »Wie viele Gruppen
dquivalenter E,-Beziehungen gibt es, wenn n eine
Primzahl ist’«

Das einem beliebig gewéahlten Elemente a in einer E,-Be-
ziehung entsprechende Element » muss nach Fritherem ein
n-faches Element jener J” sein, welche auch a zum n-fachen
Elemente besitzt.

Nun ist a #n-faches Element fliir eine vollkommen be-
stimmte J", welche ausser @ noch (#*—1) weitere n-fache
Elemente & besitzt. Weist man eines derselben dem « zu, so
ist die E (ab) nach Friiherem eine E, (da n Primzahl ist); hieraus
folgt zundchst:

»Flr »# als Primzahl gibt es (#*—1) von einander
verschiedene E,-Beziehungen«.

Wenn wir nun dem a eines der (n*—1) Elemente b zu-
ordnen, so erscheint dadurch aus jenen (n*—1) cyclischen
Beziehungen eine herausgegriffen und zugleich ist der Cyclus
bestimmt, welcher a als erstes und b als zweites Element ent-
hélt, und welcher # von den »?* n-fachen Elementen der J* ab-
sorbirt. Geht man von irgend einem der iibrigen (2*—) n-fachen
Elementen, es heisse ¥/, aus, so wird durch die E(ab) der Cyclus
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bestimmt, welcher b’ als erstes Element enth#lt. Es bleiben nun
noch (n*—mn—n) = (n*—2n) n-fache Elemente der J” zuriick;
wenn b eines von ihnen ist, so erscheint durch dasselbe als
erstes Element ein dritter Cyclus der E (ab) bestimmt u. s. w.

Man erkennt, dass sich durch die E(ab) die #* n-fachen
Elemente der J* zu 7 Cyclen von je n Elementen gruppiren,
und dass alle zu E (ab) dquivalenten E-Beziehungen dieselben
Cyclen liefern. Man erhélt offenbar immer eine zur E (ab) dqui-
valente Beziehung, wenn man irgend zwei Elemente eines und
desselben unter diesen 72 Cyclen einander als entsprechend zu-
weist. Man wird also zu einer anderen Gruppe &dquivalenter
E-Beziehungen, und zwar in derselben Art gelangen, wenn man
dem Elemente a eines jener Elemente zuweist, welches nicht
in dem Cyclus ab.  enthalten ist, also etwa das Element %/,
ebenso liefert die Zuordnung ab”, wenn 0" weder dem Cyclus
ab. noch dem Cyclus a?’ angehdrt, eine neue Gruppe
aquivalenter E,,.

Man sieht, dass sich die (#*—1) Elemente & in dieser Art
21
zZu Z—Z—I« = n+1 Gruppen von je n—1 ordnen, welche mit a

zusammen einen Cyclus liefern, so dass diese 2+ 1 Cyclen zu
verschiedenen Gruppen aquivalenter E,-Beziehungen gehoren.
Auch sieht man sofort, dass sich in dieser Art alle Gruppen
dquivalenter E,-Beziehungen ergeben.

»Wenn n eine Primzahl ist, so ordnen sich die
(n*—1) cyclischen E,-Beziehungen in (nz-+1) Gruppen
von je (m—1) dquivalenten Beziehungen.«

Und ebenso:

»Die n* n-fachen Elemente einer .J” lassen sich,
wenn # eine Primzahl ist, auf (#+1) verschiedene
Arten in n Gruppen von je # Elementen ordnen, so
dass diese n Gruppen Cyclen einer und derselben
E,-Beziehung darstellen.«

»Die n-fachen Elemente der Involutionen nten
Grades (m—I)ter Stufe auf einem Trager vom Ge-
schlechte Eins bilden eine einfache Unendlichkeit
von n?-elementigen Gruppen, von denen jede durch
eines ihrer Elemente unzweideutig bestimmt er-

115%
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scheint. Wenn n eine Primzahl ist, so zerfdallt jede
der n*elementigen Gruppen auf (z+1) verschiedene
Arten in# Cyclen von je n Elementen, welche Cyclen
einer und derselben cyclischen E, angehdren. Jenen
(m+1) verschiedenen Arten der Gruppirung ent-
sprechen (n+1) cyclische E,-Beziehungen auf einem
Triager vom Geschlechte Eins, wobei alle &qui-
valenten E,-Beziehungen durch eine von ihnen er-
setzt gedacht werden. Um die n?*—1 Elemente zu
finden, welche miteinem gegebenen Elemente n-fache
Elemente einer J" darstellen, hat man nur in jenen
(n+1) cyclischen E,-Beziehungen die jenes Element
enthaltenden Cyclen aufzusuchen; die Elemente
dieser Cyclen sind die sémmtlichen n-fachen Ele-
mente jener J® (wenn # Primzahl ist)«.

18. Wir stellen uns nun die Frage: »Wie viele dqui-
valente E,-Beziehungen gibt es, welche 1z-elementige
Cyclen liefern, wenn 7 keine Primzahl ist>«

Oder mit anderen Worten: »Wie viele dquivalente E, ent-
hilt eine Gruppe, wenn 72 keine Primzahl ist?

Ist cic,. . .c, ein n-elementiger Cyclus, so kann er zunichst
durch die E(c/c,) erzeugt gedacht werden, welche mit der
E(c,cp41) identisch ist,

Die E(c,c,) wird denselben Cyclus nur erzeugen, wenn 2
kein Theiler von 7 ist. Uberhaupt kénnen die E,, welche den-
selben Cyclus liefern, nur unter den E(¢c,c,) E(¢,c,). .E(c,ch-1)
gesucht werden.

Betrachten wir allgemein die E(c,c14p), welche also dem
Elemente ¢, das Element ¢4 p, diesem das Element ¢; 2, diesem
c143p W s. w. zuweist. Der entstehende Cyclus ist ¢, ¢i4p,
Cl42p- Clykp. -Cly@u—1yp und er wird nur dann die simmtlichen
Elemente ¢,c,. .c, und jedes einmal enthalten, also mit dem
urspriinglichen identisch sein, wenn p und # theilerfremd sind.

Denn wenn man & = n setzt, so wird ¢i44p = ¢, SO dass
dem ¢i 4,1y, Wieder ¢, als entsprechendes Element zugewiesen
erscheint. Wenn jedoch p und » einen Theiler / gemeinsam

7
haben, so dass also %:p', — =

; ist, so wird schon fir
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k=1’ <mn die Reihe ¢, ¢11pC142p.. sich schliessen und wir
werden unseren Cyclus ¢,¢c,.  nicht mehr vollstdndig erhalten,

sondern nur einen 72/-elementigen Cyclus. Setzt man ndmlich

1
— 119 — 49/ H — 14y —
G =g P =pn und somit 1 4+kp = 1-tn/p =

k=1 wegen r
y;
== 1+ p'n und folglich Ci4rp = Clanp = Clap = €.

Um also jene E, zu erhalten, welche denselben ganzen
n-elementigen Cyclus ¢,c,. .c, liefern, hat man flir p alle jene
Werthe zu setzen, welche kleiner als # und mit 7 theilerfremd
sind.

»Die Zahl der in einer Gruppe vorkommenden
dquivalenten E, ist gleich der Anzahl jener ganzen
Zahlen, welche kleiner sind, als 7 und welche zu =2
theilerfremd sind«.

Jede Zahl 22 kann in der Form 2 =}y, nnlp.  geschrieben
werden, wobei 72, 72,, 12,.  Primzahlen sind; dann ist die An-
zahl jener ganzen Zahlen, welche kleiner als 72, und zu 7 theiler-

fremd sind, bekanntlich:

ww=a(i-Di—L) (1-1)

und dies ist also auch die Anzahl der dquivalenten E, in einer
Gruppe.

»Die Zahl der 4quivalenten E, ist, wenn 7, 12,. .1,
die Primfactoren von 2 sind, gleich o(n)«.

Ist # eine Primzahl, also 7 = 1!, so erhalten wir wie frither
(n—1n'=! = (n—1)n"=n—1 als die Anzahl der &dqui-
valenten E,. Ist n—=n,n,, 1,. wobei 7, 1,, 12, Prim-
zahlen sind, so ist (12, —1), (n,—1), (12,—1). die Anzahl der
aquivalenten E,,.

19. Wir wenden uns nun zu der Beantwortung der Frage:
»Wie viele cyclische E, gibt es auf einem Trager
vom Geschlechte Eins?« d. h. also, wie viele cyclische
E-Beziehungen gibt es, welche n-elementige Cyclen liefern?

Wenn # eine Primzahl ist, so haben wir die Zahl (72—1)
als die Anzahl der E, gefunden, und haben gesehen, dass sich
diese (n*—1) E, in (n+1) Gruppen von je (n—1) dquivalenten
E, ordnen.
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Um jene Elemente zu erhalten, welche in diesen E-Be-
ziehungen einem beliebig gewahlten Elemente a zugeordnet
sind, haben wir a als n-faches Element einer J” zu betrachten,
so sind dann die {ibrigen (#*—1) n-fachen Elemente & dieser J*
die fraglichen.

Es sei nun 7 = un,, wobei 1, n, zwei Primzahlen sein
sollen. Unter den (#®*—1) Elementen b, welche n-fach sind fiir
die durch das beliebig gewi#hlte n-fache Element a bestimmte J*,
sind auch die #}—1 Elemente ' enthalten, welche 7,-fach sind
fiir die J™, welche durch a als n,-faches Element bestimmt
erscheint; da aber eine E(ab) hdchstens n,-elementige Cyclen
liefert, so sind die Elemente & aus der Gruppe & auszuscheiden.
Dasselbe gilt von den (1z;—1) Elementen 5", welche n,-fach
sind fiir jene J: welche durch a als 7,-faches Element bestimmt
erscheint. Es bleiben also von den (1#*—1) Elementen b
nur n?—1—[n}—1+ni—1] = ning—nt—n;+1, das ist also
(n?—1)(ni —1), von denen jedes mit a verkniipft eine E(ab) mit
n-elementigen Cyclen liefert.

Es gibt also, wenn # = »u, und 7, 7, Primzahlen be-
deuten, im Ganzen (n* —1) (n2—1) von einander verschiedene E
statt dieser Zahl kann auch 112( — ;}4\,(\1—%> geschrieben

by
werden.

Wenn # das Product dreier Primzahlen ist, also 7 = 1, 11,,
so gehdren zu einem Elemente g, wenn es als n-faches Element
einer J" betrachtet wird, wieder (#2*—1) andere n-fache Ele-
mente b derselben J". Wird a als n,1,-faches Element einer J "
betrachtet, so hat diese noch weitere sn;n;—1 1n,m,-fache Ele-
mente ', welche zugleich n-fach fiir jene J* sind, aber, da sie
mit @ zu einer E (ab’) verknlpft, nur 7 1,-elementige oder noch
weniger-elementige Cyclen liefern, aus der Gruppe & ausge-
schlossen werden miissen. Dasselbe gilt von den (1}75—1) Ele-
menten &”, welche 7,1,-fach sind fiir jene J", die durch a als
n115-faches Element bestimmt ist; und endlich gilt dasselbe fiir
die (n}n;—1) Elemente 5", welche 1, m,-fach sind fiir die durch a
als n,n,-faches Element bestimmte J"":. Wir haben also die
Zahl:

n*—1 = ntnini—I,
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um die Zahl:
1wEnE—1 4+ niui—1+ nini—1
zu vermindern.

Nun sind aber die #¢ —1 Elemente ', welche 1,-fach sind
fir jene J™, welche durch @ als #n,-faches Element bestimmt
ist, sowohl unter den Elementen &”, als auch unter den Ele-
menten 4" enthalten und sind daher statt nur einmal, zweimal
von 72— 1 subtrahirt worden; wir miissen also die Zahl nf—l
zu der obigen Differenz hinzufligen. Dasselbe gilt von den
n —1 Elementen 87, welche n,-fach sind fiir die J*, die durch a
als n,-faches Element bestimmt ist, und ebenso fiir die #2—1
Elemente £”, welche ny-fach sind fiir die J", welche durch a als
ny-faches Element bestimmt erscheint. Es ist also zu obiger
Differenz im Ganzen noch #nj--1+#n;—14#u%—1 hinzuzu-
fligen.

Die Zahl der Purkte b, welche mit a Beziehungen E(ab)
liefern, die zu n-elementigen Cyclen Veranlassung geben, ist
somit:

2,22 1,0 2 12,2
g, —1— [ngny — 14 nyns—1 4+ nin,—1]+

+[nt—1+ni—1+ni—1] = (1} —1)(ni—1)(ni—1) =
— 7;2(1—i><1—- i><1—i2>.
n? e n}

Es ist also, wenn 7z das Product dreier Primzahlen 17,10, 124
ist, n = i n,n,, die Zahl der E, gegeben durch:

my 731 >(/1—-v1—-)(1_i>.

P
" 15

In derselben Art kann man fortfahren und gelangt zu dem
Satze:

»Sind nm, ..1, von einander verschiedene Prim-
zahlen, und ist n = nu,...n,., so ist die Zahl der von
einander verschiedenen E, gleich:

i=r

H(l—%).

i=1
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Nun ist die Zahl der zueinander dquivalenten E, in diesem
Falle, dem letzten Artikel gemass, gleich (1, —1) (1, —1) (1,—1)
i—1) = 71(1— L><1—i> .<1— i) Dividirt man
17, 11, 1,
die vorletzte Zahl durch diese letzte, so hat man den Satz:
»Sind 7, 1,. .n, von einander verschiedene Prim-
zahlen, und ist n = mm,...n,, so gibt es

=

10+ 5)

i=1

Gruppen von je

nﬁ(l—%)

i=1

dquivalenten E,«.

20. Es sei nun = von der Form 7 = u}, wobei 7, eine
Primzahl bedeuten soll. Unter den (12*—1) Elementen &, welche
n-fach sind flir jene J*, welche durch das beliebig gewdhlte
Element a als n-faches Element bestimmt erscheint, befinden
sich auch die 7/-fachen Elemente &/, ' = w1 der J, welche
durch a als #/-faches Element bestimmt erscheint. Da aber
die E(ad’) nur #'-elementige Cyclen liefern konnen, so sind die
Elemente 2/, aber nur diese, aus der Gruppe b auszuscheiden.
Es bleiben somit (12—1)— (1/2—1) = (n*—n'?) = ({1 —u3r—3)
Elemente &, so dass die E(ab) n-elementige Cyclen liefert. Es

. o ‘ 1 .
gibt also in diesem Falle (122 —#n21~2) = n* <1— — ) von einan-
7
1

der verschiedene E,,.
AY

1
Da nun fiir 2 = 7 jede Gruppe &dquivalenter E, 7 <1 — 7)
\/

1
derselben enthélt, so gibt es in diesem Falle 7 < 1+ ;) Gruppen
1

. 1 .
von je 1z<1— 7) aquivalenten E,.
1,

Es sei nun 7 = .2}, wobei 72, 12, zwei von einander ver-
schiedene Primzahlen sein mogen.
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Die J" welche a zu einem n-fachen Elemente hat, besitzt
noch (n*—1) n-fache Elemente . Unter diesen sind jedoch die
(n'*—1) w'-fachen Elemente &' der J", welche a zum 7/-fachen
Elemente hat, mitenthalten, wenn 2/ = ny~1n} gesetzt wird;
und ebenso sind unter den & die 7/ Elemente 5" enthalten,
welche n/-fach sind in jener J*" die durch das Element a als
n'-faches Element gegeben ist, wenn 2" = nypny=! gesetzt
wird.

Es sind also von der Zahl (7*—1) die beiden Zahlen (12/*—1)
und (7/>—1) zu subtrahiren; denn die E(ab’), respective E(ab")
koénnen hochstens 7/-elementige, respective 12”-elementige Cyclen
liefern. Nun sind aber sowohl unter den &/, als auch unter den 4"
die n'”-fachen Elemente @ enthalten jener J"", fiir welche a ein
n'"-faches Element ist, wann n/” = up—1. 23~ gesetzt wird; ihre
Zahl ist (n""*—1). Wir haben also diese Zahl zu jener Differenz
hinzuzufiigen, um die Anzahl jener  zu erhalten, fiir welche
die E(ab) n-elementige Cyclen liefert; diese Zahl ist also:

[12—1]—[ 22— 1 + 12— 1]+ [ 02 —1],

oder wenn fiir 2, 7/, 2", n'" die Werthe eingesetzt werden:

29y 9424 29, =20,%0 2429y 4929,—2 20 —24,29,—2
Ny — NN T I NG T 1 +'Il| TR,

das ist:

. . . 1Y 1
(P —n21=2)  (nin—na—?) = 722<1— — )(1 >

105/ 1
Wenn also 7 = nju} ist (1, 12, Primzahlen), so gibt es

/ 1Y 1 . ,
7 ( 1 — —2) 1— — ) von einander verschiedene E,.
1 1
| 2

N . o 1 1

Fir 7 = w}uy gibt es in jeder Gruppe n (1——— l——)
o1y 11,

dquivalente E,. so dass also, wenn die Anzah! der E, durch die

Zahl der in einer Gruppe vorkommenden dquivalenten E, divi-

/

1 .
(1 +——l—> ergibt, als Zahl der

1
dirt wird, sich die Zahl n (1 + —> ;
2

1,

. 1 I .
Gruppenvon je 7 <1 —— 1——) dquivalenten E,-Beziehungen.
11,/ 1
1 2
Genau so wie im Vorhergehenden hat man vorzugehen,
wenn 7 = ny ey ist; hier setzen wir:
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I 4 92%2 97V Y/ — Vi aada—1 249, Ml 309120959293 — 1
= n—11l, P, W = N g, 11— 1112, np,
ferner:
I — gp9igpia—1,09, I — =199 0795—1 gl — 500 —1 g90—1 109,
m= i ngT gy, et = NPTIRRENIT, M = Ty 2

und endlich:
p = wh gl

und haben die Involutionen J#, J#', Jn", Juw" Jmw' jm' jm™" Jp
zu betrachten, fiir welche ein beliebiges Element a ein n-faches,
n'-faches u. s. w.  .p-faches ist; es seien dann & die {ibrigen
(n*—1) n-fachen Elemente der J", / die weiteren (1/—1)?
w'-fachen Elemente von J" u.s.w. 0", b/ diese Elemente
fur J", J; B B, B solche Elemente fiir die J™', J»", J""" und
endlich § die (p*—1) ausser a auftretenden p-fachen Elemente
der J». Die E(ab’), E(ab”), E(ab™) konnen hochstens n/-elemen-
tige, respective n”-, oder #-elementige Cyclen liefern. Wir
haben also von der Zahl (n*—1) die Summe der Zahlen
(n*—1)+ (n"*—1)+ (1""*—1) zu subtrahiren. Nun kommen die
Elemente £’ sowohl unter den 5", als auch unter den "' vor, so
dass sie zweimal subtrahirt erscheinen, wir miissen also ihre
Anzahl, d. i. (m'*—1) zu obiger Differenz addiren; dasselbe gilt
von den Elementen f”, welche sowohl unter den &/, als auch ”
vorkommen, und endlich auch von den §"”, die sowohl unter
den &/, als auch unter den #” vorkommen. Wir haben also zu
der obigen Differenz die Summe (mm'2*—1) + (m""?—1) + (m/"*—1)
zu addiren. Aber die (p*—1) Elemente B sind in jeder da-
Gruppen &', 8", b (/. p”, B enthalten und da ihre Zahl dreimal
subtrahirt und wieder dreimal addirt worden ist, so haben wir,
um sie aus der Gruppe b auszuscheiden, ihre Zahl (p*—1) noch-
mals zu subtrahiren.
Das gibt also die Zahl:

[#2—1]— [ — 14 a"*— 1 " 1]+
+ [m/2—1 4+ w2 —1+ " —1]— [ p?—1],
oder wenn man fir 2, 2/, %’ u.s. w. die Werthe einsetzt, die Zahl:

(30— =) (02— 2 2) (u3 —nP?) =

1 1 1
== D)= )= 1)
1% 15 n;
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als die Anzahl der b, fiir welche E(ab) n-elementige Cyclen
liefert. Da fiir # = nypniny in jeder Gruppe

n(rl—i>{1~ ! ><I—L)
1y /\ 1y g

dquivalente E, enthalten sind, so gibt es

Il(l—{-i)(l—l——l—)(l-i——l—)
ny 1, 1y
Gruppen von je
\ ’ \
;z(l—i )(/l—i)( L ]
\ my S 1, ny/
dquivalenten E,,.

Man sieht, wie in dieser Art fortgefahren werden kann, und
wir konnen den folgenden Satz als bewiesen betrachten:

»Um die Zahl der von einander verschiedenen
cyclischen E-Beziehungen auf einem Trager vom
Geschlechte Eins zu finden, welche n-elementige
Cyclen liefern, bestimme man die Primfactoren von #;
sind dieselben n, n,, n;. .1, so ist die fragliche Zahl
gegeben durch

ier

2(n) = 112]—[ <1—— H%)

i=1

Unter diesen E-Beziehungen bilden je

i=r

w (i) = nﬂ(\l——%)

i=1

eine Gruppe von dquivalenten E-Beziehungen, d. h.
von solchen, dass jeder Cyclus, welcher durch eine
von ihnen entsteht, auch durch jede andere derselben
hervorgebracht wird.

Die Zahl der Gruppen g(n), von denen jede nur
dquivalente Beziehungen enthilt, ist somit der Quo-
tient aus den beiden obigen Zahlen und hat den
Werth:
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i=r

gln) = Z(Z% = nH <1+ %)

i=1

21. Wir geben im Folgenden einige zusammengehdrige
Werthe von n, © (1), g(n) und z(1).

v (1) &) z(m) =g (). 001
2 1 3 3
3 2 4 8
4 2 6 12
5 4 6 24
6 2 12 24
7 6 8 48
8 4 12 48
9 6 12 72
10 4 12 48

u. s, w.

Fir # = 2 hat man drei E,; es sind, wie wir wissen, die
drei fundamentalen E-Beziehungen, in denen Vertauschungs-
fahigkeit herrscht. Auf einer C, sind einem Punkte a in diesen
drei E, jene Punkte b zugeordnet, welche mit a gemeinsamen
Tangentialpunkt besitzen (die drei Systeme correspondirender
Punkte der Cy); auf einer R, sind jedem Punkte a jene Punkte b
zugeordnet, deren Tangenten mit jener von a hyperboloidische
Lage haben.

Flr » = 3 hat man acht E,; man erhdlt sie, wenn man
einem der neun dreifachen Elemente einer beliebigen J? der
Reihe nach die acht anderen als entsprechende zuweist. Nimmt
man auf C; die J? der geraden Tripel, so sind die neun In-
flexionspunkte der J, die neun dreifachen Elemente, so dass
man also auf der C; die acht cyclischen E,; erhélt, wenn man
irgend einem der Inflexionspunkte der Reihe nach die iibrigen
zuordnet. Sind 4 (A = 1, 2. .9) die neun Inflexionspunkte, so

1 Dieselbe Zahl g (#) findet Herr J. Valyi in analytischer Weise bei dei
Bestimmung der einer C; eingeschriebenen »n-fach perspectiven n-Ecke, wobei
die elliptische Parameterdarstellung der Curve zu Grunde gelegt wird. Siehe
IX. und X. Band der math. und naturwissenschaftl. Berichte aus Ungarn, S. 148
respective S. 171.
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ist E(4,7,) eine der acht E,, ist nun 7, der das Paar 7,4, zu einem
Cyclus ergdnzende Punkt, so muss 74,7, auch ein Tripel der J3
sein, d.h. 7, ist der dritte Schnittpunkt von C, mit der Geraden 7,7,.
Der den Punkt 7, enthaltende Cyclus sei 7,77, und der den Punkt ;
enthaltende sei ,447,, SO sind die drei Geraden 7,7,7,, 4,i;4;, 7,747y
die drei Seiten eines Wendepunktsdreiseits.

Wir haben hier ©(2) = 2; die mit der E(7,4,) eine Gruppe
bildende E ist die E(4,7). Wir haben hier g@ = 4, d. h. vier
Gruppen von je zwei dquivalenten E,. Diese vier Gruppen ent-
sprechen den vier Wendepunktsdreiseiten.

Wenn von den vier Punkten 7,, 7,, 75, 7g keine zwei mit 7,
in gerader Linie liegen, so gehoért von den vier Beziehungen
E(ii,), E(ii,), E(ii,), E(i i) jede einer anderen von jenen vier
Gruppen an (keine zwei sind dquivalent).

Geht man von einem beliebigen Punkte @ der C,; aus und
construirt die vier Tripel ab,c, ab,c,, abycy, ab,c,, welche sich
aus a durch solche vier nichtdquivalente E ergeben, so sind
die neun Punkte a, b,, ¢,, by, c,, by, ¢5, b,, ¢, die dreifachen Punkte
einer und derselben J3

Die E, auf einer R, erhidlt man durch Zuordnung zweier
solchen Punkte a, b, deren Schmiegungsebene die Curve R, in
demselben Punkte schneiden.

Fur # = 4 hat man zwdlf E,, welche in sechs Paare dqui-
valenter E, zerfallen. Um dieselben auf einer C, zu construiren,
ziehen wir von irgend einem Punkte der C; zu ihr die vier Tan-
genten, deren Berithrungspunkte a, &, ¢, d sein mdgen; aus
jedem derselben legen wir an C, wieder das Tangenten-
quadrupel und es seien a;, b;, ¢i, d; (i == 1, 2, 3, 4) die vier Be-
rithrungspunktequadrupel. Dann sind E(a,b)), E(a,c;), E(a,d),
(i=1,2, 3, 4) die zwdlf E,.

Betrachten wir eine von ihnen, z. B. die E(a,b,), so wird
dem &, nach dieser E(a,b,) ein Punkt entsprechen, welcher
(weil 4 durch 2 theilbar ist) conjugirter Punkt zu @, sein muss,
d. h. also dem Quadrupel a; angehdren muss; es sei etwa a,;
dem a, muss aber wieder ein zu b, conjugirter Punkt, also ein
Punkt des Quadrupels b;, es sei b,, entsprechen, und zwar
miissen a,a,, b b, zwei conjugirte Punktepaare desselben
Systems sein. Nun haben wir den Cyclus a,b,4,b, und die E(a,b,)
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ist offenbar die zur E(a,b,) dquivalente, da sie denselben Cyclus
(nur in umgekehrter Aufeinanderfolge: a,b,a,b,) liefert.

Weil @b, und b,a, zwei Paare einer E sind, so miissen die
Geraden a,a, und b,b, durch einen Punkt von C; gehen. Nun
ist 0,0, die Tangente von b, welche C, in b schneidet; es muss
also a,a, durch b gehen. Ebenso erkennt man, dass b5, durch a
gehen muss.

Geht man also von a, als erstem Punkte eines Cyclus aus
und ordnet ihm b, als zweiten Punkt zu, so ist der dritte Punkt a,
der dritte Schnittpunkt von C; mit der Geraden ba;, und der
vierte Punkt &, ist der dritte Schnittpunkt der Geraden ab, mit
der Curve. Wenn b 5, durch a geht, so geht auch b;5, durch a
und es ist somit a,ba,b, ebenfalls ein Cyclus, der selbstver-
standlich einer ande1en E“ namlich der E, (a,b,) entspricht.

Sind nun a,, a, die Projectionen von a, aus ¢ und & auf
die Curve, und gehen die Geraden ¢,c,, ¢;¢4, d,d,, d,d, durch a
hindurch, so sind:

aba, b, | I
a,bya,b,
a,c,a,c, % I
a,C3a,C, |
a,da,d, %

I
a,dya,d, o

die sechs Cyclen, welche den sechs Gruppen von je zweli
dquivalenten E, entsprechen.

Je nachdem man einen Cyclus in dem einen oder in dem
entgegengesetzten Sinne durchlauft, verwendet man eine E,
oder die ihr dquivalente E,-!.

Die sechs Cyclen, und in Folge dessen auch die sechs
Paare dquivalenter E, zerfallen in drei Paare I, II, III, und zwar
entsprechend den drei Systemen conjugirter Punkte der C,. Die
Cyclen des ersten Paares bestehen aus einfachen Vierecken,
deren Gegenecken conjugirte Punktepaare des ersten Systems
(a,a,) sind; in den Cyclen des zweiten, respective dritten Paares
treten conjugirte Punktepaare des zweiten (a,4,), respective des
dritten Systems (a,a,) als Gegenecken auf.
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Dies gilt offenbar ganz allgemein, wenn # eine gerade Zahl
ist, etwa 1 — 2#/; so zerfallen die simmtlichen E, in drei
Systeme, je nachdem die Gegenecken der Cyclen correspon-
dirende Punkte des ersten, oder des zweiten, oder des dritten
Systems correspondirender Punkte von C, sind.

Ein dhnliches Ordnen der E, in Systeme entspricht jedem
Theiler von 7. Es sei n = pn'; so besteht jeder Cyclus einer E,,
aus 7’ Cyclen einer E, Nun gibt es g Gruppen von dqui-
valenten E, und jene Cyclen gehoren einer dieser Gruppen an:

»Die g, Gruppen d&dquivalenter E, ordnen sich,
wenn p ein Theiler von #z ist, in gy Systeme; in jedem
Systeme kommen solche E, vor, deren Cyclen aus je

7 . . . .
— Cyclen einer E, bestehen. Die E,, welche in zwei

E, verschiedener Systeme auftreten, sind nicht dqui-
valent«.

Firnw =5 ist w(n) = 4, g(n) = 6, z(n) = 24.

Um die 24 E; auf C, zu erhalten, haben wir durch irgend
einen Punkt von C, die 25 flnfpunktigen Kegeiscuuiite zu G,
zu legen und dann dem Beriihrungspunkte a eines derselben
der Reihe nach die Bertihrungspunkte & der 24 {brigen als ent-
sprechend zuzuweisen.

Nach Fritherem werden sich die 25 flinffachen Elemente
einer J?® auf sechs verschiedene Arten in fiinf Cyclen von je
fiinf Elementen ordnen lassen. Wir bemerken, dass die 25 Kegel-
schnitte, welche diese Cyclen enthalten, die C, alle in demselben
sechsten Punkte treffen, durch welchen auch der Kegelschnitt
hindurchgeht, welcher irgend eine Gruppe der J? enthilt.

Fiir # = 6 haben wir o (i) = 2, g(1) = 12, z(1n) = 24.

Will man einen Cyclus einer E; auf C, erhalten, so kann
man entweder von einem Cyclus a, b, ¢ einer E, ausgehen und
zu den Punkten desselben die correspondirenden Punkte a’ b/ ¢’
eines der drei Systeme aufsuchen; dies gibt einen zweiten Cyclus
derselben Ej;, welcher mit dem ersten einen Cyclus einer E;
bildet, und zwar in der Folge ac'ba’ct/, so dass die E; die
E(ac’), oder E(c'b) u. s. w. ist.

Den vier E, und den drei E, entsprechend erhalt man
3.2=6E,
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Oder man geht von einem Paar correspondirender Punkte
a,a’ aus und construirt in einer der E, die Punkte bc, respective
U'c/, welche mit a, respective @’ einen Cyclus dieser E, bilden;
so gelangt man wieder zu dem Cyclus ab'ca’bc’

Flrn =7 ist o (1) = 6, g() = 8, »(n) = 48.

In einem Punkte @ von C, construiren wir eine die G,
siebenpunktig schneidende Curve dritter Ordnung, welche mit C,
noch zwei Punkte o, o’ gemeinsam haben wird. Durch o, 0’ lassen
sich dann noch 7°—1 = 48 Curven dritter Ordnung legen,
welche C,; in Punkten & siebenpunktig schneiden; die 48 E(a, b)
sind die 48 E_.

Die 49 siebenfachen Punkte einer J7 (d. i. der Punkt @ mit
den 48 Punkten &) ordnen sich auf acht verschiedene Arten zu
je 7 in 7 Cyclen, welche jenen acht Gruppen &dquivalenter E,
entsprechen.

Die sieben Cyclen, welche einer Gruppe dquivalenter E,
entsprechen, sind auch sieben Gruppen der J7

Fur 12 = 8 haben wir « (1) = 4, g(n) = 12, 2 (n) = 48.

Es sei @ ein Punkt von Cy, o), %, %y S€in erster, zweiter
und dritter Tangentialpunkt; durch o, legen wir zu C, die drei
ausser 2,2, gehenden Tangenten und durch deren Berlihrungs-
punkte &, ¢, d die Tangentenquadrupel, deren Berlihrungs-
punkte &;, ¢;, d; sein mogen (i = 1, 2, 3, 4). Durch &;, ¢;, d; legen
wir wieder die drei Tangentenquadrupel zu Cy; ihre Beriihrungs-
punkte seien by, ci, di (k = 1,2,3,4), so sind die 48 E-Be-
ziehungen: E(aby), E(acn), E(ady) (4, k=1,2,3,4) die 48 E,.

22. Aus den Formeln:

'g(;z):n(l—l—\)<l—i> (1—_i>

1,/ 11, 11,
' ) ()
I — . i 1 .
gny=mn (1 + ”1> .1 + " + o

z(n) = w(n)c(n)
folgt sofort, dass fiir zwei theilerfremde Zahlen w2z, p die
Gleichungen gelten:

w (mp) = v (1) 5 (p)
§Gnp)y = gm) g(p)
z(mp) = z(m) z(p).
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Ist #w=m.p und haben m, p keinen gemeinsamen
Theiler, so gelangt man zu einem Cyclus einer £,, wenn man
von einem Elemente a ausgehend, den dieses Element ent-
haltenden Cyclus einer E,, construirt, ferner jene Cyclen, welche
die Elemente dieses Cyclus enthalten und einer E, angehdren;
man erhilt so im Ganzen m.p, d.i. n Elemente, welche einen
Cyclus einer E, bilden. Den z(m) E,, und z(p) (E,) entsprechend
erhdlt man die z(mp) = =(m)z(p) Beziehungen E,,. Eine der
E-Beziehungen, welche diesen mp-elementigen Cyclus liefern,
erhdlt man als die E(ab), wenn b eines der Elemente irgend
eines der p-elementigen, nicht aus a hervorgegangenen Cyclen ist,
welches mit @ nicht demselben 7z-elementigen Cyclus angehort.

Ist # = m.p.q, so construire man wie friiher einen Cyclus
einer E£,,, und dann jene g-elementigen Cyclen, welche einer E,
angehoren und die einzelnen Elemente jenes mp-elementigen
Cyclus enthalten. So ergeben sich mpg Elemente, welche einen
Cyclus einer E,,,, bilden.
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