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Über Vervollständigung’ von Involutionen auf 
Trägern vom Gesehleehte Eins und über 

S t e i n e r  ’sehe Polygone
(II. Mittheilung)

E m il W e y r ,
M. k. Akad .

(Mit 3 Textliguren.i

1. Wir haben gezeigt, wie bei der Vervollständigung einer 
durch eine Elementengruppe a {az . . .a n auf einem Träger vom 
Gesehleehte Eins gegebenen J"  Involutionen J n~x und Involu­
tionen J z verwendet werden können.1 Man kann in derselben 
Art Involutionen beliebiger Grade k <  n zur Anwendung bringen. 
Soll die Gruppe b{b%. . . bn-\ durch Construction des Elementes bn 
vervollständigt werden, so wähle man unter den Elementen 
a ya%. ,an beliebige k (also k <  n) z. B. a{az . . .ak, so wird 
durch diese /fc-elementige Gruppe eine J k bestimmt; alle Ele­
mente, welche die übrig bleibenden n-li Elemente ak+i ak+2- • • 
zu Gruppen der J '1 vervollständigen, bilden jene J k, welche 
durch die Gruppe a{az . . .ak bestimmt ist. Wenn man also das 
Element ck aufsucht, welches mit b^bz . . .bk_\ eine Gruppe der 
J k bildet, so stellt bvbz . bk_  1 ck ak+i . . a„ ebenfalls eine Gruppe 
der J n dar.

Nun verbinde man ck mit beliebigen li'—1-Elementen aus 
der Gruppe ak+\a k+2 . .an, z. B. mit ak+iak+2 - 1 zu
der /a'-elementigen Gruppe ck ak+i . . .ak+k’_\, durch welche eine

S ieh e : »Ü b er Raum curven  fünfter O rdnung vom  Gesehleehte E in s .«
I I I .  M itthe ilung. Sitzungsber. Bd. X C V I I ,  S. 606, und »Ü b er Vervo llständ igung  
von  Invo lu tion en  u. s. w .«  S itzungsber. Bd . C I, S. 1457.
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1696 E. W e jn ' ,

J k' bestimmt erscheint, und construire jenes Element ck+k>_h 
welches die k'— 1 Elemente bkbk+\ . . bk+k<^2 zu einer Gruppe 
der J k' ergänzt, so bilden die Elemente bvb2b3 . .bk+k>_2, ck+k>_u 
ak+k,. .a„ wieder eine Gruppe der J". In derselben Art kann 
man weiter gehen und wird b„ als das Element erhalten, welches 
eine gegebene Gruppe von //;/)— 1 Elementen zu einer Gruppe 
einer gegebenen Involution /d(")ten Grades ergänzt.

Von den Zahlen .k w  können auch einige oder
alle gleich sein.

Für k — k' — k" — = 2  erhält man die in Bd. XCVII,
S. 606 der Sitzungsberichte gegebene Vervollständigung.

Wird die J"  als Punktinvolution auf einer ebenen Curve 
dritter Ordnung C3 behandelt, so können statt der geradlinigen 
Polygone (siehe 1. c.) auch solche verwendet werden, deren 
Seiten Curven zweiter oder höherer Ordnung sind.

Ist ata2. .a n die Gruppe, welche die J n bestimmt, und soll 
zu b{b2. . . b,t_i der Punkt bn construirt werden, so legen wir 
durch ava2 und drei beliebige feste Punkte mz , m s von C.} 
einen Kegelschnitt C2, welcher Cs noch in einem sechsten 
Punkte ot schneiden wird; der durch olbl und inxm 2m z gehende 
C2 trifft C:i zum sechsten Male in cr  Dann gehören a {a2 und 
byc2 einer J z an und somit bilden die Punkte b^c^a^a^. . au eben­
falls eine Gruppe der J". Der durch c2a.Am {m zinz gelegte C2 
schneidet C3 noch in o2, der durch ozb2m lin.i m3 gelegte C2 
schneidet C,} noch in c:{ u. s. w. Wir erhalten so (2n —3) Kegel­
schnitte, welche sämmtlich durch m {inzin.A hindurchgehen und 
welche C3 der Reihe nach noch in den Tripeln a la2ol , o{b^cv 
c2a3o2, o2b2c3 . ,cn^ \a non_\ schneiden; der durch inxni9in3, 
o„_i und bn_ x gehende Kegelschnitt wird C3 noch in b„ 
schneiden.

Wir können die sich so ergebende Figur als ein einfaches 
der C3 eingeschriebenes 2 (1 1— 1)-Eck betrachten, dessen Seiten 
Kegelschnitte sind, welche durch die drei festen willkürlichen 
Punkte inlm 2m 3 von C3 hindurchgehen. Die Punkte a lolc2o2. 
cn_1on_ib,l treten als Ecken auf; a2a3a,A. . . an, sind dann die 
letzten (sechsten) Schnittpunkte von C3 mit den ungeradstelligen 
Seiten, und bvb2. ,bn_\ sind die letzten Schnittpunkte von C3 
mit den geradstelligen Seiten dieses Polygons. Wenn die Seiten
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Vervollständigung von Involutionen. 1697

eines Polygons Kegelschnitte (C2) sind, so sollen sie C2-Seiten, 
das Polygon ein C2-Polygon heissen.

Wir können nun sagen :
»Ist e in e r  C3 ein n i c h t g e s c h l o s s e n e s  C2- P o l y g o n  

von 2 (11 — 1) S e i t e n  e i n g e s c h r i e b e n ,  d e s s e n  S e i te n  
d u r c h  d i e s e l b e n  drei  P u n k t e  von  C;! h i n d u r c h g e h e n ,  
so b i lde t  de r  A n f a n g s p u n k t  mit  den l e t z t e n  S c h n i t t ­
p u n k t e n  der  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  e ine  Gruppe ,  
un d  de r  E n d p u n k t  mit  den  l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e n  
d e r  g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  e ine  z w e i t e  G r u p p e  von 
je  n P u n k t e n ,  u n d  d i e s e  b e i d e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  
e ine r  und  d e r s e l b e n  J n an«.

Ist das C2-Polygon geschlossen, d. h. fällt a { mit bn zu­
sammen, so müssen die beiden Gruppen azaz . ,a n und b{b2. 
bn_i einer J n~x angehören; setzt man n statt n — 1, so hat man 
den Satz:

»Ist e in e r  C3 ein g e s c h l o s s e n e s  C2—2 « - E c k  e in ­
g e s c h r i e b e n ,  d e s s e n  Se i ten  d u r c h  d i e s e l b e n  drei  
P u n k t e  von  C3 h i n d u r c h  g e h e n ,  so b i l d e n  die l e t z t e n  
S c h n i t t p u n k t e  der  g e r a d s t e l l i g e n  u n d  de r  u n g e r a d ­
s t e l l i g e n  S e i t e n  je  e ine  « - p u n k t i g e  G r u p p e  a u f  C;! 
u n d  d i e s e  b e id e n  G ru p p e n  g e h ö r e n  e in e r  J n an«.

Wenn drei Punkte von C3 mit drei anderen Punkten m lm zm 3 
von C3 in einem Ct liegen, so liegen sie mit je drei Punkten 

welche eine Gruppe der durch das Tripel m xm zin?t 
bestimmten J 3 bilden in einem C2. Man kann also die drei 
Punkte m im 2m 3 ersetzen durch irgend ein Tripel derselben J 3 
und kann die beiden letzten Sätze allgemeiner so aus­
sprechen:

» W enn  die C2- S e i t e n  e in e s  n i c h t g e s s c h l o s e n e n ,  
de r  C3 e i n g e s c h r i e b e n e n  C2- P o l y g o n s  von  2 (n-—1) 
S e i t e n  d u r c h  T r ip e l  e iner  J 3 h i n d u r c h g e h e n ,  so b i l d e t  
de r  A n f a n g s p u n k t  mit  den l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e n  
de r  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  u. s. w«.

»Ist e in e r  C3 ein g e s c h l o s s e n e s  C2-2 /z-Eck e in ­
g e s c h r i e b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  d u r c h  T r ip e l  e in e r  J 3 h i n ­
d u r c h g e h e n ,  so b i lden  die l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e  der 
g e r a d s t e l l i g e n  und  de r  u n g e r a d s t e l l i g e n  Se i ten  je
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e in e  « - p u n  k t ige  G r u p p e  a u f  C3 und  d i e s e  z w e i  G ru p p e n  
g e h ö r e n  e in e r  und  d e r s e l b e n  J 11 an«.

2. Die Kegelschnitte, welche als Seiten des eingeschriebenen 
Polygons auftreten, kann man durch Curven Cp beliebiger (pter) 
Ordnung ersetzen und hat dann ein eingeschriebenes C^-Polygon. 
Wählt man dann auf C3 beliebige feste 3 p —3 Punkte m, so 
werden alle C^-Seiten durch diese Punkte zu legen sein. End­
lich kann man die 3 p —3 festen Punkte bei jeder Seite ersetzen 
durch irgend eine Gruppe einer J ‘̂p~s und hat dann all­
gemein:

»W enn  die  C^-Sei ten e ine s  n i c h t  g e s c h l o s s e n e n ,  
de r  C3 e i n g e s c h r i e b e n e n  C^-Po lygons  von 2 (n — 1) 
S e i t e n  d u r c h  G r u p p e n  e iner  J 3̂ -3 h i n d u r c h g e h e n ,  so 
b i l d e t  der  A n f a n g s p u n k t  mit  den  l e t z t e n  (3pten) 
S c h n i t t p u n k t e n  de r  n i c h t g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  eine 
G r u p p e ,  und  der  E n d p u n k t  mit  den  l e t z t e n  S c h n i t t ­
p u n k t e n  der  g e r a d s t e l l i g e n  S e i te n  e ine  z w e i t e  G r u p p e  
von  je  7/ P u n k t e n ,  u n d  d iese  b e id e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  
e in e r  u n d  d e r s e l b e n  J"  an«.

»Ist de r  C3 ein g e s c h l o s s e n e s  Cp—2 « -Eck  e i n g e ­
s c h r i e b e n ,  d e s s e n  S e i ten  d u r c h  G r u p p e n  e ine r  J 3̂ -3 
h i n d u r c h g e h e n ,  so b i ld e n  die l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t e  
de r  g e r a d s t e l l i g e n  u n d  de r  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i ten  
je e ine  « - e l e m e n t i g e  G ru p p e  a u f  C3, und  d iese  b e id e n  
G r u p p e n  g e h ö r e n  e ine r  u n d  d e r s e l b e n  J ” an«.

3. Auch diese letzten Sätze stellen sich als Specialfälle der 
folgenden allgemeinen Sätze dar.

Auf C3 wählen wir beliebige 2 n— 1 Punkte, die wir
1, 2, 3. . 2 11— l nennen wollen, wobei wir den Anfangspunkt 1 
auch mit a, und den Endpunkt 2n — 1 auch mit b bezeichnen. 
Diese Punkte betrachten wir als Ecken eines der Curve ein­
geschriebenen nichtgeschlossenen 2(n— 1)-Eckes, dessen Seiten 
Curven Cp vom Grade p  sein sollen. Wir legen also durch 1 
und 2 irgend eine Cp als erste Seite; sie schneidet C3 ausser in
1 und 2 noch in 3p—2 Punkten, welche Gruppe wir ax nennen 
wollen. Die beliebig durch 2 und 3 gelegte Cp wird ebenso die 
Gruppe bx von 3p—2 Punkten auf C3 bestimmen, die durch 3 
und 4 gelegte Curve Cp liefert die Gruppe az u. s. w., endlich
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Vervollständigung von Involutionen. 1699

wird auf der durch 2n—2 und 2n — 1 gelegten letzten Seite die 
Gruppe bn- \  von 3p —2 Punkten liegen.

Die zwei 3^-punktigen Gruppen, in denen C3 von irgend 
zwei Curven qter Ordnung geschnitten wird, gehören einer J 3  ̂
an (und zwar jener Fundamentalen, welche man erhält, wenn 
man die 3 q Punkte, in denen irgend q Gerade die C3 treffen, zu 
einer Gruppe vereinigt und durch diese die J 3? bestimmt). Nun 
stellen die (n— 1) ungeradstelligen Seiten unseres C^-Potygons 
eine Curve (n— l ) ^ ter Ordnung dar, und ebenso die gerad­
stelligen. Es gehören folglich die beiden 3 (n— l)^-punktigen 
Gruppen: \ 2 a l 3 4 a z 5 6 a 3. . (2n —3)(2n—2)an—\ und 2 3 ft, 
4 5 ft2 6 7 ft3. . (2n—2)(2n— l)ft;/_i einer und derselben 
an, und da beide Gruppen die 2 n—3 Elemente 2 3 45 .  . (2n-—2) 
gemeinsam haben, so gehören die beiden (n— 1)(3p —2 ) + l -  
punktigen Gruppen (wenn a, ft statt 1 und 2n— 1 geschrieben 
wird):

C l C l^  ö g  .  ■ CLjj — i ,  f t j  f t g  •  .  f t ^ _ _ _ j  f t

einer und derselben 9+1 an.
Wir haben also den Satz:
»Ist d e r  C3 e inem n i c h t g e s c h l o s s e n e n  Cp- P o ly g o n  

von  2 (ii — 1) S e i t e n  e i n g e s c h r i e b e n ,  so b i ld e t  de r  An­
f a n g s p u n k t  mit  den S c h n i t t p u n k t e n  de r  u n g e r a d ­
s t e l l i g e n  S e i t e n  u n d  de r  E n d p u n k t  mit  den  S c h n i t t ­
p u n k t e n  de r  g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  je e ine G ru p p e  von 
(n— 1)(3p —2 ) + l  P u n k t e n  und  d i e s e  b e id e n  G r u p p e n  
g e h ö r e n  e in e r  u n d  d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n  [(« — 1)(3p —2) 
-T- ljten G ra d e s ,  (n — 1)(3p —2)ter S tu fe  an«.

Macht man das Polygon zu einem geschlossenen, so 
hat man:

»Wird de r  C3 e in  e i n f a c h e s  g e s c h l o s s e n e s  Cp—2n- 
E c k  e i n g e s c h r i e b e n ,  so b i ld e n  die  S c h n i t t p u n k t e  de r  
u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n ,  u n d  die S c h n i t t p u n k t e  der  
g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  je  e in e  G ru p p e  von 11 (3p—2) 
P u n k t e n  u n d  d i e s e  b e id e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  e in e r  und  
d e r s e l b e n  an«.

Wenn man jede der (3p—2)-punktigen Gruppen bi in 
zwei Gruppen a,-«', ß,-ß/ respective zerfällt, von denen die erste

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1700 E. W e y r

r  Elemente und die zweite r' Elemente enthält (r-hr1 =  3p —2), 
so gehören die Gruppen:

a aja'otjjo'. . . a„_i a'n^ ; ß, ß'ß2ß ' . . ß„_i ß.^_i b

einer und derselben an.
Wenn nun die zwei r (n — l)-punktigen Gruppen:

ajOg- -«»—l; ßiß2 - • * ß«—l

einer und derselben angehören, so müssen die beiden
r'(n— 1)+ 1-elementigen Gruppen

aa 'a j .  ß'ß'. .ß',_i b

ebenfalls einer und derselben J ' ' ,(»-1)+1 angehören, wobei wie 
schon bemerkt, r'-\-r — 3 p —2 ist:

»W enn  a u f  C3 z w e i  b e l i e b ig e  G r u p p e n  e in e r  I n v o ­
lu t ion  ( n —  l ) r t e n  G r a d e s  g e g e b e n  s in d  u n d  man  z e r ­
fäl l t  j e d e  in b e l i e b i g e r  Ar t  in ( n — 1) G r u p p e n  von 
je  r  P u n k t e n ,  u n d  c o n s t r u i r t  nun  ein e i n f a c h e s ,  n i c h t ­
g e s c h l o s s e n e s ,  de r  C3 e i n g e s c h r i e b e n e s  Cp—2 ( n — 1)- 
E ck  [3p >  r] so, d a s s  s e in e  S e i t e n  a b w e c h s e l n d  d u r c h  
e ine  P a r t i a l g r u p p e  de r  e in e n  u n d  der  a n d e r e n  ( n — 1 )r- 
e l e m e n t i g e n  G r u p p e  h i n d u r c h g e h e n ,  so b i l d e t  der 
A n f a n g s p u n k t  des  P o l y g o n s  mit  den ü b r i g e n  S c h n i t t ­
p u n k t e n  de r  un g e r a d s t e l l i g e n  S e i t en  e ine  G ru p p e  
von (3p—r—2)(n-—1) +  1 P u n k t e n ,  und  de r  E n d p u n k t  
b i ld e t  mit  den  ü b r i g e n  S c h n i t t p u n k t e n  de r  g e r a d ­
s t e l l i g e n  S e i t e n  eine z w e i t e  s o l c h e  G r u p p e  u n d  d iese  
b e id e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  e ine r  und  d e r s e l b e n  Invo­
lu t io n  [(3p—r—2)(n  — l ) + l ] ten G r a d e s  an«.

Lässt man das Polygon ein geschlossenes 2w-Eck werden, 
so hat man:

»W enn  a u f  C3 zw e i  b e l i e b ig e  G r u p p e n  e in e r  In­
v o l u t i o n  wrten G r a d e s  g e g e b e n  s ind  u n d  m an  z e r f ä l l t  
j e d e  in b e l i e b i g e r  Art  in n G r u p p e n  von  je  r  Pu n k te n ,  
u n d  c o n s t r u i r t  n u n  ein e in f a c h e s  g e s c h l o s s e n e s  
Cp—2w-Eck  [3p— 2 >  r] so, d a s s  s e in e  S e i t e n  ab­
w e c h s e l n d  d u r c h  e ine  P a r t i a l g r u p p e  de r  e in e n  und
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de r  a n d e r e n  n r - e \ e m e n t i g e n  G r u p p e n  h i n d u r c h g e h e n ,  
so b i l d e n  die s ä m m t l i c h e n  ü b r i g e n  S c h n i t t p u n k t e  
de r  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  des  P o l y g o n s  mit  Cs 
e ine  n(3p—r —2) - e l e m e n t ig e  G r u p p e ,  u n d  die ü b r i g e n  
S c h n i t t p u n k t e  de r  g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  b i ld e n  e ine  
z w e i t e  s o l c h e  G ru p p e ,  u n d  d i e s e  b e i d e n  G r u p p e n  
g e h ö r e n  e in e r  u n d  d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n  n (3p —r—2)ten 
G r a d e s  an«.

Es ist selbstverständlich, dass alle die Partialgruppen, und 
zwar jede nur einmal zur Verwendung kommen müssen.

Wir bemerken, dass die beiden Gruppen, von denen im 
Eingänge des letzten und vorletzten Satzes gesprochen wird, 
identisch werden können, so zwar, dass man von beliebigen 
(n— 1 )r (vorletzter Satz), respective n r  (letzter Satz) festen 
Punkten der C3 ausgehen kann, deren Gruppe dann in doppelter 
Art beliebig in (n— 1), respective n Partialgruppen zerlegt 
werden kann.

Man kann auch eine Gruppe von beliebigen r  Punkten der 
C3 (n— l)-fach, respective n -fach gezählt, zum Ausgange nehmen 
und erhält dann sofort die Sätze:

»Gehen  die S e i t e n  e ines  n i c h t g e s c h l o s s e n e n  e in ­
f a c h e n ,  de r  C3 e i n g e s c h r i e b e n e n  Cp— 2 ( n — 1 ) - E c k s  
d u r c h  d i e s e l b e n  r < 3 p —2 f e s t e n  P u n k t e  von C3 h i n ­
d u r c h ,  so b i l d e t  de r  A n f a n g s p u n k t  mit  den  ü b r ig e n  
S c h n i t t p u n k t e n  de r  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i te n  eine 
G r u p p e  u n d  de r  E n d p u n k t  b i ld e t  mit  den  ü b r ig e n  
S c h n i t t p u n k t e n  de r  g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  e ine  z w e i t e  
G r u p p e ,  u n d  d i e s e  be id e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  e ine r  
u n d  d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n  [(3 p — r — 2 ) ( n —  1) - f - 1] >-en 

G r a d e s  an«.
»Gehen die S e i t e n  e in e s  g e c h l o s s e n e n ,  de r  C3 

e i n g e s c h r i e b e n e n ,  e in f a c h e n  Cp— 2w -E c k s  d u r c h  d ie ­
s e l b e n  r < 3 p — 2 f e s t e n  P u n k t e  von  C3 h i n d u r c h ,  so 
b i ld e n  die ü b r i g e n  S c h n i t t p u n k t e  der  u n g e r a d ­
s t e l l i g e n  Se i t e n  e ine  G ruppe ,  u n d  die ü b r ig e n  S c h n i t t ­
p u n k t e  de r  g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n  e ine  z w e i t e  G ruppe  
u n d  be id e  g e h ö r e n  d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n  (3p—r—2)«ten 
G r a d e s  an«.
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Endlich kann die Gruppe der r  festen Elemente ersetzt 
werden durch jede andere Gruppe der durch erstere bestimmten 
J r ; dies gibt die Sätze:

» E n th ä l t  j e d e  S e i te  e in e s  e i n f a c h e n  n i c h t g e ­
s c h l o s s e n e n ,  de r  C3 e i n g e s c h r i e b e n e n  Cp— 2 (u — 1)- 
E c k s  e ine  G r u p p e  e in e r  J r, r < 3 p — 2, so b i ld e t  der 
A n f a n g s p u n k t  mit  den .  u. s. w.«

» E n t h ä l t j e d e S e i t e  e ines  e in f a c h e n  g e s c h l o s s e n e n ,  
der  C3 e i n g e s c h r i e b e n e n  Cp—2w-Ecks  e ine  G ruppe  
e ine r  J r, r < 3 p —2, so b i lden  die ü b r i g e n  S c h n i t t ­
p u n k t e  der  u n g e r a d s t e l l i g e n  S e i t e n .  u. s. vv.«

4. Den letzten Satz kann man auch folgendermassen aus­
sprechen:

»Es s e ie n  a u f  C3 zwe i  P u n k t g r u p p e n  e ine r  Invo ­
lu t io n  n r 'ten G r a d e s  gegeben .  W ir  Ze r fä l l e n  die e ine 
G r u p p e  in b e l i e b i g e r  Art in n G ru p p e n  von je  r' Punk ten ,  
w e lc h  e Grupp  en at . .a n h e i s s e n  so l l en ,  u n d  e b e n so  
s e i e n  b{bz . .bn n in b e l i e b ig e r  Ar t  a u s  der  z w e i t e n  
G r u p p e  g e b i l d e t e  P a r t i a l g r u p p e n  von  je  r' P u n k te n .  
Nun  g e h e n  w i r  von e inem  be 1 i e b ig e n  P u n k t e  x { de r  C3 
a u s  und  v e r b i n d e n  ihn mit  e ine r  der  a - G r u p p e n ,  z. B. 
mit  den r' P u n k t e n  d u r c h  e ine  C urve  jpter O rdnung ,  
wobe i  3p — 2 >  r', a l s o  e tw a  3p — 2 — r '+  r  s e in  mag. 
D iese  C u rv e  wi rd  die C3 a u s s e r  in %v u n d  den  P u n k t e n  av 
noch  in w e i t e r e n  3p— 1—rf — r + l  P u n k t e n  s c h n e i d e n ,  
von  d e n e n  w i r  e inen ,  xz, a b s o n d e r n ,  um ihn  mit  e iner  
de r  f t -G ruppen ,  z. B. mit  b{ d u r c h  e ine  C u rv e  _pter Ord ­
n u n g  zu  v e r b i n d e n ,  w e lc h e  e n t w e d e r  d u r c h  die 
ü b r i g e n  r  P u n k t e  oder  d u r c h  e ine  G r u p p e  von  r 
P u n k t e n  h i n d u r c h g e h t ,  w e l c h e  e ine  G r u p p e  j e n e r  J r 
b i l d e n ,  d i e  d u r c h j e n e r  P u n k t e b e s t i m m t e r s c h e i n t. 
D i e s e  C u r v e  w i r d  C3 a u s s e r  in d i e s e n  r  P u n k t e n ,  
d a n n  in d e n  r' P u n k t e n  b{ u n d  in j e n e m  e i n z e l n e n  
P u n k t e ,  n o c h  in  w e i t e r e n  3p—r — r '— 1 =  1 , d.i. in 
e in e m  P u n k t e ,  x3, s c h n e i d e n ,  w e l c h e n  w i r  in d e r ­
s e l b e n  Art  mit  e in e r  w e i t e r e n  a - G r u p p e ,  z. B. mit  az 
u n d  e in e r  G r u p p e  j e n e r  J r, d u r c h  e ine  Cp v e rb i n d e n ,  
d ies  l i e f e r t  w i e d  er e in e n  l e t z t e n  S c h n i t t p u n k t ,  xk, den
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wir  mit  b2 und  e in e r  b e l i e b i g e n  G r u p p e  de r  J r d u rch  
e ine  Cp v e r b i n d e n  u. s. w. W e n n  so a l l e  a- u n d  
f r -G ruppen  a b w e c h s e l n d  v e r w e n d e t  und  e r s c h ö p f t  
s in d ,  w o b  ei j e de nu r  e inm a l  z u r  V e r w e n d u n g  k o m m e n  
darf ,  so m u s s  m an  w i e d e r  zum  A u s g a n g s p u n k t e  x t 
z u r ü c k k e h r e n ,  so zw ar ,  d a s s  X2U+i=% l wird«.

5 . Wenn einer C3 ein einfaches, geradliniges, geschlossenes 
2«-Eck eingeschrieben ist, so bilden die dritten Schnittpunkte 
der ungeradstelligen Seiten eine Gruppe und die dritten Schnitt­
punkte der geradstelligen Seiten bilden eine zweite Gruppe 
einer Involution nten Grades (siehe Bd. CI, S. 1461).

Auch diesen Satz kann man zur Vervollständigung einer J" 
anwenden. Ist axa%. .an die gegebene, und b{b2. .bn_ i die 
durch Construction von bn zu vervollständigende Gruppe, so 
verbinde man einen beliebigen Punkt x{ von C3 mit a v den 
dritten Schnitt x% von x{ax und der Curve verbinde man mit bv 
den dritten Schnitt x3 von x2bt verbinde man mit a2 u. s. w.; 
verwende der Reihe nach die Punkte b%, a3, b3, ak u. s. w., so 
wird man nach dem Durchgänge durch an zu einem Punkte xo,, 
gelangen; dann schneidet die Gerade X2nxi die Curve C3 in dem 
gesuchten Punkte b„.

A n m e rk u n g .  Aus der Definition des Geschlechtes folgt 
bekanntlich sofort, dass alle Curven n ter Ordnung, welche durch 
beliebige 3 n — 1 feste Punkte einer allgemeinen ebenen Curve 
dritter Ordnung C3 hindurchgehen, diese Curve noch in einem 
3 «ten festen Punkte schneiden müssen. Der letzte Schnittpunkt 
kann nicht beweglich sein, weil sonst die durch jene 3 1 1— 1 
festen Punkte von C3 und durch weitere beliebig, ausserhalb C3 

72 / ___3 )
gewählte ---- ----- feste Punkte hindurchgehenden C„, ein

Büschel bildend, die C3 in variablen einzelnen Punkten schnitten, 
so dass die Punkte der C3 eindeutig auf die Curven jenes 
Büschels bezogen wären, und C3 rational wäre. Von den 3n- 
Schnittpunkten der C3 mit einer Cn ist also einer durch die 
übrigen 311— 1, die man beliebig wählen kann, eindeutig bestimmt.

»Es b i ld e n  a l s o  die 3 /2- p u n k t i g e n  G ru p p e n ,  in 
w e l c h e n  C3 von C u rv e n  O r d n u n g  g e s c h n i t t e n  wird,  
e ine  7 3“ «.
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»Diese J 3n i s t  o f f e n b a r  i d e n t i s c h  mit  j en e r ,  w e lche  
m an  e rh ä l t ,  w e n n  m an  C3 mit  b e l i e b i g e n  n G e raden  
zum  D u r c h s c h n i t t e  b r in g t  und  die 3 n S c h n i t t p u n k t e  
zu e ine r  Gruppe ,  w e l c h e  die J 3n b e s t im m t ,  vereinigt .« 
Jene n Geraden stellen nämlich auch eine C„ dar.

Lässt man die n Geraden zusammenfallen, so erkennt man, 
dass die drei Schnittpunkte von C3 mit einer Geraden, als «-fache 
Punkte aufgefasst, auch eine Gruppe der J 3n bilden.

»Es i s t  a lso  d i e / 3 de r  g e r a d e n  P u n k t e t r i p e l  e ine 
de r  « 2 a u s  der  J 3n a b g e l e i t e t e n  J 3.«1

Schneidet man C3 mit zwei beliebigen Cn, so erhält man 
zwei Punktgruppen dieser J 3n. Wenn man also von irgend 
einem Punkte von C3 als erster Ecke eines der Cs einge­
schriebenen &„-Eckes ausgeht, dessen Seiten abwechselnd 
durch einen Punkt der einen und anderen Gruppe hindurch­
gehen, wobei jeder Punkt jeder der beiden Gruppen nur einmal 
zur Verwendung zu kommen hat, so wird das bn-Eck immer 
ein geschlossenes sein (vergleiche die Abhandlung von Herrn 
P H. S c h o u t e  im 95. Bande des C r e l l e ’schen Journal: »Die 
S t e i n e r ’schen Polygone« [Nachtrag] S. 324).

Auf Grund der bisherigen Betrachtungen ergibt sich eine 
einfache Lösung der

A u f g a b e :  »Von den 3n  S c h n i t t p u n k t e n  de r  C3 mit  
e ine r  Cn s in d  3 n — 1 g e g e b e n ,  man  so l l  den, l e t z t e n  
(3wten) S c h n i t t p u n k t  cons t ru i ren .«

Die gegebenen Punkte seien bxb%. . b-in_ h der gesuchte bs„. 
Wenn wir C3 mit beliebigen n Geraden schneiden, so erhalten 
wir 3 n Punkte, welche mit a^a%. . bezeichnet werden sollen; 
ihre Gruppe bestimmt die J 3n, in welcher die Gruppe b̂  . &3«—i 
von dem gesuchten b-in ergänzt wird. Ist also x t ein beliebiger 
Punkt von C3 und ziehen wir die Gerade x lalx? (wobei xz den 
dritten Schnittpunkt von C3 mit der Geraden x {av bezeichnen 
soll) und ziehen wir weiter die Geraden xzb{x3, #3a rT4, x^b^x^, 
Xr,azx6 u. s. w., endlich xGn_ \ a:Ul xq„, so muss die Gerade x lxc>ll 
die C3 zum drittenmal in dem Punkte b-in schneiden.

1 Siehe: »Über Vervollständigung von Involutionen u. s. w. Sitzungsber. 
vom 20. October 1892, Art. 8.
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Wir können die 11 Geraden in eine zusammenfallen lassen, 
so dass die 3 n Punkte a durch die drei Schnittpunkte a[aza3 
von C3 mit irgend einer Geraden dargestellt werden. Man lege dann 
in a xaza3 der Reihe nach auch a4a 5a0, a7asa9. .
Dann hat man also zu ziehen die Geraden x xay:vz , xzbtx3, x3azxv

x -,a -.\x ü ■> > X.CLyX^ , X^b,4X^ , Xq#2^10 • • x Gn — \ &3 x ß n, SO

wrird Xßnx{ die C3 in b^n schneiden.
Lässt man die Gerade in eine Inflexionstangente übergehen, 

so fallen a vaza3 in dem Wendepunkte zusammen.
Wenn also a ein Wendepunkt von C3 ist, so stellt sich die 

Construction von b-in folgendermassen dar. Es sei x { ein 
beliebiger Punkt von C3; wir ziehen die Geraden x {ax2, xzbxxv 
x3ax,A, x,4bzx., x5axG, x6b3x7. .*6/1- 1axGll, so schneidet xc)„x[ 
die C3 in b-in.

6. Wir wenden uns nun zu der Vervollständigung der ,/" 
auf einer Raumcurve R,4 vierter Ordnung, erster Species.

Eine durch ein Paar a yaz bestimmte J z ist folgendermassen 
zu vervollständigen.1 Eine durch a yaz gelegte Ebene schneidet 
Rn in zwei Punkten, deren Verbindungsgerade 5  sei. Darin ist 
der mit dem Curvenpunkte x, ein Paar bildende Punkt der vierte 
Schnittpunkt xz von R 4 mit der Ebene &i',. Die Geraden x yxz 
sind Erzeugende eines durch R 4 gehenden Hyperboloides, und 
die Geraden 5  bilden die zweite Erzeugendenschaar desselben 
Hyperboloides (1. c.)

Wenn wir zwei Paare von R 4, wie a{az, x {xz, deren Ver­
bindungsgeraden Erzeugenden desselben Systems eines durch 
iv?4 gehenden Hyperboloides als zwei » h y p e r b o l o i d i s c h e  
P u n k t e p a a r e «  bezeichnen, so ist also eine J z die Gesammt- 
heit aller Paare, welche mit einem und demselben Paare (also 
auch untereinander) hyperboloidisch sind.

Ist nun auf i?4 durch eine gegebene «-punktige Gruppe 
a laz . ...an eine J"  bestimmt, und soll man den Punkt bn con­
struiren, welcher mit den gegebenen 11 — 1 Punkten bxbz . . <  
eine Gruppe dieser J"  bildet, so hat man nach dem allgemeinen 
Verfahren folgendermassen vorzugehen. Wir construiren den

1 Siehe: »Ein Beitrag zur Gruppentheorie auf den Curven vom Geschlechte 
Eins«. Sitzungsber. Bd. LXXXVIII, S. 459.
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Punkt c2, so dass b{cz und ava% zwei hyperboloidische Paare 
sind; dann ist, da man in der Gruppe ataza3. .a„ jedes Paar 
durch ein mit ihm hyperboloidisches ersetzen kann, auch 
byC^a^a^. .a n eine Gruppe der J 11. Nun suchen wir die Punkte

u. s. w., endlich 1 mit cn_ 2 ^n~i hyperboloidisch ist. Dann
ist nach Früherem auch b ^ c ^ a - .  ,an eine Gruppe von J", 
ebenso b^b^b^c^a^. ,an u. s. w., endlich ist also auch blbib3. . 
bn_ 2 C.n_ ia n eine Gruppe. Wird nun schliesslich der Punkt bn so 
gefunden, dass die Paare bn_\bn, cn—\a n hyperboloidisch sind, 
so ist auch blbz . .bn^ \b n eine Gruppe der J 11, also bn der 
gesuchte Punkt.

Wir können die Construction durch die schematische 
Figur 1 verbildlichen. Es haben h^perboloidische Lage die

gehören einer und derselben 7° an.
Wird ein Punkt a von R 4 mit einem zweiten b und dieser 

mit einem dritten c verbunden, so bilden die z w e i  Paare ab, bc 
(oder die zwei Sekanten ab, bc) e in o f fe n e s  T r i p e l  abc. Aus 
drei Punkten kann man offenbar drei offene Tripel (abc, bca,cab), 
aber nur ein geschlossenes Tripel bilden. Jedes der Tripel kann 
man in einem oder in dem entgegengesetzten Sinne durchlaufen 
denken. Die beiden offenen Tripel abc, cba sind identisch, 
jedoch in verkehrtem Sinne zu durchlaufen; in beiden ist b 
Mittelelement, im ersten a, im zweiten c Anfangselement, im

6

Fig. 1.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



ersten c, im zweiten a Endelement, im ersten ab erstes, bc zweites 
Paar, im zweiter cb erstes, ba zweites Paar.

Zwei offene Tripel abc, d e f  sollen hyperboloidisch (ver­
knüpft) heissen, wenn das zweite Paar bc des ersten Tripels 
hyperboloidisch mit dem ersten Paar des zweiten Tripels ist.

Dann haben wir in unserer Construction eine Reihe von 
hyperboloidisch verknüpften, offenen Tripeln: byc%a3, b%c.Aak, 
b?cka-. .bu-iCn-ia,,, so zwar, dass jedes mit dem folgenden 
hyperboloidisch ist. Das Paar a,az ist hyperboloidisch mit dem 
ersten Paar btc2 des ersten Tripels, und das Paar bn_\b„ ist 
hyperboloidisch mit dem zweiten Paar cn_ \a n des letzten Tripels. 
Wir können also sagen:

»Ist a u f e i n e  R e ih e  von o f fenen  T r i p e l n  gegeben ,  
von  d e n e n  j e d e s  mit  dem f o lg e n d e n  h y p e r b o l o i d i s c h  
ist ,  so b i lde n  die A n f a n g s p u n k t e  mit  e in e m  zum  
z w e i t e n  P a a r  des  l e t z t e n  T r i p e l s  h y p e r b o l o i d i s c h e n  
P a a r  e in e  G ruppe ,  u n d  die  E n d p u n k t e  b i lden  mit  
e inem  zum  e r s t e n  P a a r  des  e r s t e n  T r ip e l s  h y p e r ­
b o l o i d i s c h e n  P a a re  e ine  z w e i t e  G r u p p e  von  P u n k t e n ,  
und  d ie se  b e id e n  P u n k t g r u p p e n  g e h ö r e n  e i n e r  u n d  
d e r s e l b e n  I n v o lu t io n  an.« Sind n—2 Tripel in der Reihe, 
so ist die Involution vom Grade n.

Wenn die beiden Paare a xa2, bn_ \bn einen Punkt gemein­
schaftlich haben, wenn also z. B. a { = b n =  c, so bilden die zwei 
(11 — l)-punktigen Gruppen a2a3. ,an, b{bz . .bn_\ mit einem 
und demselben Punkte c Gruppen einer J n und folglich gehören 
sie einer und derselben J "~ 1 an. In diesem Falle ist b„_\ca{ ein 
Tripel, welches sowohl mit dem ersten, als auch mit dem letzten 
Tripel der Reihe der übrigen Tripel hyperboloidisch liegt. Wir 
haben also den Satz (wenn wir n statt n — 1 setzen):

»Ist a u f R^ e i n e Re ihe  von  n o f f e n e n T r i p e 111 von  
de r  Art ,  d a s s  j e d e s  mit  dem f o lg e n d e n  und  das  l e t z t e  
m i t  dem e r s t e n  h y p e r b o l o i d i s c h  ist,  so b i lde n  die  
A n f a n g s p u n k t e  u n d  die E n d p u n k t e  je e ine G ruppe  
von n P u n k t e n  u n d  d i e s e  b e id e n  G r u p p e n  g e h ö r e n  
e ine r  und  d e r s e l b e n  J 11 an.«

Die schematische Figur 2 oder Figur 3 stellt uns die Be­
ziehung der offenen Tripel dar; die Reihe derselben ist in Fig. 2:
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avcxbx, azczb%, a^c^b^, a^c^b^ #5 ^ 5  und die Quintupel axazazaka^ 
b^b^b^b^b  ̂ gehören einer J 5 an. In Fig. 3 sind sieben offene 
Tripel: a xcxbx, a2c2b2. .a.c7b7 und die beiden Gruppen at, b{ 
(i = 1  .7) gehören einer J 1 an.

Fig. 2.

Die Vervollständigung einer durch die Gruppe axat . ,a„ 
gegebenen J 11, d. h. die Construction des Punktes b„, wenn 
b{bz . .bn_i gegeben sind, kann nun auf die Herstellung der

Tripelreihe axclbx, azczbz . .ancnbn zurückgeführt werden, in 
welcher Reihe jedes Tripel mit dem folgenden und das letzte 
mit dem ersten hyperboloidisch ist.

Zu dem Behufe kann man c{ auf i?4 beliebig wählen, wo­
durch das Tripel alc[bl gegeben ist; aus cx folgt cz, weil ja czaz
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mit clbl hyperboloidisch sein muss. Ebenso wird man .c„
erhalten, und nun ergibt sich b„ aus der hyperboloidischen Lage 
von cnbn mit a {c{.

7 Hat man n offene Tripel, von denen jedes hyper- 
boloidisch ist, mit dem folgenden, und das letzte mit dem ersten, 
und bezeichnet man sie, von irgend einem ausgehend, mit a {czbz, 
a2c3b.A) a.tic,4b4. .a ncybv so sind also ctbl und a xcz zwei hyper- 
boloidische Paare, d. h. Paare einer J 2, wenn wir also eine 
^-Beziehung dadurch festsetzen, dass wir dem ^  den Punkt b{ 
zuordnen (wir wollen dann diese ^-Beziehung mit E (axb )̂ 
bezeichnen), so entspricht nach dieser ^-Beziehung 1 dem 
Punkte cx der Punkt cz. Man erkennt ebenso, dass dem cz der 
Punkt c., in der E (azb2) und allgemein dem ck der Punkt ck+1 in 
der E (a kbk) entspricht, endlich entspricht in der E  (anb„) dem 
c„ der Ausgangspunkt cv

Wenn man also die Elemente aus zwei beliebigen Gruppen 
einer J"  zu u Paaren, etwa a xb{, azbz . .a nbn vereinigt, so dass 
in jedem Paare jede der beiden Gruppen durch einen Punkt ver­
treten erscheint und alle Punkte zur Verwendung kommen, und 
man geht von einem beliebigen Punkte cy aus, zu welchem man 
nach der E (a{by) den entsprechenden ct aufsucht, zu diesem 
den nach der E  (azb2) entsprechenden c zu diesem den nach 
der E (a?b.i) entsprechende c,A u. s. w., endlich zu dem Punkte c„ 
den nach der E (a„bn) entsprechenden, so wird dieser letztere 
der Punkt cx sein.

Wenn man für einen beliebigen Träger vom Gesehleehte 
Eins zwei Paare, welche derselben J z angehören, als hyper­
boloidisch bezeichnet, so erkennt man sofort, dass die Betrach­
tungen des letzten und dieses Artikels für beliebige Träger 
(Curven, Flächen) vom Gesehleehte Eins Geltung haben. So 
kann man also allgemein sagen:

»Ist a u f  e inem T r ä g e r  vom G e s e h l e e h t e  E in s  e ine 
Re ihe  von 11 o f fenen  E l e m e n t e n t r i p e l n ,  von de n e n  
j e d e s  mit  dem f o lg e n d e n  und  a u c h  das  l e t z t e  mit dem 
e r s t e n  h y p e r b o l o i d i s c h  ist ,  so b i ld e n  die A n f a n g s ­
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1 Siehe: »Über eindeutige Beziehungen auf einer allgemeinen ebenen 
Curve dritter Ordnung«. Sitzungsber. Bd. LXXXVIII, S. 856.

S i :z b .  d. m a t l ie m .- n a t u r w .  C l . ; CI.  Bd.,  Ab th. II. a. 1 1 4
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e le m en te  eine G r u p p e  u n d  die E n d e l e m e n t e  eine 
zw e i te  G r u p p e  e ine r  /".«

»Sind a u f  e in e m  T r ä g e r  vom G e s c h l e c h t e  E ins  
zwei  G r u p p e n  axa2. .a n, bxb2. .bn e in e r  J n g e g e b e n  
u n d  man  c o n s t r u i r t ,  von  e inem  b e l i e b ig e n  E l e m e n t e  cy 
a u s g e h e n d ,  die E l e m e n t e n r e i h e  ct ct cz ck. . . c„., so d a s s  
dem ck da s  E l e m e n t  ck+1 in der  e in d e u t i g e n  E - Be­
z i e h u n g  E (akbk) e n t s p r i c h t ,  so e n t s p r i c h t  dem cn in 
der  E  (aubu) w i e d e r  das  A n f a n g s e l e m e n t  cr «

Dabei ist es jedoch nicht nothwendig, dass die Elemente ck 
alle von einander verschieden sind, nur kann nie ck mit ck+1 zu­
sammenfallen (c„+ [ =  cx), weil eine .^-Beziehung keine sich 
selbstentsprechenden Elemente hat, ausser es sind alle Elemente 
sich selbst entsprechend.

Wenn alle ak identisch werden mit einem Elemente a und 
ebenso alle bk identisch mit einem Elemente b, so sind also a 
und b zwei «-fache Elemente der J". Alle die Beziehungen 
E (akbk) werden identisch mit der Beziehung E (ab), welche 
also die Eigenschaft hat, dass, wenn man von einem Elemente ct 
ausgeht, und die Reihe ctc2 .cu construirt, so dass jedes Ele­
ment dem vorangehenden als nach der E (ab) entsprechendes 
Element zugeordnet ist, dann dem Elemente cn wieder das Ele­
ment c, entspricht. Die E  (ab) ist also eine cj^cl ische 
jE-Beziehung:

»W enn  man  zwei  « - f a c h e  E l e m e n t e  e in e r  J n a ls  
e i n an d e r e n ts p re c h e n d e E l e m e n t e  e i n e r E -B e z i e h un g 
b e t r a c h t e t ,  so is t  d i e s e l b e  im m er  cycl isch.«

Aus der obigen Betrachtung geht hervor, dass c,l+ \ identisch 
ist mit c{; es kann aber geschehen, dass schon ck+1 (k <  «) 
mit cj identisch wird, so dass sich der Cyclus c{c2 ,ck wieder­
holen wird. In diesem Falle muss also li ein Theiler von « sein. 
Wenn « eine Primzahl ist, so kann dieser Fall nicht eintreten 
und wird also jeder Cyclus ctc2. ,cn aus « von einander ver­
schiedenen Elementen bestehen.

Wenn n — km  ist, so gibt es m 2 Involutionen kten Grades J 1', 
welche aus der J “ abgeleitet werden können.1 Die ^-fachen

1 Siehe: »Über Vervollständigung der Involutionen auf Trägern u. s. w.« 
Sitzungsber. vom 20. October 1892, Art. 9.

1 7 1 0  E. W e y r ,©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Vervollständigung von Involutionen. 1711

Elemente jeder dieser Involutionen sind auch n-fache Elemente 
der J n. Ist nun k eine Primzahl und sind a, b Mache Elemente 
einer solchen J k, so wird die E (ab) aus ^-elementigen Cj^clen 
bestehen.

8. Wir stellen uns nun die Frage: »W ann  s ind  zwei  
P u n k t e  von C3 ode r  von n - f a c h e  P u n k t e  e i n e r / " ? «

Auf C3 möge ein beliebiger Punkt a als «-facher Punkt 
einer J"  angenommen werden, wodurch die J"  bestimmt er­
scheint. Einen zweiten, zunächst beliebig gewählten Punkt b 
von C3 betrachten wir als (11 — l)-fachen Punkt der J "  und con- 
struiren nach Art. 5 den Punkt b„, welcher mit dem (n — 1)- 
fachen Punkt b eine Gruppe von J"  bildet. Zu dem Behufe 
gehen wir von einem beliebigen Punkte x { der C3 aus, und 
ziehen die Geraden x {ax2, x2bx3, x.,ax,4, x^bx. . so
wird die Gerade x xx2„ die Curve C3 zum drittenmal in dem 
gesuchten Punkte b„ schneiden. Soll nun b ein 72-facher Punkt 
der J n sein, so muss bn mit b zusammenfallen, und wir haben 
ein ( S t e i n e r ’sches) 2«-Eck x tx2x3. .xon vor uns, dessen Seiten 
abwechselnd durch a und b hindurchgehen.

Man erkennt sofort, dass in der Reihe x {x3x^. . X2„ -ix i jeder 
Punkt dem vorangehenden als entsprechender in der E (ab) zu­
geordnet ist, während in der Reihe x.^x^x^. .X9„X2 jeder Punkt 
dem folgenden in derselben E (ab) zugeordnet ist.

Es sind also x2xrx(. . .X9„ und X2,,- 1 X2,1- 3 . .x.x3x { zwei 
cyclische 77-punktige Gruppen in der cyclischen JS-Beziehung 
E (a, b).

Wenn umgekehrt auf C3 eine cyclische, w-elementige C3̂ clen 
liefernde ^-Beziehung gegeben ist und wenn in derselben dem 
Punkte a der Punkt b entspricht, so sind a und b zwei 72-fache 
Punkte einer und derselben J".

Denn construirt man, von irgend einem x2 ausgehend 
durch Ziehen von xzbx.v x?a x ,̂ , x,Jjx-t die Punktreihe xzxtlx{ixs

in welcher jedem Punkte der folgende nach der E (ab) ent­
spricht, so muss sich die Reihe, weil die is (ab) nach Voraus­
setzung cyclisch ist, mit dem «ten Punkte x2n schliessen, d. h. 
dem X2 n entspricht wieder x2 nach der E (ab)-Beziehung. Die 
hierbei auftretenden Punkte X2n—iX2n—z- -x3x { bilden einen 
zweiten Cyclus der E (ab) und es sind der Construction gemäss

114*
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(nach Früherem) a, b zwei //-lache Punkte einer und derselben 
J", w. z. b. w.

Unsere cyclische E (ab) kann auch als E  (xzx,4), E(x,4x{.) u. s. w. 
allgemein E  (*2/., *2/t+2)> oder als E (x2„_i, *2;;-3), °der £  (*-*,), 
E  (*3*,), E (x[x2„-1) allgemein E (x2u+1 *2/.’- i )  bezeichnet werden.

Hat man in der cyclischen ^-Beziehung irgend zwei Cyclen 
xzx,4xiS. .*2», *2//—1*2;; —3- • *>*[ und sind b die dritten Schnitt­
punkte von C3 mit xzx x und *2*3, so muss auch x3x,4 durch a 
gehen, denn es sind xzx,4 und ab zwei Paare einer ^-Beziehung, 
so dass also xzb und x,4a sich in einem Punkte von C3 schneiden 
müssen, aber xzb geht durch *3, also geht x,4a auch durch x?j, 
oder x?x,4 geht durch a\ ebenso sieht man, dass auch x.xG, x7xs 

.X2n—1*2/; durch a und *4*5, *)?*7- • *2 n*) durch b gehen 
müssen, d. h. a,b sind Fundamentalpunkte eines S t e i n e r ’schen 
2 «-Eckes, in welchem *2*t*6. . *2 „ die paaren, u n d * ,* 3*5. 
*2„_i die unpaaren Ecken sind.

Durch Projection von *, und *., aus xz auf C3 haben wir ab 
erhalten; der Punkt *., entspricht dem *, in der E(ab). Aber in 
derselben E (ab) entspricht dem *. der Punkt *3, wenn man 
also *.,*- aus xz projicirt, so erhält man wieder ein Paar der E(ab). 
Nun gibt *., zur Projection den Punkt b und es wird also der 
dritte Schnittpunkt von C3 mit *2*- der Punkt c sein, welcher 
dem b in der E (ab) entspricht. Man sieht, dass durch Pro­
jection von *,*3*- . *2/;—1 aus *2 auf die Curve C3 eine zz-punktige
Gruppe a b c . .h k lm  entsteht, so dass jeder Punkt dem folgen­
den und der letzte (111) dem ersten (a) in der E(ab)  als ent­
sprechender zugeordnet ist. Es ist also abc. .Im  auch ein 
Cyclus der E(ab). Da man durch Projection von * 3 aus x,4 wieder 
den Punkt a erhält, so wird dieselbe Gruppe abc. . .h lilm  zum 
Vorschein kommen, wenn man die Gruppe *3*5 .x2ll—\x l aus 
x,4, oder x .x 7 .*2/,_ i*3* 1 aus *,. u. s. vv. projicirt.

Es erscheint so jeder Punkt der Gruppe xzx,4. .*2„ mit 
jedem Punkte der Gruppe *j*3. . *2;,_1 durch eine Gerade ver­
bunden; die sich ergebenden 1 12 Geraden schneiden die C3 in 
den n Punkten abc. . .m , so dass durch jeden dieser Punkte 11 
von den Geraden hindurchgehen.

Aus den beiden beliebigen Cyclen *2. .*2», *t • -*2//—1 ist 
so der dritte Cyclus abc. .m  abgeleitet; man sieht sofort, dass
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Vervollständigung von Involutionen. 1 7 1 3

jeder der drei C3'clen aus den beiden anderen abgeleitet ist. Wir 
haben drei c o n n e x e  I n v o l u t i o n s g r u p p e n  vor uns. (Siehe 
K ü p p e r :  »Über S t e i n e r ’sche Polygone auf einer Curve dritter 
Ordnung u. s. w.« Abhandlung der königl. böhm. Gesellsch. der 
Wissenschaften, VI. Folge, 6. Bd., oder Mathem. Annalen, Bd. 24,
S. 18).

Irgend zwei Cyclen einer cyclischen ^-Beziehung kann 
man als die paaren, respective unpaaren Ecken eines S t e i n e r ’- 
schen 2 «-Ecks betrachten, dessen Fundamentalpunkte irgend 
zwei a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  Punkte a, b der dritten, mit den 
beiden ersten connexen, Gruppe sind. Dies folgt unmittelbar 
aus dem Vorhergehenden.

9. Ist auf C;5 eine cyclische is-Beziehung mit w-punktigen 
Gruppen gegeben, und c x c % . . c „  ein C}^clus von Punkten dieser 
.E-Beziehung, so gelangt man, wenn man die E  zweimal nach 
einander anwendet, vom Punkte c { zum Punkte c 3 , von c 2  zu c k  

u. s. w. allgemein von c k  zu c k + 2 ', wendet man E  dreimal nach­
einander an, so wird dem c { der Punkt c4, dem c . l  c . ,  u. s. w., 
dem c k  der Punkt c k + 3 als entsprechender zugeordnet sein. Die E ,  

welche entsteht, wenn man unsere cyclische is-Beziehung jp-mal
. E E E .  . E

nacheinander zur Anwendung bringt, kann man mit ----------- ;—
p -m sL i

oder mit E p  bezeichnen. In deris^  entspricht also dem Punkte c k  

der Punkt c k + p , dem c k + p  der Punkt c k + 2P , diesem der Punkt 
c k + 3 p  u. s. w.

Da c „ + i  identisch ist mit c t , c l l + ‘> identisch mit c, u. s. w., 
allgemein c n + k  identisch mit c k , also auch C \ l l + k  identisch mit c k  

(X eine positive oder negative ganze Zahl), so wird der Punkt 
c k + „_p  mit c k  identisch, sobald \ i p  ein \ Aielfaches von n  wird, also 

Xu
\ x p  =  kn oder \ x  =  —

P
W enn p  und n relativ prim sind, so muss X —  p  und \ x  =  n  

werden, damit c k + N ,  mit c k  identisch wird. W ir haben somit den 
geschlossenen Cyclus c k , c k + p , c k + 2P . . . c k + (n _ y ) p , in welchem 
jedes Element dem folgenden und das letzte dem ersten in der 
Ep entspricht (dem letzten Element c k + ^ n _ 1-) p  entspricht c k + l l p , 

aber c k + n p  ist mit c k  identisch). Es ist also die E p  ebenfalls eine 
cyclische Beziehung mit «-elementigen Gruppen, von denen jede
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auch eine «-elementige Gruppe der E ist. Ist y? ein Theiler von n, 
11also — =  v, so wird für — v \ip — vp — n und somit schon 
p

ck+.,p identisch mit ck. Es ist also schon der v-elementige Cyclus 
Ckj £k-\-p> Ck+2p' • Ck-\-('i — \)p geschlossen, indem ckjr~,p ckjrll — ck 
ist. Die E p ist also wieder cyclisch, liefert aber nur v-elementige 
Cyclen.

Für p  — n entspricht dem ck das Element ck+ll, aber dieses 
ist mit ck identisch, so dass also die E" die fundamentale E- 
Beziehung ist, nach welcher jeder Punkt von C3 sich selbst 
entspricht.

Wenn p > n  etwa p — n+p '  wäre, so kann man, da 
ck+ll+p> =  ck+p', p  durch p' ersetzen. Man kann also, wenn auch 
der Fall p — n, da er zu der identischen ^-Beziehung führt, 
ausgeschlossen wird, p  <  11 voraussetzen. Wir haben somit das 
Resultat:

» W e n n  £  e i n e  c y c l i s c h e  B e z i e h u n g  mi t  « - e l e m e n -  
t i g e n  G r u p p e n  i st ,  so i s t  E r e b e n f a l l s  e i n e  c y c l i s c h e  
B e z i e h u n g .  I s t  p  k e i n  T h e i l e r  von  //, so  h a t  d i e  E>’ 
e b e n f a l l s  M - e l e m e n t i g e  Cj^clen u n d  j e d e r  C y c l u s  von  jE 
i s t  z u g l e i c h  C y c l u s  v o n  E p, n u r  mi t  a n d e r e r  A n o r d ­
n u n g  d e r  E l e m e n t e .  W e n n  p  e in T h e i l e r  v o n  11 ist,

11
so  i s t  E p e i n e  c y c l i s c h e  B e z i e h u n g  m i t ---- e l e m e n -

P
t i g e n  Cyc l en . «

11
W enn n eine gerade Zahl ist, und wenn p — gesetzt

n
wird, so liefert die E'* zw'eielementige C^xlen, sie ist also eine 
der drei fundamentalen .E-Beziehungen, in denen Vertauschungs- 
fähigkeit der Elemente herrscht.1

» E n t h a l t e n  d i e  C y c l e n  e i n e r  c j ü d i s c h e n  .E-Be-
z i e h u n g  e i n e  g e r a d e  A n z a h l  11 von  E l e m e n t e n ,  so  i s t

11
die Et  e i ne  d e r  d r e i  f u n d a m e n t a l e n  ^ - B e z i e h u n g e n ,  
in w e l c h e n  V e r t a u s c h u n g s f ä h i g k e i t  d e r  E l e m e n t e  
h e r r s c h t .  A u f  e i n e r  C;{ s i n d  d a n n  ck u n d  ck_|_„ z w e i

*5”

c o r r e s p o n d i r e n d e  P u n k t e  ( P u n k t e  mi t  g e m e i n s a m e m

1 S iehe S itzungsber., Bd. X C ,  S. 213 und Bd. L X X X V I I ,  S. 846.
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T a n g e n t i a l p u n k t e )  e ine s  der  drei  Sys tem e .  Es  s ind
dann  für  be l i e b ig e  c und  k ck und  c n c o r r e s p o n -

 ̂ ~2
d i r e n d e  P u n k t e  d e s s e l b e n  S 3' s t e m s .  J e d e r  C y c l u s  der

11
E  s e t z t  s ich  a lso a u s  — P a a r e n  c o r r e s p o n d i r e n d e r

P u n k t e  d e s s e l b e n  S y s t e m s  z u s a m m e n « .
Ebenso erkennt man allgemein:
» E n t h a l t e n  die C yc le n  e in e r  c y c l i s c h e n  E - Be­

z i e h u n g  n'p E l e m e n te ,  so s e t z t  s ich  j e d e r  C y c lu s  aus  
p  C yc le n  e ine r  c j^c l is chen  ^ - B e z i e h u n g  mit n'-ele-  
m e n t ig e n  C y c le n  zusam m en.«

10. Aus dem Gesagten geht hervor, dass, wenn clcz . . ck. . cn 
ein Cyclus einer cyclischen ^-Beziehung mit w-elementigen 
Gruppen auf C3 ist, zwei Punkte ck, ck+p dann Fundamental­
punkte für S t e i n e r ’sche eigentliche 2«-Ecke sind, wenn p  kein 
Theiler von n ist; ist jedoch p  Theiler von n, so sind ck, ck+r

2 nFundamentalpunkte für S t e i n e r ’sche eigentliche------ Ecke,
P

weil sie ja auch zwei Punkte eines Cyclus einer ^-Beziehung
11

m i t ---- punktigen Gruppen sind.
P
Bekanntlich gibt es nur drei cyclische ^-Beziehungen mit 

zweielementigen Cyclen (auf der C3 dargestellt durch die drei 
Systeme conjugirter Punkte), dann vier cyclische ^-Beziehungen 
mit dreielementigen Cyclen (auf der C3 den vier Wendedrei­
seiten entsprechend); wir werden uns bei einer anderen Gelegen­
heit mit der Frage nach der Anzahl der cyclischen ^-Beziehungen 
mit w-elementigen Cj^clen zu beschäftigen haben, und werden 
erkennen, dass es sechs solche Beziehungen mit vierelementigen 
Cyclen gibt, zwölf mit fünfelementigen C}^clen u. s. w.

Die E (ab ) wird c3'clisch mit vierelementigen Cyclen, wenn 
ab  als Punkte auf C3 aufgefasst, einen gemeinschaftlichen 
zweiten Tangentialpunkt besitzen (ohne dass sie schon den 
ersten gemein haben); sie wird c3̂ clisch mit achtelementigen 
Cyclen, wenn a, b den dritten Tangentialpunkt gemeinsam haben 
(ohne einen vorhergehenden gemeinsam zu haben); allgemein 
ist E (ab) cyclisch mit 2)--elementigen Cyclen, wenn a,b den
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Xten Tangentialpunkt gemein haben (ohne einen vorhergehenden 
gemeinsam zu haben).

11. Ist auf einer Raumcurve vierter Ordnung erster Species 
R 4 durch die Punktgruppe axa2 a„ eine J"  gegeben, und 
soll b{b2. .bn—i durch Construction von b„ zu einer Gruppe 
der J n vervollständigt werden, so hat man die Reihe der 
Punkte cxc2. . cn so zu construiren, dass bei beliebig gewähltem 
ci die Paare cxc2, c2c;i, c.̂ ĉ  . c„_i c„ Paare entsprechender Punkte
der Beziehungen E (a lbl),E(a2b9) . .E(a„_\bn._\) sind, d.h. also 
so, dass die Secantenpaare bxcv axc2\ b2c2, a2c?>\ b^c. ,̂ a.^ck .

an_ \cn hyperboloidisch sind. Dann wird dem c„ der 
Punkt cx in der E(a„bn) entsprechen, d. h. b„ ist jener Punkt 
von R !i, welcher auf der durch c„ gehenden, mit a„cx hyper- 
boloidischen Secante liegt (so dass die Paare a ncx, b„cn hyper­
boloidisch sind). Vergl. Art. 7

Fallen alle Punkte a xa2 .a„ in einen Punkt a, und 
bxb%. ,b„_i alle in b zusammen, so hat die J"  den Punkt«  
zum 74-fachen Punkte und der (n — l)-fache, beliebig gewählte 
Punkt b wird von jenem Punkte b' =  bn, den die obige Con­
struction liefert, zu einer Gruppe der J u ergänzt. Wir haben 
also von einem beliebigen Punkte cx auf R 4 auszugehen, cyb zu 
ziehen, dann durch a die mit cxb hyperboloidische Secante ac2 
zu ziehen, ferner bc2 zu ziehen, durch a zu bc2 die hyper- 
boloidische Secante ac., zu ziehen u. s. w., die Punkte . ,c„ 
aufzusuchen, so dass ac4 zu bc.v ac-t zu bc,  ̂ . .ack+\ zu bck . 
acn zu bcn_ i hyperboloidisch ist; wird dann durch c„ die Se­
cante gezogen, welche mit acx hyperboloidisch ist, so ist ihr 
zweiter Schnittpunkt mit R 4 der gesuchte Punkt b’ Fällt b’ mit b 
zusammen, so ist b ebenfalls ein «-facher Punkt der J".

»W enn a, b z w e i  n - f a c h e P u n k t e  e i n e r  J n a u f  R k 
s ind ,  und  man co n s  t ru i  rt von e in e m  b e l i e b ig e n  
P u n k t e  cx von R 4 a u s g e h e n d ,  die P u n k t e  c2c.Acl4. .cn 
a u f i ? 4, so d a s s  die  S e c a n t e n p a a r e :  cic2,b c x\ acz ,bc2. 
ack, bck~ \ - . .acn, b c „ h y p e r b o l o i d i s c h  s ind ( jedes  mit  
R k a u f  e in e r  F2 l i e g e n d ) ,  so is t  dann  a u c h  d a s  P a a r  
acv bc„ h y p e rb o lo id i s c h .«

Die Gruppe cxc0. . . c n bildet offenbar einen Cyclus von 
Punkten in der cj^clischen Eiab).
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Lässt man c\ mit a zusammenfallen, so wird c2 mit b zu­
sammenfallen, und weil bc2 die Tangente von b wird, so ist c3 
jener Punkt, in welchem die durch a gehende, zur Tangente 
von b hyperboloidische Secante R 4 schneidet; dann sind 
ckc:). .c„ so zu construiren, dass die Secantenpaare bc3, ac,4, 
bc4, ac^ .bcn_\cicn hyperboloidisch sind, und da endlich auch 
bcn mit aci hyperboloidisch sein muss, und ac{ die Tangente 
von a ist, so -ist also bc„ mit der Tangente von a hyperboloidisch. 
Die Punkte a, b, c3, c,4 . c„ oder also ct, c2. . cn bilden den aus a
abgeleiteten Cj^clus der cyclischen E (ab).

»Ist clc2. ,c„ e in  Cj^clus e ine r  c y c l i s c h e n  E - Be­
z i e h u n g  a u f  R k u n d  s ind  Cv C2 ,Cn die T a n g e n t e n  
von  i?4 in clc2. ,c„ r e s p e c t i v e ,  so is t  c{c3 h y p e r b o l o i ­
d i sc h  mit  C2, und  e b e n s o  c2c,4 mit C3. a l l g e m e i n  ckck + 2 
h y p e r b o l o i d i s c h  mit Q.+ i und  en d l i c h  c„c2 h y p e r ­
b o l o i d i s c h  mit  C,.«

Es ist dieser Satz nur eine specielle Anwendung des 
folgenden:

»Ist c\c.2 .c„ ein C y c l u s  e in e r  c y c l i s c h e n  £-Be-
z i e h u n g  a u f  i?4, so s ind  die be id e n  S e c a n t e n  ckch 
ck+ici_\ h y p e rb o lo id i s c h .«

Denn in der ^-Beziehung sind ja ckck+1 , c/_j ct zwei Paare 
entsprechender Punkte, so dass die beiden Paare ckci, ck+\Ci—\ 
einer J z angehören müssen.

Macht man k — 2, so erhält man den vorletzten Satz, da 
die Secante ckck die Tangente von R 4 in ck ist.

Wendet man den letzten Satz auf das Paar ck+\c i ^  an, so
findet man, dass auch ^ + 2 _2 mit ck+\ci_\ hyperboloidisch ist,
und durch w-fache Anwendung ergibt sich:

»Ist cxc2 .c„ e in C y c l u s  e ine r  c y c l i s c h e n  £ - Be­
z i e h u n g  a u f  R,4, so s i n d  ckch ck+mci_m zwe i  h y p e r ­
b o l o i d i s c h e  Secan ten« .  Hiebei ist ^±/m identisch mit ck.

Es ist also z. B. die Reihe der Secanten ckch Q.±iO+ij 
C k ± 2 C i = 2, C / . ± ' i C /T 3 u .  s .  w .  eine Reihe von Erzeugenden eines 
und desselben durch i?4 gehenden Hyperboloides; ebenso 
gehören die Tangente von R k in ck und die Secanten ck+i c*—1, 
ck+2Ck-9. als Erzeugende einem und demselben Hyper­
boloide an.
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Es seien c^^c.^ die Punkte eines C)^clus einer cyclischen 
is-Beziehung mit dreielementigen Gruppen, so muss, wenn 
C,C2C3 die Tangenten von'R^ in ciczc3 sind, nach der letzten 
Bemerkung C, mit czc3, Cz mit c:]c{ und C., mit c,cz hyper­
boloidisch sein.

12. Es seien a, b zwei dreifache Punkte einer J 3 auf der R k. 
Es muss dann, wenn c, ein beliebiger Punkt von R 4 ist, und 
wenn man acz hyperboloidisch macht zu bcv ferner ac3 typer- 
boloidisch zu bc2, auch acs hyperboloidisch zu bcs sein. Man 
hat also die drei Paar hyperboloidischer Secanten bc{, acz; 
bcz, ac., und bc.,, acv

Lässt man ct mit a zusammenfallen, so fällt cz mit b zu­
sammen; ac, wird die Tangente A  von a und bcz die Tangente B 
von b, und nun ist bcz mit A  und ac3 mit B  hyperboloidisch:

»Sind a, b z w e i  d r e i f a c h e  P u n k t e  e in e r  J 3 a u f  
und  s ind  A , B  d e re n  T a n g e n t e n ,  so s c h n e i d e t  die 
d u r c h  a g e h e n d e ,  zu  B  h y p e r b o l o i d i s c h e ,  und  die 
du rch  b g e h e n d e  zu A  h y p e r b o l o i d i s c h e  S e c a n t e  
die R 4 in d e m s e l b e n  P u n k t e  c ( ~ c 3).

Da die Punkte abc  (d. h. c{cz ĉ ) einen Cyclus der E (ab) 
bilden, so muss nach der Schlussbemerkung des letzten Artikels 
die Tangente C von c hyperboloidisch sein zur Secante ab \ so­
mit sind auch b, c (oder a, c) zwei dreifache Elemente einer J 3, 
d. h. c ist ebenfalls dreifaches Element der ./•*, welcher a und b 
als dreifache Elemente angehören.

Die drei Punkte a b c  bilden ein der R^ eingeschriebenes 
Dreieck von der Beschaffenheit, dass jede seiner Seiten zu der 
Tangente der Gegenecke hyperboloidisch ist.

»W enn  von den S e i te n  e ine s  der  R k e i n g e s c h r i e ­
b e n e n  D r e i e c k e s  zwei  h y p e r b o l o i d i s c h  s in d  mit  den 
T a n g e n t e n  ih re r  G e g e n e c k e ,  so ist  a u c h  die  d r i t t e  
Se i te  h y p e r b o l o i d i s c h  mit  der  T a n g e n t e  de r  G e g e n ­
ecke. Die drei  E c k e n  s ind  d r e i f a c h e  P u n k t e  e ine r  
und  d e r s e l b e n  J 3 a u f  R,t.«

»Das T r ip e l  der  E c k e n  ist  ein T r ip e l  j e n e r  J 3, 
für  w e l c h e  die E c k e n  d r e i f a c h e  P u n k t e  sind.«

Bezeichnet man a als dreifaches Element der J ,Jmit av a%,a z, 
ferner b mit b{ und c mit bz und construirt nun b;i, so dass b^b^^

1 7 1 8  E. W e y r ,©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



ein Tripel von J :i wird, so hat man von dem beliebigen Punkte cv 
von R,4 ausgehend, die Punkte czc3 so zu construiren, dass a {c2 
zu fr,cn a2c3 zu b2cz hyperboloidisch ist. Dann ist fr3 der zweite 
Schnittpunkt von R k mit der durch c3 gehenden, zu a.]cl hyper- 
boloidischen Secante. Legt man c{ in fr,, so kommt c2 in fr2 und c3 
w'ieder in fr, zu liegen, so dass fr3 mit a identisch wird, w. z. b. w.

Es sei cl der vierte Schnittpunkt der Ebene abc mit R,4, so 
ist abcd ein Quadrupel der Fundamentalen J'4, welche aus R,4 
durch die sämmtlichen Ebenen des Raumes geschnitten wird. 
Betrachtet man irgend einen Punkt von R 4 als dreifachen Punkt 
in dieser J'4, so wird er durch den Schnittpunkt seiner 
Schmiegungsebene zu einer Gruppe der J'4 ergänzt. Wir be­
zeichnen die Punkte des Quadrupels abcd mit a,a2a3a4 und 
betrachten einen der drei Punkte a, fr, c, z. B. a als dreifachen 
Punkt ß, =  ß2 =  ß3 =  a, und construiren den Punkt ß4, welcher 
mit ß,23 ein Quadrupel der J'4 bildet, die durch die Gruppe a,a2a3a4 
bestimmt erscheint. Geht man von einem beliebigen Punkte y, 
von Rn aus und construirt y2y3y4 so, dass ß,7, mit a,y2, ß2y2 mit 
a2y3, ß3y3 mit a3y,( hyperboloidisch ist, so wird die durch y4 zu 
a4y, hyperboloidisch gelegte Secante i?4 in ß4 schneiden. Legt 
man (da y, willkürlich auf gewählt werden kann) den Punkt y, 
nach a,, so fällt auch y2 nach a,, während y., nach a3 und y4 
wieder nach a, fällt. Die durch y4 zu a4y, hyperboloidische Se­
cante ist (weil y4 y, ~  a,) dieselbe Gerade a4y,, oder also a4y4, 
so dass ß4 mit a4 identisch wird.

Es schneidet also die in a zu i?4 gelegte Schmiegungs­
ebene die Curve im Punkte d; dasselbe gilt von den Schmiegungs­
ebenen der Punkte fr, c.

»Ist abc  ein C y c lu s  e i n e r  c y c l i s c h e n  jE -B ez iehung  
a u f  R ,4, so g e h e n  die S c h m i e g u n g s e b e n e n  d i e s e r  drei  
P u n k t e  d u r c h  den v i e r t e n  S c h n i t t p u n k t  ih r e r  E b e n e  
mit de r  Curve.«

Es bilden also abc  ein sogenanntes Punktetripel auf R,4. 
(Siehe: H. S c h r ö t e r ,  »Grundzüge einer rein geometrischen 
Theorie der Raumcurve vierter Ordnung, erster Species«, Leipzig 
1890, S. 25.)

13. Betrachten wir eine cyclische JE-Beziehung auf R,v 
welche vierpunktige Cyclen liefert. Wenn a {ataza,4 ein Cyclus
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derselben ist, das einfache eingeschriebene Viereck a la2a.ia!i 
bildend, so muss nach Früherem das Secantenpaar alaz, a^aw 
und ebenso das Secantenpaar azas, a!la l hyperboloidisch sein. 
Ausserdem muss die Secante a vaz hyperboloidisch sein mit der 
Tangente in az und mit jener in a,4, und die Secante aza,A ist 
ebenso hyperboloidisch mit den Tangenten in und a?\

»Jeder  C}'clus  e ine r  c y c l i s c h e n  i s -B e z i e h u n g  mit 
v i e r p u n k t i g e n  C y c l e n  a u f  R,4 b i lde t  ein de r  Curve  
e i n g e s c h r i e b e n e s ,  e i n f a c h e s  Vi e r eck ,  in w e l c h e m  je 
z we i  Ge g e n s e i t e n  h y p e r b o l o i d i s c h  s ind;  a u s s e r d e m  
i s t  j ed e  D ia g o n a le  h y p e r b o l o i d i s c h  mit  den T a n ­
g e n t e n  in den E n d p u n k t e n  de r  a n d e r e n  D iagona le .  
Je z w e i  G e g e n e c k e n  s in d  c o r r e s p o n d  i r e n d e  P u n k t e  
vön Rn (weil ihre Tangenten hyperboloidische Lage haben).« 
»Die b e id e n  G e g e n  e c k e n p a a r e  axa3, ß2«4 g e h ö r e n  als 
P a a r e  c o r r e s p o n d i r e n d e r  P u n k t e  d e m s e l b e n  (von den 
drei Systemen) an.«

Denn wreil a {a2 und a.Aati hyperboloidisch sind, so wird 
jede Secante 5  von R 4, welche a va2 schneidet, auch a3ak 
schneiden, und jedes der Paare ala.i , aza,4 erscheint als Pro­
jection des anderen aus der Secante 5.

Ein vierpunktiger Cyclus a lazasa!l als Gruppe e i n e r / 4 auf­
gefasst, bestimmt diese / 4; wenn wir nun einen der Punkte, 
z. B. a x als dreifachen Punkt mit b{b2b3 bezeichnen und bk so 
suchen, dass b{b2b.̂ b,4 ebenfalls eine Gruppe d e r / 4 wird, so hat 
man bei beliebigem ct die Punkte c2c?c,4 so zu finden, dass die 
Secantenpaare byc{, a lc2; b2c2, azc?>\ b?c.v azc,4 hyperboloidisch 
sind, so wird die durch c.4 gehende, zu a 4c, hyperboloidische 
Secante R 4 in bk schneiden. Legt man ct in a v so fällt auch c2 
in av ferner fällt c3 in a,4 und c4 in a2, so dass also ft4 in a3, 
d. h. in die Gegenecke von a x fällt.

»In de r  / 4, w e l c h e  d u r c h  e in e n  v i e r p u n k t i g e n  
C j 'c lu s  b e s t i m m t  e r s c h e i n t ,  w i rd  j e d e r  P u n k t  des  
C y c l u s  a ls  d r e i f a c h e r  P u n k t  a u f  g e f a s s t ,  von j e n e m  
P u n k t e  des  C y c lu s ,  w e l c h e r  zu ihm c o r r e s p o n d i r e n ­
de r  P u n k t  ist ,  zu  e in e r  G r u p p e  ergänzt .«

Man erkennt ebenso leicht, dass je zwei aufeinander­
folgende Punkte des Cvvclus, wenn man jeden von ihnen als
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Doppelpunkt auffasst, ebenfalls eine Gruppe der .74 darstellen, 
welche durch den C\7clus als Gruppe bestimmt erscheint.

14. Wenn die Punkte a, b von R,4 «-fache Punkte einer J"  
sind, und man construirt, von einem beliebigen Punkte c, von R,4 
ausgehend, die Reihe ctc2c3. ,c„, so dass die Secantenpaare 
bcv acz \ bcz, ac?>. .bcn_\,acn hyperboloidisch sind, so muss end­
lich auch bcn mit ac{ hyperboloidisch sein.

Lässt man ct in a fallen, so fällt cz in b und bcz , acx werden 
die Tangenten von R k in b, respective a. Die Gruppe ctcz ,c„ 
stellt einen Cyclus in der cj^clischen E (ab) dar.

15. Es seien auf einem Träger vom Geschlechte Eins eine J"
und eine E(xy) gegeben; zu jeder Gruppe x {xz .x„ der J"  
können wir die Elemente r 2 y„ construiren, welche den 
Elementen x {xz . .x„, respective nach der E(xy)  zugeordnet 
sind. Man erkennt sofort, dass alle die Gruppen y , y 2. . y /t 
wieder eine J ' n bilden, die aus der J"  durch die E(x$>) abge­
leitetist. Denn es bilden die Gruppen y k (k— 1, 2. «) eine solche
(n — l)-fache Mannigfaltigkeit, dass jede derselben durch n — 1 
ihrer Elemente bestimmt erscheint. In der That wählt man 
y {y z . . y „—1 beliebig, so sind durch die E(xy)  auch die Ele­
mente x {xz . . Xu_i und somit auch xn gegeben, welch’ letzterem
nach der E(xy)  das Elementy„ zugeordnet erscheint.

Auch erkennt man sofort, dass aus den «-fachen Elementen 
d e r / "  durch die E(xy)  die «-fachen Elemente der J '"  abge­
leitet erscheinen.

Soll also eine gegebene J"  in eine gegebene J ' n durch 
eine ^-Beziehung übergeführt werden, so hat man nur irgend 
einem der //-fachen Elemente x von J"  irgend eines der «-fachen 
Elemente y  von J '"  als entsprechendes zuzuweisen, so wird 
durch die E(xy)  die J"  in die J ' n übergeführt werden.

Geht man von einem //-fachen Elemente x der J "  aus, so 
kann ihm jedes der « 2 «-fachen Elemente y  der J ' n als ent­
sprechend zugewiesen werden, wodurch man nz von einander 
verschiedene jE-Beziehungen erhält, von denen jede die J"  in 
die J '"  überführt.

»Es g ib t  « 2 (von e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e )  jE-Be- 
z i e h u n g e n ,  d u r c h  w e l c h e  eine g e g e b e n e  J"  in e ine 
g e g e b e n e  J hl ü b e r g e f ü h r t  e r s c h e i n t ;  man  e r h ä l t  sie,
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w e n n  man  e inem  der  « - f ac h e n  E l e m e n te  der  / "  der 
Re ihe  n a c h  j e d e s  de r  n~ n - f a c h e n  E l e m e n te  de r  / ' "  
a l s  e n t s p r e c h e n d  z u w e i s t.«

Lässt man / ' "  identisch werden m i t / "  und sieht man von 
der identischen ^-Beziehung ab, welche jedes Element sich 
selbst zuweist, so hat man sofort den Satz:

»Es g ib t  (722— 1) von  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  E-Be- 
z i e h u n g e n ,  d u r c h  w e l c h e  eine g e g e b e n e  J"  in s ich 
s e lb s t  ü b e r g e f ü h r t wi rd ;  m an  e r h ä l t  sie,  w e n n  man 
e inem  der  « - f a c h e n  E l e m e n te  de r  / "  de r  Reihe  nach  
j e d e s  de r  ü b r ig e n  (« ~— 1) « - f a c h e n  E l e m e n t e  der  / "  
als e n t s p r e c h e n d  z u w e i s t.«

Der früher bewiesene Satz, dass die is-Beziehung, welche 
man erhält, wenn man zwei «-fache Elemente einer / "  ein­
ander als entsprechende zuweist, eine c3̂ clische sein müsse, 
kann auch unmittelbar aus dem vorletzten Satze abgeleitet 
werden.

Denn sind a, b zwei «-fache Elemente einer / " ,  so wird 
die / "  durch die E  (ab) in sich übergeführt, es wird also das 
dem Elemente b entsprechende c ebenfalls ein «-faches Element 
d e r / "  sein, und in der Reihe der Elemente a ,b ,c ,d ,e .  in 
welchem jedes dem folgenden, auch der E(ab) entspricht, wird 
jedes ein «-faches Element der J n sein; da nun die / "  eine 
endliche Anzahl « 2 von 7z-fachen Elementen besitzt, so muss 
sich die Reihe a b c d .  schliessen. Sie muss sich aber mit 
dem Elemente a schliessen; denn würde das dem Endelemente l 
entsprechende nicht a, sondern z. B. d sein, so würde in der E(ab) 
nicht nur dem c, sondern auch dem l das Element d entsprechen, 
was nicht möglich ist, da jedem Elemente nur ein einziges zu­
geordnet ist. Die Reihe a b c .  . ./ stellt dann einen C}rclus der 
E(ab) [oder der E(bc), E(cd). . .] vor.

16. Wenn wir sagen, c{cz . . .c„ bilden einen Cyclus auf 
einem Träger vom Gesehleehte Eins, so soll dies bedeuten, dass 
jedes Element dem vorhergehenden, und das erste dem letzten 
in einer ^-Beziehung (die also cyclisch ist) als entsprechend 
zugeordnet ist. Wir sagen dann, dass der Cyclus dieser E  an­
gehört. Jedes Element ist dann in e inem durch dasselbe 
bestimmten Cyclus der dieser E angehört, enthalten. Wenn ange­

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



deutet werden soll, dass eine cyclische E-Beziehung «-elemen- 
tige Cyclen liefert, so soll sie mit E„ bezeichnet werden.

»Je zw e i  e i n a n d e r  in e in e r  E„ e n t s p r e c h e n d e n  
E l e m e n te  s ind  11 - f a c h e E l e m e n t e  e ine r  und  de r­
s e lb e n  J".«

Es seien a,b  zwei solche Elemente und c,c2. ,c„ irgend 
ein C}rclus der E n. Wir betrachten a als «-faches Element 
einer J", wodurch dieselbe bestimmt ist, und fragen nach jenem 
Elemente b„, welches das als (1 1 — l)-faches Element- aufge­
fasste b zu einer Gruppe derselben J"  ergänzt. Die Reihe 
ctcz . .c„ ist nach Voraussetzung so beschaffen, dass die Paare 
bc{, ac2; bc2, ac3. .bc„_\, ac„; bc„, acl hyperboloidisch sind 
(siehe Art. 11) und man wird nach Art. 11 das Element b„ als 
jenes erhalten, welches bncn zu acK hyperboloidisch macht. Nun 
sind aber bc„ und acK hyperboloidisch, also ist bn identisch mit b, 
d. h. b ist ebenfalls «-faches Element derselben J", w. z. b. w.

Die s ä m m 11 i c h e n E l e m e n te  e ine s  n - e 1 e m e n t i g e n 
C y c l u s  s in d  «-fache E l e m e n t e  e ine r  und  d e r s e l b e n  J".«

Denn je zwei aufeinanderfolgende sind ja entsprechende 
Elemente einer E„.

»Die s ä m m 11 i c h e n E l e m e n t e  e in e s  u - e 1 e m e n t i g e n 
Cj^clus s ind  v«- fache  E l e m e n te  e ine r  und  d e r s e l b e n  J'1", 
wobe i  v e ine b e l i e b ige ,  p o s i t i \ _e, g a n z e  Zah l  be­
deutet .«

Denn es stellt ja jeder 7/-elementige C3̂ clus v-mal durch­
laufen auch einen v«-elementigen C}^clus dar. In dieser Art 
kann jede E„ auch als eine E.,„ betrachtet werden.

Der letzte Satz folgt auch aus der Bemerkung, dass zwei 
n-fache Elemente einer J"  auch \m-fache Elemente einer J vn 
sind, nämlich jener, für welche die J"  eine der vz abgeleiteten ist.

Ist ii durch p  theilbar, so sind in einem Cyclus c[c2. .cn
11ck und ck+}, entsprechende Elemente einer E n und somit — fache

11 p P
Elemente einer J 1’ (Siehe Art. 9.)

»Ist n du rch  p  t h e i lba r ,  so s ind  in j e d e m  1 1 - e le-

m e n t ig e n C j^ c lu s  cx .c„ die — E l e m e n te  ck ck+p ck+2p .
P 1111--------------- - ck+ n̂._\yp ---- fache  E l e m e n te  e in e r  und  d e r s e l b e n  J p
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»Wenn a, b zwe i  « - f a c h e  E l e m e n t e  e i n e r / "  s ind,  
und  w e n n  « pr im ist ,  so l ie fer t  die E(ab)  « -e lem en-  
t ige C vielen, d. h. s ie  ist  e ine  E„.«

Wir wissen nach Früherem, dass, wenn man von einem 
Elemente c{ ausgehend, die Reihe clc2. . .c„ so construirt, dass 
jedes Element dem vorangehenden in dev E(ab) entspricht, dem 
Element c„ das Element c, zugeordnet erscheint c,;4_ 1 =  c{ 
(Art. 7), d. h., dass die E(ab) eine cyclische ist. Der Cyclus 
cycz könnte sich nur dann früher z. B. mit cq schliessen, 
wenn q ein Theiler von a wäre, weil ja cq+1 =  c{, cl]+2 =  c2 u. s.w. 
C2q+i =  cv C2q+2 =  c2 u. s. w. sein müsste, und da c{ einmal auch 
als cn+1 wiederkehren muss, so müsste in der Reihe cqA. i, C2q+\

11.c-/q+1 einmal vq =  «, also q — — werden. Da aber « Prim­

zahl ist, so kann nur v =  1 sein und q — n.
Wenn « nicht prim ist, also etwa 11 — vq, so gibt es v2 /?, 

wrelche aus der / "  abgeleitet sind (siehe die erste Mittheilung 
über diesen Gegenstand, dieser Band, Sitzung vom 20. October 
1892, Art. 8). Sind um a, b zwei g-fache Elemente einer 
solchen /?, so sind sie auch «-fach für die / " ,  aber die E(ab) 
wird, falls q eine Primzahl ist, nur ^-elementige C3rclen liefern.

»Ist « — vq und  q e ine P r im z a h l ,  und  s in d  a, b 
zwei  « - fache  E l e m e n t e  einer, . /" und  z u g le i c h  q - fache  
E l e m e n t e  e ine r  de r  v2 aus  der  / "  a b g e l e i t e t e n  /?,  so 
is t  die E(ab) e ine  Eq, d. h. s ie  l ie fer t  g - e l e m e n t ig e  
Cyclen«.

Da nun je zwei Elemente eines g-elementigen Cvxlus 
^-fache Elemente einer JQ sind, so können wir sagen:

»Wenn a, b z w e i  n - f a c h e  E l e m e n te  e i n e r / "  s ind,  
o hne  g - fache  E l e m e n t e  e ine r  der  aus  der / "  a b g e ­
le i t e t e n  J i  zu se in ,  so l ie fe r t  die E(db) «-elemen-t ige 
Cyclen.«

17 Wenn man zwei «-fache Elemente e in e r / "  als ent­
sprechende einander zuweist, so erhält man eine cyclische 
^-Beziehung; und umgekehrt sind je zwei einander ent­
sprechende Elemente einer cyclischen ^-Beziehung mit «-ele- 
mentigen Cyclen «-fache Elemente einer / " .  Wir werden also 
die sämmtlichen cj'clischen ^-Beziehungen auf einem Träger
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vom Geschlechte Eins erhalten als jene E(ab), in denen a und b 
7Z-fache Elemente einer J'1 sind. Wenn 11 eine Primzahl ist, so 
wird die E(ab) w-elementige Cyclen liefern; ist dagegen n keine 
Primzahl, so kann die E (ab) auch p-elementige Cyclen liefern, 
wenn p  einen Theiler von 11 bedeutet.

Es möge bemerkt werden, dass, wenn einei£(a&)7z-elementige 
Cyclen liefert, auch andere E -Beziehungen existiren, welche 
dieselben Cyclen mit anderer Anordnung der Elemente liefern.

Es sei ctczc3. ,cn ein Cyclus der E(ab), welche wir also 
auch als die E(cxc%), E(czcs). allgemein E(ckck+1) bezeichnen 
können, oder mit Hinblick darauf, dass sie «-elementige Cyclen 
liefert, mit En.

Die E(ba) oder allgemein E(c/,+ \ C k)  wird offenbar denselben 
Cyclus liefern, nur dass die Elemente in umgekehrter Aufein­
anderfolge durchlaufen erscheinen, clcncll_ i cl,_2- - ^ ^ 2; wir 
können sie mit ( — E„) bezeichnen.

W enn man den Process En zweimal anwendet, so gelangt 
man zu der ^-Beziehung, die wir mit E\  bezeichnen, und welche 
dem Elemente ct das Element c:i zuordnet, diesem c-, diesem c.

allgemein dem ck das Element ck+2- W enn 2 kein Theiler 
von n ist, so gibt die El  denselben Cyclus, nur in der Aufein­
anderfolge clc3c- cnctck- . c„_i. Ebenso liefert die (■—E„) den­
selben Cyclus.

Wird der Process En p-m&\ nach einander angewendet, so 
erscheint dem c{ das Element C \ + p , diesem ci+2^ u. s. w. zuge­
ordnet, und die sich so ergebende Eft liefert [sowie die (—E ĵ], 
wenn/? kein Theiler ist, denselben Cyclus wie En.

»Ist  En e i n e  c y c l i s c h e  B e z i e h u n g  mi t  « - e l e m e n -  
t i g e n  C y c l e n ,  so l i e f e r t  d i e  Eft, w e n n  p  k e i n  T h e i l e r  
v o n  11 i s t ,  d i e s e l b e n  C 3̂ c 1 e n «.

Es ist klar, dass die £//+1 mit der En identisch ist, ebenso 
die EH+2 mit der El  u. s. w., allgemein ist Ej’+n =  E\\ und 
Ep+kn =: gP' Ebenso erkennt man, dass die (— E„) identisch ist 
mit E ”—1, die (—El) mit der E]\~2 u. s. w., allgemein die (—Ep) 
identisch mit der E\l~v Wir können also die (—Eft  auch als 
die E “—? bezeichnen, oder, wenn wir die Gleichung Ejl+k" =  Efl 
auch für negative/» gelten lassen, so kann statt (—Eft  auch E~p 
geschrieben werden.

S i tz b .  d.  m a th e m .- n a t u r w .  CI.; CI. Bd.,  A b th .  II. a. 1 1 5
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Die E"; oder E^kn ist die identische Beziehung, welche 
jedes Element sich selbst zuweist.

»Die j E - B e z i e h u n g e n ,  w e l c h e  d i e s e l b e n  Cj^clen 
l i e f e rn ,  wi e  d i e  E„, s i nd ,  w e n n  « k e i n e n  T h e i l e r  
b e s i t z t  ( a l s o  P r i m z a h l  i st ) :  E„E—\  E%E~2, E'fiE-3.

n—1 11—1
E~^~E~ “2“■̂ n u

Denn es ist z. B.:

11—1 . » + 1  11 + 1 _  _ /  \

K 2 = V  " =  V  2 j u.s. w.
n — 1

Ihre Anzahl ist « — 1, und sie zerfallen in —-— Paare derart,

dass jede von zwei Gepaarten dieselben v e r k e h r t  ange­
ordneten Cyclen wie die andere liefert.

Diese (« — 1) Beziehungen, welche dieselben Cyclen liefern, 
sollen als e i n e  G r u p p e  ä q u i v a l e n t e r  ^ - B e z i e h u n g e n  
bildend bezeichnet werden.

Untersuchen wir nun die Frage: »Wi e  v i e l e  G r u p p e n  
ä q u i v a l e n t e r  ^ - B e z i e h u n g e n  g i b t  es ,  w e n n  « e i ne  
P r i m z a h l  ist?«

Das einem beliebig gewählten Elemente a in einer ^ - B e ­
ziehung entsprechende Element b muss nach Früherem ein 
«-faches Element jener J" sein, welche auch a zum «-fachen 
Elemente besitzt.

Nun ist a 72-faches Element für e i n e  vollkommen be­
stimmte J 11, welche ausser a noch («2— 1) weitere «-fache 
Elemente b besitzt. Weist man eines derselben dem u zu, so 
ist die E(ab) nach Früherem eine E„ (da 11 Primzahl ist); hieraus 
folgt zunächst:

» Für  « a l s  P r i m z a h l  g i b t  es  (n2— 1) v o n  e i n a n d e r  
v e r s c h i e d e n e  En - B e z 1 e h u n g e n «.

W enn wir nun dem a eines der («2— 1) Elemente b zu­
ordnen, so erscheint dadurch aus jenen («2— 1) cyclischen 
Beziehungen e i n e  herausgegriffen und zugleich ist der Cyclus 
bestimmt, welcher a als erstes und b als zweites Element ent­
hält, und welcher « von den « 2 «-fachen Elementen der J n ab- 
sorbirt. Geht man von irgend einem der übrigen («2— 11) «-fachen 
Elementen, es heisse bf, aus, so wird durch die E(ab) der Cyclus
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bestimmt, w elcher b' als erstes Element enthält. E s  bleiben nun 
noch ( i i 2 — 1 1 — 11 )  —  (n 2 — 2 n )  n -fache E lem ente der J n  zurück; 
wenn b" eines von ihnen ist, so erscheint durch dasselbe als 
erstes E lem ent ein dritter C yclus  der E(ab) bestimmt u. s. vv.

Man erkennt, dass  sich durch die E(ab) die n 2 «-fachen 
Elem ente der J "  zu 11 Cyclen von je  11 Elementen gruppiren, 
und dass alle zu E  (ab) äquivalenten ^ -B ezieh ungen  dieselben 
Cyclen liefern. Man erhält offenbar immer eine zur E(ab) äqui­
valente Beziehung, wenn man irgend zw ei Elem ente eines und 
desselben unter diesen 11 Cyclen  einander als entsprechend z u ­
weist. Man wird also zu einer anderen Gruppe äquivalenter 
^-Bezieh ungen , und zw ar in derselben Art gelangen, wenn man 
dem Elemente a eines jener Elemente zuweist, w elch es  nicht 
in dem C3^clus ab.  enthalten ist, also etwa das E lem ent b'\ 
ebenso liefert die Zuordnung ab", w enn b" w eder dem C yclu s  
ab.  noch dem Cj^clus ab' angehört, eine neue Gruppe 
äquivalenter E„.

M an sieht, dass  sich die (n2— 1) Elemente b in dieser Art 
1 12— 1

z u ------ — =  n - \ - \  Gruppen von je  n — 1 ordnen, welche mit a
1 1— 1

zusam m en einen C yclus  liefern, so dass  diese 1 1 - h  1 Cj^clen zu 
verschiedenen Gruppen äquivalenter ^ „ -B ez ieh u n g en  gehören. 
A uch  sieht man sofort, dass  sich in dieser Art a l l e  Gruppen 
äquivalenter ^„-B ez ieh un g en  ergeben.

» W e n n  n e i n e  P r i m z a h l  i s t ,  s o  o r d n e n  s i c h  d i e  
( 1 1 2 — 1) c y c l i s c h e n  ^ - B e z i e h u n g e n  in ( 1 1 +  1) G r u p p e n  
v o n  j e  (11 —  l) ä q u i v a l e n t e n  B e z i e h u n g e n . «

Und ebenso:
»Di e  n 2 « - f a c h e n  E l e m e n t e  e i n e r  J"  l a s s e n  s i c h ,  

w e n n  11 e i n e  P r i m z a h l  i s t ,  a u f  ( 1 1 1) v e r s c h i e d e n e  
A r t e n  in 11 G r u p p e n  v o n  j e  n E l e m e n t e n  o r d n e n ,  so  
d a s s  d i e s e  11 G r u p p e n  C y c l e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  
E n - B ez  i e h  un  g d a r s  t e 11 e n.«

» Di e  « - f a c h e n  E l e m e n t e  d e r  I n v o l u t i o n e n  7zten 
G r a d e s  (n —  l)ter S t u f e  a u f  e i n e m  T r ä g e r  v o m  Ge-  
s c h l e c h t e  E i n s  b i l d e n  e i n e  e i n f a c h e  U n e n d l i c h k e i t  
v o n  « 2- e l e m e n t i g e n  G r u p p e n ,  v o n  d e n e n  j e d e  d u r c h  
e i n e s  i h r e r  E l e m e n t e  u n z w e i d e u t i g  b e s t i m m t  er-

115*
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sche in t .  W e n n  n e ine  P r i m z a h l  ist ,  so z e r f ä l l t  j e d e  
de r  ?z2- e l e m e n t i g e n  G r u p p e n  a u f  («4-1) v e r s c h i e d e n e  
A r ten  in « C y c le n  von je  n E l e m e n t e n ,  w e l c h e  Cyc len  
e ine r  u n d  d e r s e l b e n  c y c l i s c h e n  E n a n g e h ö r e n .  J e n e n  
(«4-  1) v e r s c h i e d e n e n  Ar ten  der  G r u p p i r u n g  e n t ­
s p r e c h e n  (« +  i) c y c l i s c h e  £ „ - B e z i e h u n g e n  auf  e inem  
T r ä g e r  vom G e s e h l e e h t e  E in s ,  w o b e i  a l le  ä q u i ­
v a l e n t e n  - B e z i e h u n g e n  d u r c h  eine von  i h n e n  er ­
s e t z t  g e d a c h t  w erden .  Um die « 2— 1 E l e m e n t e  zu  
f inden ,  w e iche  m i t e i n e m  g e g e b e n e n  E l e m e n t e  n - f a c h e  
E l e m e n te  e in e r  J n da r  s t  e i l en ,  h a t  m an  n u r  in j e n e n  
(w4-l) c y c l i s c h e n  ^ - B e z i e h u n g e n  die j e n e s  E l e m e n t  
e n t h a l t e n d e n  Cyc len  a u f z u s u c h e n ;  die  E l e m e n t e  
d i e s e r  C y c le n  s in d  die s ä m m t l i c h e n  « - fa c h e n  E le ­
m e n te  j e n e r  J n (w e nn  « P r im z a h l  ist)«.

18. Wir stellen uns nun die Frage: »Wie v ie le  ä q u i ­
v a l e n t e  ^ „ - B e z i e h u n g e n  g ib t  es, w e lc h e  « - e l e m e n t i g e  
Cj^clen l ie fern ,  w e n n  n k e in e  P r im z a h l  ist?«

Oder mit anderen Worten: »Wie viele äquivalente E n ent­
hält eine Gruppe, wenn n keine Primzahl ist?

Ist c{cz . . .cn ein 72-elementiger Cyclus, so kann er zunächst 
durch die E(c{c2) erzeugt gedacht werden, welche mit der 
E(cpcp.|_i) identisch ist.

Die E(c{c )̂ wird denselben Cyclus nur erzeugen, wenn 2 
kein Theiler von « ist. Überhaupt können die E,„ welche den­
selben Cyclus liefern, nur unter den E (c{c )̂ E(c,c.^. .E (cvcn_ i) 
gesucht werden.

Betrachten wir allgemein die E(clci+P), welche also dem 
Elemente cl das Element ci+p, diesem das Element C\+2P, diesem 
Ci+3P u. s. w. zuweist. Der entstehende Cyclus ist cv c\+p> 
c\+<2p ■ • Ci+kp . . C\+(n̂ p und er wird nur dann die sämmtlichen 
Elemente clc2. ,cn und jedes einmal enthalten, also mit dem 
ursprünglichen identisch sein, wenn p  und « theilerfremd sind.

Denn wenn man li — n setzt, so wird C\+Vp =  cv  so dass 
dem wieder c{ als entsprechendes Element zugewiesen
erscheint. Wenn jedoch p  und « einen Theiler t gemeinsam 

t) 11/haben, so dass also — =: p' — =  n' ist, so wird schon für 
t 1 ’ t
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k  —  i i ' < i n  die Reihe ct c\+pci+2p - • sich schliessen und wir 
werden unseren C 3̂ clus c,c2 . nicht mehr vollständig erhalten, 
sondern nur einen 7^-elementigen C}fclus. Setzt man nämlich

D 11
k  —  1 1 '  w egen =  — T  1 1 ' p  — p ' n  und somit 1 + k p  =  1 - y n ' p  —  p/ n’ r
— 1 4-p'n und folglich cl+kp =  ci+n-p =  cx+p>n =  cv

Um also jene E„ zu erhalten, w elche denselben ganzen 
«-elementigen Cj^clus clc2. ,cn liefern, hat man füx p  alle jene 
W erthe zu setzen, w elche kleiner als  n  und mit n  theilerfremd 
sind.

»Di e  Z a h l  d e r  in e i n e r  G r u p p e  v o r k o m m e n d e n  
ä q u i v a l e n t e n  E„ i s t  g l e i c h  d e r  A n z a h l  j e n e r  g a n z e n  
Z a h l e n ,  w e l c h e  k l e i n e r  s i n d ,  a l s  n  u n d  w e l c h e  z u  n  

t h e i l e r f r e m d  s i nd« .
Je d e  Zahl 11 kann in der F o rm  n  —  n \ ' ,  n ' £ - , n ' ! f . geschrieben 

werden, wobei n v  n z , n z . Primzahjen sind; dann ist die A n ­
zahl jener ganzen Zahlen, w elche kleiner als  n ,  und zu n  theiler­
fremd sind, bekanntlich:

und dies ist also auch die Anzahl der äquivalenten E„ in einer 
Gruppe.

»Di e  Z a h l  d e r  ä q u i v a l e n t e n  E n i s t ,  w e n n  n y , n % . . n r  

d i e  P r i m f a c t o r e n  v o n  n  s i n d ,  g l e i c h  co ( n ) « .

Ist n  eine Primzahl, also 11  —  n { , so erhalten wir w ie früher 
( 1 1  — l)7z1 - 1  =  ( 1 1  —  l ) n ° — n  —  1 als die A nzahl der äqui­
valenten E„. Ist n  —  n x , n v n z . wobei n ^ n ^ n ^ .  Prim­
zahlen sind, so ist ( n l — 1), ( n 2 — 1), — 1) .  die Anzahl der

äquivalenten E n.
19. W ir  wenden uns nun zu der B eantw ortung der F rag e : 

» W i e  v i e l e  c j ^ c l i s c h e  E„ g i b t  e s  a u f  e i n e m  T r ä g e r  
v o m  G e s c h l e c h t e  E i n s ? «  d. h. also, wie viele cyclische 
^ -B e zieh un g en  gibt es, welche 7z-elementige Cj^clen liefern?

W enn n  eine Primzahl ist, so haben wir die Zahl ( n z — 1) 
als die A nzahl der E n gefunden, und haben gesehen, dass  sich 
diese (n~— 1) E„ in ( 1 1 +  1) Gruppen von je  ( 1 1 —-1) äquivalenten 
E n ordnen.
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Um jene Elemente zu erhalten, welche in diesen E -Be­
ziehungen einem beliebig gewählten Elemente a zugeordnet 
sind, haben wir a als 7z-faches Element einer J n zu betrachten

;  J

so sind dann die übrigen (n ‘1— 1) w-fachen Elemente b d iese r /"  
die fraglichen.

Es sei nun 11 — u lnz, wobei n l , 7z2 zwei Primzahlen sein 
sollen. Unter den (n 2— 1) Elementen b, welche 72-fach sind für 
die durch das beliebig gewählte «-fache Element« bestimmte»/", 
sind auch die it\ —-1 Elemente b' enthalten, welche 7Z,-fach sind 
für die /"<, welche durch a als 7zt-faches Element bestimmt 
erscheint; da aber eine E(ab)  höchstens 7̂ - elementige Cyclen 
liefert, so sind die Elemente b! aus der Gruppe b auszuscheiden. 
Dasselbe gilt von den (n\ — 1) Elementen b", welche 7z2-fach 
sind für jene welche durch a als 7z2-faches Element bestimmt 
erscheint. Es bleiben also von den (1 12— 1) Elementen b 
nur 722— 1 — \ji\ — 1 -+- n \ — 1] r r  n\n \—n\—7z2-!-l, das ist also 
(ii\-— l ) (n \—1), von denen jedes mit a verknüpft eine E(ab) mit 
w-elementigen Cyclen liefert.

Es gibt also, wenn n — n {ii2 und nz Primzahlen be­
deuten, im Ganzen (n\ — \)(n\ — 1) von einander verschiedene E

statt dieser Zahl kann auch n z geschrieben

Wenn n das Product dreier Primzahlen ist, also 11 — u {uzu?>, 
so gehören zu einem Elemente a, wenn es als 7z-faches Element 
einer J n betrachtet wird, wieder (nz— 1) andere 7z-fache Ele­
mente b derselben/".  Wird a als 7z2M3-faches Element einer 
betrachtet, so hat diese noch weitere n\n3 — 1 7̂ 7̂ -fache Ele­
mente b', welche zugleich «-fach für jene J n sind, aber, da sie 
mit a zu einer E(ab') verknüpft, nur 7«17?2-elementige oder noch 
weniger-elementige Cyclen liefern, aus der Gruppe b ausge­
schlossen werden müssen. Dasselbe gilt von den (n\n\— 1) Ele­
menten b", welche 7z,7z;J-fach sind für jene die durch a als
77,7z3-faches Element bestimmt ist; und endlich gilt dasselbe für 
die (n \n \— 1) Elemente b"1, welche 7z,7̂ 2-fach sind für die durch a 
als 7z.77„-faches Element bestimmte Wir haben also die
Zahl:

werden.

iiz — 1 =  n\n2n\-—-1,
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um die Zahl:
n\n\ — 1 +  n\n\ — 1 4- n\ n\ — 1

zu vermindern.
Nun sind aber die n\ — 1 Elemente ß', welche nx-fach sind 

für jene J " 1, welche durch a als M,-faches Element bestimmt 
ist, sowohl unter den Elementen b", als auch unter den Ele­
menten b"' enthalten und sind daher statt nur einmal, zweimal 
von n l—1 subtrahirt worden; wir müssen also die Zahl n\ — 1 
zu der obigen Differenz hinzufügen. Dasselbe gilt von den 
n lz ~~ 1 Elementen ß7/, welche nz-fach sind für die J n\  die durch a 
als w2-faches Element bestimmt ist, und ebenso für die n\ — 1 
Elemente ß//;, welche w-3-fach sind für die J"*, welche durch a als 
w3-faches Element bestimmt erscheint. Es ist also zu obiger 
Differenz im Ganzen noch n\ — 1 +  n\ — 1 +  — 1 hinzuzu­
fügen.

Die Zahl der Punkte b, welche mit a Beziehungen E(ab) 
liefern, die zu 72-elementigen Cyclen Veranlassung geben, ist 
somit:

Es ist also, wenn u das Product dreier Primzahlen n xnzii.A 
ist. n — nxiiznz , die Zahl der E„ gegeben durch:

In derselben Art kann man fortfahren und gelangt zu dem 
Satze:

»Sind n{nz . . nr von e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  P r im ­
z a h l e n ,  und  is t  n — n xiiz . . . nr, so i s t  die Zah l  de r  von 
e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e n  E„ g l e i ch:

n \n \n \  —  1 — \_n\ii\ — 1 -I- —  1 +  —  1] +

-b\u) — 1 -+- nz— 1 +  n\ — 1] =  {n\ — \ ) (n \  — ! )( ” !• — 1) =

=  n

i = r

7 = 1

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1732 E. WejM',

Nun ist die Zahl der zueinander äquivalenten E n in diesem 
Falle, dem letzten Artikel gemäss, gleich (nx— 1)(«2—1)(«3— 1)

.(nr— l) =  « ( l ------------------------------------------------------— ) ( l ---— ) . ( l --— Dividirt man
« 1 / V «o 1 \ nr-i / \ <«2

die vorletzte Zahl durch diese letzte, so hat man den Satz:
»Sind «,, «2. .nr von e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  P r im ­

z a h l e n ,  u n d  i s t  11 — nxiit . . .«,., so g ib t  es

«n( i + 1
/=i

G r u p p e n  von je

n ( ‘- i
i =r

11 
/ = 1

ä q u i v a l e n t e n  E n«.
20. Es sei nun « von der Form n =  n\', wobei n x eine 

Primzahl bedeuten soll. Unter den (’« 2— 1) Elementen b, welche 
«-fach sind für jene J n, welche durch das beliebig gewählte 
Element a als «-faches Element bestimmt erscheint, befinden 
sich auch die «'-fachen Elemente bf, u' — «-[|_1 der J"', welche 
durch a als «'-faches Element bestimmt erscheint. Da aber 
die E(ab') nur «'-elementige Cyclen liefern können, so sind die 
Elemente b', aber nur diese, aus der Gruppe b auszuscheiden. 
Es bleiben somit («2— 1) —(7z'2— 1) r= (n2— 1 i'2) =  (1 i f '  — n f —2) 
Elemente b, so dass die E(ab) «-elementige Cyclen liefert. Es

gibt also in diesem Falle (ri*1' — «2vi-2) =z « 2 ^1 — von einan­

der verschiedene En.
( j \

Da nun für 11 — n'\' jede Gruppe äquivalenter E„, « f l ------J
\ Hy/

derselben enthält, so gibt es in diesem Falle n  ̂1 +  j Gruppen

von je 1 1 (̂ 1 — äquivalenten E„.

Es sei nun 11 — .n'£, wobei n x, nz zwei von einander ver­
schiedene Primzahlen sein mögen.
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Die J", welche a zu einem «-fachen Elemente hat, besitzt 
noch (i-i2— 1) 7Z-fache Elemente b. Unter diesen sind jedoch die 
(n'2 — 1) «'-fachen Elemente b' der welche a zum 7^-fachen 
Elemente hat, mitenthalten, wenn n1 — ii\ ~l gesetzt wird; 
und ebenso sind unter den b die n" Elemente b" enthalten, 
welche 7z"-fach sind in jener J u'' die durch das Element a als 
w/7-faches Element gegeben ist, wenn n" — n\' n '£~1 gesetzt 
wird.

Es sind also von der Zahl (n2— 1) die beiden Zahlen (nn — 1) 
und (nin— 1) zu subtrahiren; denn die E(ab’), respective E(ab") 
können höchstens «'-elementige, respective7z//-elementige Cyclen 
liefern. Nun sind aber sowohl unter den b', als auch unter den b" 
die 7z///-fachen Elemente ß enthalten jener J n"\ für welche a ein 
7̂///-faches Element ist, wann n,n — .7^_1 gesetzt wird; ihre
Zahl ist (n///2— 1). Wir haben also diese Zahl zu jener Differenz 
hinzuzufügen, um die Anzahl jener b zu erhalten, für welche 
die E(ab) 7z-elementige Cyclen liefert; diese Zahl ist also:

oder wenn für n, n', 7z", n'" die Werthe eingesetzt werden:

Wenn also n — n\'iQ ist (nv n2 Primzahlen), so gibt es

Für n — n'\'ii'£ gibt es in jeder Gruppe n

äquivalente E„ . so dass also, wenn die Anzahl der E„ durch die 
Zahl der in einer Gruppe vorkommenden äquivalenten E n divi-

Genau so wie im Vorhergehenden hat man vorzugehen, 
wenn u =  ist; hier setzen wir:

[n2— 1] — [n'2— 1 +  n"2— 1] +  [n,//2— 1],

7 '̂i n f1"—n i2v,—27,2v..— 2

das ist:

u ‘}

von einander verschiedene E„.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



1734 E. W e v r ,

« ' —  w'j'—1«£«> , « "  —  n \ ' n ' ! ^ 1 n'!f, « '"  —  n\'n'£n'!$~x, 

ferner:
m ! —  n '^ n '$ -xn'is—<, m "  —  «'ji- \  m ’" —  n ^ ~ xn'if~1n'{* 

und endlich:
p  — n'£~l n ‘s~ \

und haben die Involutionen J", J " ‘, J"", J""’ J ’n', J m", J p 
zu betrachten, für welche ein beliebiges Element a ein «-faches, 
«'-faches u. s. w. ./»-faches ist; es seien dann b die übrigen 
(«2— 1) «-fachen Elemente der J", b' die weiteren («'— l)2 
«'-fachen Elemente von J"' u. s. w. b", b’" diese Elemente 
für / "" ,  J n'"; ß', ß", ß'" solche Elemente für die J'"', J in", J"1'” und 
endlich ß die (/>2—1) ausser a auftretenden p-fachen Elemente 
der J p. Die E(ab'), E(ab '), E(ab'") können höchstens «'-elemen- 
tige, respective n"-, oder «"'-elementige Cj^clen liefern. Wir 
haben also von der Zahl (iiz — 1) die Summe der Zahlen 
(«'2— 1)4-(«"2— l) +  («'"2— 1) zu subtrahiren. Nun kommen die 
Elemente ß' sowohl unter den b", als auch unter den b"' vor, so 
dass sie zweimal subtrahirt erscheinen, wir müssen also ihre 
Anzahl, d. i. (mn— 1) zu obiger Differenz addiren; dasselbe gilt 
von den Elementen ß", welche sowohl unter den bf, als auch b" 
Vorkommen, und endlich auch von den ß'", die sowohl unter 
den bf, als auch unter den b" Vorkommen. Wir haben also zu 
der obigen Differenz die Summe (m n — l)-h(7«"2— 1) +  (7^"/2— 1) 
zu addiren. Aber die (p 2— 1) Elemente ß sind in jeder de- 
Gruppen b!, b", b'", ß', ß", ß'" enthalten und da ihre Zahl dreimal 
subtrahirt und wieder dreimal addirt worden ist, so haben wir, 
um sie aus der Gruppe b auszuscheiden, ihre Zahl (pz— 1) noch­
mals zu subtrahiren.

Das gibt also die Zahl:

[ « 2 — 1 ] — [ «/2 — 1 +  «//2— 1 +  «///2 — 1 ] +
_l_ [m 1* —  1 +  —  l +  m,,n  —  1] —  [ p z —  1],

oder wenn man für «, «', «" u. s. w. die WTerthe einsetzt, die Zahl: 

(n2̂ —n2'‘̂ 2)(n2̂ —n2̂~~2)(n2̂ — 2) =
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als die Anzahl der b, für welche E(ab) w-elementige Cyclen 
liefert. Da für n — n['n'£n'!* in jeder Gruppe

äquivalenten E„.
Man sieht, wie in dieser Art fortgefahren werden kann, und 

wir können den folgenden Satz als bewiesen betrachten:
»Um die Zah l  de r  von e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e n  

c y c l i s c h e n  ^ - B e z i e h u n g e n  a u f  e in em  T r ä g e r  vom 
G e s e h l e e h t e  E in s  zu f inden ,  w e l c h e  /z -e lement ige  
C y c le n  l ie fe rn ,  b e s t i m m e  m an  die P r im f a c t o r e n  von  n\ 
s ind  d i e s e lb e n  nv nz, nz . so is t  die f r a g l i c h e  Zah l
g e g e b e n  d u r c h

e ine  G r u p p e  von ä q u i v a l e n t e n  ^ - B e z i e h u n g e n ,  d. h. 
von s o l c h e n ,  d a s s  j e d e r  C yc lu s ,  w e l c h e r  du rch  eine 
von  ih n e n  e n t s t e h t ,  a uch  d u rch  j ede a n d e r e  d e r s e l b e n  
h e r v o r g e b r a c h t  wird.

Die Zah l  de r  G ru p p e n  g(n), von d e n e n  j e d e  nur  
ä q u i v a l e n t e  B e z i e h u n g e n  e n t h ä l t ,  i s t  s o m i t  der  Q u o ­
t i e n t  a u s  den be id e n  o b ig e n  Z a h l e n  u n d  ha t  den 
W e r t h :

äquivalente E„ enthalten sind, so gibt es

Gruppen von je

i =r

i= 1

U n t e r  d i e s e n  ^ - B e z i e h u n g e n  b i ld e n  je

/ —V
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7 — 1

21. Wir geben im Folgenden einige zusammengehörige 
Werthe von n, v (n), g(ii) und z(n).

? («) g(») z(n) =g(n)
2 1 3 3
3 2 4 8
4 2 6 12
5 4 6 24
6 2 12 24
7 6 8 48
8 4 12 48
9 6 12 72

10 4 12 48
u. s. w.

Für n =  2 hat man drei E%\ es sind, wie wir wissen, die 
drei fundamentalen ^-Beziehungen, in denen Vertauschungs­
fähigkeit herrscht. Auf einer C3 sind einem Punkte a in diesen 
drei E2 jene Punkte b zugeordnet, welche mit a gemeinsamen 
Tangentialpunkt besitzen (die drei Systeme correspondirender 
Punkte der C3); auf einer R k sind jedem Punkte a jene Punkte b 
zugeordnet, deren Tangenten mit jener von a hyperboloidische 
Lage haben.

Für n — 3 hat man acht E3; man erhält sie, wenn man 
einem der neun dreifachen Elemente einer beliebigen J'A der 
Reihe nach die acht anderen als entsprechende zuweist. Nimmt 
man auf C3 die J 3 der geraden Tripel, so sind die neun In­
flexionspunkte der J.A die neun dreifachen Elemente, so dass 
man also auf der C3 die acht cyclischen Ez erhält, wenn man 
irgend einem der Inflexionspunkte der Reihe nach die übrigen 
zuordnet. Sind (X =  1,2 .  .9) die neun Inflexionspunkte, so

1 D ieselbe Z ah l g( n)  findet H err J .  V a l } n  in ana lytischer W e is e  bei dei 
Bestim m ung der einer C3 eingeschriebenen «-fach perspectiven n-Ecke , w ob e i 
die elliptische Param eterdarste llung  der Curve zu Grunde gelegt w ird . S iehe 
IX .  und X . Ban d  der math. und naturw issenschaftl. Berich te  aus U n garn , S. 148 
respective S. 171.
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ist E ( i ti:2) eine der acht E3, ist nun z3 der das Paar ixiz zu einem 
Cyclus ergänzende Punkt, so muss auch ein Tripel der J 3 
sein, d. h. iz ist der dritte Schnittpunkt von C3 mit derGeraden 
Der den Punkt z4 enthaltende Cyclus sei z4z.-,z6 und der den Punkt i. 
enthaltende sei z7z8z9, so sind die drei Geraden v V o ’ i7isi9
die drei Seiten eines Wendepunktsdreiseits.

Wir haben hier fs(2) =  2; die mit der E (z'tz2) eine Gruppe 
bildende E  ist die E (izi ]). Wir haben hier g(2) =  4, d. h. vier 
Gruppen von je zwei äquivalenten Es. Diese vier Gruppen ent­
sprechen den vier Wendepunktsdreiseiten.

Wenn von den vier Punkten i.>, z4, z6, z's keine zwei mit z, 
in gerader Linie liegen, so gehört von den vier Beziehungen 
E (iyi2), E (iyi4), E(iyi^), E ( i{is) jede einer anderen von jenen vier 
Gruppen an (keine zwei sind äquivalent).

Geht man von einem beliebigen Punkte a der C3 aus und 
construirt die vier Tripel abxcv abzcz , ab3c3, ab^c^, welche sich 
aus a durch solche vier nichtäquivalente E  ergeben, so sind 
die neun Punkte ci, bv cv bv cz, b3, cv  Z?4, c4 die dreifachen Punkte 
einer und derselben J 3.

Die E., auf einer R,4 erhält man durch Zuordnung zweier 
solchen Punkte a, b, deren Schmiegungsebene die Curve R 4 in 
demselben Punkte schneiden.

Für n — 4 hat man zwölf Ek, welche in sechs Paare äqui­
valenter En zerfallen. Um dieselben auf einer C;5 zu construiren, 
ziehen wir von irgend einem Punkte der C3 zu ihr die vier Tan­
genten, deren Berührungspunkte a, b, c, cl sein mögen; aus 
jedem derselben legen wir an C3 wieder das Tangenten­
quadrupel und es seien a,-, bj, c,-, d ( i  ~  1, 2, 3, 4) die vier Be­
rührungspunktequadrupel. Dann sind E (a lb,:), E (a lci), E(aldl), 
(i — 1, 2, 3, 4) die zwölf E4.

Betrachten wir eine von ihnen, z. B. die E (a{b{), so wird 
dem b{ nach dieser E (a lbl) ein Punkt entsprechen, welcher 
(weil 4 durch 2 theilbar ist) conjugirter Punkt zu a v sein muss, 
d. h. also dem Quadrupel a,- angehören muss; es sei etwa at \ 
dem az muss aber wieder ein zu b{ conjugirter Punkt, also ein 
Punkt des Quadrupels b,-, es sei bz , entsprechen, und zwar 
müssen a yaz, bybz zwei conjugirte Punktepaare d e s s e l b e n  
Systems sein. Nun haben wir den Cyclus avb{cL%b,i und d\eE(a{bi)
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ist offenbar die zur E(albl) äquivalente, da sie denselben Cyclus 
(nur in umgekehrter Aufeinanderfolge: axbzazbx) liefert.

Weil a {bx und bxaz zwei Paare einer E  sind, so müssen die 
Geraden a {az und bxbx durch einen Punkt von C3 gehen. Nun 
ist bxbx die Tangente von bv welche C3 in b schneidet; es muss 
also a {az durch b gehen. Ebenso erkennt man, dass bxbz durch a 
gehen muss.

Geht man also von a { als erstem Punkte eines Cyclus aus 
und ordnet ihm bx als zweiten Punkt zu, so ist der dritte Punkt az 
der dritte Schnittpunkt von C3 mit der Geraden ba{, und der 
vierte Punkt bz ist der dritte Schnittpunkt der Geraden abx mit 
der Curve. Wenn b{bz durch a geht, so geht auch b3b  ̂ durch a 
und es ist somit axb3azbk ebenfalls ein Cyclus, der selbstver­
ständlich einer anderen Ek, nämlich der E!t(alb3) entspricht.

Sind nun a3, a 4 die Projectionen von ax aus c und d auf 
die Curve, und gehen die Geraden clcz , c3ck, d{dz, d3d4 durch a 
hindurch, so sind:

a lblazbz |  ̂
a lb3a.l b!i )

a{cxa3cz ) ^  
a lc3a3c!i j

Ö|dxci^dz ) 
a [d3a!id!i j

die sechs Cyclen, welche den sechs Gruppen von je zwei 
äquivalenten Ek entsprechen.

Je nachdem man einen Cyclus in dem einen oder in dem 
entgegengesetzten Sinne durchläuft, verwendet man eine £ 4 
oder die ihr äquivalente E ~ x.

Die sechs Cyclen, und in Folge dessen auch die sechs 
Paare äquivalenter E k zerfallen in drei Paare I, II, III, und zwar 
entsprechend den drei S3̂ stemen conjugirter Punkte der C3. Die 
Cyclen des ersten Paares bestehen aus einfachen Vierecken, 
deren Gegenecken conjugirte Punktepaare des ersten Sj^stems 

sind; in den Cyclen des zweiten, respective dritten Paares 
treten conjugirte Punktepaare des zweiten (<z,#3), respective des 
dritten Systems (ö,ß4) als Gegenecken auf.
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Dies gilt offenbar ganz allgemein, wenn « eine gerade Zahl 
ist, etwa n — 2n'\ so zerfallen die sämmtlichen E<m in drei 
Systeme, je nachdem die Gegenecken der Cyclen correspon- 
dirende Punkte des ersten, oder des zweiten, oder des dritten 
Systems correspondirender Punkte von C3 sind.

Ein ähnliches Ordnen der E„ in Systeme entspricht jedem 
Theiler von «. Es sei n — pn'\ so besteht jeder Cyclus einer E n 
aus n' Cj/clen einer Ep. Nun gibt es g(p) Gruppen von äqui­
valenten Ep und jene Cyclen gehören einer dieser Gruppen an:

»Die gn G r u p p e n  ä q u i v a l e n t e r  E„. o r d n e n  s ich,  
w e n n  p  ein T h e i l e r  von « i s t ,  in g(p) S y s t e m e ;  in j e d e m  
S y s t e m e  k o m m e n  s o l c h e  E n vor ,  d e r e n  Cyc len  a u s  je

— C yc le n  e in e r  E„ b e s te h e n .  Die E r , w e l c h e  in zwei  
p
E n v e r s c h i e d e n e r  S y s t e m e  a u f t r e t e n ,  s ind  n i c h t  ä q u i ­
va len t« .

Für n — 5 ist cp(«) =  4, g(n) ~  6, z(n) — 24.
Um die 24 ECl auf C;{ zu erhalten, haben wir durch irgend 

einen Punkt von C{ die 25 fünfpunktigen Kegeiscnnitte zu C3 
zu legen und dann dem Berührungspunkte a eines derselben 
der Reihe nach die Berührungspunkte b der 24 übrigen als ent­
sprechend zuzuweisen.

Nach Früherem werden sich die 25 fünffachen Elemente 
einer J 5 auf sechs verschiedene Arten in fünf Cyclen von je 
fünf Elementen ordnen lassen. Wir bemerken, dass die 25 Kegel­
schnitte, welche diese C}fclen enthalten, die C.A alle in demselben 
sechsten Punkte treffen, durch welchen auch der Kegelschnitt 
hindurchgeht, welcher irgend eine Gruppe der J 5 enthält.

Für « =  6 haben wir <p(«) =  2, g(n) — 12, z(n) =  24.
Will man einen Cyclus einer Eö auf erhalten, so kann 

man entweder von einem Cj'clus a, b, c einer Ea ausgehen und 
zu den Punkten desselben die correspondirenden Punkte a'b' c' 
eines der drei Systeme aufsuchen; dies gibt einen zweiten Cyclus 
derselben E 3, welcher mit dem ersten einen Cyclus einer E6 
bildet, und zwar in der Folge ac'ba'cb', so dass die E6 die 
E(ac'), oder E(c'b) u. s. w. ist.

Den vier Es und den drei Ez entsprechend erhält man 
3.2  =  6 E,.o
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Oder man geht von einem Paar correspondirender Punkte 
a, a' aus und construirt in einer der Ez die Punkte bc, respective 
b'c', welche mit a, respective ci! einen Cyclus dieser Ez bilden; 
so gelangt man wieder zu dem Cyclus ab'ca'bc'

Für 11 — 7 ist 's (n) — 6, g(n) — 8, z(n) — 48.
In einem Punkte a von C, construiren wir eine die C3 

siebenpunktig schneidende Curve dritter Ordnung, welche mit C3 
noch zwei Punkte o, o’ gemeinsam haben wird. Durch o, o' lassen 
sich dann noch 72— 1 =  48 Curven dritter Ordnung legen, 
welche C3 in Punkten b siebenpunktig schneiden; die 48 E(a, b) 
sind die 48 E..

Die 49 siebenfachen Punkte einer J~‘ (d. i. der Punkt a mit 
den 48 Punkten b) ordnen sich auf acht verschiedene Arten zu 
je 7 in 7 Cyclen, welche jenen acht Gruppen äquivalenter E r 
entsprechen.

Die sieben Cyclen, welche einer Gruppe äquivalenter E. 
entsprechen,, sind auch sieben Gruppen der J 7

Für ii — 8 haben wir 's (n) — 4, g(n) — 12, z(n) =  48.
Es sei a ein Punkt von C3, a2, a3 sein erster, zweiter

und dritter Tangentialpunkt; durch a3 legen wir zu C., die drei 
ausser a3a2 gehenden Tangenten und durch deren Berührungs­
punkte b, c, d die Tangentenquadrupel, deren Berührungs­
punkte bj, Ci, di sein mögen (i — 1, 2, 3, 4). Durch bi, Cj, dj legen 
wir wieder die drei Tangentenquadrupel zu C3; ihre Berührungs­
punkte seien bik, cik, dik (k — 1, 2, 3, 4), so sind die 48 E-Be- 
ziehungen: E(abik), E(acik), E(ad ik) (i, 1z — 1, 2, 3, 4) die 48 Es.

22. Aus den Formeln:

s (ii) — (n) 'S (n)
folgt sofort, dass für zwei theilerfremde Zahlen m, p  die 
Gleichungen gelten: cp (mp) — rs(m) f$(p) 

g(mp) — g(m)g(p)  
z(mp) — z(m)z(p).
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Ist u — m .p  und haben m, p  keinen gemeinsamen 
Theiler, so gelangt man zu einem Cyclus einer E„, wenn man 
von einem Elemente a ausgehend, den dieses Element ent­
haltenden Cyclus einer E,„ construirt, ferner jene Cyclen, welche 
die Elemente dieses Cyclus enthalten und einer Ep angehören; 
man erhält so im Ganzen m .p ,  d. i. 11 Elemente, welche einen 
Cyclus einerE n bilden. Den z(m) E m und z(p) (Ep) entsprechend 
erhält man die z(mp) — z(m)z(p)  Beziehungen Emp. Eine der 
^-Beziehungen, welche diesen 772/?-elementigen C}^clus liefern, 
erhält man als die E(ab), wenn b eines der Elemente irgend 
eines der j?-elementigen, nicht aus a hervorgegangenen Cyclen ist, 
welches mit a nicht demselben 7/z-elementigen Cyclus angehört.

Ist 11 — m .p  .q, so construire man wie früher einen Cyclus 
einer E mp und dann jene g-elementigen Cyclen, welche einer Eq 
angehören und die einzelnen Elemente jenes 77z/?-elementigen 
Cyclus enthalten. So ergeben sich mpq Elemente, welche einen 
Cyclus einer E mpq bilden.

S i t z b e r .  d. ma t l i e m. - n a t u r w.  Cl .  ('I.  Hd , Ab t h .  H. a . 1 1 6
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